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SOPRA UN OPUSCOLO

pt MICHELANGELO RICCI

MicrrLANGELO Ricer, nato a Roma mel 1619 & morto nella siessa
citth nel 1682, fu allievo del TorriceLia che Febbe in grande stima,
e in gran pregio fu tenuto da altri illustri suoi coniemporanei (7).

Egli & aulore dun opuscole intitolato: Emercilalio geomelrica
de maximis & wminimis, stampato a Roma nel 1666, del quale
scrisse STEFANO DEGLI ANeELI: « Il Sig. Ricel, quando non slam-
passe aliro, vivrh sempre nella memoria degli unomini per questa
sala operetta (") ». E 11 MoNTécLA: « La Societé royale de Londres
le jugea assez interessant pour en procurer une seconde eédition
qui est & la suite de la Logarithmotechnie de MercaTor () ».

Questi gindizi sull’opuscolo del Ricel mi sembrano giustificati.
Per questa ragione, e perché il CanTor nella recente sua opera (™)
appena ne menziona il titolo, spero che non riescird discaro ai lei-
tori del Periodico, che gih non ne avessero cognizione, di leggerne
un estratto, al quale faranno seguilo alcune notizie di lavori ante-
riori che con guello del Rieel hanno qualche attinenza.

(#) FaperoNl. Yitae italorom doctrina excellentinm gui saeculis XVII e XVIII forusrimt.
Pisiis 1778, vol. 1. — B. Bowcowpass:r. Intorno ad aloune lettere dl Mvangelisia Torricelli, del
. Marino Mersenna ¢ {i Francols de Verdos (uel tomo VIII del anc Bullettine &i bibllvgrarsia ¢
soris Jdelle agienze matematicke ¢ fisiche). — Uorrespondance .de Rene-Francois de Simae, publie par
3. . L Parar oel tomp XVI de]l Bullefline di Bonecompagnl. — Deesamenti ineditl per la siorla
dei manousoritti Galileiani nella Biblicleca nazionale di Firenze, pubblieati ed illustrati da ArTomo
Favaro (nel tomo XVIII del citalo Bulletting).

Sono malto interessantl due lettere del Torrieelli al Rleci, raelative alla famesa esperienza
sulla pressione aimosferiea, le guall & lezgonoe nella prefazione alle Lesioni cecademiche del Tor-
ricelll,

(*#) FamBroxi. Opera cliata.
Kella Biblistaea matematica del Bicoarpr non & maonsionata aleun’alira opera matematies del
Ricel.

{¥%%) Logarithmolenhnia ; sive Methodu: construendl Logarithmos nova, accuratas o facilis | cni
nuonc accedit Verse Quadratnra Hyperbilaeg & Inventio Bmmmae Logarithmormm Anciors NIOOLAO
Megcaronr, Hule etiam jungitur: Micmarris Axagrd Rivon, Exercilatio geomeirica de mazimis
& minimis — Lundind MDCLIVIIL

(7A%4 T| gecondo volnme delle Forlesungen iiber Clesghichie der Mathemaiik von Moritz Can-
To0R — Leipzlg 1892,
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Lemma 1. Posto 2 +9—a e z+ t—2>5, se il rapporto E

z 3 g™ y" b Lol S
¢ egnale al rapporto —, dev essere anche ——— = —_——. (-

Lemma 2. Nell’ipotesi della proposizione precedente, se il pro-
dotto @™ y® & il massimo fra tutii i prodotti simili formati con due
parti di @, dev'essere anche z™!* il massimo fra quelli formatl con
due parti di b.

Lemma 3. Se un dato segmento sia diviso in due parti disu-
guali nel rapporto di due numeri interi, e si faccia il rapporto
della parte minore alla differenza delle due parti, o questi due ter-
mini sono eguali, oppure, facendo ancora il rapporto del minere di
essi alla loro differenza, e, quanto occorre, continuando questo pro-

cesso, 8i perverrd infine a due termini eguali.

am hn in

¢ egnale al rapporto —- .

Lemma 4. Il rapporio

am ¢n
a

Lemma 5. Se ha luogo la diseguaglianza —— < = dev’ essere

b d
anche ad < be.

Trorema 1. Il prodotlo di polenze di eguale esponenie di due
parti dun dato segmenio & massimo quando queste sono [ra
loro eguali, cioé nel rapporto degli esponenis

~ Se il segmento 4 B & diviso comunque in D e per metd in C,
i quatiro segmenti A D, AC, CB, BD costituiscono una propor-

zione aritmetica i cui fermini medi sono fra loro eguali; percid

AD CB ADS C B :
sard —— < 75 ed anche —= < 755, dalla quale risalta

AC
ADP.BD® < ACE. CB®.

TrorEMA 1I. Sieno in una rella © segmenti AC, CB e sia

AG 3

rapporio OB eguale a quello di due nter:, p. e, = ¢ 8 prenda

(%) Qni, o in appresso, 1o lettare che stanno al posto dei segmenii di cmi fa nso 17a. signid-
cane sempre numeri positivi, e gll esponenil #'intendonu sempre numerl lnteri € positivl, Ma av-
verio che non visl trovano nokastmi eome A B ; gll esponentl somo numer] particolari e le potenze
indleata p-e con A B3, Né 1 prodoitf, nd 1 rapportl zono jodicatl eom speciall slmboli, né sl
trova in tutto I'opuscolo il segno di eguaglianza, né un segno di diseguaglianza; visl trova vensi,
ma soltanto nella prima applicazions del teorewa II, @l eni sl dird pid lopamzl, un segno d'egua-
mlzcha mi & riessito nnovo: l'equasions B4 — 4 = Z' & eosi rappresentiata: B in A5 —

4.

e L,
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sul prolungamento di B A il segmenio AF —CB — AU, cosit che

; 2 . . . .
sia i_]; =i s U prodotlo FA?. AC? & il massimo fra lulti 1
prodoiti simili formali con due parti di FO, sara anche AC*. CB®
il massemo fra twili i prodotii stnali formaii con due pariz di A B,

Sia D un punto qualanque della 4 B, e si scelga il punto E

E FA
sulla F'B cosl che abbia lnogo la proporzione - = ——: per I'l-

potesi faita, e in forza del lemma 2, sard FE*. ED® il massimo

fra tutti i prodotti simili formati con due parti della D, eppercid
. k2 ED? FA: AC
FE*.ED® > FA®. AP Ma pel Jemma 1 & FDS — Fgr

. FAY.ADY |, FA ACP _
(quindi sardh —5 < o5 » € permuiando, e in forza del

lemma 4, AD? _FDS
A < TS > S0 oow o I_]]

Ora 1 segmenti DB, CB, FC, FD sono in proporzione arit-
FD _ BC
metica; percid, e perche #C ¢ eguale a C.B, sarh 7O < ppo Sia
il punto D fra A e C, oppure fra C e B, ¢ in conseguenza dalla [1]
risulterd a fortiori

o < 5os ossia AD'.BDF < AC*.BCP,

che ¢ quanto si voleva dimostrare ().
TroremA III. Se un dalo segmenio st divide in due parti pro-
porzional: & due interi datt, il prodotio delle loro polensze, che hanno

(*) In forma moderna: 8] supponga che il prodoito delle poienze n™" ed (m —=)"" di dns
parii di oo nomero sia masaimo gunande guelle dne psril sono preporzionali al nomeri n, = — 7,

/|
pind s suppopgs ehe, gnalungone siz il nnmero positivo E minore 4l g @ diverso da o g, B ;

CLRE S L e

Allora posato

f=ma—z=, E=na-—m,

BATA

n ™ —

S ol (ma — )™ > =" " (ng ~a)" @™,

0 b
Ma dalia
noa “(ma—=){ma+ =)

risulta

W™D ma—2)™ (mat o)™ 3
appereid sard a3 fortiori
m™ n® g™ T 5 (ma 4 z)™ (na— )",
gloé [l predoite delle potenze w* ol a* delle due partl &l un nowere sara maslmo guande guells
due partl saranno proporzionall agld esponent! m ed n.

— = S i -
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per esponenti quei due numert, & massimo fra tulti i prodotit che
in stmil modo st possono formare con due parli del dato segmenlo.

Quesio risulta dal teorema precedente associato al lemma 3 ed
al teorema L.

Quale prima applicazione del teorema dimostrato, Ricei risolve
un problema che, nel nostro lingunaggio, si pud enunciare nel se-
guente modo ;

A quale condizione deve soddisfare il numero c affinché le-
quozione x** — bx*™*~! 4 ¢** = 0 abbia radicz reali?

Posta 1'equazione nella forma

(b — m) ="

e osservato che, se essa ammette radiel reali, queste, nell’ ipotesi
di & positivo, devono essere positive e minori di &, risulta subito

da quel teorema
(2n — 1)@n—1
@y

Ricei applica poi il teorema alla costruzione della tangenie 1 un

S b ().

punto dato della curva nella quale i cubi delle

F 4 ordinate sono proporzionali ai quadratfi delle
ascisse,

A Sia A D lascissa del punto € della curva

771¢  esia AF, dalla banda delle ascisse negative,
eguale alla meth di 4 D: sarh la F C tangente
nel punto C. Preso un punto qualunque E sulla

Cfer— -1 7 : , S
) ' FO dall'une o dall’alira banda di €, 1'ascissa
/ FA -
f del quale sia 4 G, sark il rapporio 16 di-
/1
F/ 7 : FA .| _
I:T - ——— 0 yerso dal rapporto o5 che & -, percid

FA. AR
FD?

sara 1l rapporto maggiore del rap-

(%) Pitt generalments: Sia l'equasione 2™ — pz’™ J-g=10 con p e p positivi ed n Y m, e
sim 1 pari ed w disparl. Posta nella forma ¢ =z { p—a” "‘:I ¢ manifesio che le radici reali,

quando eslstano, devono essere postive o minorl dl p. Fatto poi 2™~ "' =0 &l ha:
il 1 — 0
_ S W (R— )
Eﬂ m:um(]:-—v" mé { “. Fn'
"

cipt la ool cumiisivoe

mm("_mjﬂ—m p™ —a" gn—m; 0,

_ .-.
" iy
- " R
'-,."-u- oy g
=t

Fud! ..:. l.-_' 44, 3 T Rl nh" LT

' i = ¥ N & | o [ e

u E - 5 )
R S

1=

s
.

. ,_
! = 5 .I
| g AT

" N" f i
'1 g g WEEa™

. = A . b
e '-«,‘_r e

T, =

- d .
LF '.I_'u-.'u-. -

.-‘-I-l-'hl-' r. =

Vi,
=
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FA.AG® , _ _ AD?  FDS
porto —% Ora da questa diseguaglianza risulla = >

&DE GDE e - -
AG2 > - ma se s'indica con H il punto della curva

EGY°
. ] _ ¢ D? A D? . ,
che ha 1'ascissa A G si ha 7= = ;. B 10 CODSEgUBNZA SATd

O > i cit EG > HG.

Osserva pot il Ricei che questo metodo di costruire la tangenie

pud essere applicato alle infinite parabole. B Inlatti per la curva

od anche

y™ = ca™ (m > =) posto F A _mﬂ ® AD sarh

FA™"®AD" FA" "AG"
FD"™ > FG™

da cul

AL FD™® . cp* co"

Rl T T
eppercio EG > HG ().

Infine da il Ricei un metodo per cosirnire la fangenie m un punto

dato della y=+r —=co” (@ — af’ (")

e sceglie per esempio la curva
y* =ca® (@ — a)’
della quale considera soltanto la parte corrispondente alle asecisse po-

sitive maggiori di @ (7).

1¥) Facilmante si verifiea che, nell'ipotesi fatia dl m ) =, la eurva y" = ex” presenin sempre
la econcavita all’asze,

(#¥*3 Anche questa presenta sempre la eomeavita all’asse.

[#%%) A questa coatruzione & premessa uma yolazione del problema:

Fre'i doe latl d'nn angolo dato ¢olloeare un segmenio che abbla un estremo in on punto dato
A'nme 41 sssi & 1'altro estremo mell'aliro late, e aia dlviso in partl proporzionali a secment] dati
dn una rerta data interna al-
l'angplée & pssasmia pel suo P

-

vortice Sie BAD Dangolo > “'-} Y.
dato, 4 C la retia data, E Il ;
punto dato nel lalo 4 B. Bo-
¥4 un segmento arbifrario
HF af descriva un segmentio
dil olrevlo H M F capace dsl-
I"angolo daio, & sla QO 11 suo
cenfro. Fatto 'angolo B'AD
dopplodl BADe B'AC dop-
pio d1 B A C, s deseriva ¢on
centro 4 e raggio OF Pareo
BCBOD: snra 'areo B BD
eguale all'armmo HR F, s, fatlo
1'areno FE eguale all'arte \ :
B, ¢ quindi 1'arco KH ' ~ >

Egn;l-a nil’ areo O D, gli an- H \vj__,f"’ &
goli HM R, RMF saranno

rispritivamente eguall agli
angoli DAC, CAB. Ora, se il sogmenio HF st divida in § ecsl ehe il rapporto §F ad MS sia

eguale & quello dei segmenti datl, @ pol &l condues la RS fne al punto M in enl ecssa incontra la
wirconferenza, 8 infine si prends sulls ¥ F is M F = AE, ¢ da # al condaca la P H' parallela

alla 7 F, 1a figura M H'F’ cosl costruila sarz egnale a ijnells riehiesta.

—
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Siano B l'origine, BA I lasse, ¢ ed L due punti guali si

vogliano della curva le cui ascisse BD e B[ siano maggiori di B A4:
rh il rapporto e eguale al r 2= 4 Per costruire ]
sara 1 rapporic oz eguale al rapporio BDs_ Ap: - L orcostruire la

tangenie nel punto C si conduca la BC e dal punto 4 la A FE,

la gquale incontri in & il prolungamento della

A 2

HC edin Fla £ D. in modo che sia =5

la O parallela ad 4 ¥ ¢ la tangente richiesta.
Preso sulla CG un punto qualunque &, dall'una

o fall’'altra banda di €. la cui ascissa sia BT,

sia L il punto corrispondente della curva; siano
po1 N ed M 1 punti d’incontro della 7C colla
AL e colla BH parallela a CG, e sia H il
punio d'incontro della BH colla CD. Ora nel
segmento 4 & sono i punti F el NV dal primo dei

quali esso & diviso in parti proporzionali ai nn-
meri 2 e 3, epperecio sara il prodotio 4 72, FE® >

S O o NA*® FE
N A . NE* e quindi £ ma il rapporto 3 € uguale

N 2 AR

1 HB : 5 H B3 NA®
ad 3rp» © o conseguenza sard 3o > S5,

MB’
HB*, AF? MB* NA®
O G5 > (7 (35 ol ’ T [1]

Inoltre dalle proporzioni
anB BD AF AD

G 6D ' Clr DG

08s1a

S1 ricava
H583, 4 K BIDR AD

e — s o« 3 & = s (&
e similmenie dalle proporzieni
M B B1 NA Al
ceéd — 61 ' €G  IaG

risulta
M B3 N A® BI% AIQ® :
0~ = o s = = « » 9]
Ora, in forza della [2] e della [8] 1a [1] diviene

BD3, AD* Bi3 _Al®
D G5 > G I

f.':..':;.r

.....
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ma, per la definizione della curva e
BDY.AD* __ BIS.AI°

DC* LI
e in conseguenza sara
D> LI- _ Dce Ll
pes ~ G =B 3§ 2 @1’
S . DC KL
Se infine si osserva che il rapporto 77, € eguale a +, & chiaro che

dall’ultima diseguaglianza risulia
KT > L.

I.

11 metodo cosl detto di induzione matematica, o di eonclusione
da » ad n 4+ 1, & stato adoperato da Giacomo BERNODILLI, ma prima
ancora da Pascar, come ha avvertito il Cantor (%). Nel Traouie du
triangle arithmelique, che fu trovato stampato dopo la morte del-
1'Autore, avvenuta nel 1662, ma che si deve ritenere composio,
almeno in parte, fin dal 1654, come risnlta dalla corrispondenza i
Pascal con Fermat (™), sono studiate delle proprietd dei numeri,
dipendenti da due indici, definiti dalle

@r)=mr—1)+nr—1r, ®1)=1, A, =1

Sotto il titolo Consequence XII vi enuncia la proprieta espressa
dall’eguaglianza
(n— », 1) n—7r
m—r=+1# 7
e nel seguente modo la dimostra :
« Quoigue cette proposition ait une infinite de cas, j'en donne-

« rais une démonstration bien courte, en supposant deux lemmes,
« Le premier, qui est evident de sol méme, que cette proportion
« se rencontre dans la secondg base (™)

(#) Nel gla citato secondo volnme dells e Forleaungen iiber Geschichie der Mathematik, p. 684,

{(#%) BossuT. Discorso sopra la vits ¢ le gpere dl Pascsl. Questo dlseorso ¢ Inserito mel 4°
volume del Saggio della storia generale delle Matematiche dl Cario Bossur, prima ediglone itallana
con riflessioni ed aggiunte di Guesor1o FoxTAsA. -— Milano, 1504.

(%%%;, L'Aulore chlama duse ogui serie 4i termini pei quall la somma degli indiel ha uneo
slesso valoye; oosi 1a base (n--1)"* & costitoita dal fermind (1), (n—1,8), (B —2,8)... ...
(2,5 —1) (1, n); 1| quall sono 1 coefficlentl binomiall corrispondenti all'esponente n.

= S o ——— —
— — L

o e E——— §
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« Le deuxieme, que si cetie proportion se trouve dans une base
« quelconque, elle se trouvera nécessairement dans la base saivante.

« D'ou il se voit gu'elle est necessairement dans toutes les
« bases: car elle est dans la seconde base par le premier lemme,
« done par le second elle est dans la troisiéme base, done dans la
« quatrieme, et & 1 infini.

« Il faut done sculement démontrer le second lemme en ceite

« sorte. Si cette proportion se rencontre en une base quelconrue,
« comme en la quatriébme, c’est & dire si

(1) 1 (3, 2) 2 €3 3 :
(3,2) ~ 3 (23 2 oy — 1 U

« Je dis que la méme proportion se trouvera dans la base suivante.
« &t que, par exemple

4,2y 2
(3, 3) 3
(_41 I) ] v 1
« Car (.2) — 3 Par I" hypothése. Done
(4, 1)+ (3,2) 143 (4.2) 143
3.2 — 3 YU 3y .8
« De méme 23’ ;{ i par |" hypothése. Donc
(3, 2) + (2, 3) 242 (3.3) 2.4.2
(3, 2) s M @9 T 3
. (3,2 3 A :
« Mais :,: 4 2; i3 ¢omme 1l est moniré.
« Done par Ia proportion troublé
(3, 3) 3
(4,2) — 2

« ce qu il fallait démontrer.

« On le frouvera de méme dans tout Je reste, puisque cette
preuve n'est fondé que sur ce que cette proportion se tronve
dans la base précédente, ef que chaque cellule est égale 4 sa
precedente plus & sa superieure ce qui est vrai pariout »,

Se il Ricei nel 1666 abbia avuto eognizione di quell'opera di

(¥) Per maggiore ehiarezza aidopero 1a notarione

(n, #} In looge delle lsilere adoperate ds
Paacal per inddeare le cellule delia sua fgrara.
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Pascal, & guistione che non saprei risolvere; ma certo & che po-
steriori a quell’ epoca sono i lavori di Giacomo Bernouilli che
allora aveva 12 anni.

E poi degno di mota che, nella dimosirazione del teorema sul
massimo del prodotto a™ (@ — @)*, il Ricei adopera un metodo che
sL puo considerare quale una generalizzazione di quelle i conclu-
sione da » ad n <~ 1, Infaiti per dimostrare quella proprietd rela-
tiva ai numeri m ed a2 < m, egli la dimostra pei numeri 1 e 1,
e dimosira che, se essa vale pei numeri » ed m — » deve pure
sussistere pei numeri m eil n.

1.

Il teorema sul massimo retiangolo, fra quelli che hammo per laii
ine segmenti i somma cosiante, & un immediato corollario della pro-
posizione V del secondo libro d’Everme ().

ARcRIMEDE, nel suo Thatlaio della sfera e del cilindro, dimostra
la segnente proposizione, che ¢ la X del secondo libro:

Fra tulli 1 segmenti sferici ad una base terminati da sone di
egual superficie, quello di massimo volume & U'emisfero.

La sua dimostrazione, tradotta in linguaggio moderno, si pud cost
esporre :

Siano R il raggio d’una sfera, o D'altezza d'un suo segmento ad
una base, 2= ¢? la superficie della zona. Dalla Ra — ¢® risulta che,
per ¢ > e, & c >R e a—R>c—R, e the, per &« L ¢ e
quindi R > ¢, ¢ R —a > R — c. Pereld in ciascuno dei due casi &

(BR—cf < (R—=z) ossia ¢cRR—c)>wRR—a),

{*) 11 teorema correlativo sul mintme dells somma -ty guende & costente Il prodotto =y,
al pud conslderare gamale corollarie Gella prébosizione 85 del 11bro III, poishé, fra tatte le corde
che passano per uno stesso puanto, la piit distante dal centro & qoella che In quel punto & di-
mezaaia,

I massiml o minimi di Arorromio &l possono riferirs a quesil due teorami. Cosi, p. s, Ia
b'!
ﬂl
ningati d'on'elisse, posto a* — X, ¥ = ; 4 -} ¥F— A, eqguoivale alla ricarea de) minimo dl

2
rigerca del minimo della sommsa o' - ( ] » In eml a’ e b signifieano due somidismetri so-

¥
£ ez
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la quale diseguaglianza, quando si sostituisea ad R il suo valore in
funzions di @, si irasforma nella

r@Be—a) 28 . . . . L L [1]

€ questa esprime appunto il teorema enunciato.
Ora osservo che dalla [1] posto 2®= z, 3¢* —a, risulia

sla—2P < = a,

cioé appunto il teorema sul massimo del prodotto d'una parte d’un
segmento dato pel quadrato dell’altra parte.

Ma questo teorema & stato esplicitamente enunciato e dimostrato
dal Carpano nella sua opera: De proportionibus numerorum, mo-
lwwm, ponderum, ecc., pubblicata a Basilea nel 1570, la quale si
trova pure nella raceolta delle sue opere stampata a Lione nel 1663.

Le proposizioni e le dimosirazioni del Cardano sono qui compen-
diosamente raccolte.

Lemma._l:
a+ b o 4-20
1 > g8
Lemma IT :
¢ —4-b (2¢ + b)® . ¢+ b (2e - 2b)®
(1) ¢ < (2c) (<) C > (2c 4B
Infatii &

¢4 b 2e 4 25 20e42b 2c40b
e 2¢ 2¢ b 20

|

¢, W forza del lemma I,

(Be+b)® e+b > (Ze+28)°
(2¢)® ¢ (2¢+ b))%

Lemma I -

a (24 + b)* d4 b (2d)?
(1) d_b>F(2d_}! B <(2d_b)ﬂ'

Dal secondo lemma, posto ¢+ b —=d, risulia

d (2d) . 2d 2d +b
d—b>(2d—b)f’mapallemmalﬁ2d—b> 57
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g il conseguenza sara

d 2d + )
" iy 100 @Edyp

E similmente prova la seconda parte.
Se il segmento A B diwvidast in C falmente che siac CB :—;— A B,

e quindi AC = -g- A B, ¥ parallelepipedo che ha per base il gua-
drato di AC e per allezza OB sara il massimo fra guelli che
hanno per base il quadrato d'una parte di AB e per allezza
U'allra parte.

(Questa proposizione discende immediatamente dal lemma terzo.

Nello stesso luogo Cardano trova il massimo di 7'z (@ — &), ma
il visultato al quale arriva, pure mediante il lemma terzo, si pud con-
siderare un corollario della preeedente proposizione (7).

Allo stesso ieoremsa, ma pili intimamente al massimo testé men-
zionato, si collega un aliro problema dal Cardano risolio al Capi-
tolo XXXIX dell’'opera De Regula Aliza, ciod:

Dividere un numero in dne parti tali ehe la differenza fra i due
prodotti che si ottengono moltiplicando ciascuna di esse pel quadrato
dell'allra sia massima,

Cardano prende ad esempio il numero 12 e sceglie per incognita
la semidifferenza delle due parti. Se il numero dato s’ indica con 2 «
¢ quindi s indicano con a4+ e @ — x le due parti, la formola
data da Cardano diviene

i— V3.
ed a guesto valore corrisponde appunto il massimo della funzione
(a+a)y @@ —a)— (a— 2 (a+ ).

Lo stesso problema, ma in altra forma enunciato, & stato risolto
dal TARTAGLIA. <
Ecco quanto si legge alla pag. 88 della sna opera: La guinla

parte del general irallato di numeri e misure - Venezia, 1564).

(%) In guesta interpretaziens dell'oscuro lingnaggio dl Cardano, resc ancora pli difficile da
errorl dl stampa, ml sono glovate dell'opers del CossaLy: Origine, (rasgoriv in Jtalia, primi pro-
gresst #n esda dell’ Algebra. — Parma, 1780,
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« 1l decimosetiimo quesito di trent'uno a me proposti da Hyero-
« nimo Cardano, medico milanese, nella nostra publica disputa.

« Fatime di otto due tai parti, che il produtto dell'una nell’altra
« multiplicato nella loro dillerentia faccia piti che possibel sia.

« A qguesto suo decimosettimo quesito a quel tempo gli risposi che
l

_3":
2 1
« il prodotto & 10 5 » qual multiplicato nella differentia che & R 21 5

I
« la maggior parte fu 4 pit B 5 5 » & la menore fu 4 meno B 5

« fa B 2427

27"
« pensavano di farmi guerra, ma gli falli il pensiero.

¢ questa e di fruttl della nostra pianta, con li quali

« La regola da trovar le sopradette parti & guesta, divideremo il
« detto otfavo in due parti eguali e ne venird 4, quadreremo quel 4,
« fa 16, e a questo 16 ghi aggiongercmo la sua terza parte, che sara

: 1 : 1 33 .
«5 4, fark 21, e la R de 21 4 sard la differentia delle adi-
« mandate parti, quala partendola per mila ne venirh R 5 %, qual

« gionto alla mith di 8 cios a 4 fard 4 pit R 21 —;— per la parte

« maggiore, ¢ tratto de 4 restarh 4 men B 5 %

« nore. La causa di questa operatione si narrarh nella nostra noua

per la parte me-

« Algebra, per esser dependente da quella » (°).
Da ci6 & manifesto che anche Tartaglia ha presa per incognita
la differenza delle due parti, e che percid ha considerata la funzionoe

(@ —2)(a+ 2)0r = (@@ — 2% .

Ora & degno di nota che guesta funzione & quella siessa alla quale
si riferisce il teorema di Archimede sopra esposto: la formola tro-

vata da Tartaglia R — V % @ , che corrisponde a quella data
da Cardano, pud senz’aliro deswmersi da quel teorema quando si
ponga a® — 3 ¢?,

Il teorema sul massimo del prodotio d'una parte d'un segmento
pel guadrato dell’altra parte, & stato dimostrato anche dal CavALIERI

(*} I1 Centor, nell’opers citatn, espone guesta soluziome del Tartaglia (pag. 467), ma non ia
nlr:uru:; menzione del massizn di Oardano.,

B noto che la nuevs Alychra, annunzista dal Tartaglia anche in alira occasiono, non & maj
cOmparss,




= 18—
nelle sue Ezerciletiones geometricae (Prop. XXVIII dell’ esercita-
zione sesta) e nel segugnie modo :

Sia il segmento date BE — 3 BF, H un punip qualungue fra
F ed E, ed I un punto. qualingue fra B ed F. Se si considera

Ja sfera di diametro FE ed in essa il segmento d'aliezza HE, il

BH.HE®
rapporto del volume di questo al volume della sfera & Hw—F7s

eppercil & BH.HE® < BF.FE*. Inolire, il parallelepipedo che
hal'aliezza BI < BF e per base il quadrato di 72 si pud conside-
rare come equivalente ad altro parallelepipedo di altezza B H > B F,
eppercid surh anche BI.IE®* < BF.FE®.

IV.

Dird ora di alcuni seritti che piu strettamente si collegano a
quello del Riccl,

TorricELLI ha risolio alcuni problemi che si riferiscono al mas-
simo del prodotto @? (@ — @), e del prodotio &® (a — ), come risulta
dal seguente estratto di una sua lettera diretta al P. MERSENNE (")

Sia AB il diametro d'un ecircolo o 'asse maggiore di un’elisse
e ne sia C il centro. Si domanda il massimo rettangolo fra quelli

che hanno per base un

M
segmento del diametro \L
\\-.

con un estremo in A

e per altezza l'ordinata Vi I

corrispondente all’altro v = |
i _”‘x,\ ~
\]

H O n i

-

D & il punto di mezzo

estremo. Dicg che se £
%fﬂfl
A

del raggio C B, i rei-
tangolo richiesto ha
per base il segmento A D. Fatto B (, sul prolungamento del
diametro, eguale al raggio, si conduca la (G £ la quale incontri m
M la tangente in A. La G M & tangente in £, eppercid, preso in essa
un punto qualnnque L e condotta la L H, la quale incontri in 7 la

(*) Questa fa parte delle gia citata raccoliis di Jettere di Torrleelli, Memenne & Do Verdna,
pubbleata dall’illusire D, Baldassare Boneompagni, nel tome VIII del ano Bullettino,
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semicirconferenza, sarh L H > T H. Ora, perché A D é eguale a D@,
risulta dalla prop. 27 del sesto libro degli Elementi, quali sono espo-

sti dal Cravio, che il rettangolo A DE & maggiore del rettangolo
AL (), e a fortiori del rettangolo 4 H I.

Considerando poi la semielisse si ha -

AH.AN AH . HI
AD.DF ™~ AD.DE’

eppercid
AH.HN <L AD.DF.

Egli trova, in modo analogo, il massimo rettangolo inseritto in
un segmento di parabola, compreso fra la cnrva ed una perpendicolare
all’asse.

Siano B il verlice, BE 1'asse, 4 F'] perpendicolare all’asse. Fatto

: l
BD— = B E, sia GFI latangente nel punto I’ che ha 1'ascissa

BD, esiano G ed [ i punti in cui essa incontra 'asse e la 4 O: sara
GD—DE, e dal teorema di Clavio
risulterd che DEFH & il rettangolo
massimo fra quelli inseritti nel triangolo
B GBI con due laii contigui sulle ¥ G,
£1, e quindi anche il massimo fra quelli

G

2 F inscritti nel segmento di parabola B Z (.

E da fiotare che, in queste soluzioni,

Torricelli s1 & giovato della costruzione

A I  della tangente per la determinazione del
| £ HC

Tassimo,

Il teoremn sul massimo del prodotto o™ (@ — z)* & stato enun-
clato e dimostrato in molti easi particolari, in aleuni dei quali uno
degli esponenti & 1'unitd, ¢ in altri ambedue gl esponenti sono diversi
da uno, da PmETRO PaoLo CARAVAGGIO (") nella sua opera: Geometria
applicationwm deficientivm figura daia specie, pubblicala a Milano

nel 1659. Le sue dimostrazioni sono fondate sni seguenti due
teoremi :

(*) Queste proposigione irovasi pure negli Elementl o Enclids pubblicati per enra di Burr:
¢ Brioscer

__\**%) Naw & Mllano nel 1617, m. nel 1689, Alire sne opere @l matematica sono indicais nella
Bibliotecs matematica dal Higoaxpi,
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1. Se i due termini d'un rapporio sono aumentati d'una siessa
quantiia, esso viene aumentato o diminuito secondo che & minore o

maggiore di uno,
2.° Se i numeri @, @y, 4, .... sono in progressione oeome-

trica, ha luogo, per A < £ < i, la diseguaglianza

Oy “T-Qu_3 > O = O __»

Eeco p. e. com'egli dimostra il teorema sul massimo (el prodotio

a* (ba — x). Sia

xz  4a  f g
da =t g k'
e quindi
! 70l
@y - T L e ¢ e [1]

Dalle ilisegnaglianze
z4+[>8a, z+g>4a+[f, x+h>da++yg

sl ricava successivamente
[ >8a—ax, g>da4+fFf—ax> 12— 22,
h >4a4+g —a > 16a — 3z;

eppereid sara
@ &
h 16a — 32

Se I due termini dell’ nltimo rapporio vengono aumeniati di
40—z, o diminniti di @ — 4a, secondo che & & minore 0 mag-
giore di 4a, risulterd a fortiori

el

L
h < Da ’

— i

e, in forze della [1],

E*
(4a)t

< E{Iﬂ_m- ossia. &' (Da—a) < (4a)*.a.

Dello stesso anno 1659 & Jopera di STEraNo DeGLi ANGELI :
Miscellanevm hyperbolicum & parabolicum, in quo praccipue
agitur de ceniris gravitatis Hyperbola, partium ejusdem, ece. ece..

Alla pag. 178, premesso I’ enunciafo del teorema sul massimo
del prodotto z™—%(a — 3), il quale teorema, dice espressamente
Fantore, e dovuto al Caravaggio, si trova la notevole proposizione :




i — 16 —

Se i qualsivoglia delle infinite parabole (" = c¢x) s scello
un punto qualungue dal quale sia applicala al diamelro Iordi-
nata, e il diamelro sia prolungalo esternamente alla curra cos)
che la parie esterna sia all'ascissa come il numero della para-
bola diminuito di wno (m — 1) all'unila, la reila congrungenie
quel punlo del profungamento del diemetro al punto della curva
e in questo punto tangente.

La dimostrazione & simile a quella che ha pol (afa il Rieci del
teorema pitt generale sulla sottangente alla y?=ca® ().

D. Besso.

LA DRFINAONE DRIEA LINEA RATT

S o o g P

Mi & natn Didea del presente scritto dalla leitura di un opuscolo
del sig. Bonnel, () nel quale 'autore con lodevole pensiero (per quanio
pur iroppo non sempre con sufficiente rigore) studia la questione
dei fondamenti della geometria e particolarmente delle sue figure
primitive piu semplici. Di fale opuscolo dette gih wuna recensione
nella Rivista di Matematica dell’anno passato 1l mio egregio amico
prof. G. M. Testi; ma siccome Ja parie essenziale di essp ¢ la defi-
nizione di linea retta che il signor Bonnel erede opportuno ricon-
durre alla forma del Legendre, quale « piu corto cammino fra due
punii» e ecib appoggiandosi a dimostrazioni non del tutto soddisfacenti.
cosi ho stimato uwiile disentere se quella sia veramente la migliores
definizione e fare insieme un esame del concelto di linea refta con
una eritica dei varl modi con cui si suole ordinariamente presentare ;
simili guestioni essendo accennate appena mnella recensione citata.
Su tale argomento dissi gid qnalcosa nella mia nota « I postulati e
-gli enti geometrici » (***); ma intendo ora irattarlo piu diffusamente.

(¥) I1 Oantor accenna a qnesto icorema di Siefane degll Apgell (pag. 821), wma nulla dice
aulla dimostrazione
La dipendensa fra Il problemn Gells tangentl ¢ guello dei maesimi o winim! s} rende mani-
festa omervando ehe, in un intervalls ln enl la CUTVA HiA GEWPre CONCAYVA 0 AEMPre convesss
riapetio all'asae dells asglsae, la differenza fra PMordinata 4 oo pouio della tangente e NMordinats
corrispondente della corva ha wo minimo od on massimo nel punte dl contatto,
(¥*) J. F. BosrmRL. Emal ds geométrie rativneile, — Lyon, 188],
(¥%%) Periodico di Malematica, ‘Anno 1.

=4
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1. 1I concetto di retta & fondamentale in geometria: eppure non
solo non si & ancora trovato un modo al di sopra di tutte le esi-
genza per defiuirlo, ma neppure si & d'accordo sul come e sul quando
s1 debba introdarlo.

V'v chi preferisce i non (efinire affatto la rettn, consideran-
dola come uu concetlo a priors, presente in modo chiare allo SpIrito
di ciascuno. Non intendo enirare in un campo che non & il mio,
quello filosofico : ma soltanto osservo come, per il mio modo di
vodere, non sia corvetto il rifenere che in geometria esistano idee
a priori, e come chi pensi il contrario confonda forse 1’intuizione
colla pura teoria geometrica. Si rifleita (e su questo punto non in-
sisto iroppo, rimandando a guanto ho gia detto nella mia nota
citata el alla prefazione fella recente opera del Prof. Veronecse sui
fondamenti della geometria) () che gli enti della geometria sono ideali,
¢ somigliano quelll della realta solo per nostro ginstificato arbitrio
e solo in (nanto si nsano per essi nomi e frasi del genere di quelli
dell’nso comune. La loro esistenza non ¢ dunque reale ma puramenie
ideale ed arbitraria, (dipendendo dalla nostra volontd che ha inteso
imitare per agevolezza di studio aleuni degli oggettl che ¢i stanno
attorno; falche questa esistenza e alcune delle proprieta di tali enti
s1 enuneiane con frasi che esprimono veriti convenzionali, non neces-
sarie. Da aleuni (li questi enfi, ammessi per immediaio arbitrio, ne
discendono aliri dei yuali ’esistenza ¢ allora necessaria (per quanto
solo di fromte a quella dei primi) e viene provata con un teorema.
(1] e geomelricr adunngue, sehbene plasmati sul tipo di qguell]
della realth, hanno proprieti espresse o con postulati assolutamente
arbitrari, o con teoremi relativamente neeessari: el & forza COn-
cludere che non & il caso di parlare per essi di concetti a priori.

(Questo mi sembra intanio sufficiente a stabilire che il con-
cetto di retta deve essere definito ¢ sviluppato.

2. Apparisce anche chiaro guanto sia poco corretto il dire, come
st fa in qualche trattato, che la retta per la sua seraplicith non
s puo definire (**), {anto pit se, come accade spesso, a quella frase

———

(*) Gruserpr Vexoxmsu. Fondamenti i Geometria a pit dimensioni ¢ pitt apecie i wnita yef.
tilinee, eaposti in forma elemeniare. — Padova, 1801,
(**) V. mia nota eitata.
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Sé ne aggiungono altre per dilucidare guel concetto che si ritiene
indefinibile, poiché con tale aggiunta o si abbozza una definizione
che allora varrebhe meglio compiere ed enunciare esplicitamente, o
s1 vuole solo spiegare ’origine del concetto, nel qual caso oecorre
un postulato che dica esistente una linea colle propriela geometriche
corrispondenti a quelle dilucidazioni.

V'e chi vagheggid 1'introduzione della retia, come di aliri enti
geometricl, senza ricorrere aj postulati; ma questa & cosa 1pos-
sibile, a meno che aliri postulati enunciati o sottintesi non siano
gia stati introdotti, poiché la presenza di tali sorta di verith &
Sempre necessaria in geometria, se almeno si vuole questa, come deve
°SScre, uma scienza di enti ideali e non un accozzo di cognizioni
praiiche, buono al pit per studi elementari professionali.

3. Da quanto fin qui ho esposto sl vede come si presentino due
soli modi rigorosi per potere in geometria parlare di linea retia:
0 introdurla direttamente con alcune sue proprietd (da cui tutte Je
altre discendano come teoremi) il che si fard con postulati, o defi-
nirla per mezzo di relazioni cogli entl gid noti, dimostrando che
una linea con tali proprieid esiste: due vie nettamente distinte, in
enirambi le quali per altro occorre sempre la proposizione: « Esisle
une linea (da dirsi retla) che goda le lali..... proprield» da enm-
clarsi come postulato nel primo modo, come feorema nel secondo, Col-
una e coll’altra via dovranno essere Opportunamente scelie le pro-
prietd da adottarsi per accompagnare la frase « esiste una linea »
nella proposizione precedente: essendo chiaro eome non futte le pro-
prieta di cui si vuole dotata la retta debbano m essa citarsi, poiché
da aleune sole discendono pol necessariamente le alire.

4. L’ unica questione da deciders ¢ ormai quella se la refta
debba ammettersi con postulati o definirsi; e, in ogni modo, quali
Sue proprieta debbano pereid scegliersi.

La scelta di {alj proprieta dev’essere fatta in modo da intro-
durre in geometria un ente che assomigli strettamente a quelli che
nelluso comune s’indicano col nome dj oggetti sottilissimi e diritii:
all'infuori di cid la scelta & evidenicmente arbitraria (almeno da un
punto di visia generale), bastando che le proprieid adottate non siano
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contradittorie fra loro né con quelle gih ammesse, e che siano indipen-
denti I'una dall’alira.

Su di esse non influisce dunque che 1o seopo che ei si propone col
definire la retia; il quale pud essere o scientifico o didattico. Esige
il primo maggiore perfezione di metodo, il secondo maggiore facilith
di concezione e di esposizione: per cui con simili esigenze, talora
assai diverse, e chiaro che le proprieth da scegliersi possono essere
molto differenti nei due casi. Se si tratta di uno scopo puraments
scientifico, sark migliore la definizione che si appoggierd a proprieth
piu primitive e ¢l mostrera 'ente in sé, in quanto obbedisce a eon-
dizioni necessarie e sufficienti per individuarlo. Se lo scopo & prin-
cipalmente didattico, la dcfinizione dovrd scegliere le proprieid che
risvegliano meglio I'idea degli oggetti della realtd, che meglio fanno
imagine, per servirmi di una espressione del Monge; ed anche qui il
grado di coltura e dTintelligenza delle persone a cui & rivolto 1'inse-
gnamento potra influire sulla scelta di una proprieth o di un’altra.

9. Le proprieta che, rese ideali, devono appartenere alla reita,
quelle cioe che ci caratterizzano i cosl detti oggetti diritti e sotiilis-
simi nei loro piu importanti aspetii, sono da un lato le proprietd co-
muni anche ad altri enti da studiarsi pure in geometria, come quella
della continnita e l'altra del rapporto finito fra due qualunque delle
loro parti (postulato d'Archimede), dall’altro lato quelle speciali per
essi, che sono principalmente la uniformith di simili oggetti, la co-
stanza di direzione di un punto che si muove sopra di essi, la suffi-
cienza dell’immobilita di due lore punti per fissarne la posizione, il
fatio che essi sono gli oggetti pilt brevi fra tutti quelli che terminano
al loro stessi estremi, il fatto che essi costituiscono la linea di riposo

di un eorpo a cul appartengono e che ruoti attorno a due dei loro
punti, ecc.. Qualunque definizione si adotti, essa dovra dunque esser
tale da poter condurre a proffrieta simili a quelle della realth ora

enunciate.
0. Prima di passare alla discussione dei vari concetti di retta, &

hene avvertive come 'introduzione di un tale enie divida i geometr
m due schicre, secondo che essi ritengono opportuno di definire solo il
segmento finito, limitato fra due punti, oppure la retta indefinita : os-

b e S




)

servando i primi che 1'infuizione fornisce modelli soltanto di tratii limi-
tatli, giudicando ghi altri facile ed opporinna l'astrazione che syegli
'idea di un ente unico, indefinito, di cui tutti guelli imitati siano parti.

Non infendo qui occuparmi di tale questione, che per mio conto
decitderel in lavore della retta indefinita, concetto pitt vasto e piti po-
tente dell’altro. D'altronde, poichd il passaggio dal primo modoe al se-
conde si fa senza difficolth, ed inoltre () «la proprieta della retts di
« essere Indefinita non & conseguenza logica del suo modo i Feneri-
zione » e si pud quindi senza contraddizioni fare una geometria {anto
colla retta finita quantc colla retta indefinila, eredo opporiunn non
stabilire distinzioni categoriche fra 1'un modo e 1'aliro nell’esame che
sto per fare: nel quale quindi discuterd promiscuamente le definizioni
che condueono all'uno od all’altro concetto.

7. Circa alle proprieta della continuith della retta o postulate di
Dedekind (ciod che date sulla retta due serie convergenii (i punti
esiste sempre sulla retta stessa un loro punto limite) e del rapporto
finito fra le sue parti o postnlato 4’ Archimede (cioé che dati due scg-
menti qualmque @ ¢ b fra i multipli di @ ve ne sono anche di guelli
maggiori di ) i geometri sono tntti d’accordo nell'ammetterle espli-
citamente sotto quella forma od altre equivalenti; in generale (uelle
proprieta sono ammesse dopo le alire, anzi si sogliono introdurre dopo
che dalle altre si sono dedotte tutie le conclusioni che si possono trarre.
lI perché di tal ritardo si capirh quando si pensi che guelle due pro-
prieta hanno influenza pin che altro sui teoremi roetricl, 1 quali so-
ghiono darsi sull ultimo dei traitati in OIMAZEIn at programmi che
regolano 1'insegnamento della geomnetria specialmente nelle scuole
classiche.

Nei libri di geometria non esclusivamente (estinati all'insegna-
mento seconiario si vedono per altro quelle proprieta ammesse talora
insieme alle altre (**).

Comunque sia non & per esse che si stabilisee la differenza pin
importante fra i vari modi di trattazione della retta, e, d’altra parte,

(*) RavseaBEnawn. e elemeniargsomotric des Punkies, der Geraden tind der Ebene. — Lawipzig,
1887, § 2,

(¥*) Vedi p. es, Vznonzsy, 1, ¢ .
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non si fonda su di esse la descrizione primordiale di 1ale ente, quella
con cui 51 vuol far capire allo studioso a guali tipi reali debba somi-
ghiare la retta : talché portero la discussione esclusivamenie sulle allre
proprieta, le quali da sé sole, come gid ho detto, conducono allo svol-
gimento di molte parti della geometria.

8. La definizione teoricamente pitt semplice e giustamente prefe-
rita da chi non vuol parlar di moto in geometria, & quella che « la
« retla e individnata da doe punti gualungue » cioé chie < per doe
« punti passa una retta e una sola » @ da cul discende immedliata-
mente che gualungue porzione di retia si awlagia esattamente sulla
retta stessa a partire da gualungue suo punto.

In sostanzo quest wdtima proprieia costituisce la definizione (I'Eu-
clitle, secondo 11 quale «la linea retta e guella situata ngoalinente ri-
« spetto a tutti 1 snol pontl » quande si chieda poi nel postulati che
« 51 conceda di tirare da un panto a ¢ualsivoglia altro nna vetta » e
si dia poi 'assioma « due vette non possono racchiudere spazio (*) »
colle quali aggionte in conelusiope si ammette che per due punti si
possa condurre sempre una retta ed una sola.

La prima parte della definizione di Euelide pecea di oscuriti, per
cui ¢ stata inierpretata in vari sensi; per aliro, pensando ai due po-
stulati richiesti, si seorge come forse quella non ¢ che una dilucida-
zione preliminare affinche si capisea il perché di quegli assiomi nei
quall veramente sta la definizione della retin, e per i quali mi pare
ginsto il dare ard essa il nome di definizione enclidea. 11 Duhamel (*%)
stesso veule nelle parole ('Euelide 11 concetto che si st diseutendo o
crete potere in modo pin chiaro dare la stessa (lefinizione, chiamaudo
retta «una linea ndefinita tale che per due punti non se ne pud far
« passare che una sola », dimenticando per altro una parte della defi-
nizione, ciog che per due punti ne passa sempre nna,

Anche modernamente molti® autori eccellenti per rigore hanno
accolto questa delimzione, accompagnandola col postulato che am-
mette Pesistenza di una linea con quelle proprieta. Citerd aleuni {ra
quelli a eui si deve lo studio piti accurato e sottile sui postulati

(¥ Gl elementi Al EorLing, per cura dl B, Berrt e F. Briosos: — Firenze, 1887.
(*%) Duusver., Des méthodes slana Tex scfences de ruisvnnement — Paris, 1866, 2+ parile, § 0.
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della geometria. J1 Pasch (%) ed il Peano, (") preferendo entrambi dj
definire il segmento finito piuttosto che la retta indefinita, danno,
sotto forma piit o meno diversa, i due postulati: 1° esiste un seg-
mento cogli estremi in due punti distinti: 2° per due punti presi

come estremi passa un segmento solo. Ed il Veronese (") (mi servo
soltanto di ci6 che egli dice della reita nel senso pin ristretto suf-
ficiente all’ordinario insegnamento, mentre la sua retta generale non ha
un punto solo ma bensi un campo all’infinito) di cosi 1'assioma della
reiia: « Due punti distinti qualunque determinano wn sistema iden-
« tico nella. posizione delle sue parti e continue che i contiene e
« si chiama retta » dove 1'idea di continuo & qui introdotta subiio,
e la frase « identico nella posizione delle sue parti » sta a supplire
alle proprieth della retta che ordinariamente si deducono dal moto,
quali che un segmento 4 B & uguale al segmento BA, che ogni
figura (e quindi anche il segmento) si puo far rotare attorno ad un
punio, e che ogni raggio di retta fatto rotare attorno al suo estremo
si pud condurre a passare per un panto gqualunque dello spazio.

Mi sembra che la definizione in questione dal punto di vista teo-
rico non lasci niente a desiderare, per quanto debba poi essere
completata per poter concludere che se di una retta son fermi due
puntl saranno fermi tutti: giacehé dal solo fatto che per 4 e B passa
una retta sola'non dipende logicamente che stando fermi A e B non pos-
sano gli altri punti della retta muoversi scorrendo sulla retta, stessa,
proprieta questa ultima che pup aggiungersi eon un suceessivo po-
stulato e che, comunque, non influisce sull'esistenza e sill anicitd della
retta imbrodotta colla definizione di cni sto parlando. E evidente che
questa definizione accenna alla eondizione necessaria o sufficientie per
individuare fra tuite una linea /. Ora simile metodo che per Ja de-
finizione non ricorre ad enti estranei ma definisce la retta in s, come
ente che accompagna in quality di risultato il dato costituito da sohi
enti elementari, i punti, & metodo indipendente da legami colla realta,
e s'intende quindi che sard il pid potente, il piu atto ad une studio
della geometria puramente astratta.

p— e - — ——

I*) PascH. Vorlesungen Ther newere Geomelrie, Lelpzig, 1882, § 1, Grundeats |
{**) Poano. I pringpii @i geometria logicaments esposti. — Terino, 1885, assiomi IV e V,
(#¥%) L. 0. pag 216, Nota 1V, ass. 1L




__93 __

Ma se cosi puO dirsi dal punto di visla geometrico, non & al certo
altrettanto per quello didaitico. Di tal questione gih dissi nella mia
Nota citata, né stard qui a ripeter molio; accennerd solo che il pre-
sentare una proprietd negativa della retta, quella di non passarne che
una per due punti, mi sembra, almeno finché le si mantiene quella
forma, poco atto a far nascere 1'idea della retta in modo da mostrarla
simile a quella che se ne ha nella pratica, per quanto Dubamel (1. ¢)
accenni i contrario. Softo questa forma la definizione non fa imma-

gine, e quindi credo che non sia da preferirsi in un insegnamento non
molto elevato.

9. Dopo la precedente definizione vengono ¢uelle che s’inspirano
pin da vicino alle proprieth sensorie piu salienti dei corpi rettiformi,
alle proprieta che servono a descriverci la retta avuto rignardo ai
modi materiali di generazione dei ricordati corpi.

Prima fra queste per valore & la definizione che, prendendo alla
intuizione il fatio che quando in un corpo stamno fermi due punti
stanno fermi anche tutti quelli di un tratto diritio che traversal in-
tero corpo, si da cosi: « Hsiste una linea (che si dird reita) di cui
« tutti 1 punti stanno fermi gquando ne stanno fermi due ». Tale defi-
nizione, a dire il vero, deve essere completata coll’accennare che oltre
quei punti nessun altro dello spazio sta fermo. Generalmente si suol
definire la retta nel modo anzidetto, aggiungendo poi un nuovo postu-
lato il quale corrisponde alla osservazione accennata: meglio sarebbe
unirli tutie e due in nn solo, cosl concepito: « Quando in una rota-
« zione stammo ferm due punti, stanno fermi fuiti | punti di una
« linea passante per essi (retia) ed essi soli » .

Tale definizione, addottata anche dal Leibniz (%), si onora di noni
illustri. Cos1 p. es. lo Staudt (**) dice: « Una linea che, tenuti fermi
« due dei suoi punti non puo cambiare di posizione, si dice retta », ed
aggiunge come proprieta che « #ra due punti & possibile condurre una
« retta cd una sola ad essi terminaia ».

E 1'Houel (***), nel suo tentativo di riordinamento del 1° libro d

{¥*) Crvonrp. I senso comune nelle saiense esatte. — Milano, 1886, Cap. 11, § 5.

(*%) Sravoe. Geomelria di porizione, trad, dal doit. Piger. — Torino, 1280, § 1.

(**%) QOvkL. Exgai oriligue sur Ivs principes findameniaus de la géometrie élémentaire, — Paris,
1883, pag. &5,
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Euclide, definisce la retta solo dopo avere invocato 'intuizione del

moto attornoa due punti, e propone 1'assioma: « Dsiste una linea,

« detta retla, la eni posizione nello spazio & completamente fissata
« flalle posizioni di due qualungue dei suoi punti »,

E facile riconoscere come tale definizione non sia in sostanza che
tna forma diversa della precodente, trasformuta cnl fare uso el con-
celto del moto ¢ resa percio pin imtuitiva: polrebbe quindi muoverle
na seria vbiezione chi volesse bandita dalls geometria Pidea di moto.
Ma & certo che, sebbene tale idea sia teoricamente non necessaria in
geometria, & peraltro di potente aiuto nell’; msegnamento ¢, quande Ja
s'introduca in modo esatto (") rende accessibili certe idee sotto alira
forma oscure e difficili.
~ Alla definizione stessa si € obietiato (") da altri che essa nulla
dhce sulla forma deila retta; ma io non eonosen ancora una definizione
della retta in cui si dica di questa tuite cio che la riguarda, a causa
e del momento in euwi conviene introdurla per cul non si pnd ap-
poggiarla che a pochi epneetti gifv definiti, e della necessith di dire dj
essa fante proprietd quante bastmo ad ndividoarla, se si voole che la
definizione abbia caraitere teorieo, & non si eambi in una deserizione.

Strana € la eritica che le fa il Bonnel ("), I'autore dell’opuscolo
che ha inspirato il presente seritto, il quale dice: « Quella definizione &i
« riconduce agevolmente a questa : una linea & retta, se essa non roota
« quando si fa rotare. Sotto nuesta forma un poco brutale merita
'« appena di essere discussa ». Osservo che so & vero che la forma
claba ¢ addiritbora liratale, & inesatio che In definizione s ridues
A quella forma, giacche il dire che la linea non puo rotare gquando
ne stanno fermi dne punti, esclude che si possa far rotare, e guindi
non accade che non roti quando si fa rolare! Llalira obiezione
dello stesso antore, che ciod partendo, come si fa con questa defi-
nizione, da un movimento econcreto il prodotto dell’operazione sarh
conereto e si otterrh cosi un oggetto sottilissimo che potremo far

(*) V. Ia nota finnle alla mis memorin: La refta ed il econcedlo o lunghesza, — Annuli di
Matematiea, 1803,

|®%2) Oasaami. Mewworie sui fondamenti ella gromelria. - [imnale di Malematizhe, Volomi XL,
iV, XX,

{(**%) L. e pag. 16
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girare sul due capl, ma che quando si tratita di estrarre si cade
nell'inconveniente accennato nell’altra obiezione, mi pare priva di
importanza anche ammetiendo guell’inconvenienie : giaccheé le linee
geometriche provengono appunto dalla astrazione dei corpi soitilissimi
e le proprieta di una di esse possono appunie essere generate dal-
I'astrazione su tali corpi sottili.

lo gindico che, nonostante le obiezioni che le si muovono, questa
definizione, assai rispondente alla intunizione, sia la migliore di fufte

quelle a me note, didatticamente parlando.
(Continua). R. BeTrTAZZ1.

—HEQDE

A PROPOSIO DI ON LAVORD SULLA STORIA DELLE MATEMATICHE

(Continvazione, V. pag. 84, 113, 169 del vol. VII).
1I1.

11 filosofo Platone, accogliendo le idee pitagoriche sopra le forme

simmetriche e primitive delle molecole materiali, con raziocinio
geometrico nel dialoghi del Timeo, defini 1 cinque poliedri regolari
CONvessl.

Euclide, giovandosi degli studi fatti da Tehététe e da Aristeo
seniore, al XIII libro de'suoi elementi insegnd le regole per iscri-
verli in una sferica superficie. Apollonio di Perga, Ipsicle, Aristeo,
.« . cercarono le mulue relazioni fra le varie parti dei solidi regolari
e con [ iscrivere I une nell’ alire s’ avvidero come i centri delle
faccie siano i vertici del poliedro correlativo, ovvero al piani o,
By ¥y »... &d agli spigoli «@, By, y«, .... del primo corrispon-
dano respettivamente i veriici 4, B, C,.... e gli spigoli A B,
BC, CA4,.... del secondo. Archimede immagind tredici figure con-
tenute da poligoni regolari ds» nome diverso ed i pumeri 7, », §
delle lor faccie, vertici e spigoli ¢i furono tramandati per le eolle-
zionl matematiche di Pappo alessandrino (*). E siccome questo novero
merce l'analisi indeterminala si riconobbe esatio e completo, i1 Pro-
fessor Gunther congetiurd che il Siculo genio avesse intuita la

("} Vedi pagine 42-43 del Periodo auwreoc della Beometria greea, saggio storico del Prof. Loris,
¢ la niida esposizions del Trof. F. Panizza alla pagina 109 del II1 velume dl guesiv Glornale,

<4
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proposizione fondamentale 7' 4 4 — 5-— 2 ; discoperta mell' evo
moderno da Cartesio e dall’ Ruler. Attesoché il troncamento di wn
angolo - edro convesso éseguilo con un piano che non passi per
aleun vertice del solido, aceresca questo di = spigoli, di m — 1
vertici e di una sola faccia, consegue linvariabilita della differenza
/v — s viceversa la prramide costruita sopra una faceia
n - latera del poliedro presa per hase e col vertice opposto non
situato sulla superficie, anmenta di » — 1, 1, z i respettivi numeri
/+ % $; e guindi la differenza suddetia non viene ad alterarsi.
Inoltre ch'essa sia eguale a due s manifesta per il tetraedro, ed
n generale per il prisma e la piramide :a basi # - latere, essendo
vel primo n 4+ 2, 25, 3% o nella seconda # +1, n4+1, 27 i
respettivi numeri £, », s.

Nel tetraedro A BCD — ¢, i piano condotio per tre punti 4’
B, C" degli spigoli AD, BD, CD seépara 1l pentaedro A BCA'BC’
la cui ragione a ¢ & 1 — ghi; signifi-
cando con g, &, 7 le respettive ragioni
AD:AD, BD:BD, €¢'D:CLD. E
chiamando Z, F due punti degli spigoli
AB, AC el AE: AB— l, AF:
AC=m, il piano A'FE separa dal
solido ABCA'B’C' I'esaedro EBCFA'B' C
avente con f la ragione 1 — ghi—
(1 — g) ¢m. In simil guisa i piani (' (7 H,
B'IL troncano dall'esaedro le piramidi
C'GHC, BITRL ¢ Vottacdro risultanie
EFGHLIA'BC ha quatiro faccie
iriangolari, tre quadrilatere ed upa esagonale: posto C@: 04 = n,
CH:CB=gp, BI: BC=¢q, BI:BA—1» & trova esser
l —ghi — (1 — g)im — (1 — h)gr — (I —dnp la ragione
di quest’ottaedro a 7. Se j puntl (=, L, I coincidano respettivamente
con ¥, H, F si avranno s — ] — M, g=1—p, r—1—17¢
le faccie saranno tutte iriangolari. Nel caso speciale di g=1=Ah,
M—Il=p=1—% la suddeita ragione si riduce a 24 (1 — h)

] 2
€ per A = - lotiaedro diviene la mets di {, le sue faccie opposie
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sono simmetriche rispetto al comun baricentro e fanmno angoli diedri
supplementari a quelli di %

Un pentaedro pud anche avere le forme di un prisma trilatero
¢ del suo tronco, della piramide guadrangolare o del segmento di
questa determinato da un piano passante per un lato deila base.

Alla pagina 177 della practica geometria di Leonardo pisano,
divalgaia I'anno 1867 dal Principe Boncompagni, si legge la prima
valutazione del tronco di piramide triangolare a basi parallele per
I'enunciato: il volume A BCA B (" — » decomporsi nella somma
delle tre piramidi A BCA', BA'B'C, A'B'C'C continuamente pro-
porzionali ; poiché avendosi le proporzioni A BCA : BA'B(C—
AB: A'B, BABC: ABC'C=BC: B( e conchinde 1’ egua-
glianza delle prime ragioni a motive dei triangoli simili 4 B — b,
A'BO = b; indi castfﬁﬁ&.h_unﬂ piramide con la siessa aliezza /A
del tronco e la base media pﬁpminn&le fra b, b e simile ad esse
dimostra equivalere al tetraedro BA“B:C. Simboleggiando con (b, £)
Ul prismua deseritto coll’altezza A e la ba'lﬁéqxb,. il teorema di Leonardo

\

si esprime con la relazione
-} [ h ’ h i I h
v=(b.5)+ (2. 5)+ (727, 5)=(0+v +¥25, 7).
Due tetraedri omotetic: inversi O 4 B(C,
OA'B'C’ formano un solido compreso da cin-

que piani, che si chiama tronco di piramido
triangolare a basi parallele e di seconda specie ;
evidentemente sussiste 1'identith 04 BC +
OA'BC' =C'ABC~+CABC — (0ABC
+ OA'BC). Notando con &, 3 i triangoli
ABC, ABC, con k la distanza dei loro piani,
con k la ragione OA" : OA=¥'V: V0, si
ricavano C'4 BC= (b, 1), CA'BC =

E s : ;

5 (&, R). Tirando le rette 0D, OF re-
spettivamente parallele a BC’, CB fine ad
incontrare 1 lati B ¢, B'C" risulteranno

OABC' = DABC = - (ABD, #),

OABC = EABC— o (ABE, I); e
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in virtu delle proporzioni ABD: ABC—BD:BC— ('0:C'0 + ;
0C, ABE :ABC' =BE :BC =0C:C04+0Cob:ph— )
k* : 1, si deducono ABD = kb : (1 +k&), ABE — bk (1 + &);

quindi si avrh ABD 4+ A'BE = kb= V0¥ : dunque il tronco

di seconda specie egquivale a

(0. 3) (5.3 = (737, 4) = (o4 — 7. 2).

Le due proposizioni si estendono ai tronehi di piramiili a basi paral-

lele ed n - latere, decomponendo una base § del tronco nei triangoli
by lg, f3y.... & 1'altra 8" negli omotetici &£, f, £.....: per
leragioni il =h =4 :ti=....0:0 =1 :7%% si trac
Viti+Vilato+ Vgl = (4 1, 4 1, L) ER=HW,

Un troneo di prisma & della seconda specie, quando la base
AB( sia segata internamente dalla [aceia opposta A'B'C"; indi-
cata con B, C, la retta d'intersezione si tro-
vano le identith A'4 B,C, 4 BCCBBC =
A'AB,C, + A'BCC'B — A'B,C,CB—=
RAABC ~+ ABCC'EB — AABC, e
siccome la piramide A’BCC’'B’ & la somma
dei tetraedri A’B CC’, A’'BC'B’ o dei loro
equivalenti A BCC’', ABCB, il volume
v del tronco si esprime con la somma
ABCC" + ABCB — ABCA 4+ 2A’ABC

1 tre primi ietraedri hanno comune la base 4 BC ed i vartici nei
punti 4°, B, £’ ; per il rimanente si ha la proporzione 4 A B C. :
AABC=A4ABC, : ABC — (4 B, AB)(AC,: AC) e queste
ultime ragioni sono respettivamente egualiad A4": (AA" 4+ BB),
AA 1 (AA" 4+ CC) in virth dei imangoli simili A B, A", B BB’
e degli altri due 4'AC,, € CC’: dungue significando eon & la
base ABC e con h, &', A" le distanze dej vertici A, B, ¢’ da
questa &, risulia
h . : h
""’:(3” 3) ! (E’Z_) - (3”%)*‘2{“&';&“”} (b’ ?):

(h — &'y (h— K"y — 25 B*

(A -+ A7) (A4 2" )

(Continua). (v. BELLACCHL.
—~£5008
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S0PRA ALCUNE EQUAZIOND INDETERMINATE DI PRINO GRADO

T T T e i i il il

Mi.propongo qui di determinare il numero delle soluzioni di
alcune equazioni indeterminate di primo grado applicando talune
formole che lio dato nella mia nota; Sulla partisione de: nwmert (7).
Adoperiamo gquindi le stesse notazioni ivi adottate, e prendiamone
a considerare le formole (1), {(6), (10) (la prima delle quali ora seri-
veremo con notazione pin semplice)

=3

g = 3 tmtpy—t-oo () oy =dacpyoi o (B
Smp =5 plrt1) o R (C)
ﬂ f

dove S, ;1 Sm p, Sm,p Uappresentano rispettivamente il numero delle

soluzioni dell’equazione

T+ Yys+ys+ . ...+ Yypy=—m )

in numeri positivi o nulli, in numeri positivi e diversi da zero, in
numeri positivi diversi da zerc e tra loro.
1. Supposio p—2 dalla (4) si ha subito

(1

) m\

Sm,E: ;ksm_it‘l— 2) | ].

ci() che e evidente. Distinguendo dapprima il caso di 22 pari da quello
di » dispari, ¢ facile vedere che si ha in ogni caso

2m 4 3 4-(— 1)
"S'.‘!TI,H_ 4 g

2. Sostituendo questo valore di s, ; nella {4) dopo avervi posto

p—23, si ha:
S
@ @ =)
Sp, 8 — Eﬂ Sa— 8k, 82— ,fV_,' = jk}+3+% Eﬂ (— l)m_k.
0k 0k R

(¥) V. pag. 93 dell’anno VII.
(**) Bl vounlderanv come distinie guoelle soluzion! che differiscono per due valori almeao
delle ¥ - V. la mia nota cltats




N = |'.'|;‘I|
1, Tl
T
' ; T E Y e
P - A
S— 30 — R T
e iy
’ "

La quantith ¥ (—il) * & zero quando (%) ¢ dispari ed & u-
0k 2

guale a (~— I)JIlll quando (%) ¢ pari, onde, come & facile verificare,

g1 ha in futii 1 casi

(&) m—k  (— 1) 4 (— 1)m+(T)
—1) = 5

-

da cui

{

| [P SO

3 ?(331)_1_ 5 (=.1) —|—{;1; ()

)

Se si indica con 7, il resto della divisione di m per 3 si trova

anche

'Em,ﬂ:( ) 4

[:'?‘H —I— 3:]! —1‘2 {_ l}m_l_{_]:)rm -
Sm, 3 =™— = E : g v (1)

Ponendo p=—23 nella (B) (m > 3), e nella (C) (m > 6), si ha
subito dalle precedenii e con facili caleoli

3;13_2’“‘43331)_[?) : (—n"“+8(~l)m+(%) .+ (2)

ed alire due analoghe alla (1)’ tralasciamo per brevita.

(Continug). ALBERTO TAGIURI

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

e e o T ™ o i 8 e,

A complemento di un articolo del Prof Riboni (Lettera al Redat-
tore) — BEgregio 8Big. Professore: Lessi soltanto ora la nota del Sig. Riboni
inserita nel Periodico, 1801, p. 186-9, A complemento della stessa mi permetto
comunicarle 1 seguenti risultati,

S1 ha in generale;

B= (3 o ()~ s () oo romscs (557
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dove le « apns desrsie dalla relazione:

£ l_lap

> 21— +(2?‘__1)ﬂp

—1, ) —1 =l

Mediaote 4wewta relazione e col sussidio del caleolo delle differenze finite, si
cosamesninente le a; e ciod si ba: '

1

— ¥
o }__1——1 E, NS fﬂp—i-?——-}.)ajhl_ﬂl._

trovano su

dove Z & 1l mmvolo dellwntegrazione finita rispetto a p, Si trova p. es. :

Z :
a = S — 2P 4 2)s

P, 1
a — i;’ .Tfrp—(-'ip-{-ﬁj.ﬁp—i—(2P1+3p_|_1)
..FIE—_“ E ) ’ 2 .
b4
8 = - 47— (9p+18).37 4 (4p* + 10p 4+ 8) . 2"
R S :
25 op (54 160y 63 135
— s =l |35 2 = ey v
B4 — 48" 3P+3)4+(9P+2P+4).3
8 ..y 08 ‘20) ,, (2 o2 5 9 5
_(_3_3’5*3”"*'33" gl ThgP 3P3+FP*+?P+E),
¢ in generaln:
.—_},1'—1_ A (l—])F']'M fl o) ¥
Aoh—1—(A— D!’ ! e h—2)" — . . :

2l 1}1 M}., A—2"* 2F — (= l)lyl S &

dove M . & un polinomio in p di grado ¢ & eoefficienti razionali e positivi.
Uno stutlie pit profondo dovrebbe condurre alla determinazione della forma

dei p{}]inumi M.
Mi erovin

Maniovn, b Alasmmbre 1892,
Sun Dev. o

G. VivianrTr.

Sul teorema di Lehmus ed affini. — Le dimostrazioni di aleuni teo-
remi affini contonute negli ultimi duve numeri del Periodico di Matematica e
particolarmenty gl interessanti cehi storici della Redazione mi fecero: ripen—
sare ad unn wis dimosirazione assal semplice della quale segnai traccia in un
libro da me pubblicato (7). Cercando ricostruirla pervenni ad una dimostrazione
che ritengo vpporizoo far conoscere ai lettori del Periodico: essa é guella del

secondo dei swgnenti teoremi.

(%) Geowelrin pians ad wao dei Ginmasi ¢ Licei ; Palerme, 1890 pag. 88, 58,
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T. 1. A due lati eguali d' uno siesso #iangolo corrispondono bissetirici
eguali,

D. 8i pud rimettere il triangolo sopra sé siesso dopo d'averne scambiati i
luti eguali, bastando per quest’ intento rivoliare sopra sé stesso 1'angolo compreso
dai delfi iati, Con erd scambiansi (ra loro le bissetfrici corrispondenti si lafi
eguall, cioe ognuna va a coinecidere con la posizione iniziale dell'alira: esse
bissettriei somo dunque eguali.

T. 2. A due lali disequali di uno siesso triangolo eorrispondomo due bis-
settrici diseguali ed é maggiore la bissettrice corrispondente al luto minors.

D. Nel triangole A B C siano C D, B I le bissellrici degli angoli C, B; e
sit AB < AC per cui I'angolo B sard maggiore dell' apgolo € e la meta
del primo sari maggiore della meth del secondo. Siano F e G i punti & in—
contro delle parallele a BA e CA condotte per C e B con le BE, CD pro-
langate. Sard

ang. BGD = DCA = DCBHB ang, CFE —=EBA = EBC
onde, per quanto fu detto:

ang,. BGD L CFE
e per le ricomosciute egua-
ghianze di angoli sara inoltre

GB— BOC—=CF.

Con un latec in G B, dalla
parie di B G D, costruscasi
un angolo egusle a CFE,
quindi maggiore di BGD, e
sia L 1l punto d’incomntro del
secondo Jato del medesimo con
la retta BA. Per quanto fu
detto, i triangoli CEF, BLG
hanne un lato eguale adiacenie a due angoli ngusli epperd essi triangoli sono
uguali ed =

CE= BL > BD.

Ora, siceome un angolo esterno ad un {riangolo & la somms dei due interni
opposti, e

1 ]
nug.BEC:_—Aﬁ-?B ang.BDC—_—A—I—Eﬂ

per cui, essendo B > (, &
ang. BEC > BDUC.

S1 conducano per B e C le parallele sd EC ed E B e s'unisea con D il loro
punto d’incontro JI. Il quadrilatero B H €K é un parallelogrammo, per cui,
tenendo pur conte di quanto precede, si ha:

BH=CEFE > BD ang. BHC=BEC > BDC




e
da cui segue immediatamente

ang. BHD & BDH ﬂng.BHC—BHI}>BI}ﬂ—BBH.

Essendo 1angolo D H C del triangolo D H ¢ maggiore deli'angolo HDC del
medesimo triangolo, ne segue che D C & maggiore di C H, ossia di B L che &
nguale a CH.

C. 8e due bissetirici d'un triangolo sono eguali, i lati corrispondenti Soro
eguali. Se due bissettrici d'un triangolo song diseguali, i lati corrispondenti seno
diseguali ed é mnoggiore quello corrispondente a bissetirice wninore,

La veritd di questo corollario si riconosce subito mediante un principio che
ho applicato spesso ed viilmenie anche nella mia Geomeiria pia;m )

Genova, 5 dicembre 16598,
F, Giupice.

H 1 LE“‘::-..-_—L—--.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
114, 115, 119, 1347, 135", 1377, 138", 140" e 141

P g g s m T

114. Si considerano twits le frasioni, non inferior: all'unitd, che hanno 1
numeratore uguale ad n ed il denominaiore prive di faltori quadrati (diversi
dall'unita), Dimostrare che la soimma dei massimi interi, 1 cwi gquadradi non
superano le frazioni considerate, ¢ uguale ad 1. ' (E. Crsdro).

Dimostrazione del Sig. Prof. U. Scarpes.
Convenendo Q'indicare col segno di radice guadraia solamente la parte intera

della radice, dimostriamo che essendo 7, « due interi, ed o« < » sard sempre

" n+1 n+1 _ .
V_u_ — V eceefto che = aia intero e quadrato perfetio nel qual

o
I /n
Eas0 84T : '/ :l/ — 4+ 1L
o e
i A T o e o oon=+1 =41
Poniamo infaitl o — g + = (r { n) e guindi — q 4 ==

== P
7% — n+ | = X .
avremo evidenlemente l/—u— = ;/q, '/ " == V g ognigualvolla s

y+ 1< «, oppure »+1—a ma g+ quadrato non perfetio; menire

7+ 1 —_— - n
[ A V — — i — l/—-— | 1tre
invece sar " Vot+P=Vg+1 = - qualora o
ad essere r 4+ 1 — o, g =1 sia pure quadrato perfetio.

Cid premesso, indichiamo con 2w, 3 y rispettivamente, la somma delle ra-
dici intere delle frazioni mon minori di 1 che hanno per numeratori n, 2 -+ 1

(%) Pag. 6; T.: oppure Sawsia e D'Ovioo, Elementi di Geometria, & adiz., pag 7, n. 20,
5

e gy

e p— g = il -

T —
=
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e per denominaiori numeri soddisfacenti alla condizione di non contenere fattori
quadratict diversi dall'unitd, e dimosiriamo che sussiste la relazione :

(1) Zy—ZZc- 1

Distingniamo 1 seguenti casi :
1°) Sieno »n ed ?'l-l— 1 entrambi privi di fattori quadratici.
Indichiamo con 1, %, 2,,..... n, n =+ 1 1 numeri tra 'unitd ed »n 4 |
(gl estiemi inclusi) spmwmh di fattori quadratici. Avremo ;

Za:_=|/$+ ;":+I/IE+...+VE,
EyZVﬂTI-FVﬂ:_I { l/ﬂ—l—]+ +lfﬂ+l+|/:lzi_j-

Msa. per quanto precede si ba:

'V?_Vﬂ—l-l fﬂ l/ﬂ.-l-l l/;_ /=1
== «®, L n 7

n -4 1
e o sio: /2] N |
ed oltre a cid a1 1, per cuil ¢ manifesta la (1)

2°) Sia n=m'.q, n+ 1 = u®. & essendo m? w® i massimi fattori
quadratict di », 241 di modo che ¢ ¢ £ ne saranno privi.

Sieno ora 1, «,, &,, ..... % 1 numeri inferiori ad n che mon contengono
fattori quadratici, tra i quali si troveranno ¢ e %, avremo:

n " n
Em=VT+VT+""'+ 5

1 N

. n+1 241 Vﬂ+l
py= /2 ) e

Ora, per quanto s'é detto in principio e notando inoltre che 2 & I'unico divi-
sore d1 »-+ 1 che non conlenga fattori di 2° grado ed al quale comisponda un
quoziente ¥ quadrato pertetlo, si scorge che per w diverss da ¢, 4 come pure

. 7 ,-*‘ﬂ -+ ] _
per ¢« =g sl ha: — = , mentre invece solo per o — A& ab-

“
|
biamo l/ﬂ_l_ l/

caso resta provata la (1).
3%) Sia # mancante di fattori di 2° grado, ed 7 4+ 1 — p®. & essendo
w* il massimo guadrato divisore di n = 1.
8i dimusira come il precedente.
4%) 8ia n 4 1 privo &i fattori quadratici ¢ sia invece n — m®. q.
I denonunatori delle frazioni che si considerano saranno in uealo caso

LT —

— = l/ ~4-1 e cost pure in nuesto

I, o, o %y 74 1 btra i guali si froverd pure ¢ ed avremo:

_E’ iiiii

VeV s VT




—
n—+ 1 l/ﬂ—l-l l/n—l—l l/n—l—l

Ey_l/ —+ Ve +V=—+V

0 " l/?__ n -+ 1 l/‘n—l—-l_l
e siccome anche per @« — g : e —— el o T Bl
g1 preava !
2y =Z2a- 1
¢ la (1) resta dimosfrata in ognl caso.

Rappresentando ora con Z@, 23, Z6 ... . Zo, 2 rispetiivamenie le
somme delle radici intere di tutte le frazioni soddisfacenti alle condizioni vo-
lute ed avenli successivamente per numeratori #n, 7~ 1, n —2, ... .. -
dalla (1) si ricavera la seguenie catena di eguaghanze:

Se—3%z2+4+1, ZE3=Z2t+1,..... Zo=2w+1, Zw=1

dalle quali sommande st ha: Zae=—mn ()

115, Siz g {n) il numero dei numeri primi con n e non Superiori ad .

Dimostrare che, se a, B, ¥5-..... sono futti ghi interi che entrano (esattamente
0 no) un numero dispari di volte in 21, si ha:
g() + B+ +...-. = ni,
(E. Cesino).

Dimostrazione del Sig, Prof. U. Scarps.

Dimostriamo anzitutto che se si rappresentano con @, y rispettivamente, gli
interi che entrano (esattamente o no) un nwmero dispari di volte in 22, 2(n—1),
si ha:

M « . « « ¢« Zo@=Z¢@+2n — .

In primo luogo, com’ & facile vedere, i numeri x si compongono: 1°) dei
numeri y, tolti perd i numeri n > | divisori di 27 che danno quozienti pari;
9% dei numeri 4 divisori di 2#n — 1, eceettuata 1'unita; 3% del numeri A,
divisori pari di 27 che danno quozisnti dispari.

Cib premesso &1 ha cosi:

2 . . . Zo@=Z¢@ —Z¢M+Z29E& +Zg))

(lerchiamo ora i valori di Zg (), Z4 k), Z¢(A) ed a tal uopo distinguiamo
i seguenti casi:

a) n dispari. — 1 numeri #, clogt divisori di 2. che lasciano guozienti
pari, eoincidono con i divisori 8 di », tolta I'unitd, e =i ha quindi per wuna

nota proprieta della funzione @

Zgm)=Z2¢(@) —9g(l)=2—1

I numeri & coincidono con i divisori di 2% — ], esclnsa 1'unitd, per cui:

2ek) =2Z¢(8) —g(l)=2n —1 l = 2n — 2.

(*) Una dimestrazione sostanslalmente analoga & stata invinta dal Big. Prof. G. Saniaorece.
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I numeri A poi, cioé i divisori pari di 2.7, che danno quozienii dispari, sono
della forma 23 egsendo 5 sempre dispari divisore di n che & pure dispari, e per
éssi RVremo:

29N =ZpRR8) =2 ) =n.

b) n pari, — Si faccia #n = 2¥.2" essendo ' dispari, [ numeri % cioé i
divisori di 2.», tolta 1'unitd, che danno quozienti pari, sono della forma
2Y.3 essendo V' < v+ 1 e & divisore di #°, mentre quelli che danno quozienti
dispari sono della forma 2¥T' 3. indicando quindi con d i divisori tutti di
2.7 avremo :

Tet) =29 — TR 7.3 — (),
ma poiché gV 1 & 6 sono numeri primi fra loro, per altra proprietd della fun-
Z10ne o, segue:
1 1 . l
?{E"'-i_ . 0) = T{2v+ ) e (8) = g¥+1 (l —_ —z=) o (8) = Ev-:pfﬁ).
Cosi essendo
Se@=2n, S¢@" Ty =2"So) =2". 0 — n,
8l avra:
Zgm) =n—1,

Per 1 numeri £, come precedentemente, &

2p(h) =Zg¢(8) — ¢(l) = 2n — 2,
I numeri A infine, ciod i divisori pari di 22 = 2" 0’ & che danno guozienti
dispari, sono dells forma 2¥1!3 per cui

Zp(d) = E:?[E?_I—IE} =2' .0 ==n.

Le espressioni Z29(m), Zg(k), Zg (A) hanno dunque gli stessi valori in
ogni casp, e sostituiti nella (2) conducono alla (1).

Reppresentando ora rispeltivamente eon Dy B, By ve iiave u, », w 1 numero
degli interi che entrano esmitamente o no un numery diepari di voite in 2.n,
2(n— 1), 2(n — 2 vniee 2[5 — (B — )], applicando la (1), si ha:

29(@) =Zg(y) +2n — |

Z(w) =1
¢ sommeando membro a4 membro e riducendo :
Zy@) =1 +3+06+..... 25— 1) = nt,
119. In un cerchio O siano OA, OB due raggi perpendicolari !'uno al-

Faliro, Immaginande diviso il raggio AQ in n parti uguali nei punti A,
Bbv=vee As ~1. pm condotte le cordes BA, EAIIE‘-1 . BAEBE,“.. BAg—1Bn_1,
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dimostrare che la somma dei triangoli BAA , BB A,, BB,A,,....BB,_10,

guando n (lende all'infinito, ha per hmite il quadrante BOA.
(A. Lueri)
Dimostrazione del Sig. Prof. 8. Catania.

Suppongo che 1 punti A,, A,,.... An_1 slano segnaii a partire da O an-
dando verso A, e indico con 4, il punto O, con A, il punto 4, e suppongo il
raggio OA = 1. Si ha sucecessivamente :

] —_ ] 1
Odg =k, — | BA, = 1242, — = — (n° 4 &%),
i n -

] I (n® — &%)
L T
Bﬁiﬁ:--‘ikEE:]-—OAE:-F(?IE—.&T) y AEBF:_ ?IE. ﬂi-l-'kg .

L altezza del tilangolo Az —j3 Ax Bix, relativa alla base Ap _1 4x, é

A N, 1 n® — At ! n® — k%
k¥ Brsen BA; O = . 7 — ;
n Y nt 4 A i’/’"i_}_kj n* 4 A*

T

onde l'area di iale triangolo sari espressa da
1 n® — A° 1 Znt o Yo n 1 I
2n w4 AT 2n (n‘-—l— L nt + kG 2 %

La somma dei triangol) A A B,, A /A, B,,.... Ap—3A,,—1 By, rizuliera
¢cosi uguale a

7 1 7 | : on n—1]1 1
nE 1T 7 ptoepr T nf-{-[n—]l)'i‘ n 2
o , . .n—1 1 ! o
Il limite per n tendenie all'infinito di =t == =5 MestA quindi a
cercare il limite per » = oo della somma entro le grappe.
Dalla {rigonometria si ha:
are tan (x4~ Aew) — arc tan o l Awx
= —— .arctan - ;
A Az |+ (z+ Az)e
onde 1] limite per A2 = 0 del 1° membro sard unguoale a
r o Az Az
i1
s | T e+ Ane 14+ (e+Ana
Az Aw Az
1 | +(z+ Az
. . . arctana # L _ _ ,
¢ poiché, com®é noto, lim = = 1, 1l limite del primo faltore & 'unit,
%=10
1

e il limite del prodotio é uguale ad

I+ 2
Poiremo dunque porre, quando Az sia una quantild infinitesirna :
arc tan (z + Az) — arct 2% A
] Zr) — — ] L
1] an ¥ | - o® &(Aw)

dove & € una quanlith che va a zero con Aw.
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1
In questa formuls, facciasi Ora Az =—, aupponendo » grandisgimo, ed

n
1 2 n— ] - . i - .
e O - Riducendo convenientemente i1 9 membro, s
” n n
AVP4 -
; 2 " i % 4 1
arc fat— — aretan — —— . 5 o ——
n n® 4 |* '"n
, Y 7n o 1
ré 18 — — arotan — — __ 7" By » ~—
é 7 n n® - 22 " n
A 7 ; 7 -— ] 7] ] 1
arc fan — — gre tan — Ep—y . —
~ 71 7 ﬂ‘ﬂ-[’n—-]}*] —aar n

L T: ¥
Sommando, eol] Osservare che aretian | — > Msulla

T . i i ' n - n ‘LTi‘I 1
4 T Are M n*—[—l’_rn’—l—E‘ ""+ﬂ*+(n——lJ‘ ; 1215*'?1

e : I ]
Se ¢, rappresenta il pil gran valore di z, sara Dl = < n. E.i « = By

ed allora, passando nell'eguaglianza precedente al limite per n = oo, wvendosi

1
Iim arectanp — — 0 e lim 2 — 0, si ottiene infine
N—m 7 R—wm §
_ 7 7 n '
llﬂl:m ﬁhﬁ+ﬂ’+2‘+""'+ﬂ’+(ﬂ—~l)‘ - 42
e quindi
_ =N 5 1
lim E Ay A; By = p) 2

n=—wx k—=1

i
Se 2 quesla somma si aggiunge il triangolo 0AB — - - » 81 ha, come vo-

2

- .. T ¥ o .
levasi damostrare, 4 — quadrante OA B per limite della somm: dei triangoli

indienti nella quistione,

Dimostrazione del Sig. Prof. G, Samtacroce.

Sia A, uno dei punti di divisions dej raggio OA, che poniamo, per sem-
Plicitd, uguale ad ], of indichiamo con » 1) segmento OA; ¢ con dz una
dell'ennesime parti del raggio, P.es, A- A, 4y (essendo n estremamente grande),

I'ABB, 4, essendo uguale alla somma dej triangoli aventi per base il
segmento A, 4,4, ¢ per verticd Be B, la sua area elementare sars espressa da

da d
2 (OB+B. P)= "% (1 +sen B, 04y

dove B, P Tappresenta la perpendicolare condota da B, al raggio 0 A,

: ; _ 2tan o ,
o1 ha dalla trigonometria che sen 2 o — j tante, ° D'altra parte I'angolo

A 0B, & doppio dell'angolo A B B, . (differenza fra gh angoli A B O — 450
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e B:B0): la sua tangente irigonometrica & data per conseguenza da:

t&ﬂABD—tEﬂArBO l—m .
| +~tan ABO .tan A-.B O T ik onde per la relazione precedente :
- F
l—z
] ] — gt
senm A OB, = 2 — ik — .."‘:q.
]+ ]—ﬂ:)i I"I_ﬂ:‘
(l-l—a_-:

L'arex del A B, A,4 1B é guindi uguale a

i x ]_i_l—-—:a:lr'-1 7y

2 1—|-n:‘-')_—]—|-m'fl

0 B e Bs 1 M
]"'I-E..-"" 'a 1 itk g . 118

Non rimane ora che integrars I"espressione

d
¢ noto dal calcolo integrale che : f 1 +sz = tan" 'z, e fra i limiti 0 e 1

T
lo slesso integrale ¢ uguale a T che esprime appunto 'mrea del qnadrante

nel cerchio di raggio I, ¢. d. d. ().

34", Eliminare u e v dalle tre equazioni

1] —z¢ u
up2 ]
I——u‘_TVI-VI—vl
Vi 2t -yt — . (D. BI]EED).

Soluzione dei Sigg. G. Trapani, macchinista in primo ed E. de Viio, licen-
ziato dal R. Istituto tecnico di Roma,

Sostitunendo nella seconda equazione il valore di v, ricavaio dalla terza, dopo
facilt riduzioni si ha:
0" I — 2

(1*—”‘}222( ;} . - . i . . ‘ L]).

La prima equazionc liberata dai radicali diviene

45 (1 — z%®
2= (1 — 591 '
Sostituendo nella (1), fatta ogni riduzion® =i ha

e —

B2 (1 — ) (1 42% (1 45 () — 3% 442 =[(1 — +4) — 457}

che é Ja relazione domandata {*).

(*) Dae dimostrazioni, analoghe mnella sostanze =alle
F. Marimuleni, studente nelle R, Universita di Roma.

(*#%) Soluzioni sostanvinlmente analoghe vennero inviate dai Sigg 7. de Bl Lalunne R, Lireo
Leeee) @ D, Paciilo (R. Tat. tae Foggia).

precedenti, vennere inviate dal Big,
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135°, S¢ in wn triangolo rettangolo si descrive un cerchio che sia langente
allipotenuse e sotienda wn cateto, il triangolo che ha per vertice wn punto
qualungue del cerchio e per base il cateto sotteso, & equivalente al triangolo
che ha per vertici le proiesioni del medesimo punto sui tre lati del friangolo
rettangolo. (F. Morino),

Dimostrazione del Sig. G. Trapani, macchinista in primo,

Si abbia il triangolo A B C rettangolo in C; si deseriva una circonferenza
avenle per corda il cateto BC e che sin tangente all'ipotenusa A B : si unisca
un punto P di questa circonferenza con B e con C; siano D, E, F rispelli-
vamente le proieziomi del punto P su AB, ACe B(C: dico che i due iriangoli
PBC, DEF sono equivalenti.

Sia 7 la proiezione del vertice B su CP, e ai unisea F con G. In virk
delle ipotesi fatte gli angoli DBP, FCG sono uguali, Inoltre dall'essere F G
antiparailelas a B P, si ha pure che l'angolo CG F—= CBP. Di qul segue
ang. DBF = DBP+ CBP=FCG+ CGF; ma ang. BFG—=FCG+CGF,
quindi ang. DBF — BFG.

Le due coppie di triangoli simii CFP G, CPB: B Gz, PBD dinno:
CG:BC=FG:BP, CG:BC—EBD: BP, da cui GF = BD, onde i
due trisngoli DBF, G BF sono uguali per avere l'ang. DBF — BF@Q, il lato
BD—F@ e il lato BF di comune: qmndl anche ang. BFD — FBG s lato
BG = FD.

Inoltre abbiamo CP — FE, perché diagonali del rettangolo CFPE od
ang. DFE — BFP — BFD 4+ PFE— ang, retlo — FBG + PFE —
ang. reito — PCE + PFE = ang. retto — P FE + P F E = ang. retto.

Adunque i dee triangoli PBC, DEF avendo basi CP ed FE, e altezze
BC e DF, vgusli, sone equivalenti, e. d, d..

137", Risolvere un triangolo dati un angolo A, la bisettrice interna « e
Vinclinazione 1 di questa sul lato a. Qual dev'essere il valore di i affinché il
triangolo abbia la ragione m col guadrato di «? (G. BeLLACCRD).

Soluzione del Sig. FE. Ghisi, studente a Catania e del Sig. V. Colwmbo,
licenziato dal R, Istituto teenico di Bari ().
S1 ha =zubito:

B:iBU“-—-(f"i—i), C=“'—‘A_i

2 2
o sen ¢ o sen { o sen 1 % Ben i
E;l__E'.E:n‘i':'_ ] A4\° C=aB AN
sen(:——?) sen (|+§-)
b sen A wsen isen A
=2 sen B = A ] Ay
sen(i'—I-?) H-Eﬂ(t—- E)

(*) Altrea solusionl vennero fnviate dai Bigg., A. Parsi (siudente a Genova), D. Pagillo &
&. Ruasi Ruggi (R. Jn. tee, Foggla), E. &, Ricci (R. Licso Bari),
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Per la seconda parte si ha:

Ebﬂﬂlﬂﬂﬁ

EE —s TR

Sostituendovi i valori di & e ¢ trovati, si ottiene:

gen®7 .sen A

2 sen (f— i;-) Sen (r' - %)

__Vm(l — cos A) I 4 I/ 2
IR = Om — send o 2 Om — zen A

A :
Intanto dey'essere 1 > 5 - Percbé poi 1 sia reale, si richiede che si abbia

2m > sen A ed inolire :

m—m 08 d < 2m — sen A ta cuil sem A << m 4 mocoa A,

S '} ]?- -

da el :

(Uuesia seconda condizione include la prima, percid come unica condizione di
A
possibilita, oltre ad i > 5 8 si ha:

sen A
=
M | -+ cos A

|

Quando m =tan 5 risulta seni=—1, ciot z— 90" ed il triangolo &

1s0scele,

138". Per quali valori rasionadi di n espressione

(n + 5) {n - 6)
On
st riduce a vn intero positivo ? (S. CaTania),

Risposta del Sig. G. Russi Ruggi, alunno del R. Istituto tecnico di Foggia.
L espressione date pud metiersi soflo la foyma (ns 4+ 11 + —-—-) : 6 dende

"

a1 vede che n deve essere un faltore di 30. 1 fattori di 30 essendo 1. 2. 3,

30
2, 6, 10, 15, 30, i1l valore di ?3-{-‘?, ¢che sl indicherd con A, dovrh essere

uno der seguenti :
| 4+30=31, 24+15=17, 34+10=13, 54+6=11.

¢ 114k

Ora 11 minimo valore di 2 che rende n numero infero & 1. GhH alin

valori saranno, come € noto, i termini della progressione aritmetica 1, 7, 13,
19, 28, 3 s

I valor: che coineidono con quelli di % sono 13 e 31 che corrispondono ai
valori

1, 30, 3, 10
di =,
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140, Fssando By Bgy-ve.y Bn—y, By Rumeri weri dati, indichino m,,
Mlgs v ooy Tn—y Tipeltivaments § minimi multipli comuni alle coppie (a, , 8,),
(m,, &), (m,, 2,)s.-.. (mp_38, ap), e d, dy, d;y.0.. dn—1 1 massimi
comuni divisori di gueste coppie. Dimesirare che il prodotto dydg. one dn—1
St mantiene costunte variando Uordine dei numeri dati. (A. Tastorr).

Dimosirazione dei Siga. C. Adiello, studente a Napoli, V. Columbo del R. Istitulo
leemico di Bari, E. de Vits a Roma, E. Ghisi a Catania, 4 Parsi a Genova,
L. Perrotti del R. Istitufo tecnico di Aquilu, 3. Russi Ruggi del R. Istituto
tecmico di Foggia.

Se @ & il massimo eomun divisore ed m il minimo eomune mwultiplo dei
numeri ¢ e b, & noto che d = (a®) : m. Si avra dunque nel easo presente

@, a, m, a, m. a, My — 9 iy
¢, = y o= y = T | e —— .

Moltiplicando cueste ugusglianze membro a membro, poi riducendo, risullz

N A S S

dydydy....dy_1 =

Mp—1

Ora nel secondo membro il numeralore i indipendente dall' ordine dei fattori e
il denominatore & il m. o, m. dei numeri dati pure indipendente dall’ ordine
nel quale essi sono presi. Segue adunque che il prodotlo d, dod,....dy—1
rmang costante variando comunque l'ordine dei nameri dati.

i Sig. E. Ghisi osserva poi che il teoremn proposto seguita a sussistere
scarubiando 1e d con le m e viceversa.

141", 8¢ p & wn nwmero primo maggiore di 3 ed a un numero intero
qualungue, dimostrare che lo differensza a® — a, & sempre divisibile per 6p.
(F. (upice).

Dimostrazioni sostanzislmente ansloghe dei Sige. . Candido studente a Pian,
U. Gerra e G, Mazza del R. Istituto tecnico di Piacenza, M. Piattelli del
R. Liceo di Bar.

Deriva dall'ipotest che p ¢ dispari, quindi ( — 11 :2 numere infero. Si

hie cosi

;!:—1 jn~—_1 )
ﬂp__*ﬂ:u(ap—l —1_]:_1’&(1: = —F—]) (EE ¥ — L.

Ore se (p—1):2 & pari, nell'ultimo prodotlo il terzo fatiore é diyisibile per
@ —l=f(@— 1)@+ 1), se (p— 1):2 & dispari il secondlo fattore & di-
visibile per @ 4+ 1 e T'ullimo per ¢ — 1. In ogni ceso adungue la differenza
a* — ¢ ¢ divisibile per (@ — l)a (a -~ 1), che & i1 prodotto di tre numeri
consecutivi, quindi, per un teorema elementare, divisibile per 6.

In secondo luoge se p & un numero primo maggiore di 3, pel! teorema di
Fermat, a? =1 __ 1 & divieibile per p. La differenza o — 2 & dungue divi-
giblle per 6 e per p, che sono numeri primi fra loro, quindi anche pel lore
prodotio 6 p.

. .
L T L

LT,

¥
-
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QUISTIONI PROPOSTE ©

143, Dimostrare il seguente teorema di Giamblico (IV See,
dell’ . v.) « Dati tre aumeri consecutivi della serie del numer: na-
turali, il massimo del quali sia divisibile per tre, se ne faccia la
somma: =i addizionino pol le eifre del numero cosi oftenuto, altret-
tanto facciasi per questo nnovo numero, e cosi via., Si arriverd cosi
finalmente &l numero & ». E cercare se in sgistemi di numerazione
a base diversa da 10} esista un’analoga proposizione,

(. Loria.
144 Elhminare @, y, z dalle quattro equazioni
yz(l —22) =21 —a)
2 (l1—23) =1 —y)f
2y(l—22F=+*(1 —2)
x4 y+z=1.
D. bBesso.
145**. Posto
i = ti:;_—_b} = b—iﬁ-n,, ﬂg:ﬂl—_;ﬂ-i,,--..aﬂ: mﬂ_g—é—aﬂ_l?

esprimere ¢, 1n funzione di «, 6, un, e frovare il limite a cui tende
@, (uando n tende all’ infinito.
D. Bgesso.
148™* In uun dato triangolo isoseele costruire tre circoli fra lore
eguali, ciascuno dei quali ‘sia tangente a due lati del triangolo, e in

moido che quello tangente a1 dae lati eguali tocchi ciascuno degli
altr1 due.

147%, Sia A 5 (D an rettangolo e sia, sul prolungamento del

. . , 4 B .
lato 4 5, i1 punte P cosi situato che il rapporte V) sia 1l cube
B P Vi : .
del rapporto T e la P U incontra in & il prolungamento della

A D, i punti R e P saranno equidistanti dal punto d' incontro delle
diagonali del rettangolo.

148* Dati i raggi delle basPdi due coni retti di egunal volume
e di egnale superficie fotale, caleolare le loro altezze (7).

(¥) Le gnestioni contrassegnale eon apmplios astorisce sono indirizzate agll alunmi dells acuole
sepondarie, quelle distinte con dne asterschi sono diretie in partleolar modo sgli siundenti delle

sruole superiori, seoza escludere qnalziasl altvo stodioso.
(#*%) Drelle quistipn]l 1456%, 147% ¢ 148% |n priina & slala risvloia da L. Paciodny, la seconda &

riportata dal TarTaGuia ael sno General Trattalo di numeri ¢f wisure, Ia terza s frova In una
iattera di KopErvaL diretie a Frasar.
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149", Per un punto P distante del segmento a dal centro O di
nn cerchio deseritto col raggio », condurre una trasversale P ¥ M P
in modo che le tangenti M T, 7'M’ agli estremi della corda inter-
cetta formino un date angolo 0; esprimere la distanza P T, il peri-
metro del triangolo M Z° M’ in funzione della @, 7, 0 e dare il valore
di 0 nel caso di angolo OP M = M T M'.
G. BELLACCHI.

150", Determinare un triangolo sferico equilatero, la eui su-
perficie sia il complemento del suo perimetro.
G. BELLACCHL

1517". Risolvere an triangolo sferico rettangolo, il cni perimetro
¢ un gnadrante, ed & pur dato un angolo obligno.

(. BELLACCHL

1587, Dali gli angoli di un triangolo sferico 4 B €, determi-
nare I'arco 4 [ verificante la relazione sen® 4 D = sen B, sen D C,
cercando in quali casi & possibile.

(. BELLACCHI.

153%. Se convertendo la frazione .3 , CO0 p numero primo, in

P
decimali, risulta un numero periodieo il cui periode ha un numero
dispari di eifre, i resti della divisione 1 : p corrvispondenti alle singole
cifre del periodo, due a due, non sono mai complementari ciot tali che
la loro somma sia nguale a p,

A. LuoeaL

154" Dato 1’angolo B0 4 — 2 «, si deseriva con centro 0 e
raggio arbitrerio un cerchio a tagliare i lati dell'angolo in A e B,
poi con diametri 4 B, O B due semicerchi, il secondo dei quali passa
pel punto medio H di A B e il primo taglia O H, dalla parte del
vertice ) dell’angolo, in . Condotia €' B poi tracciato il cerchio di
centro B e raggio uguale alla metd di B2 € fino a tagliave 1’ arco B H
in P, dimostrare che prendendo 1'angvlo B O P ungnale alla terza
parte dell'angolo dato, si commette un errore che & espresso da

2 a ( sSen = .
— — an = — )
. g | sen 73 )(J

—

(¥} La vostrusijoue precedente ¢ rieavais dal Hedatiore, con gnalehe fatlea, da an opuscolo
che porta la data del 1892 ed 1l {ltolo: Sulla elementare lrisesione in pardi eguali dell’angulo relli-
lineo, L'A., che ha voluto ornare I'cpuscuvlo della sua fotografia, erade colla ceslrnzione riportaia
'mver daio 1a goluzione completa, col mwezzo della retta e del cersh lo, del problema propostosi & na
da npa dimostrazione a wodo suo it enl disordiane & degno 4l nota, prome ttendo per 1'avvenire altre
seoperte (1) di vantaggio alle arti ed alle scienze.

~EEFF—

=
Lo gyl l Tl

— e
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FRANCESCO GRASSL - Trattato di trigonometria piana 2 sferica di G. A, SERRET,
tradotto in italiano sulla seltima edizione francese. — Seconda edizione con
note ed aggiunte del traduttore e 900 esercizi colle risposte. — Torino,
Fratelli Bocea editori, 1893. — Prezzo L. 3, 5.

Lodeyolissima & la raceolta degli esercizi contemnnti in questo libro. Di eserciz,
che sono parle tanio vitale nell'insegaamenio, & difetlo, bisogna riconoscerlo,
nella trigonometria del Serret; ma ben pud dirsi che il Grassi ha colmato
questo difetto, e di buona misura, I vero che nel libro del Grassi esercizi e
risposte  domandano qua e 13 qualche rammenda: () ma & aitresi certo che un
maesiro avveduto pud trarre gran profitto dal materiale che esso Grassy, con
lmgo studio & grande amore, ha raccolto e ordinato.

Non direi alirettanto delle aggiunte che egli ha creduto doversi fare all'o-
pera del Serret, B mia opinione che, ormai, i libri per le scuole, piutiosto che
aggiungendo, si dovrebbero migliorarve togliendo: (") ma a tacer di ¢, nom
credo che tatte le agminnte de]l Grassi siano di tale importenza da giustificare
la ereseiuta mole dell’antico Serret. Alcune ayrebbero potuto far corpo con gh
esercizi, perché non sono altro che esercizi (v. p. es. 1 § 58-bis e 90.bis). -
L'aggiunta relativa al seno e al coseno di una somma di arehi, mi e sembrata
troppo dificile, menire, se ben si vsserva, la verild conienuta in esza & un'ovvis
conseguenza del teorema di moltiplicazione dei numeri complessi, combinato con la
legge di formazione del prodotto di » binomi, tatte cose ¢he gli studiosi di matematica
prima 0 poi dovranno imparare. — Nell'aggiunta a pag. 128 si Jegge: « Una delle
piti importanti applicazioni del caleolo del logaritou ¢ la risoluzione delle equazioni
trigonometriche. I1 metodo pitt generale consiste nell'esprimere le linee trigonome-
triche in funzione di una sola; prendendo guesta linea come incogniia ausiliaria, sl
& ridott alla risoluzione di una equazione algebriea ». Ora & ovvio, e lo dimostrano
gli stessi esempi trattati dall’autore, che ad esprimere tulte le Linee trigonometriche
in funzione di nna sola e g risolvere Vequuzione risultante, i logaritmi non possono
giovare. Mi sembra poi che le parole dell’autore abbiano a ribadire il pregiudizio di
chi eredesse lo tavole dei logaritmi strumento per Iz risoluzione dei problemi tri-
gonometrici, solo ed in guanto esse sono lavole di logaritmi, quasiché una tavola di
seni e coseni naturall non pofesse prestare eguall servigl. — Dolla noterella a
pag. 114, quantunque dettata da ottimo intendimento, perché relativa alla mi-
sura dell’errore nel consueto calcoloe del logaritmo di un seno, non pud farsi

(= %

— e —

(%) Coni, nella maggior parte delle risposte relative alla riscluziome di eqnazioni trigannma-
triche, #f indica soltanto gnalehe solnzione particolare & i rimetie allo ssudioso Ia ricerea della
solusione generale, conforine 1'antore ne avvisa a pag. 57, lasclando adito al dubblo ehe, in fatlo
di risolnziene dl eguasionl, la ticerca della solnzions gemerale sia gueel un &l pih, da affidarei al
buon volere degli seolarl.

(*#) Naluralmente {o considere guello del Graesi come Ibro per le senole medie, quale appW-
sinve dalla natura & dal lavoric degll eserelsi. Oorae tale, anche il Berret conilene sloume cose di
troppo: per citarne una, la risoluzione trlgonometrics delle equasioni del 2° e 3¢ grado. - Perche
rincarare la dosa?
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gran caso. Olireché troppo Inconica, e percid oscura, essa non mi pare utile,
didatticamente parlando, perché suppone la conoscenza della serie di Taylor per
lo sviluppo di log. sen (@A) — log. sen @. Ma & certo che, ripubblicata sotto
veste elementare in una ristampa del libro, che augure prossima, sarebbe up
complemento desiderato, forse ['unico veramenie desiderato, dell'opera magistrale
di A. Serret.

Le precedenti osservazioni, se ginste, non toeeano tutiavia che le aggiunie:
quanto al libvo, tra per l'eccellenza del testo, tra per la bhonta e la copia degli

esercizi, 10 lo repulo ufilissimo all' insegnamento ).
. Frarming,

INe. ALESSANDRO PEPOLL. - Elementi di aritmetica. - Palermo, tipografia
del Giornele di Sicilia, 1891, — Prezuwo 1. 3,20).

E questo un trattato di aritmetica teorica o pratica ? Esaminando le dimo-
strazioni dei tsoremi pit importanti, le quali, bencheé non di rado chiare e prane,
non soun scientificamenie rigorose, né sempre sono logicamenie dedotte da prin-
cipl prestabiliti, si viene facilmente alla conelusione che il voluminoso libro del
Pepoli non merifa il nome di aritmetica razionale: osservando poi la soverchia
estensione defa ad alcune teoriche, si puo concludere che non & una aritmetiea
pratica. Si puo dire quindi che é una aritmetica ibrda, di quelle cosi dette
teorico-pratiche (che viceversa poi non zono né 1'una né P'alira cosa), della quale
veramente non si sentiva il bisogno e che nom ha nessuns ragione di essere,
perché & una edizione poco riveduta e molto scorrstta delle vecchie ariimetiche
del Luvini, del Pagnimi, dell’A. ¢ C., eece..

Ma, affinché le mie osservazioni non sembrino ceosure gratuite, offrird al
leitore qualche saggio del libro, incominciando da sleune definizioni.

& Pio' epse oho si contano s esprimono ¢olle parole due, tre, fuattro, ece. »,
] 1 |

2° 374
senza che I'A. diea che cosa rappresentino questi simboli, ed anche: « Dioesi

problema una questione in cul, ossendo eonosciuli aleuni DUMEri., S0 D@ CeTcano
altri w,

& pill innapzi: « diremo parti aligaote dell'unita i simboli oce, »

Né pilt rigorosi ed esatti sono gl enuneiati delle regole. Per rappresentare
| numeri 1'A. dice che bisogna avvertire che « ogni classe dave avere tre oifve
¢ quindi di servars degli (quanti?) zeri alla sinistra delle classi ohe hanno una
0 due cifre .., ». Usserva che nel fare |'addizione CONYiene 7non pronunciare
1 numeri (!) pensati,

Curiosa & 1a dimostrazione del teorema: « moltiplicando por uno stesso nu-
mere tanto il dividendg quanto U divisore ece. »: « Infatti dalla divisione di
7D per 8 si sa che T5 unita contengono 9 volte al piti B unita piti 3 nnita.
La parola unity indiea nng coss qualunque; di guisa che, sostituendo alla parola

*) ]:‘.ie'.lla stegsa Trigonometria dal Serret, vozliame anche srgnalare agli studiosi Papparizione
_11 Guesti giorni della o ristampza delle traduzione faligne dal prof. Fenoglio, & di ¢ui rese sonto
U troi. Besso pal vol. I, p. 158-159 del Periodico.
(Nole delia Red.).




S [

unith la parcla dozzing, si pud dire: 75 dozzine contengono Y volte al piu 8
dozzime pit 3 dozzine, ciod 12 % 75 divieo 12 X 8 da per quoto 9 e per resto
12X 3, e a8, 4. 3.

Di molti teoremi I'A. non da la dimesérazione, contentandosi di asserire .
¢ queslo teorema non e altro che il precedente preso in senso dnverso .

Per finire: « la lunghezza del viaggio & inversamente proporzionale al nu-
mero degli uwomini dell’equipaggio rimanendo costanti lu quantiti di viveri
che ha la nave e il trattamento giornaliero (sie) per ciascun nomo dell” erui-
paggio» (p. 468). A. Massa.

G, DE LONGCHAMPS. — Cours de Mathématiques spéciales. Supplément com-
prenant la Trigonométrie ol la Mécamaque. — Paris, Librairie Ch. Delagrave,
1893, — Prix 7,50 fs. _

Del Corse di matematiche speciali del valente e fecondo Direttore del Journal
de Mathematiques élémeniaires et speviales, e della 1° edizions dal Sapplemenic
al Corso medesimo demmo altra voltz un’analisi in guesto giornale (Yol, 11,
p. 188-00) ed ora & per noi un debito di far noto come I'oparn abbia trovato
fevorevole sceoglineato nel pubblice in modo da rendere necessaria gia da tempo
una 2° edizione dell'dlgebra ¢ adesso una 3" edizione del Supplemento. Questa
ultima racchiode in pid della 19 edizione, una rapida esposizione della Trigono-
metria plans e sferica, lo sviluppo del programma di Meecanica per 1'ammis—
siooe alla scucla politecnica di Parigi, programma che pud considerarsi guaie
indive di un trattato di meccanica non superiore, ma neppure affatio elementaxe
in quanto richiede 1'uso di aloune proprieta dell'analisi infinilesimale ed abbraccia
la cinematica e dmamica del punto e la statica dei solidi liberi ed invariabili,
finalmente 1'esposizione delle coordinate trilineari, baricentriche e tangenziall
con applicazione alle principali proprieta delle coniche, e lo studio dell'interse-
zione di due quadriche.

I pregi di chiarezza o profonditd di vedute, g1 segnalati nel Corso del signor
Prof. de Longchamps, com’era da preveders, non maneano neppure nelle ag-
giunie del supplemento, il quale contiene inolire scelti e namerosi esercizi i
el in generale & preseolato un cenno di soluzivne.

Chiudeno il volume i soggetli d'esame seritto in matematiche dati necil
anni 1880-92 nelln scuola politecnica, normale e ceutrale. al concorso generale

ed all’Aggregazione, A. Luaui.

Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico

Biblivtheca mathematica. Journal 4 histoire des malhematiques, publié par G,
ExEsTroM. Nouvelle série. 6, N, 4. — Stockholm, 1802,

Bulletin scientifigus, védigs par M. ¥, Lesox. — Septieme annes. N, 2, 3. No-

vembre, Ddecembre. Felix Alean, dditeur. Paris, 1802,

El Progreso matenvitieo, periodico de malemiiticas pivas y applicadas. Director
D. Zoel (. pe GarveEaso. Ano . N. 22, 23. Octubre. Noviembre 1802,
— ZAragoza.
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Criornale di Matematiche ad wso degli Studenti delle Universita italiane, pub-
blicato per cura del Prof. G. Barrscipy. Yol. XXX, Settembre e Ottobre
1892, — Napoli, B. Pellerano.

Journal de Mathématiques élémentaires, publié sous la direction de M. pe Lone-
CHAMPS. 4° Serie, X V] année. N. 11, 12 Novembre, Décembre 1892, — Paris,
Librairie Ch. Delagrave.

fournal de Mathémntiques élémentaires, publie par H, Vuisert, 17° annde.
Nombres 3, 4, 5, 6. — Paris, Librairie Nony et C., 17 rue des Leoles, 1892,
I{(nrﬁeﬂs, recuell mathématique publié par P, Mansion et J. NevrEre. Deuxidme

série. Tome 11, Novembre, Décembre 1892, — Gand, Ad. Hoste, éditenr.
endiconti del Circolo matematico di Palerma, Tomo VI, Fase. V. Settembre-O¢-
tohre 1802,
Kevue de mathématiques spéciales, rédigée par M. B. NiewEnGLOwSKL., 3¢ annde.
N. 2, 3 Novembre, Décembre 1802 — Paris, Librairie Nony et G., 17 rue
des Ecoles,
jjistu dr matematica, diretta dal Prof. G. Peano. Fase. 10°=11° Ottobre, No-

vembre 18Y2. — Torino, Fratelli Bocea

tsehrift fir mathematischen wund naturwissenschafilichen Unterricht. herans-
gegeben von J. G. V. Horrmanw, XXII| Jahrgang: 7, 8 Heft, 1892. — Lei-
pzig, G. B. Teubner.

Brsrewr (A. M) — L'insegnamento nel Giunasio pareggiato e nel R. Lieeo
di Ferrara per 'anno seolsstico 1892-93. — Ferrara, 1892,

Casey (I) — A4 Sequel to the first siz Rooks of the Elements of Fuclid, Cun-
tamnisg an Easy Introduetion 10 Modern Geometry, with numerous Exor-
cises. Sixth Editiop. — Dublin, Hodges, Figgis & (., 1892, — Price: 3. 8d..
Dy Loneeuamps (G.) — Supplément an Conrs de Mathematiques spéciales, com-
prenant la Trigonométrie et la Méeanique. — Paris, Ch. Delagrave, 1802,
— Pnx: fr. 7,50,

Gapssr (L) — Suolle equazioni che ammettone coppie di radici reciproche. (Gior-
nale di Matematiche di Batracuiv, Vol. XXX, 1892),

Griaer (1) — Théorie des plans hypercyeliques des surfaces du second degre.
(Marhesis, 1892, 2me gipje ¢ 1),

Grypies (F.) — Sulle equazioni algebriche. (Rivista di mat.. Anno II, 1892).
Griua (R.) — Saggio di un nuovo tratiato d; Algebra elementare per i Licei.
— Corregglo, 1889. .

— | — Esposizione di uno dei principii intorno all'equivalenza di dye equazioni

¢ considerazioni relative, — Correggio, 1890,
dupserr (B.) — Traité d’Arithmétique, avee des Complements et une Préface
de o, TANNERY, — DPapis, Nony et 0¥, 1802, — Ppix: 5 fr. (franco).

Pegour (A)) — Elemenii &’ Aritmetica. — Palermo, Tip. del Giornale di Sicilia,
1892, — Prewo: L. 3,50,

SeRaNa (S.) — Sullz condensazione del vapore acqueo deranle 1'espansione. (Ri-
vista Secient.-industrizle di . Vimercati, Firenze, 1892),

SERRET (1. A.) — Trattato & Trigonometria. Versione autorizzata dall' autors
con aggiunte di L. Fesosrio. Seconda edizione. — Ditta G. B. Paravia e
omp., 1893. — Prezzo: L. 3.

Trattato di Trigonometrin piana e sferica, tradotlo in italiano sulla
" edizione francese col consenso dell’'autore da F. Grassr 29 edicione, con
pote ed aggiunte del traduttore e 900 Esercis colle risposte. — Torino,
fratelli Bocea, 1893, — Prezzo: L. 3.50.

Vrvism (G) — L'infinito nella naturs e nelln scienza, Discorso leito nella
- Accademia Virgiliana di Mantova il giorno 12 giugno 1892. — Milano,
ipo-litografia Ingegnevi, 1892,

Chiusura dells redazione il di 31 dicembre 1892




MLLA DRFINIZIONE DRLLA LINEA RETTA

(Continuazione ¢ fine, V. pag. 16),

10. Un altra definizione che si trova assai diffusa o ruella per
cui la retia & « una linea di direzione costante ». Tralascio di Oecu-
parmi di chi, senz’altro, dice essere la retta « il cammine fatto da
« un punto che si muova sempre nella stessa direzione », poiche
qui si ricorre al concetto di moto continuo di cui non & il caso di
parlare sul principio della geometria puramente teorica, prima di
fuito perché richiede. per essere compreso e hen chiarito, delicate
nozioni sulla costituzione dello spazio e (elle linee, non solite a darsi
in prineipio, e forse malagevoli a svolgersi senza aver gid il con-
cetto di retta; e poi perché contiene, sebbene poco avvertibile, il
concette di tempi sucecessivi, estraneo troppo alla geometria. Tale
definizione, insieme all’altra simile che <« la linea retta € quella che
« ha la stessa direzione in tutti i suoi punti » non hanno valore
teorico, oltreché per le ragioni precedenti, anche per I'uso della parola
« direzione » non definita; tanto pit che il concetto di direzione
guida, se altro non si aggiunge, pinttosto all'idea di raggio (semiretia)
che a quello di retta.

Chi, pure accogliendo il concetto che informa le definizioni accen-
nate, ha volulo renderc gueste piti rigorose, si & trovato di fromte
Iidea di direzione, che occorreva chiarire prima di farla servire ad
introdurre una linea. P.es. lo Schlegel (*) con concetii attinti al-
I" « Ausdehnungslehre » del Grassmann, ragiona cosi « Vi ¢ uma
« infinith di movimenti fra i quali un punto puo scegliere in prineipio
« della sna variazione. Il segno diflintivo per un tal moto iniziale si
« dice direzione. Se il punto prosegue nello stesso moto iniziale scelto
« una volta, il suo moto si dirh semplice. I sezno di 1m moto semplice
« € dunque la direzione... Quando un punto varia la sua posizione con
<« un moto semplice, la figura che genera si dice retta ». — Non

(*) Semurers, — Syslem der Rawmlohre I — Leipzig, 18972 Tilelung — ¢ 2« Ab: —
T
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S1 pub negare che I'artifizio sia sottile; ma esso consiste unicamente
nel sostituire alla parola « direzione » la frase «segno distintivo
« per U moto iniziale », ciod il concetto di moto iniziale che si
compie in infiniti modi diversi, senza che sia detto che cosa vyol
dire il eompiersi due volte in egual modo, essendo cosi priva di signi-
ficato la definizione di moto semplice e quindi di retta. Inoltre si pre-
senta anche qui, quasi senza che ce ne accorgtamo, il moto con-
tinuo, e si possono quindi rinnovare le obiezioni gia esposte,

Lo Schotten (*) eon procedimento migliore, seansa la definizione
di direzione ; egli dice che un purto insieme ad un altro qualunque
individua dye concetti, cioe una distanza ed una direzione, & che dato
un punio si dice retta 1'insieme dei punti che aocoppiati con quelli
danno la stessa direzione o Uopposta. Egli usa il concetto di dipe-
zione senza definirlo, con metodo che 0ggl giustamente si usa Spesso
secondo 1'esempio di Euelide nel suo 5o libro ; ma non pensa a definire
che cosa vuol dire direzioni uguali, mentre gli occorre appunto di
usare il concetto « di ugnal direzione ». Se tala definizione fosse
data, il metodo sarehbe corretto, scientifico e di noievole Imporianza ;
ma 10 credo che il conceito dj direzione, o almeno quello di dire-
zioni ugnali o disnguali, sia molto difficile (almeno per ora) a sta-
bilire senza quello di retta a eui stret lamente si collega. Lo stesso
Standt, p. es. non parla di direzione altro che dopo aver parlato

della retia.
Questo metodo adunque che sapuio bene stahilire avrebbe il

pregio di mettere in rilievo una delle qualitha pit salienti della retia
¢, almeno nello stato attnale dells geometria, non bene sviluppato,

I'l. Presso aleuni autori (%) si trova data la retta come < quella
«linea la quale nella sna {otality non suppone che una dimensione
« sola », — Non mi trattengo su questo modo di introdarre la retta,
potendosi ad esso muovere 1'obiezione stessa del precedente, guella
di usare il concetto di dimensjone uon definito, forse anche pih dif
ficilmente definibile della, direzione, e I'altra di essere circondato di
eccessiva oscuriti.

(*) Sewvrran, fmhalt und Mathode dea planimelrischen Unterricht, — Lelpzig, 1890, 't’.ElIl-—_
(**) SBemorres L . - Soamior., Euklida 11 aviom durch cine neue Prefinition der gevaden Linien

bewissen, — Moskan 181,
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12. Accenno anche appena alla definizions platoniana della
retta (*) come Ia linea « i oni punti intermedi adombrano gli
estremi » la quale ricorrendo, come & chiarp, alla intuizione di un
raggio lnminoso, costringerebbe per renderls esaita a introdurre in
geometria qualcosa di corrispondente al concetto di luce e di raggio
luminoso, il che non mi pare conveniente, L'utilitd di tal definizione
potra manifestarsi al piv in un insegnamento primitivo.

13. Per wmolto tempo ha fatto fortuna la definizione adottata dal
Legendre, quella che « la retia (0 meglic un segmento suna parte) &
«il pi1 corto cammino fra due punti », combinata coll'osservazione
che per due punti passa una retta sola. Si volle appoggiare quesia
definizione al nome augusto di Archimede; ma (v. Hénel 1. ¢.) si
¢ forse presa come definizione quello che Archimede chiedeva di
ammettere come proprieth della retta, o meglio come un coneetto
per avviarsi alla definizione di lunghezza di wna curva,

Per quanio si diea, questa proposizione presa come definizione
e quella che pin facilmente si presta ad una critica severa. Ed in-
fatti, pure prescindendo dalla circostanza che tal definizione non dice
nulla sull” aspetio della retia (circostanza di nessun valore da un
punto di vista puramente scientifico) interviene in essa il concetio
di lunghezza che, generalmente, a quel punto non & ancora stahi-
lito. ~— 8i suole rispondere che il concetto di lunghezza & intni-
tivo € non pud definirsi; ma di ¢id ho gia defto in generale (§ 3).
Si poirebbe rendere pifi esatta I"idea, introducendo il postulato:
« Per ogni linca esiste un concetio (ente) che & la sua lunghezza »:
ma, anche in questo modo pit eorretto, come ci si pud servire di
quel postulato 14 dove si parla di minima lunghezza, se prima per
la. lgnghezza non si definiscono le parole uguale, maggiore e minore
relative a qualunque linea ? .

V’ha chi a questa obiezione non pensa, e cosl fanno i pin; v ha
invece chi tenta rispondervi, come il Bonmel, il gquale, avendo due
linee da confroniare in hinghezza, suppone « di atiribuire eol pen-
« siero ad una la rigidith assoluta, all'altra la flessibilita perfetta

") Boxsen, I e
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« coll'inestendibilita necessaria per salvagnardare le sne proprieth di
« lunghezza, portandole poi 1'una sull’altra per giudicare gunale so-
« pravanzi », Questo ultimo mezzo, prezioso in pratica per misurare
gli oggetti materiali per i quali le pavole flessibilith, rigidith, ece.
hanno un significato ben netto, & addirittura assurdo se usato in
geometria fin da principio, quale processo indefinibile. Poiché infaiti
la forma & un attributo delle linee, se ad wna linea si toglie la
forma sua propria per cambiarla in un’ altra, la linea cessa di es-
sere quella linea, e quindi i ragionamenti non hanno piu significato.
Né si opponga che togliendo 1a proprieta della forma si lascia alla
linea quella della swa lunghezza: questo infatti equivale a dire che
la linea nell’aspetio primitivo e nell’aspetio alterato ha la medesima
lunghezza e cosi si viene unicamente a dare una definizione di lun-
ghezze uguali in due linee delle quali la prima & nota e la seconda
no, non avendo quello stendimento nessun significato senza il concetto
di conservazione di lunghezza che & appunio quello che si deve defi-
nire. Questo stendimento delle linee si puo considerare soltanto do-
poche, in un modo o nell’altro, si sia gia stabilito il coneetto di
lunghezza, potendosi allora dire che si distende O comungue si de-
forma una linea quando invece di essa se ne consideri un’altra non
congruente, ma che abbia ngual lunghezza. Gome ben si vede, sono dun-
que le idee di lunghezze e di lunghezze paragonabili fra loro che servono
ad ntrodurre 1'idea di linee flessibili, e non reciprocamente. 1) percio
chiaro, che, se si vuol fare intervenire Ia lunghezza nella definizione
della retta, devesi prima introdurre quella in modo rigoroso indi-
pendentemente da questa.

Tutto cié stabilito & ancora da vedersi s¢ 1 concetto i lun-
ghezza, anche se rigorosamente introdotto, & davvero il pil opportuno
ad essere assunto per fondarvi la definizione di retta. Si dice che I’idea
di langhezza & inseparabile da quella di linea, e quindi deve ritrovarsi
~anche nella retta; ma da questo all’affidarle pienaments [I’introduzione
di tal ente vi & un passo notevole. E, invero, se la lunghezza ¢ 1'attri-
buto comune delle linee, & proprio necessario fondare su essa la di-
stinzione di una certa linea da tutte le altre? Ed allora perché cid
dev'essere della sola retta e non di alire linee, p. es. del ecircolo? Ma
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v'ha di piu; se si definisce la retta come il piit breve cammino fra
dus punti, si presenta la domanda se fra tutte le linee cogli estremi
in due punti esiste effettivamente una linea di cui la lunghezza sia la
minima. E noto che data una classe di oggetil di eul siano cono-
scrute le relazioni di ugwale, maggiore e minore non sempre ve ne
esiste uno che & il minore: cosi aceade, p. es., nel sistema di tatte le
corde di un circolo. Ne viene che lesistenza, e cosi dicasi dell'unicita,
di una linea di lunghezza ininima fra due punti, sono due veriti da
ammettersi per postulato o da dimostrarsi con teoremi, il che ordina-
riamente non si fa, aggravando cosi le inesattezze della definizione.
Non cosi, & vero, si comporta il Bonnel, il quale cerca di dimostrare
quelle due proposizioni ; ma & forza convenire che i suoi ragionament;i
peccano per mancanza di rigore, a ristabilire il quale sarebbero neces-
sari forse fanti postnlati da rendere preferibile d'introdurre piti sem-
plicemente quello solo che ammetle quell esistenza e quell’unicita.

Coneludendo, pud dirsi che mentre il fatto che la retta & il pin
corto cammino fra due punti & una veritd che deve appartenere al
patrimonio della geometria, non & conveniente dare la definizione per
mezzo di essa, tanto pih se prima non si definisce in tutto il suo rigore
il concetto di lunghezza, e uon si ammetie o si dimostra esatiamente
l'esistenza e I'unicita della linea di distanza minima (%),

14. Passo alle definizioni nelle quali la retia & data per mezzo di
enti geomeirici di ordine superiore ad essa o di proprietd meno salienti
di quelle fin qui citate.

Del Leibniz (™) si ha una definizione de! piano come « la superficie
« che divide lo spazio in due parti simmetriche, » e poi della retta
come « la linea del piano che ne divide la snperficie in due parti
« simmetriche »,

A questa s’aniformano alcuni autori pill moderni: cosi la da,
p. es., il Clifford, (™) se si pregginde dalla forma pit materiale, scu-
sabile coll'indole dell’opera (del resto eccellente) in cui & inserila.
Tale definizione, la cui esatlezza dipende dall’esattezza con cui &

(¥) Ter lo sviluppo dl tale ¢oncatto, che & possibile dare prima di quello di reita, vedi la mia
Nota citats: Ii concetio di lunghezsa ¢ Ia rella,

{(**) Cfr. BaLrzen. Hlementi di matemalica, trad, da L.CaEMoMA. — (isnove, 1878, parte 4*, § 1,

{(¥*%) OLirroRsp, L, ¢..
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definito il piano, ha senza dubbio molti pregi, primo fra gli altri,
quello di segnire per definire la retta il processo con cui si intro-

ducono comunemente gli enti geometrici, giacehé si sogliono definire
prima le superficie poi le linee, e queste per mezzo di superficie di
cul esse limitano le parti; ma ha anche il difetto, commne a tutte le
definizioni che ancora ho da esporre, di non essere appropriata a
dare da se sola un’idea chiara della retta. |

15. Pin interessante, poiché legata ad un’epoea memorabile nella
storia della geomeiria, & la definizione del Bolyai e del Lobatschewski,
la quale si collega colle ricerche da eni ebbe origine la distinzione
della geometria in euclidea e non enclidea. Essa si dh cosi (). Defi-
nita la coppia di punti come figura invariabile, si genera una sfera
col temer fermo un punto di una coppia e dare all’altro tutte le posi-
zioni possibili. Si prendono poi le infinite coppie di sfere aventi centri
fissi distinti e raggi variabili, ma eguali in ogni coppia; poi, mo-
vendo le figure collo scambiare i centri, si mostra che in tale mo-
vimento in ogni linea d’intersezione delle sfere di una coppia stanno
fermi due punti. L'insieme di tutti questi punti immobili costituisce
una linea tale che se di essa stanno fermi due punti, & immobile
tutta. Questa linea e le consimili si dicono refie.

Tale definizione & evidentemente rigorosa, guando si abbia cura
di supplire con postulati alle osservazioni che vi si risconirano, fra
cui sostanziale ¢ quella che V'insieme dei punii immobili in quello
scambio di centri sia una linea e non un aliro ente. Essa in conclu-
sione conduee al concetto di retta come linea immobile quando ne sono
immobili due punti: ma invece che presentare questo concetto fin da
principio con un postulato, lo presenta come teorema dimostrando
esisienza della retta. Hsso richiede certo un numero ristretto di
imagini fondamentali, essendo le figure da cni si parie di natura ele-
mentare e facilmente definibili. Cosi pure pensa il Baltzer (**) per il
quale «tra iluoghi geometrici non la retta ed il piano,-ma la sfera
« ed il circolo sono definibili in guisa che la loro possibilith non sia
« sottoposta a dubbio alenno ». Non ostante cid & certo che nell’inse-

(%) V. p. es, Fascuaur. dbeolute Geomelrie, — Loipzmig, 18706, 1. Buech.
(**) Bantzer. L. o, § 1, n &




__ Bh —
gnamento & pilt opportuno cominciare subito colln stabilire la retta,
al che non si presta il metodo del Bolvai, il guale per altro, occorre
ripeterlo, ha singolare valore scientifico.

16. 11 Cassani (") di una definizione che s'informa a concetti simili,
sebbene sotfo aspetto alquante diverse.

Egli pure parte dal concetto di coppia di punti: poi cenclude
I'esistenza (A4, B, C), di terne regolari, tali cioé che siano ugnali le
tre coppie formate da (4 B), da (B, (), da (4, (), e dice essere una
linea il luogo geometrico dei punti M tal che sieno uguali le tre coppie
(M A), (MB), (MC): una simile linea non cambia posizione se ne
stanno fermi due punti, e si chiama retta. Questa definizione ¢ /av-
vero ingegnosa, per (uanto, come la precedente, 1'eccessive artifizio
la renda inadattabile all’insegnamento.

Bssa del resto sotto forma assai simile fu gih proposta dal
Fourier (™), il quale, eercando una definizione pit appropriata di
quella del Legendre, supponeva nello spazio tre punti fissi e pren-
deva una serie di punti di cui ciascuno dislasse ugualmente da quei
tre fissi, otienendo una linea refta: ialché cosi poteva dirsi essere
la retta nna serie di punti di cm ciascuno € ugualmente distante
da tre punti dati, con analogia con la sfera che & il inogo geome-
irico dei punti ugualmente distanti da uno dato, e col pilano che
& il luogo di quelli equidistanti da due punti dati. A tale defi-
nizione obiettava il Monge (nella discussione alla seduta dell” Ac-
cademia del 14 febhrain 1785) che la definizione & rigorosa, ma
pitt complicata di guello che vuel definire. La proprieth che ha da
servire di refinizione aid una figura deve essere, & verp, una pro-
prieth comune a tutti i punti della stessa figura: ma dev’ essere
“scelta in modo da riuseire la piti semplice, la pit atta a far con-
cepire la natura della figura. Cosi non sarchbe opportuno, p. e.,
definire il circolo come Iluogo ygeometrico dei vertici degli angoli
refti 1 eui lati passano per due punti fissi. Una definizione deve
essere fale, sopratutto in geometria, che essa faccia imagine. Tali

(*) CAmaANi. GHornale di Malemadicha, 1. o..
() V. MaTurss. V.9, pag. 1086_
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le obiezioni di Monge, alle yuali altro non credo oceorra aggiun-
gere per la critica della definizione di cul i stiamo occapando.
17. Voglio finalmente fare semplice cenno di alcuni che defini-
stono certe figure geometriche come limite di certe alire. Olire
@S5€r' cosa molio delicata -il dare tale definizione colla guale &
facile cadere nell'uso di concet; d comtinnitd sempre malagevoli

a darsi in principio della geometria, non credo si (ebba usare tal
metodo per le figure fondamental; geometriche, fra cui la retia,
delle quali il concetto & hene sia pih assoluto che s possa.

18. Da questo esame delle principali definizioni della retia io non
mi permetto di trarre pessuna conclusione decisiva nella seelta d;
una di esse, sapendo come molto possano in questo argomento le ve-
dute personali: solo credo osservare a modo di riassunto come, se-
condo me, la definizione euclidea, posta in forma chiara e rigorosa,
abbia il massimo valore scientifico a molto ne abbia pure guella del
Bolyai; ma che per la quesiione dell’ insegnamento sia piut utile ri-
correre ad una definizione piti descrittiva della retta, ciod, per ors,
come la meglio stabilita, alla definizione della retia quale huogo
geometrico di punti che sono immobil; quando ne sono immobili due,
0 all’altro della linea di direzione costante, quando per altro si
sara pervenuti a stabilire i concetto di direzione senza ricorrere a
quello di retta,

Terino, 10 settembyrp 1892,
RoboLro BrrTAZZI
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UNA FORMULA DI TRASFORMAZIONE
PER ARC. 7@,

—

Mediante la nota formula

P+q
i

ﬂrctgp+arﬂtgg=amtg]

S riconosce essere -

] 4a i 1
9 —— ¥  — .
....arctg——zﬂ—-—- arc¢g4ﬂg_ ] = arc ig — ﬂmtgﬂ_(.;ai-l-a)
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Mediante la ripetuta applicazione a s& medesima di questa note-
voie formula di trasformazione, si ottiene -

(1) arctg;l—z—-arctg I Earctg%i-

i
I {,221 +-%

1
+ 2" . arctg——.
a? 4 3) 2 .8
Facendo crescere indefinitamenie ed osservando essere :
1

: 1
im 2% aretg — — —, s deduce :
n=x@ 2 .a @

] n—-1
(2) arclg — =~ @12)‘. arc tg w

l
. [led_iue -+ 3)
Questa pud anche utilizzarsi per calcolare = in modo semplice

cd elementare dopo 4’ avere osservato che la stessa formula, (3)
da immediatamente -

1 ]
(3) arctg?=—ﬂ--§ 2)‘.arntg X
] 2

A

) |

1 1 ® 3 1 ] o0 1
arctg — > — — % 94 — -
T %"1 21-.-:(2’3"“«*—%3) >3 % gPhte g
ossia !
1 1 1
H.]‘ntg: > a 3a3
Voghera, agosto 1893,

F. ‘Giupics.

A PROPTY 1 TN LIV SULL ORI DBLE BATORATOR

(Continuazione, V. Pag. 25 di guesto Vol, e pag. 84, 113, 169 del Vol. VIT).

IV.

Nei seguenti esempi si determinano le ragioni dei volumi polie-
drici per i teoremi di Eudosso®*e di Euclide senza ricorrere alle
formole stereometriche. |

Di un parallelepipedo (Tav. 1, fig. 1°) siano 4, 4, B, ®, ¢, C.
D, I, 1e coppie dei vertici Opposti ed AB=—wa, AD—=p, A(— ¢
gli spigoli diversi: dei quali prendansi i segmenti A P — ay
AQ=1b,, AR=—c¢, e con i lati PQ QR, RP nelle faccie ABCD,

" i | ok | gk = oL@
= ARt S e T :
a : o Ty 8 F - 3y pile
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ADEBC, ABDC & inserivano i parallalogrammi P Q P, Qon,
QRQ;R,, RPR,P,: indi nelle faccie opposte 4'B'CD’', A'D'BC,
A'BDC con i lati P, Qy, RyQy, Ry Py 8'inscrivano i parallelo-
grammi P, Q Py Qy, RyQyRy0Q;, R PyR;P;. 1 piani PQR,
PyQyRy, Q Py Ry, P,y Ry troneano dagli angoli solidi A, C,
B, D, tetraedri equivalenti alla sesta parte del parallelepipedo

(a,, by, ¢,) ; onde resia un decaedro con sei faccie esagone e guatiro

trilatere, il cui volume & la differenza (a, &, ¢) — % (@i, by. e
Parimenti segando gli altri angoli solidi B, D, ¢, A" con i rispettivi
piani PRy Q,, QP R,, RP,Q,. @ P; R, risulta un secondo de-

caedro che equivale ad (a, b, ¢) — %(ﬂ—ﬂl, b — by, € — €).
Nel caso di @, :@a = 5;: b= ¢, : ¢ = k, essi hanno col paralle-
pipedo 4 4" le ragioni 1 — % R, 1 — —i— (1 — &)°: il primo de-
caedro per 2=—1, ed il secondo per Z=—0 riducansi ai tetraedri
A'CBD, ACB'D simmetrici rispetto al baricentro comune, ed
eguali alla terza parte dell'esaedro A4 A'.

In un prisma a basi n-latere intersecando le faccie adiacenti .
due a due con piani paralleli al comune spigolo si ottiene un solido
conienufo da 4. 4+ 2 faccie, delle quali #» sono guadrilatere, 3=
esagone e due #%-latere.

Per esempio si consideri un parallelepipedo rettangolo v (fig. 2%)
con le dimensioni AB=—a, AD= 058, AC = ¢; disegnati i qua-
drilateri EFGH, LMPQ, RSTV omotetici diretti alle faccie
CDAEB, CDBA, D'A'CB secondo la ragione %% si avranno
EFR—=IM=—%ko, FG=RS—kto, PM=—VR=—k%e¢ 1 lat
FG, PM s incontrino in Y punto dello spignio €' ; parimenti

LMed RSin ZsuDBed EF, VR in X punto di D A4"; ne

. 4 c a
risulteranno FY=—-(1 — k), YM= (1 — &), MZ— 5 (1—k).
[ plani KF LM, FGSR si segheranno lungo la retta FZ, ed il

mezzo I di FZ giacera nel piano M P V R ; le distanze del punio [

dalle faceie del parallelepipedo A4 A’ si esprimono con ; (1 — &),

‘i‘(l — k), { (1 — £); onde i lati convergenti dell’ esagono
/
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] = R
EFTMLU sono eguali ad FI—IM = (——).d; dove d

simboleggia la diagonale A4 A'. 11 solido W racchiuso dalle faceie
trapezie C'D'FE, OCD'ML, dall'esagono EFIMLU e dai trian-
goli FDI, MID', ECU, CUL & doppio del tronco di prisma
avente gli spigoli CD' =a, EF=%ka UI=CD — MZ=
—;— (1 — &) e.l per sezione retta la meth del triangolo F Y M, la
cui ragione al triangolo A C'B’ & (l—zj-)z: onde W= % (1—=5&)" (1+E&)
¢ ripetendo lo siesso ragionamento per tutti gli altri spigoli
dell'esaedro A A" troncati con piani ad essi paralleli, il poliedro

che ne resta equivale a % [1 — —3-(1 — k) (1 —l—k)] Facendo

4

k=0, il solido riducesi ad un dodecasdro romboidale, perche le

. : . . : i .
faccie divengomo rombi con i lati pari ad - d; e ciascuno ha due

vertici nei centri delle faccie contigue del parallelepipedo, e gli
altri due nei mezzi delle congiungenti il baricentro di guesto ai
termini dello spigolo comune alle faccie medesime. E nel caso di
a="5=+¢ 1 rombi sono tutti eguali fra loro e tangenti ad una
siera.

Anche 1'icositetraedro, solido contenuto da 24 faceie quadrilatere,
si pud derivare dal parallelepipedo rettangolo. Si chiamino (fig. 3%) O 1
centro di questo, ed 04, OB, OC i semiassi o le congiungenii 0
con i ceniri delle tre faceie contigue; 1'esaedro v=0BCA 0ACH
& Pottava parte del parallelepipedo. Si disegni il triangolo FDE
omotetico ad A'B'C’ per la ragione OF: 0A'= 0OFE: 0B =
OD: OC = k; conducansi i plani CFE, BF D, 4 DE segantisi
duve a due lungo le rette EI, FI, DI; i quadrilateri CFI1H,
BFID, AEID limitano esternamente un volume nel triedro tri-
rettangolo O A BC e sono le basi di piramidi col vertice comune 0.
I piani CFE, OAB s intersecano per la retta E'F parallela ad

E F; perché dai triaugoli similisC EB’, OE E vppure CFA', OFF

A , A v e T
e CF, OF ' =7—:C4, FE =17—>=

si deduconoc O F =

3
AB; le rette AB, F'E essendo parallele ne consegne la

| — &
PR — - : A AB
0C" bisecare F'E° nel punto G, cioe O0C,= G E = —3 —5 -

i o ow W -

e —
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I piani CFE, COC s incontrano per la retta CJIC, e dai trian-
goli simili CO'T, 071C, determinati dalle parallele CO', 0G, e
dalle traversali 0., CC, si conchiude OF: J 0 — 0C,: CO =
k:2—2Fk ocomponendo OF: 00 =Fk:2 — k. 1 tetraedri
OFBD, OFCE, OEAD sono equivalenti i virth della propor-

zione OFBD: 0A'BC' =(0B: OB)(0D: O0C)(OF: 0A4")=k3,

]

2
e siceome OA’BO’='—B—1: si ottiene OFBI)“—_-—’;—!L Delle snr-

riferite piramidi quadrangole restano da determinarsi i tetraedri
OFDE, IFDE, che hanno per somma la piramide costruita
sulla base FDE ed un laterale spigolo equipollenie ad 07 (cioe
della stessa lunghezza o direzione) ; paragonando questa al te-
traedro descritio con la base A'B'C’ ed un laterale spigolo equi-
pollente ad 00" si trova OFDE+ FDEI: OAB(C -
ABCO =(FDE: A'BC) (0T : 00)=k*: 2 — k. Ora la retta
00" & divisa dal piano A'B'C nella ragione 2:1; ne risulia
OABC=24BCO =, ovvero 0A'B'C + A'BC 0O — =+

] v 23 D

B — 5 © quind] GFDE—%—FDEI:E__E 5
tre piramidi quadrangole equivale a 30FBD +~ OFDE +

Aty

FDE] = 5z ¢ost Dicositeiraedro e il parallelepipedo hanno i
loro volumi nella ragione £*: 2 — k. E se abbiasi 0.4 — 0B=

O0C=a, le faccie quadrilatere CFIE,.... si compongono di due

triangoli isosceli con i lati CE= CF, JE = IF o toceano una
ka

V3R —dx+2
Le prime proposizionu del XIIT libro eunclideo si esprimong per

I'eguaglianze

1] (—;+m)=5(%), [2] (@ + @) + (@) = 3(a),
[3] (@) + (2 — &) = 3(=);
simboleggiando con & il segmento aureo di @ e con la parentesi il
quadrato deseritio sulla racchiusa lunghesza : si provano mercé
Fipotesi (a, ) + (@) = (). Succedono le proprieta del peniagono
regolare, ¢ fra le quali sono ammirabili: 1° dividersi due diago-
nali ' in media ed estrema ragione e la parte maggiore [ esser

La somma delle

sfera avente il centro 0 ed il raggio pari a
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il lato del poligono ; 2° detti 2, & i lati del decagono e dell’esagono
regolari iscritti nello stesso cerchio aversi la relazione (Ij= (@)= ().
Ora il" medesimo ragionamento conduce alla simile (') = (a) + (a5
significando " ed @ i lati del pentagono H-dﬂﬂﬂgﬂﬂ{} regolari siel-

- lati; poiché pel circolo O (fig. 4" deseritto col raggio @ siano
37

AC=CB=a" le corde degli angoli 40C=C0B= ",
4
e quindi 4 B=/ la corda dell’angolo B0 A = 5“ ; tirato il

raggio OD normale a B( segante A B in D visulta A D= D0,
e per 1 iriangoli equiangoli A 0D, A OB si trae (4 B, A D) — (0 4),
e per 1 triangoli simili ABC, BDC si ha pure (4 B, D B) = (B (0);
onde con l'aggiungere queste due eguaglianze si conchinde (A B) =
(0A4) -+ (BC).

Le regole di Euclide per iscriverc nella sfera i poliedri plalo-
nici sono le pih eleganti che pensare si possono, ¢ mi sembra
opportuno il riassumerie. Un diametro 4 4 = @ (fig. 5°) della sfera
sia diviso in tre parti oguali A7=JI' = I'4", per il pmto I
si conduca la sezione normale al diametro, ed in guesta 8’ iscriva
il triangolo equilatero BC D ; il tetraedro avente i vertici nei punti

e g 2
A+, B, C, D & regolare a motivo di (4 B)=(B0)=3(BIl)= 7 ().
Tirando per gli slessi punti 4, B della circonferenza massima 4 B A’
1 piani perpendicolari alla corda A B e nelle sezioni sferiche iscri-

vendo i quadrati ACB'D, A'C'BD, i loro otto vertici a dus u
due opposti sono i vertici dell’esaedro regolare e si irova (4 B)=—

(4 C)= %(.{i B) = —;— (@). 1 friangoli equilateri BCD, B'CD
risultano simmetrici rispetto al centro 0 e trisecano A4 ; n un
piano ad essi parallelo le proiezioni ortogonali dei loro vertici cadono
in quelli di un esagono regolare; di cui il lato & medio Proporzio-
nale fra A7 ed 74'.

L'ottaedro regolare si costfisce inscrivende il quadrato C BC'B'
(fig. 6%) in una circonferenza massima ¢ e menando i piani per ciascun

: 1
lato ed i centri sferici 4, 4’ di ¢; si trova (4 C) — (CB) = (a).

Le faccie sono simmetriche due a due rispetto al centro O della
sfera come per esempio ABC, A'B'C’ e distano di un segmento



— 62 —

pari al lato del quadrato iscritio nel cerchio minore 4 B C; 1e loro

prolezioni ortogonali sopra un piano ad esse parallelo sono due trian-

goli equilaieri iscritti nella circonferenza A B U e tali che i vertici

dell'uno’ sono i mezzi degli arehi sottesi dai lati dell’ altro. I due
solidi esaedro ed ottaedro regolare sono correlativi: e se p indica
U raggio del cerchio circoscritto ad una loro faccia, si dimostra
1 quadrati dei raggi delle sfere iscritta o circoscritta valere

l 3
?(P) e - (o).
(Continua ). (. BeLLAcoHI. -

‘I'.I.'J'- \HL'_“._b".;

TEMI IV ESAMI DI MATEMATICA IN SCUOLE DELLA DANIMARCA

(1888-1891).

(Dall'opuseolo : Matematiske LEksamenopgaver. Udgifne af P. T. Foldberg.
Andet Hefle. Kjobenavn 1892) (). '

I. Costraire un triangolo eguale ad un triangolo dato per modo che ogni
latg del friangolo cereato toechi un eireolo dato. Ogni lato del triangolo cerr

cato deve avere il relativo cireolo corrispondente ¢ il vertice ad esso opposto da
parti contrarie

2. Con @) @, Gy....a8n—1 ay.... ¢ indichi una serie di numeri positivi
di cui ciascuno & medio proporzionale fra i dne precedenti. Dimosirare le formole

tn Vo1 =0,¥/a, an=a, [i-(=1)— ].al_a_[1_.(_T)n—i]

ed esprimere }'a, a,.. .., in funzione di @, @&, & n. A guoal limite tendono

H
Vﬂ] ﬂﬂllllﬂﬂ 'E {I'H.

quando » cresce indefinitemente ®
3. Caleolare il valore di costglogm e quello di sen V cos Viog =.
4, Mostrare che & (y—-s+z—-n: : m——y)( e -4 L4 i s—~)_9
&= y z Yy—5%5 & —ao w—y
quando @ 4 y <+ z =0,
5. Risolvere il sistema

Yy — Yy =5+5s— 6y 3y —3'=— 104+ 3z — 5y.

(*) Dobblawe guesti tem! tradottl alla ecoriesla del Blg. Prof. G. Loria. — N 4. Rsd.
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6. Nei polinomii
' el — 20 + 30 20+ y
! — 3’ - 4a* -3+ 3

attmbuire a y e 3 :ra]ari tali che essi abbiano comume un fattore di 2° grado.

7. Due sfere di raggi R e r st segano ortogonalmenie. Trovare il volume
della parte che esse hanno comune.

8. Dati in un piano tre punti 4, B, C e una retla per U; determinare su
questa un punto da cul AB e B siano visti sotio angoli eguali.

0. Due triangoli ABC ¢ A'B'(" ¢ ung refta » sono dati in un piano, e
AB & parallelo ad A'B'. Trovare due punti D e D', di cui D su r, tali che
le vetto DA, DB, D€ risultino parallele rispeltivamente s D'A’, D'B’. D'(".

10. Daii due ecircoli di raggi a, b, tracciare npa parallela alla linen dei
ceniri su cul i dati circoli determinine corde di dato rapporto. Entro quali 13-
miti dev'essere compreso il rapporto delle corde affinché il problems sia possibile ¢

1. In un triangolo acutangolo 4 BC & inseritto un triangolo A B C, per
modo che A, B, C, stanno rispettivamente sui lati A B, B(C, CA e che i lati
4,B,, B,C,, C,4, sone perpendicolari a A B, B, CA. Esprimere i lati di
A, B C, in fanzione dei lati a, b, ¢ di ABC.

12. In un trisngolo acuiangolo i lati @, &, ¢ sono opposti rispettivamente
agh angoli A, B, C, Disegnare un muovo triangolo avente per lati

a cosd , beosB, evoaC,

Dimostrare come gli angoli del mmovo ftriangolo rispettivamente opposti a
questi lati s1 possono esprimere, il primo in funzione del solo A, il seconde del
solo B, il terzo del solo C. '

13. In un circolo & inseritto un triangolo i eni latisono il lato del penta—
gono 1nscritto, la corda supplementare e un diametro; la fizura Tnota attorno
a quel diametro; trovare il rapporto dei volumi generati dal triangole e dal
segmento (< di un semicerchio) soiteso dal lato del pentagono.

14, Risolvere il sistema ’

2" 4 Jzy —4al (V;—V;)(Eu——J)ZQ(m—l—y) ;/;

5. In un eircolo inscrivere un iriangolo, conoscendo di un lato lunghezza,
e direzione e della biseitrice deil’angolo opposto un punio.
16. Dimostrare che in qualungue triangolo

b—ﬂucﬂaﬂla—ﬁbuusd+u—2amaﬂ 3
a sen C ' ben A ceen B ~— O °

17, Sep é.un numero prime e 0 < n < pil m e d di a¥ — 1 ¢ o™ — |
¢ ®— 1; se o & uns radice diversa da 1 di 2 — 1 = 0, aa®.... P saranno
tutte radicl: trovare la somma delle loro potenze m™e,

18. Due cerchi di raggi R e » si tagliano sotto 'angolo v. Trovare il vo—

lume compreso entro la superficie generata dalla porzione di tangente comune

i
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ai due cerchi limitata dai punti di contatlo quando la figura rota attm'nu alla e
retta del cemtri -

19. In un iriadgelo acutangolo un'altezza divide il lato & nei segmenti & .-
e a, e l'angolo opposto A nelle parti A, e A,. Costruire il triangolo conoscendo .
quell’altezza e le differenze a, — a, e A — A,.

20. Costruire un triangu]u ABC simjle & uno dato per modo che A B e AC
tocchine rispettivaments in B e C due dati circoli. Quante soluzioni si-otten—
gono se i daii circoli sono esterni 1'umo all'altro?

21. In un eireolo di raggio » & inscritto un peligono regolare di 2n lati,
A, B, C ne sono tre vertici consecutivi. K & il vertice opposto ad A, Per X
si conduce una retta che incontri in un punto P 1a retta 4 B (non il suo pro-
lungamento). K P divide il poligono in due altri le cui ares stanno fra loro
come p a g (p 2> g). In guale rapporto quella reita divide il perimetro del
27 — gono ? h

Nella figura risultante delle rette H B, KC e dall'arco BC =i pud’ inseri-
vere un cerchio tangente & queste tre linee. Come si pud trovare pel raggio
,di questo cerchio nn'espressione comoda pel calcolo con logaritmi? — Quale
€ il volume genernto dalla detta figura K B C quando il circolo rota attorno il
diametro A K ?

22. Risolvere il sistema

@ g*A 4 y tg*B + 5 1g*C = 1g*D.

Quindi calcolare i coefficienti dell'equazione cubica avente per radici o?, 3%, 5% = |
23. Trovare i valori reali di 2 e y soddisfacenti I'equazione Uy s
1 i
y}/ﬂ_—— u}/:_?r= (‘g—+y V—Q})2
24, Dimostrare per induzione che
(l4+24+... .48 =13 4254 .. . n

25. Se o ¢ intero @7 — » ¢ divisibile per 42,

26i. L'asse di un cono rotondo passa pel eeniro dells sfers ed il sno centro
diste da questo centro del diameiro. Clonoscendo che I'ares del pezzo di cono
esterno alla sfera ¢ doppia dell’arez del pezzo interno, trovare I'angolo al ver-
tice del cono,

27. Descrivere un cerchio di dato raggio che passi per un punto dato e taghi
su una retfa dafa un segmenio di lunghezza data.

28. Date le equazioni

pra=a, pot+gy=2">, pa’4qyi=c, pat4gyt—d
trovare un'equazione quadratica avente per radici @, ¥ e i cui coefficienti siano .
funzioni di p o di ¢. |

29. Dato un triangolo A B C, trovarne un aliro A, B, C, equivalente o tale
che sin ang. A, = ang. 4, AB+AG——rHttatlnta.
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30. Dati au nna refta guattro punti 4 B P Q trovarne un quinto tale che

AX PX
BX QX

31. E dato un triangolo ABC con due punti Pe Q posil sul lato A B2,
Trovare un altro triangolo ade¢ iale ohe astiain BCe b in CA, che qp s
parallelo ad A B, bc passi per P ¢ ac per Q, e che finalmente i lati ac e be
abbiano fra loro un dato rapporto. Come si pud risolvere questo problema se,
invece di questo rapporto, & dato il rapporto delle mediane relative ai lati ac e be ?

32. Se a By sono le radiei dell’equazione 4° 4 aa® 4+ bz 4+ c=— 0 od m
¢ un numero dato, celeolare (m — «%) (m — §°) (m — v%) in funzione d; a. b, c.

33. In guanti modi » cose possono distribuirsi in doe gruppi ?

34. Un tetraedro regolare & inscritto in ung slera di raggio r. Una seconda
stera ha il centro in un vertice del tetraedro @ passa per gli aliri tre. Trovare
Farea ed il volume del solido comune alle due sfere,

39, Costruire un trisngolo A BC di cui sono date 1'altezzs ¢ la bisetirice
uscenti da A monché il rapporto in cui quell’altezza divide il lato a.

30. Trovare quale relazione deve passare fra i coefficienti dell'equazione

v+ a8z b 4+ c = ()
affinché una radice sia media proporzionale fra le altre due. Supposta soddi-
sfatta, esprimere le radiei in funzione i a e e.

in—1 Un ; . : . .
a 7y 8000 due ridotie consecutive di una frazione continus con
g —1 n

37.

| quozienti incompleti a, @) ....0n_3 @y. Dimostrare che 2" g "
Ym—1 an—1

sono syilupparsi in frazioni continue aventi entrambe per qmozienti incompleti
@ dn—1.... In guest'ordine. Cume finiscono nei due casi le due serie di guo-
zienti incompleti ¢

38. In un cono ai rivoluzione avente 'angolo al vertice di 900 sono inscritte,
dalla stessa parle del vertice, due sfere fra loro tangenti e di cui la linea dei
centrt & a, Trovare il volume compreso fra il cono e le due sfere.

39. Sono dati un cireolo ed ug punto A. Costroire un triangolo A B € di

cut & conosca 1'angolo B ed 1] lato AC, per modo che BC toechi in B il

POS—

dato eireplo,

PIGCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

oy e

»
Distanze di punti notevoli del triangolo. — Il Sig, Thiry in due

Sue pubblicazion: () ealeola le distanze di. molt; puati motevoli del triangolo
dai vertici e fra loro; le formole di cul si serve si possono rendere affatto
generali cosl da essere alle a dare le distanze dal vertici e fra loro di tutti i

— -

(*) Vedl riassunto In questo Periodieo, I.].'l:l:l{; V1, pag. 186 e a. VII, p. 28.
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panti del piano del triangolo, noii i rapporii che le rette che Ii proieitano dai
vertici sui latt opposti deierminano su di questi

1. S1a ABC il tmangolo, e sieno a, #, ¢, A rispetiivamente le misure di

BC, CA, AB, ABC.

Eassendo # an punto interno od esterno al triangolo, ed A A", BB, CC’

le rette che lo proweitano da A, B, €
su BC, CA, AB, pongo

&l AC BA 4% ,
2. | cB- ™ ac” P H’A_g{}
Bf_ ;'J ;\& e prendo m, p, ¢ positivi 0 negativi se-
P Sl condoché A, B, C' cadono sui lati o
F 'f_,\u:?"‘q . sui loro prolungamenti.
_" \:i 2. Dalle (1) componendo si ha
B i B AB_ m+1 AB

— m~1, ece. (2);

]

AC" m C'B

dal triangole C¢C'B segato dalla A A" si ha per il teorema di Menelao

cr (A BA ] B .
PEIE T — — L donde per le (1) (2) risulta lan prima delle formole

seguenti e In modo analogo le altra

CFP m - |

. 1 AP— 41 Lol 1 3
PU‘_' mp —gf{m—+41), Pﬂr'—'m(}? )1 PR *-—_P(Q"i_} (3)

3. Dalle (3) componendo si othiene

CC  mp-t+m-1 CC mip4-m-f1

TP ©C., pr — - gce. (4),

donde per le relszioni di Stewart

CO" =[(1 m)yma® (1 4+ m)d* — me®] -+ (1 m)*, ece (D)

4] Ticava

CPt=[(l +m)yma’—+ (1 +m) b® —met] — (mp 4 m 4 1)?
AP =[(l +-p)pt* 4+ (A +p)c®* —pa®] - (pg +p+ 1) (6)
BPr=[(1+g)qec* 4= (1 +g)a® — ¢ "] —(gm +q + 1)

che danno le distanze di P dai vertici del triangolo.
4. Sia @ un altro punto qualungue interno od esterno ad A B C. Dal trian-
golo CC O, per il teorema di Stewart, si ha

CP e PO PC CP 2

P& =0 % *gg- 4" g% o5 ¢°

E
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dal triangolo 4 Q B si ha pure

o m | m 1
- - ¥ . 2 . 8
A0 m = 1 QR m -4 1 Q4 =1 m=1 it

per la quale e per le relazioni (4), (9) la precedente diviens con facili trasfor-
mazioni

P QA+ m . QB* 4+ mp, Q(® mp.a®+ p. b 4 ¢ =
-_ . (mp 4+ m 4 1)? (7).

Mediante la (7) e la (6) si potranno cesi calcolare le distanze di punti
qualunque interni od esterni ad ABC, dati | rapporti corrispondenti ad essi.
La (7) si riduce a quella trovata dal Sig. Thiry per il punto K™

ponendovi
b o a™
"= a® 2= pe g"_cn
Se @ e il eircumcentro, la {7) divenia
mp.a t+p. b4 c*
=P
P =R m mp+m F I - - (8)

la quale si presta a caleolare assai facilmente tutte le distanze O K™ 012,

08, 0H, ece., dove 0, (Y, H, ece. hanno il solito significato.
Se P vain A’ la (7) da

) QB+ pQ( p.at
i o D 2 O)
ese Q vain(C, la (9) da
yE  MPp.a®+p.b? e m ¢* - pa’
a0 m+NDp+1)  (ma1) (n =4 1)° (19)

che serve a caleolare le distanze fra 1
altezze, ecc..

5S¢ Q va su BC, la (9) di Ia distanza di due punti di BC

pledi delle mediane, delle bisattrici, delle -

. »—p
A ) — ; e R T
M TR 1Y i
ove p, p' s0m0 i rapporti secondo cui A', Q dividono B O
. Se 8 Q corrispondono i rapporti m’, p'5 q s ha per le (6)

CQ = [(1+m)m'a®+ (18 m') 2 — m o] = (m'p 4+ m' 4= 1)2,

eCC.,

@ so P, Q sono in linea retia con C, essendo m — m', Bl ha

CQ =[(1 + m)mat <+ (1 +m) B — me?] - (mp' 4+ m 4 1)?
onde

CFP mp = m =]
Ce mp-+ m + |
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da cuni decomponendo

PQ m(p — p) ‘ m(p —p)
— T —— _P — C L 12'
0o mp—4+m-—1" gel E ¢ mp—+ m -+ | (12)
Se P, Q sono punti armonicamente associali e quindi p = — p, 1 (12)
diviene
Em.p
PQ=10CQ..om ey o o e - - (19)

Permutando cireolarmente fra m, p, g e fra m’, p’. ¢ si haono le distanze
fra punti £, Q allineati con A, con B.

6. Fard alcune applicazioni delle formole (7), (8), (13), che credo nuove.

[. Indicando con K, , K,, K, i punti armonicamente associati & K (punto
di Lemoine), ciod 1 verticl del triangolo eircoscritteo al cerchio A5 € pei punli
A, B, C dalla (13) si ha

2abe? ¢
= B e — )+ a —th  ZoosA cosB' °F
e
E K, + KK, + KK, = L LT L =
L 5 B (5 4+ ¢* — a?) (¢®* + a®* — b?) (a® + B* — %)
4 A® A acosA 4+ beos B+ ccosl
abccosA cosB oosC RcosdcosBeosC  2cosAcosBeosC

I, Indicando con «(P) la guantitd indipendente da Q

mp.a*~p.b* 4 c* - e : A
m o =1 = R® — P{®—= — poienza di P rispetto al circumeerchio,

sl oitiene
y a® b® ¢° ) _
o(f) =u(2) = SR = 4 E?sen*w (w angolo di Brocard), onde si ha
Z(c*a®, QAY) — a® bt ¢t
2
9l = Za* bt :
a2 S(a?d . QAY) — a? bRt 2 Zab, QA — %)
i = — 2 — R =
& Zat b L b Z a® b?

ll. Indicando con N, N,, Ny, Ny 1l punto di Nagel & 1 punti aifini postl
rspettivamente negli angoli A, B, C; eon #, »,, 7, 7, i vaggi dei cerchi

mscrittl ed ex-iserifti; con s il semiperimetro di A B C, si ha

1
w(N) = = [a* (s — D) (s—o)+b2 (s —o) (s — @)+t (s —a)(s—b) | =4 » (R —r)

]
a (V) = — [a® (s —B)(s — ¢) — B2.8.(¢ = b) — P (s —0).5] = — d» (R +r),

oL,
ON=R 27, ON, =R-+42r,, ecc,

HN® =4R(R —2r), HN{=4R(R+2r). ecc.



b

__ BO
bt (s —e)bel(s—a)dtcla®(s —b)

(1 Nt — s.Sal bt ilr(R—r}
o b*c’*.s——c‘ag{s—ﬂ)—-n*b‘*(s-—b}]
QN = G—a)Sat b F4r, (B4 1), ece.
— af¥t (s —¢) 4+ B%¢* (s —a) + ctal (s — )
O'N? = s T 4r(R — 1)

Q'Nf._ et .5 — ﬂia*(s—f:):-“afb“(s—b)
(s —a).Za bt

, 25 . 2ab®* — 2abcZab Su®b®e®
S s.2at (2 q%)* L

+ 4r (BR+7), ece

Luglio, 1803,
F. Fermari.

In seguito di un esercizio proposto dal Sig. Prof Bellacchi, —

1. A pag. 194 del vol. VII di questo Periodico si trova risoluta la seguente
quistione proposta dal Sig. DBellacchi:

4« Divisa la corda A B di un arco n tre parti eguali A =IF_—FEB

e condotti 1 raggi OIM, OEN, dimostrare che il coseno dell'angolo medio,

4 4 D ros«

04 4dcosa
Scopo della presente nota & di dimostrare: 1" Che 'arco che ha quel coseno,

si pud costruire direttamenie sul cerchio. — 2° Che guell’arco si presta ad un
melodo direlto di approssimazione per un veechio problema, — 3° In che modo
dato un arco w«, per tattl gli archi inferiori &i pud dare al coseno quella forma.

2. Sia A l'origine degh archi ed M l'estremo di un arco gualunque o non

, @#ssendo angolo A O B =« T'angolo 8l centro ».

ciod cos JTOFE —

maggiore di 90°. Si zbbassi dal punto estremo M la normale M P sul raggio
OA e si prolunghi quests sino al suo incontro col cerchio in M', Si conduca
la retta M’ X parallela al diametro 4 A" e preso su guesta il segmento
M'C' = AA" si descriva col centro ¢ e col raggio C'M° l'arco M'BS, 1l
punto B im oui quest’arco incontra di nuovo il cerchio dato sard sull'arco A M,
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[nfatii per essere A"A ¢'M" un parallelogrammo, A —M 4’ epperd CAL O'M;
& poi O'M > C'ar, donque i punti A ¢ M sono 1'uno interno 1'altro esterno
al cerchio M'BS, il eni raggio ¢ C' M, Poniamo OP —a, MP— Fequa-
zione del cerchio dato di esntro O e di raggio » riferita agli assi ortogonali
MX MMY sari

@+ a) 4+ (y — B)? = 42

¢ quella del cerchio di centro € e & raggio O'M — 2»
. o = - . o - (@ — B -yt = d gt

Sviluppando ¢ soitraendo, posto anche » — 1. s ottiene per equazione dells

2+a
corde comune y — p © € sostituendo guesto valore nells [17 s1 ha 1" e
quazione
IE
2% -

z (242 — 45—

_ o , , 45 o
che & soddisfatta dai valori g — 0, :::'::4'2_[__5 € quindi
. va -+ 4
[ R OQ=a 4+ 2= iz 75

che & il coseno dell'arco 4 B.
3. 8i eongiunga il centro 0 coll'altre C. 11 ponto N in cui questa con-

giungente taglia 1'arco A4 M sard il punto medio dell'srco B M’ el anche ai

1
avra AN':—E— M B, perché AN':AM——-N'M'::MA—BN*z MA —

(BA 4+ AN') ¢ quindi 24N — u B

ta — —— )
ng AN ci-5° 1gAB S5a 34 °lemsendo a £ 1, 5 ha
1 ] 1 _ 3 !
nm+4(‘*3a+4+2m >3a+ﬁ A e 2

2(l —a) YT— g
e~ A = T r

€ posto a =1 — )

3
A 2972 3
SRUE = A= 15-1-21?’

quaniiid che va & zero con )

s I _
Dalle relazioni irovate 4 N < AB, AN=_—_yB resulta che I'arco N B

-

& sempre posifivo ed trizgecato dallo stesso punto X che triseca I'arco dato z,



B

il ) [l

I ]
per esseie A X — AN—=NX— -;EAM—-AJ\": §(3A}F+ 8N) —
|

AN — _S_BN ; gicehd ripetendo la stessa operazione grafica sull'arco NB — o’

€l otterranno due nuovi puati N ¢ B che si avvicineranno di pitt & guello X
¢ determineranno un terzo arco N'B’ che sard pure trisecato dal punlo X: si
operera di nuove al modo stesso sull'areo N'B' € ©C0sl via via, Si avranno per
tal modo due classi di punti

(B) B B B pB-
(N) N N N N» ..

che soddisferanno alle seguenti condizioni

1" T punti della classe (&) saranno tutti superiori quetli della classe (B).

2% Quelii della classe (¥) saranno dispusti in piline Crescenie, e guelli
della classe (B} in ordine decrescente.

3° T punti dell'una e dell'alira olnsse $aragno 1n numero infinito,

4" Mai un punto della classe (&) potra coincidere con uno della classe
(B), né easere compreso {ra dee della elasse (1) ¢ viceversa.

4. Per passare dall'arco AM a quello VB, e da questo al suceessivo N'B,
©Ce. mon 3000 necessarie tutte le linee delln figura; ls costruzione & assai sem.
plice. Osserviarao sulla figura che i punti 0, N, C' essendo in lipea rotta, il
cerchio che ha per centro N’ & passa per M passerh anche per B. Gid posato
ecco la costruzione. Si prenda sul diamnetro prolungato O — 4 4° & i Go-
strutsea il qoarto vertice € del parallelogrammo M 00'C sara € simmetrico
di " rispeito la retta A4’ o condotta In retta O € questa determinerh il punto
N; st porti ora in senso negativo AN — AN, AM — AM e con centro
in N si deseriva un cerchio passante per M, quesiv determiners B: cos) si
avrl con poche intersezioni 1'arco N B; alle stesso modo si operera su questo
per avere il succossivo N'B', ecc.

Diciamo 0 questa costruzione grafica per la quale da un arco si passa al
suceessive e dimostriamo che presa una frazione p piecola a piacere si potrd
deferminare il numero 5 delle volte che si dovra ripetere U'operazione 0 perché
ervore sin < g,

Si ha infatti per l'errore NX:

b
NX=AX — AN= -2 _ srcsen .
J }/54—4::
@ sostitnendo al seno 1'arco
»
&L &
o e — -
< 3 V'544a

Ora essendo a una frazione si avrd & pin forte ragione

NX{—;—(G:—-#).



-;

ma la differenza fra I'arco e il SHO seno € noto esxsere minore del sesto del cnbo
dell'arco, quindi

11 ]
NI(—B-—ﬁ—mE e NB(=3NX) {—B-:ca.

Percid indicando gli archi N X colla leftera z e quelli NB colla lettera %, i
ayri

1 i
5" < 3§ % “1<'§'“E

e ripetendo su «, 1'operazione 0 :

| I ]
E!<3.ﬁm]3' ﬂ2<?mla

. _ .. . !
e ponendo in queste in luogo di %, 1 valore maggiore T ¢! sara a pit forte

ragione
1 7114 1\4
«<3le)=  a<(G)e
applicando su #, 1'operazione # ¢ cosi d seguitlo si avri

i 1 \13 ] \13
gy < 3 (F) ¥ o, < (E) ®*?, ece.

¢ 1n génerale
=1 a*—1

e < ;— (%) 2 ad an & (—é—)__i—uﬂn.

Sicché per determinare il numerp % perche sis &, < pe, essendo p una fra-
zione piccola a piacere, bastera porTe ;

g™ 1y 3% .}

__I_(i) : sl =, - ] ('ﬁ) ° —
3 \5 @ = ossia 3 \ 8 =",

s og3p
Iﬂ'g i E[,E T

Iﬂg—ﬁ

log 3

e prendere per » 1" intiero sublto superiore. Cosy ad e2emplo preso x— 1 e
=0, 00] s trova n = 1,8 ecioe per I'arco eguele al raggie, =i ha 'errore

minore di un millesimo ripetendo I'operazione 0 due volte. Per un arco « a pra-

ceére sul cerchio, si ecaleoli # per un areo qualunque maggiore ¢ di valor nu-

w “ & i
merico arbitrario < 5 3 il valore che risulta sard vero per a.
La dichiarata costruzione § ha questo di singolare che & diretta ciogé indi-

pendente da ogni estranea divisione ed & geometricamente completa per s,
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gy
o
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5. Se si prende M’'C non pii eguale o 2r ma eguale a p volte  si trova
eollo stesso processo

(2°+ l)a+ 2p
Spa—+(p*+ 1)

love a ¢ il coseno di un areo « < 90°. Ora, qualunque sia 'arco A B < AM
81 pud sempre far passare un cerchio per B e langente alla corda MM’ nel
punto M, dungue data ai  cosenj degli archi minori di « la forma 3]

p rappresenta il raggic del cerchio che passa per lestremo B dell’'arco ed @
tangente alla corda M A" nel punto M.

3] . . . . . . . cosAB—

Treviso, gennaio 18935,
G. Z. Rescio.

— -

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
112, 127 e 145™

112, Se a, b, n s0m0 intert qualungue ad a, b primi tra loro, ¢ si indica
con D(x,y), ¢(x) rispettivamente il massimo comun tivisore i X, y ed il nu-
mero degli interi minori di x e primi con esso, il numers dei valori interi
di z, minori di n, che rendono il binomio az~+b primo con v, é dato da

i
Ly -dng (dldi....dm)’

I

essendo d, = D (n, a), d?:D(ﬁ—,dl), dazD(dna‘,di).. L
|

1
" dm_,) e posto che sia dy 4 ;= 1.
(U. Scarpeis),

Soluzione del Sig. F. Muriantoni, studente nolln R. Universita di
2

i

(i

d, —

Romag.
noto eche se & & primo con ¢ tutti i numer: della forma @2 - & (z intero)

SONO primi con a e, per consegucnza, con gualungue suo divisore. In par-
ticolare i numeri siffatfi sono tutti primi con &, = D (n, a) e percid con
n n :

I — (E: dl) , con d, = D (d1 % dﬂ) . & infine, posto che sia dmi1 =1,

#

con d =D ( &, ) ' ' ;
on dy, N R m—1) , segue che quel numeri sono tutti
primi eol prodotio - i S .-

Cid posto si cerchino i numeri dell'anzidetta forma che risultano primi

eon n;

: "
chisramente basterd soltanto cercare quelli di essi primi con »

o S I TR
e tothh gh algr congrui ad essi rispetto sl mod, ", .

10



= 14—
Pertanto il numero & 4 a3z sard primo con », se z soddisfa alla congruenza

(D - = « & 2 . azx-fb=d (mod. %,)

dove w & uno qualunque dei g (#,) numeri primi con #, e minori di »,. Poiche,
_evidentemente, & @ primo con », Jla (1), come si sa, fornisce una soluzione,
cioé un valore di z minore di n,, per ognuno det g (n,) valori che possono
atiribuirsi ad «, Cosi & stabilito che vi sono ¢ () valori di = munorm di »,
che rendono il binomic az -+ & primo econ 2. Ma guando si vogliano Lutti |
valori di = minori di » si osservi ehe se 5 @ una radice di (1) minore di =,
3y 4 kn, & anch'essa una radice qualunque sia l'intero A, cosi avremo defer-
minate tutte le radiei di (1) minori di # quando svremo stabilifo il massimo
valore che pud avere 2. Se s, & una delle radiel mineri di »,, basfera solto-

porre & alla condizione

92— 1 7, — 3y

I s
E

y %,

gr+ Ahn, < n donde si trae Ak =

e porcid, essendo & intero, il smo pio grande valore €

A= —d, dy... g —1

Ly

n, — 2g

! & ana frazione propria positiva.

quando si osservi che
n
A

Presa dunque una radice gemerica di (1) z, minore di », attribuendo nella
espressione z, <+ k#n, & & tutti i valori da 0 a d,d,....dn — 1 si deducono
dydy....dy radiei di (1) minori di #. Lo stesso ripetendo per ognuna delle

“ i
W — - ® " = - - l
P (‘31 dy.... tﬂm) radici di (1) minori di », si deduce evidentemente che 1

numero dei valori di & minprd di » che rendono az -+~ & primo con n, ¢ percid

con #n, @ dato da
”n

did*”"’i“"‘?(d]dg..

c. V. d..

d.)

127. Dimostrare ohe il nuwmero dei modi nei guali un wmtero M puid otle-
nersi come differenza @i due quadrati interi, e dato dalia formola

(— VM (my 1) (m, 4 1) ..o (my + 1) (m— 1) — =

2
dove w & Funita quando M & quadrato perfetlo, sero negli alivi cast, m denola
Vesponente del fattors 2 ed m , m,,.... m, gl esponenti degli aliri fattord
primi di M. (A. Tagruri).

Dimosirazione del Sig. D. ... (Seminario di Solmona) (7).
Il numero dei modi nei quali un intero M pubd ottenersi come differenza di
due guadrafi non & altre che il numero delle soluzioni intere dell’equazione

N7 %2 — y* =M od anche (z 4+ y) (e — y)= M,

——

(*) Dimostrasion) sostanvialmente analoghe parvemnmero dai Sigg. Prof. 8§ Cafania, F. Patarfuf
6 B. Sanfaeroee ¢ dal Blg. F. Marianioni studente pella R, Unlversith di Roms,
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le quali soluzioni saranno guindi iante quanti sono i modi di scomporre M in
due fattort M,, M, {ali che

1.° siano ineguali, p. es. M, > M,, perché non risalti y — 0,

2.° siano entrambi impari o pari, perché ponendo w4y =M,, os—y = M,,

o M, + M, : M —M,
risulti & = -~ = intero, y =— 3 = intero.
Ora indieando con m,, Mmy. ..., K m, gli esponenti dei fattor: primi, in nm-

mero di #, di M, & noto che il nomero N dei divisori di M & ungnale
ad (m, <+ 1y (m, + 1) ....(mn + 1), & &8 ha pure che disposti questi N divi-
sori per ordine 4i grandezza, il prime e 1" ultimo, il secondo ed il penultimo,
ece, danno per prodotto M, quindl 1 modl di secomporre M 1n duoe fattori son
tanti quante sono le coppie de’ snoi N divisori, cioé 5 per N par, o N; :
per N impart (ossia per M quadrato perfetto), escludendo la coppia di fatier
eguali secondo il n.° 1.°

Supponendo ora che gli » fattori primi di M siano impari, totti 1 divisari
saranno pure fali, e quindi, essendo soddisfattz anche la condizione del n.® 27
il numerp delle spluzioni della [1] sara appunto

N—u« (my == D(m, =+ 1)....(mzg+1)—a
[2] 5 —_ 2.._ L - '

-

dove o va presa nel senso indicato dalla guistione.

Se poi M fosse pard, cioe se avesse, olire 1 predetil = fatiori primi, anche
il fattore 2, allora si avranno tutti 1 swoi divisori moliiplicando eiascuno de:
precedenti N divisori per 2%, 2" =1 ...,2, 1. Nei prodotti del nuovi divi-
sori due a due, non potranno tuttavia essere considerati come utili quelli che
contengono l'uno il fattore 2% e I' altro il fattor 1, perché socondo il n.” 2°
non pud essere M, par: ed M, dispari. e viceversa, cosi nella serie precedente
i termini 1 e 2" sono da escludere per modo che i divisori da considarare
resteranno cosi N (m —1). Quindi 1] numere delle coppie di fatiori 2, ed M,
ossia delle soluzioni della [ 1], sara

) Nim—1)—a (w1, +lj....(¢n + 1)@ 1) — o
3] 2 ‘_ 2 | '

Ma la tformola proposts comprende le due formole [2] e | 3], poiché per M
impari, ossia per m = U, riproduce la [2], essendo (— 1)‘“ (m— 1) = (—=1)*
— 1, e per M pari ripreduce la |37, essendo (— IJ‘H: l. Dungne il numero
del modi nel quali I'interg M pud offenersi come differenza di due quadrat:
interi & dato edfettivamente da

(:-iff’“: +D(m,+1) ...y +1)(m— 1) —u

— e e »

2

con « ugualead | o a zero, secondoche M & o mon € quadrato perfetto.



145, Posto
a+b b -+ a, 8, I By 8§ Bp—1
H.I = 2 . aﬂ — E = ﬂ:i — 2 - I 2 3

ESPrimere By in funzions di 8, b, n, ¢ trovare il limite a cui tende ay quando
n tende all'infinito. (D. Brsso).

Soluzione del Sig. Prof. . Mola a Campobasso.
Dal seguente sistems di » equazioni lineari

at+(m—I1)b=ma,
E’:—(m—-l)ﬂl—'—mﬂg
0 = —a, —(m—1)a, + ma,

)= — g —8 — (m_'_ l}ﬂ’ﬂ-—l_l_'muﬂ *
8 indichiamo con A, il segnente determinante di grado n

(e —1) —m 0 .
I (m—1) —m .
0 l m—1). .

“che, sviluppato secondo gli elementi della prima orizzontale, d la relazione
Mn=m—1D)A—1+mAs_s, (1)
st ayra per il valore di an

s — O An
4 — 80n—1+ 00a @)

mn

Dalla (1) si trae Ap +Ap_1 = m(Ag—_1 + An_3): o poiché & evidente
che Ay=m —1, A, = (m— I*+ m, donde A, + A, = m®, sarh:
A, A, = mB, A, +A,=m*, o in gensrale Ap+ A,_; —mn. B si

deduce
syl —]-—- ]
Ap—1 =mr—1 — mn—2 ~+ mR—3 (— I)“_J == J:i.—_l_—ml :

ﬁﬂ-= mﬂ__mﬂ—l+ : _ I:— l)ﬂ_- m"'_]‘l_' ] >

v e e - B m + ]. '
(1 segnl superiori sono per »n dispari)
Per questi valori la (2) diventa :

—p—=1 -
1 +( i 4 A= AP
mﬂi mfﬂ
g — ] i 3

m 4 | m —+ |
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e per » = oo, 8 ha

y e
AR =

1 j—
T ﬂm—i—-l

Facendo m — 2, questi valori divengono quedli domandati dal problema
proposte ().

R i i o ok 1

Risposte & quistioni alle quali rimane a dare pyasinnsz. Quidiont: 118 risposta
del Sig, F. Palatini; 132. S. Catania, M. Murtwns; 133. 8. Calania ; 143,
R. Betiazzi, U. Fazzini, F, Ferrari, G. Marolta, F. Murimumt, F. Palatini;
145, C. Aiello, G. Candido, E. Ghisi, G. Marotta, A, Tugiers, M.t F. Prime;
146°, L. L. Mucci, M. Piattelli, Sig.™ L. Polvgrini, M. I. Prime, €. Scarponi,
Sig.mn A, Sciava; 147, 1. Gerra, G. Maszsa, A, Forsi, M. F, Prime;
148" A, Parsi, M.™ F. Prime ; 149", C. Aisllo, Barbicri, UV, Gerra, G. Mazza,
A. Parsi, M= F. Prime, Veneziali: 151", 153" « 154" M u* F. Prime.

QUISTIONI PROPOSTE (

e i

1585*. Dato il triangolo 4 B C e le retie A K, BH, U H pas-
santi per lo stesso punto H, inscrivere in 4B C' un trisngolo AB U
in modo che A’ cadain BC, B in ¢4, ¢ in AB, ed ilati B,
C'A', A'B siano bisecati rispettivamente da A ¥, B H, U H,

Dimostrare poi che le rette 44", B, U (" passano per umo

stesso punto.
[.. MERANTE.

156", Se in un triangolo A B ' & inscritto un triangolo ABC
tale ohe le rette A A, BB, O U passino per uuo rtesgo punto, le
simediane dei triangoli 4 ('B, BA'C, ¢ 1A, corrispondenti ai
lati OB, A'(', B'A’, passeranmo per uno siesso punto;e viceversa
se nei triangoli A C'B, BA (', O B'A" 1¢ simediane corrispondenti
al lati C'B, le'C', B'A’ concorrono inm unoe stesso puntﬂ, anche le
rette 44", BB, C (' passerauno per uno stesso panto.

’ [.. MERANTE.

[ == = "

(*) Altve soluzioni di quesia quistione verrannp pubblleate mol fasaleolv veniuro.

(#%) Le qnestioni contrassegnate con semplice asterisco sono indlrizeat agl! alanal dslle senole
secondaris, quelle distinte eon due asterisohi sono dirette Im partleolar modo agll stndenid delle
scuole superior, sopza escludere gualelasl aliro studicso.
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157", Se in un triangolo AB € i punti H', H” sono conin-
gafl 1sogonali ed in esso s'inserivono dune triangoli A'B'(", 4"B"C"
tali che 1 lati A58, BC, ("4"; A"B", B"C", C"A" siano bhisecati
rispettivamente dalle rette CH', AH, BH'; CH', AH', BH’,
1sel punti A, B, (') 4", B", " appartengono ad uno stesso cerchio
e ciascuno dei detti triangoli ¢ prospettivo al triangolo A B C.

L. MERANTE.
158, Si ponga

o — (:r.s _IET)M—E—(TB —'n“i')N
p=1(Fm—an) M+ (3m —ya) N

Y =(a5 —pr) B 4+ (y8 —57) 8 (4)
8 = (fm —an) B+ (am — yn) S
e inolfre
MS — NE=ms —nr=—1. (B)

Dalle (A4), lineari e di determinante 1 per rispetto alle o, T, B

si dedunce

ad — 8y =a8—B7.
E vera la reciproca? Se ciod o, §, y, 3’ somo espresse per mezzo
delle «, B, v, 8 da formole lineari ¢ di determinante 1, e se

a8 —fyY =a3—fit,
le "'""tr p": T‘l 5
e dalle (B)?

saranno sempre riducibili alla forma definita dalle (A)

(G. FrATTINI.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Ing. FILIPPO NICITA. — Deserizione del eerchio., Raccolta di 527 problemi
A1 Geometria elementare colle relative soluzioni. — Ragusa, tip. Pieecitto
e Antoeci, 1892. Prezzo 1. 3,

L'Autore avverie nelln prefazione che ha inteso sollanlv di fare un pron-
tuario atile per la pratica, ed io penso ch'egli abbia bene raggiunto lo scopo;
imperocché ha ordinati e raggruppati i diversi problemi relativi aila descrizione
d'un cerchio per modo che riesce facile rintraceiarli. Non & quindi guesta unsa

accolta intesa a mostrare I’ applicazione dei differenti metodi generali e parti-
oleri che si hanno per iscoprire la soluzione d'un dato problema, I'Autore non
a badato a ¢10: bensi é un qualche cosa d'analogo alle tavole dei fngariimi.
gli, congiderate prima le diverse condizioni (in numero di diciasette) che gene-
almente si danno per la determinazione d'un cerchio, prende a riselvere succes-




) _ 79

sivamente la serie dei problemi in cui, fra le condizioni date, vi & che il eer-
chio richiesto debba avere un dato cemtro, un dato raggio; debba determinare,
sopra due parallele, segmenti dali; debba passare per due punii dati, essere tan-
gente a clue rette 0 & due cireoli dati; le qnali serie sono otiennte combinando
le precedenti condizioni con ciascuna di quelle da prineipio eonsiderate. Per ultimo
risolve aleuni problemi in cni le tre condizioni date sono di specie differente, o
della stessa specie; ad alirl nei guali il cerchio richiesto deve passaTe per un
panio avente nns posizione speciale. Mediante poi opportune considerazioni poste
alla fine della trattazione dei problemi d'ogni serie, I'Autore riduce ai pro-
blemi considerati altri, i quali vengono disposti con bell'ordine in tavole conte-
nenti l'indicazione abbreviata del problema, cui ciascun d'essi & riduce. Fra fueste
considerazionl noterd specialmente quelle per cui la risoluzivge dei problemi re-
latiyv: alla descrizione d'un cerchio secamte normalmente o diametralmente due
cerchi dati ¢ ridotta alla descrizione d'un cerchiv passante per due punti noix.
A tal vopo egli dimostra il teorema:

« Qualunque cerchio che taglin normalmente due cerchi dati, o ne tagha uno
« normalmente e 1'altro diametralmente, o 1i aglia entrambi diametralmente, passa
« sempre per una coppia di punti fissi posti sulla congiungente dei centri dei
« cerchl dati ».

L’Autore non aggiunge, come doveva (I'omissione non & giustificabile in un
libro @'indole elementare), che questo teorema suppone, per il primo dei casi
considerati, che i due cerchi dati non sieno secanti. La dimostrazione ch’egli ne
di & divisa in due parti, ma gueste non hanno fra loro un legame tale che della
prima non si possa far a meno; la seconda parte poi, cioé la vera dimostrazione,
parmi sia troppo elevata per nuna guestione cosi semplice, vorrei anzi dire, quasi
evidente (si pud vedere in proposito la nota della pag. 97 della Geometria del-
I"’Amiot). Inoltrs i due teoremi cho seguono (pag. 50), dovevano precedere il teo-
rema ora detto, perché nella dimostrazione di questo 1'Autore si serve di guelli.

Quanio alle solozmoni date deil diversi problemi, esse sono esatfe e parecchie
anche non prive d'eleganza; aleuna tuttavia & scorretta in qualche sua parie,
come quelle dei problem: 289 e 385. Queste scorrezioni perd, essendo evidenti,
credo sieno accidentalmente sfuggite ail’Autore, znimato forse un poco da troppa
fretla: e son cerfe che in una nuova edizione del suo libro, che di enore gli
auguro possa prossimamente fare, non figureranno affatto; come non figurerd
qualehe errore di ortografin, grammatice e dicitura che ora vi si trova BPATSO
qua e la. Anche alla discossione dei problemi sarh bene dare piti larga parte
{(:ib non perfanto, come giad il lettore avrd forse avvertito, il libre in parola
¢ nel suo complesso buono, e all'Antors va tribuiata lode per avere fatto un
lavoro che ha, per quanto io #hi sappia, un caratlere & novitd, e che eerto pud
tornar uiile ad ogni studioso della Geometria elementare.

L'edizione € nitida, con bella stampa e figure abbastanza ben disegnate ; v'é

solo da lamentare qualche omissione e wleuni errori.
R, GriLLL.

e i et ol
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Pubblicazioni ricsvute dalla Redazione del Periodico. e
Bulletin scientifigue, védigé par M. E. Luon. — Septidme annde. N. 3, 4. Jan &, .50

vier, Fevrier, 1893. Félix Alean, éditeur. Paris. . ’ r"
Bl Progreso matemdtico, periédico de mateméticas puras y aplicadas, Director Eo
D. ZowvL G. pe GarpEano. Ano Il N. 24. Diciembre de 1882 — Ano M1, - R

N. 25, Enero de 1893 — Zaragoza.
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DELLA VARIA FORTUNA DI EUCLIDE
IN RELAZIONE CON I
PROBLEMI DELL INSEGNAMENTO GEOMETRICO ELEMENTARE “
!
D1
f GHINO LiORIA
Prof. di Geomefria Superiore nelia E. Untversild di Gencva

: ; = Ich welas =n wwobl, noch bleibt es nnveollemist,
[1 Wemnn es auch gleieh geemdigt scheinen mehts »,
i Gomram.
r
;

1. Se vero &, come pensava Diogene Laerzio, che chiungque si pone
a discorrere debba di necessitd produrre un principio irrefragabile, io
non so cominciar meglio questo mio seritto che asserendo: « la legge
di continuita governa il movimenio del pensiero umano, con la stessa
regolarita e con le medesime interruzioni, con cni presiede a tutii
; gh altri fenomeni naturali ». Questa proposizione, la cni aecettazione
da parte dell’universalith dei dotti & per fermo uno dei risnltati pin
cospicui {per non dire il piu eccelso) delle ricerche critiche rigorose
suila storia della scienza, ha sradicata la fede nell’esistenza. di opere
a cni potesse adattarsi 'epiteto di prolem sine matre creatam ® :
e, senza indurre alcuno a sminuire il merito di coloro che radunarono
in un eorpo di dottrina o ig un enunciato unico degli elementi di ve-

-

& v

(1) Le gnistioni didattiche devono a parer mio risolversi non meno eol ragionamento ehe con
1 dati dl fatfo, Ritengo persid non inntile la presente monografia ova, in base & testimonianss sceritte
@ & molize iavorileni de varil amiel (a eul debho pubblicaments esprimere 12 min gratitndine), jo
temto (1i geoprive la tendensza geperale che ebbe ed la, ¢ la méls a enl dovrebbe ragionevolments
mirare 'odierno insegnsmento delia geometria elementiare.

(2) Quests credensn era divisa da Czasums che Ja manifesid nel gindleare 1'invenzione della

geometria avalitiea (Apergu historigue sur Porigine ef le developpement des wmédhodss en géomélrie.
2.0 ed,, Parls 1875, pag. 4d).

11
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rita dispersi ed apparentemente fra loro eterogenel, persuase fosse do-
veroso il riporre in onore quei modesii collaboratori i quali spiana-
rono il terreno su cui riposano e prepararono i materiali di eni sono
costruiti gli edificii dinanzi a cui 1'umanith con riverente riconoscenza
s’inchina.

A tale revisione del giudizio su essi pronuneiato non sfuggirono
Descartes e Galileo, Keplero e Newton ; ed arrivd Vistante in cui al
Euclide stesso venne strappata la corona di gloria che lo faceva ap-
parire siccome creatore del primo sistema geometrico organico, ven-
nero in pari tempo disseppelliti e ricordati onorevolments i nomi d
Ippocrate da Chio, di Leone, di Teudio da Magnesia, che precorsero
Euclide nel comporre degli elementi di matematica @, e finalmente
st pose il problema (il eni solo enunciato sarebbe in passato parso a
molti un'eresial) di ricostruire la geometria greca pre-euclidea .

2. Benché questo problema non abbia ancora ottenuta una soluzione
completa, pure le indagini fatte per ragglungerla permettono gis di
asserire che Euclide nello scrivere il suo eelebre libro pose poco di
originale; nulla autorizza ad ammetiere che esso appartenga ad una
eppea di decadenza ®), giacché per converso dal momento in cui fu
scritio ha origine quello che & da designarsi senza titubanza per il
periodo aureo della geometria greca, né si pud asserire che esso abbia
sopravvissuto a scapito di altri per essere migliore di tutti i congenert,
che la qualith di insegnante nel Museo d’Alessandro doveva rendere
facile ad Euclide 1'imporlo come codice geometrico. Ma del resto cid
per noi e di secondaria importanza; bastandoci constatare che per
lunghi secoli a lui arrise una sorte fwvorevole della quale non era

certamente indegno.
Errerebbe perd chi credesse che nell’antichith ad Euclide venisse

tributata quella venerazione di cui comineid ad essere fatto segno a
partire dal momento in cui gli Arabi lo fecero conoscere agli Occiden-

(1) Per msgglori partiecolari sl vegga il I Hbre del mio lavors Le aviemze esalie nell’antica
geometria che sl sta stampandeo nel vol, X dalls 99 Serie delle Memorie dell’deceademia di Modena.

() Bi vegga l'snunciato dato ds F. HunTeow per auesto problems nella Biblisthecs meathe-
matica, 1889, pag. 89,

{8) Questa sirann opinfone, a eui al oppomgono ragloni intrinseche » storiche, & riferita da
H. BomorTeN (Inhalt wnd Melhods fzs planimelrischen Unterrieht. Eine vergieiciende Planimalrie, Leip-

alg, 1880, p. 99, nota 2),

|
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tali e che continud fino a tempi a noi vieini . A provare che tale
opinione sarebbe contraria al vero basta ricordare I'esistenza di un
procedimento per geftar la base della geomeiria che sembra escogi-
tasse, poco dopo Eunclide, il grande geometra Apollonio Pergeo .
3. Del resto il professare tuttora per Euclide quel culto superstizioso
che indnee a giudieare sacrilega qualunque modificazione proposta agli

Flementi, non soltanto & al presente in aperio contraste con lo spirito
critico che aleggia su tutti gli studii moderni e che in particolare spinge
a frugare molto addentro in tuita la compagine della geometria; ma,
dopo che lascienza ha chieste a una critica severa piu potenii formole
di evocazione, ¢ sragionevole per due ragioni: perché in primo luogo
gli Elementi non possono piu considerarsi come rappresentanti (ecce-
zione fatta tutto al pin per i primi due libri) del pensiero definitivo
dell’autore ; perche in secondo luogo essi giunsero a noi dopo tante ri-
copiature dovute a persone di cui non ¢ dato misurare ne U'intelligenza
né la coscienza che & ingiusio gindicarli con ecriterii analoghi a quelli
che servono a valutare un'opera che 1'antore pubblicd dopo di averla
sottoposta ad unulfima revisione,

Vero & chei mezzi di eni oggi dispone la critica filologica appli-
cati all’'opera di Euclide @, fecero bandire come pregiudizii aleune opi-
nioni dianzi assai diffuse* e permisero di ricostruire in gran parte il testo
primitivo sceverando le interpolazioni successive della lezione originale
e di approntare un’edizione critica dell’intera opera ®. Sono questi ri-
sultamenti di cui io al eerto non debbo porre in dubbio 1'importanza.

(1) Viwcsnze Fravry, par letina ad Enclide 4 nessuimo spcomdo, raceola: nel Preliminari alle
siig edisioni di Fuellde (V. ad es. p. Lxxv & seg. dell'ed. del 1816}, le frasl di elogio pili aignificanti
pronunciste da eminentl geometri sugli Blementi: ivi sl trova la giustificazions del nostro asserto.
11 quale d’altronde 2 eonfermato dali’lngente awmere dl edizioni di eni aonn alleri ghl Flaosentdi o di
eni mna miriade ¢ registrals nel Saggio @i una Bivliografic Fuclidea del RiogcaBpl (Mem. dell'Istituto
1 Bologna, Serie IV, t. 8 ¢ 9, Beria V, t. 1¢, 1887-90).

(2) ¥. P. TAREERY, Quelgues fro d'dpollenine de Perge (Bulletin des Sclencea math. et
astr., 2* Bérie, t. V, 1881) e Euciidis Oparg e, ed. Heiberg of Menge (8. V, Lipsiae 1888, p. rxxxix),

(3) Ofr. Hemure, Litterargeschichiliche Studien iber Bukldd {Leipzlg 1382) & {1 citato vol, V 4l
Euclidis (pere ommia,

(4} Fra queste piscemi cliare 1'oplnione che nella redazions degli Blemensi faita da Troxs
ALESBANDRING De! 1v see.dell’K. v.e da eni provengomo i migliori manceerifti esistenti (tranng
quelll utllizzail del Peyrard per 18 sua celsbre edizlone delle opere di Enclide), gli enumclati
fosgero di Euclide ¢ di Teone 1 ragionamenti; ed io consegnensa fo dimosirato che il sopprimervi
le dimosirazionl, come fece taluno. non era restitolre alla forma originale, ma mutilare 1 lavoro
di Eoelide

(5) Quella 41 Heiberg precituts.
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Siceome perd essi furono ottenuti mediante materiali che nuila anto-

rizza a ritenere per gli unici da sfraitare, né come quelli che a prefe-
renza di altri (oggi forse perdnti) sidovessero chiamare in ainto, cosj

lo scienziato gindicante il sistema encliden deve sempre fare gualche
riserva intorno al valore delle basi del proprio verdetio, epperd non
rifiutare a priori dei cambiamenti che logica suggerisce e che forse
tendono a ricondurre il testo alla sna originale purezza.

4. L'indipendenza di giudizio nel valutare Popera (i Euclide, cella
quale aveva dato 1'esempio il grande geometra di Perga, venne se-
gnita non appena !'umaniti, stuggita dalla tenebra dell'sth di MEZZ0,
s1 ridestd a nuova vita intellettnale. La uso magistralmente Pietro
Ramus (n. 1515, m. 1572) in Francia ed in [talia con maggiori cau-
tele il Padre Saccheri (n. 1667 o 1670; m, 1733).

Questi ), mirando a correggere gli errori che Euclide non
aveva sapuio eviiare nell'esporre la teoria delle parallele e nel reri-
gere le definizioni sesta del V libro e quinia del VI, fece « una eritica
veramente accurata e profonda del postilato di Euclide, critiea nella
quale vengono messi in sodo aleuni dei principii fondamentali della
odierna teoria delle parallele, in quella stessa forma puo dirsi, in eni
s potrebbero oggi ennuciare da noi. Ghe se disgraziatamente I'A. fi-
nisce col concludere all’assoluta verits (di cui allora niuno dubitava)
del famoso postulato, non bisogna fargliene soverchio addebito, tanto
pit che la bonariety colla quale egli si adopera, all’ultimo, a demolire
tutio il proprio edifizio & di gran lunga superata dall’amore e dal retto
Senso geometrico di cui fa prova nell'innalzarlo » &

9. Ma questo rispetio, quasi superstizioso, per Euclide che viets
al nostro connazionale di trarre lo conseguenze pia elerodosse dalie
esattissime sue premesse, non fu di aleun impaceio allo spirito indi-
pendente di Pietro della Ramie . Questo fiero e sventurato oppositore

(1) 8i veggas 1'opera Luctides ab omni naeno vindicalus, sive conalus geometricus gunie gla=
tiiunéur primo ipsa universne Geometriae pringipia, Ausiore iigronymo Sacoherio, Socisiate Juogy,
in Ticinensi Universitate Mathessos Frofessore (Milano I'B3}; sulla quale i resente atirasse 'atbin.
slone dei matematiel {1 prof. Beltramd eon la nots T preqursury ftatiane i Legendre ¢ Lnbﬂt.!uh:maky
(Red. dells R. Aeccademin dei Lineel, 17 murzo 1889); & dells male diede poi wn sunto il Maggion
nelle Annales de la Societe seientifigue ds Bruzelles (t. ALV, IT Partle, 1880-90, p, 41-50), Ofr, anche
VErorese, Fondamenti i Feometria, Padova, 1801, p. 569-70.

(3) Beuream, I, ¢,
(3) 81 vopge N bel lavorn 44 CU. WappimeTon, Raomus (Pierre ds la Hameéa); sa wie, ses curils
°f sca cpinions (Parls 1846),
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11 Aristolele, mal soffrendo il dominio di qualunque autocrazia che
I'intelletto facesse ritenere indegna di governare, ritenendo per con-
verso che nessuna antorita fosse superiore alla ragione ma che guesta
dovesse gettar le basi e porre i limiti di qualunque autorith @, dopo
avere sotloposio ad una eritica spietata taunto « il maestro di color
che sapno » quanto Cicerone e Quintiliano, si rivolse alle matematiche
(«1 cul pensier1 sono sempre hberi ») e scoperse delle gravi imperfe-
ziom anche negli Elemenfz di Enclide (i quali fin dal 1545 egli
avea tradotti in latino) ed ardi perfino suggerire i mezzi per
toglierle,
Ora questo fatto appare ai nostri occhi come dotato di importanza

maggiore di quanio pud sembrare a prima vista. Infatti le eritiche del
Ramus si presentavano come speciali applicazioni di tutto un ordine
di concefii costitnenti un vero sistema filosofico il quale trovd pil
tardi (e mon solo in Francia) numerosi ed ardenti fautori. Di pih
esse provenivano da uno che godeva fama di professore incomparabile
in quell’epoca gloriosa in c¢ui da un capo all'altro d’Europa i giovani
accorrevano in folla a Parigi per ascoltarvi dei maestri illustri, Esse
finalmente erano dovute ad uno scienziato il cui zelo per le mate-
matiche ¢ Indiscutibilmente attestato dalla fondazione, per parte sua,
di wna cattedra di matematica che per due secoli conservo il nome
di catledra di Ramus e trovd in Roberval il suo piti degno ocenpa-
tore. Tutle queste circostanze cospirarono indubbiamente a dotare le
critiche di Ramus di una rinomanza, di una facolld di diffondersi, ep-
peré di un’influenza, quale per fermo non avrebbero posseduto ove
fossero uscite dalla bocca di wne esclusivamente imatematico, come
era ad esempio il nosiro Padre Saccheri. E chi pud asserire che
insofferenza per il giogo euclideo, che la Francia ha sempre rivelato
piit di ogni altra mazione civile, non abbia la sua prima radice in
quelle celebri Scholarum mathematicarwm, le eui numerose edizioni
tramandarono ai pii tard! nepoti di Ramus l'eco delle eloquenti
parole con cui egli aveva tuonato contro il feticismo per il famoso

Alessandrino? Tpotesi questa tanto pi verosimile perché a ragiono

—— -a — - " e -—

(3) « Nolla auetoritae ratlonia, sed vatio anelorilatis regina dominaque csse debet . Sehelarum
mitthemalicarum, L, 1I1, p 78.
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fu notato ™ come nel sistema delle opinioni che vanno sotto il nome
di ramasmo, si trovi accoppiata una grandezza veramente filosofica
del piano generale, ad una moltitudine di considerazioni important
anicamente dal punto di vista didattico e che indubbiamente richia-
marono sulle idee di Ramus 'attenzione degli insegnanti.

6. Che, come dissi, lo spirito di likero esame di cai era infiammato
il Ramus, abbia continuato a lungo vivace ne’ geometri suoi conna-
zionali & rivelato indiscutibilmente da un celebre tentativo fatto da
A. M. Legendre sul finire dello scorso secolo per rinnovare il metodo
di esporre gli elementi della geometria ®, e dal fatto che gli Eléments
de geoméirie da lui per la prima volta pubblicati nel 1794 ebbero uno
straordinario successo @. L’ebbero e lo meritarono, giacché riguardo
alla forma, se possono competere con Buclide per la chiarezza e la
precisione del dettato, 1i superano per l'euritmia complessiva che da
atl essi la parvenza di un bel edificio diviso in due parti simmetriche
destinate I'una alla geometria del piano e I'altra alla geometria dello
spazio ; e rignardo alla sosfanza superano Euelide essendo pin ricchi
di materia e migliori in certi particolari ™. Ma il grande analista
francese, nello scrivere di geomeiria, non seppe dimenticare i predi-
letti snoi sindii, siceh® nelle sue mani la geometiria divenne vassalla
dell’aritmetica, a cui chiese a presiiio alcuni raziocinii e periino delle
denominazioni ®, e perdette dai suoi dominii tuita la teoria delle
proporzioni, Se si aggiunge che, mentre Euclide schiva 1'uso di ogni

(1] WapmseTox, 1. o p. 545,

(3) Uno analoge era stato faito poco pripa nella vicinse Ginevra da Lo BerTeinn con il Deve-
loppaient notuvean de g partie élémenlaire des mathématigues (Géneve 1778) ove fra 'altro ¢ legre -
¢« le plus mdr moyen de renpir differeptes matiéres sons les difierents ebefs qui leur sont propres
¢'egt de les diseutsr et les Laiter an fond : Qo moelps paroit-il gnalora on ne melera pos tous lea
aujais qu'on ne metlra pas & cité d'une démoustretion sur les angles one démonstration sme les
lignes, pnis a cHté d'ouae démonsirations sur les llgnes une démonstration sur les surfaces el ainai
de sueile, commme cela se voit presgue continuellement dans Huclide » [Préface, p. xxi-=xm).

(8) Ne ho innanzi la XV edizione, nseita & Parigl mel 1862.

Uhe es«i nlanoc da deslzuarel, come fa il Oooexor (Des inaliZution @' iréruction publique en Frunce,
Paris 1864, p.96) tome una variacione dl Eneclide, of semhbra difficile aumettersi da okl mon pensi
doversi chinmare suelideo quslunque trattato rigoroso di geometria.

{4) B bene citare alcune delle buone inmovasloml: lntroduzlone delle figure eguivatenti,
distinzione tra fignra egnali e figure shnmetriche, noova defiplzions dl fignra simile ineludente (& dif-
ferenza di qoella di Kuelide) condigioni tuite fra lore indipendentd, rlecerche lmporlanti sal celehra
postulate (efr. VEromesy 1 e p. 70). Rileviamo anecora che LEarsprRE riconobie per riprovevole il
gistema euclldes 4l ammeessare le definizionl al prineipio 4l elaseun libro, senza csare perd &1 appi-
gllarsi ad altro partito: invere s soostd da Fucolide separando 47 repelz t problemi dal tsorami.

(6) Ea. invece dl retiamgoio dl due retie, LEanxpes scrive prodotfo,
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figura di cui il lettore ignora la cosiruzione, Legendre usa senza scro-
poli le cosi dette coslruzioni ipofetiche; e che guesti accordo la pre-
ferenza all’infelice definizione (nsata del resto anche da Kant) di retta
siccome linea minima; si avranno argomenti sufficienti per rendersi

conto del fatto che ’edificio di Legendre non tardd a mosirarsi di so-
lidith incomparabilmente inferiore alla bellezza ).

7. Sia per queste, sia per altre ragioni, certo si ¢ che dopo la
metd del secolo attuale parve che in Francia la sorte arridesse nuova-
mente ad Buclide, giacehé nel 1867 due geometiri egregi, indipenden-
{emente ’'uno dall'altro, presero a combattere il metodo di Legendre,
a vantare quello di Euclide, a consigliare Yadozione di un metodo mo-
dellato sull’antico per rialzare il livello dell’istruzione geomeirica.
Sono il Duhamel e 1I"'Houel.

Quegli, nella seconda parte ® della sua lodatissima opera che iratta
Des methodes dans les sciences de raisommement, criticod a fondo
(v. p. 7) la definizione di retta preferita da Legendre ® — nonche
quella di piano proposta da Simson (p. 12) — e propose (p. 5) d’inter-
pretare quella di Euclide come 1'asserzione dell’ essere refia una linea
determinata da due punti: espose (p. 312-339) un dopo l'aliro 1 pro-
cedimenti di Euclide e Legendre per gettar le basi della geometria,
coneluse in favore del primo ed un terzo ne fece conoscere che del
medesimo & una semplice modificazione ; mise innanzi (p. 378) nna

nuova definizione per le figure simili ® e (d’accordo in guesto col
Lacroix ) proclamd (p. 390) essere il mefodo dei {imils I'nnico rigo-
roso per introdurre nella geometria 1’ uso dell” infinito.

(1) Semzn egpliciiaments eritienre, ma senss nemuiene acoeilars il metede di LEszxon=
neeostandes] piuttosto ad Fmclide, di oui perd nom eondivideva tntte l¢ ¢piniont, il Lacroix som-
pose poso dopo Leawypas dei nuesl Flementl ehe ebbero l'onore di pareechie edizloni. Hesi non
hanno perd i Imeamentl decisivi i un'opera originale, siveld & joalagevole deterslunre se 8 quals
infinenza esereiaronc. Ohl wool eonpzcerna I'andamento generale, comanili i pragevoll Beaais sar
Venseignemant en géneral et celui des mathematigues en parficulier (IV ¢d., Parls 19386) del medesin:o
aulore,

(2) Le citazloni seguenti gi riferiscono alia II ed, (Parigl 1877).

(3) Nella guals, al dire del Dpmaudl, interviene il conestto nom semplice di lomghezza di
ooa lines e la mecessita dl confrontare le Iunghezze di due linee sterogence.

{4) ¢ Due sistemni di punii diconsi simlii s2 & possibile situarl in modo che le eonginngenti
le coppie di punti omoleghi passino per nno stesso punlo il quale abbia g due puntl corrispon-
dentl qualunique distanze aventl rapporio coatanie ».

Il Prof. GsopicE, dopo aver trovats dna e 1ale definizione, 1a pose n fondamento della teoria
delia stmilitndine esposia nelle gne opere, nd neo dei Licel, Geomalrma piand | Palermo 1800) ¢ (eo-
metria solida {Palermo 1891),

(5) Ewzais sitati p 287.
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Meno particolareggiate sono le critiche che a Legendre mosse
I"Houel ™; il quale per converso si dichiard pili schicttamente favore-
vole ad Tuclide, augurando che questo fosse adottato nuovamente come
libro di testo, dopo averne rinfrescata la facciata (in modo simile a
quello che il Lorenz fece in Germania), e presentando un saggio d’una
esposizione razionale dei primcipii della geometria @ destinata a gio-
vani gid resi famigliari con le figure geometriche mediante una Spe-
ciale propedeutica analoga a quella che da noi fu designaia (durante
la breve sua vita) col nome di geometria intuitiva,

8. Questo conato dei due valorosi geometri francesi non arrecod i
frutti da essi sperato ; perocché non nuove edizioni di Euclide né un
orientamento verso gli Klementi seguirono le loro proposie; e come ri-
facimento di HEuclide non & al certo da riguardarsi il trattato (che oggi
in Francia gode del maggior favore ® e che anche presso di noi &
conoseiuto assai favorevolmente) di E. Rouché e C. de Comberonsse @),
Il quale, attenendosi ai programmi ufficiali, non presenta novitd rile-
vanti di metodo; esso perd, mediante numerose appendici, si estende
oltre agli stretti confini da questi segnatl per raggiungere le regioni
che sono di pertinenza della geometria prolettiva; ivi il nuovo & me-
scolato mon combinato al vecchio, le idee moderne non esercitano
pressoche alcuna influenza sul modo di concepire ed esporre i principii
della geometria, sicché a noi appare come rispecchiante un’epoca di
iransizione in eui la convinzione della necessith di cambiamenti non
corrisponde alla forza per operarli. Esso poi sembra colpito dalle cri-

(1) Nell’Essai sur los prineipes fondamentauz de o geomaivie elémeniaire su Commentaive suv
ity XXXIL jremicres Propositions des Elemants ' Buclide {Paria 1587),

(2) Fondata st quatire postulasi @ invarjablliia delle figare, postnlato della retta, postnlate del
piano, esistenze i nns parallela unies,

tHova osservare che il Dubamel (p- 10-11) e 1"Hotiel {p. 41) concordanc nel riienere nou
necesserio definlre I'nogolo ; se si conviene di dire che due rette coneorrentl formano an anpgelo, dopo

avere (efinlto che cosa s'intende per angoli egoali 81 pud sabilire totta la teoria degli mmgoli.
Cir. Veromesge, L o, p, 518-0,

(8) Uome m'informs i1 D", N iswenglowski, membro del Consiglio superiore della pubblica Isiru-
xlone, i teati orn pid segniti in Francla sono Rouchd et de Comberonsseé e Yaquant. Ebbero ivi
dnehe moifo fortuna la Geometric dell’Amiot ¢ alcomi rifacimenti del Legendre quale sarebbe guello
doyuto ai ¥ratelll delle Scuole eristiane.

(4) Traite de geometrie Cenforme nuz yrogrammes officiels, renfermant wn trizgrand nomire
d'exerzicss ef plusietrs appendices consaerées o Cezporition dus priucipates methorles de (i gévmedrie
moderne. (La IV ed. ¢ del 1870,

Nella prefazione vi & un rapide sguardo alla storia dells geometria, ove si desidercreble evi-
iati eerti errori gravl intoroo alla storis dells geometria greca pro-encliden,
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tiche mosse (indipendentemente gli uni dagli altri) dal Todhunter ™,
dall’Hauck ®, dal Fiedler ® e dal Veronese ® il primo dei quali non
voleva che lo scopo dell'insegnamento maiematico fosse di sommini-
strare una forte dose di notizie, menfre gh alim due profestavano
contro chi presentava quali appendici dell’antica geomeiria elemen-
tare le teorie della geometria superiore.

0. Anche il vicino Belgio sembra essersi sottratto all’influenza
dei due citati matematici francesi, giacché ivi @i trattati generalmente
usati sono quello di Legendre o genuino o con le variazioni che vi re-
carono Blanchet da un lato, Cambier dall’ altiro.

In condizioni simili frovasi la Spagna ove fin dal momento (1689)
in coi il Padre Kresa tradusse Euclide in castigliano, tanto il tra-
dutiore quanto Antonio Hugo avvertirono la necessith di modificare
certe parti degli Elementi ®; ove oggi, pwuttosto che Euclide, domi-
nano i francesi ; ove finalmente vide la lnce un pregevole irattato
di geometria ® in cui, dei canoni che col proprio esempio ha stabiliti
Euclide, sono osservati quelli soltanto che e impossibile dimenticare
senza porre in non cale i precetti della logica. Nel quale di piu la sco-
lastica divisione in due grandi sezioni della geometria, in piana e
solida, & surrogata dall’altra in teoria della eguaglianza delle figure
e teoria della proporzionalitd geometrica, mentre la distinzione fra
planimetria e stereometria é invocata soltanfo per suddividere ulte-
riormente quelle due sezioni principali; spesso le proprietd delle
figure piane si trovano accostate a quelle analoghe delle figure solide,

ma con el non & ancora operata quella perfeita fusione fra la geo-

(1) « As o general pringipie it may be sald thal the oider practice in ednpation was Lo
aim at the discipline of the mind, and that the molarn secks (p stiore with loformations >, Tone-
sURTER, The Confliet of Studics and other Essays ronneoled with Education, London 1878, p. 51,

() In una comferenzs tenmts nel 1876 dinanwi al 31° Congresso del filologi Teber die Stellung
der weueren Geomelrie sur Buklidisehe Geomeirie und yebsr diz Annahkme dee ersieren in den Lehrplon
der rehnklagrigen Realschulen mnd Realgymnagien,

(8) Sulla riforma dell’ insegnamenlo gmﬁﬁm (Giornale di Matematiche, T. X VI, 1878), pag. 351,
(4) L. ¢c. p. XX
(6) Notizie favorifemi dal prof. Mansion deil'Guiveraltd di Gand.

() Z. G.de GanpBaso, Estwdior erilicos sobra la generacidn de lox conceplos maihematicon, —
Cuaderne 2° Lu cvolucion de e Geomelrle suclidiana hasta los tiempos wmoedernos (Madrld 1870),
pag. 43 e U6.

(7} Becondo le informastoni invistemi dal Prof. Zoel G, de (Galdeanp dell® Universitd dl Sa-
TAIOZZA,

(8) Z, G, de Garprvaxo, Geometria elemenfal conforme con el desarollo actual de las feorlas
modernas. I1 ed. , Toledo 1880,

12
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metria piana e la geometria solida da cui solo risulia evidente la
convenienza di togliere 'antica separazione: inolire trovarono aceesso
nell’opera in questione teorie che ordinariamente non s’ incontrano in
opere elementari, quali sarebbe quella dei porismi di Buclide se-
condo la celebre restituzione fattane da Chasles.

Importanza ineomparabilmente minore dal punio di vista scienti-

fico, ba un’altra opera geometrica che vide Je luce nella penisola ibe-
rica, e di cui facciamo qui menzione come di quella che rispecchia le
idee governative in Portogallo sull’ insegnamento della geometria
elementare ¥, ma a cui, appunto per essere condotta su linee gene-
rali segnate indipendentemente dalla volonth dell auntore, non si pud
rimproverare la poca originalits. Essa tuttavia non ¢ un rifacimento
di Euclide come non si pud dire imitata dagli Eléments di Legendre:
ha comuni con questi dei difetti e delle qualith, ma mentre ha pregi
che questi non posseggono, presenta det néi che in guesti non si
SCOrgono: cosl se in essa si frova dimostrata PPegnaglianza di tutti
gli angoli retti e la proprieta di qualungue ecireolo di essere bisecaio
da un diameiro, contiene d' altronde la definizione di retia come
linea avente in ogni punio la stessa direzione e caratterizzaia dalla
proprieti di segnare la minima distanza fra due suoi punti quali si
vogliano, proprieta dalla quale I'autore si crede autorizzato a dedurre
umnicitd della retta congiungente due punti, quasiché ogni problema
i minimo avesse sempre una ed una sola soluzione @),

10. Continuando 1'iniziata rassegna delle condizioni rispetto ad
Enclide dei vari paes d’Europa, rilevercmo ® come in Grecia, sino
& nove anni or sono, il governo non imponesse aleun iesto, ma il
preferito generalmente fosse quello del prof. Lakon dell'Universiti di
Atene. Nel 1884 il governo bandi un concorso il quale fu vinto
dall‘Hazzidakis, i cui trattato vemme adotiato eome teslo sino allp

(1) J. A, SEREARQURBIRD, Trafado de Gscmet-ia elemenier composto sequendo o FProgramma of=
Jieial para o meing @'eala sciencia nos Lyceve. Ohra aprovada pelo Congelho superior de Instrucguo
Publica. T ediecao, Cofmbra 1870,

Ne debbe la eoncacenes slla cortosia del Prof. F. Gomes Telxeira, direttore dell' Accedemin
pelitecnica df Porto.

Buometria descrittiva,
(3) Debbo quesie notizle gl Prof. Mazaraki insegnante a Cefalounla,
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scorso anno, nel guale si ritorn6 al sisfema di liberta; ma questo
cegeera quando sard chiuso il nmovo concorso recentemente bandito
dal governo greco per un trattato completo di matematica elemen-
tare. Importa frattanto notare che i dne testi citati del Lakon e
dell’Hazzidakis (e cosl dicasi di altri meno pregiati) contengono la
materia degli Elementi svolta in modo diverso da quello euclideo:
sicché memmeno i compatriotti di Euclide si serbano ad essi
fedeli !

Neppure in Olanda ® v’ & un trattato imposto dal governo o da
tutti gl’insegnanti adottate; benché molti riconoscano dei gravi incon-
venienti in tale sistema, all'adozione del sistema contrario si oppone
lo spirito d’ mndipendenza che caratierizza quella gagharda nazione:
se ivi Euclide ¢ pressoché ignoto nella primitiva sna forma, 1 nume-
rosi trattati che colh recenfemente uscirono in luce hanno eon i
celebri Klement? molieplici e profonde rassomiglianze.

In condizioni aualoghe frovasi la Svezia ¥ ove ogni insegnante
puo adottare il iesto che wvuole, purche sia approvato dall’ Ephorus
(vescovo), ma i libri in uso somo variazioni di Euclide.

Sono queste condizioni non dissimili da quelle in cui versa 1’Ifalia
per quanto concerne la istruzione classica ; ne differiscono pero perche
da noi 1’uso di Euclide come libro di testo nei Licei, fu piu tardi sur-
rogato con quello di altri festi redatti con metodi analoghi ¥ e questa
liberta, di eui gid si nsufroi, tende a raggiungere il swo completo
syiluppo, sicché ¢ ragicnevole sperare essere questo nn periodo che
immediatamente preceda un frapasso a tempi migliori; € la comparsa
di opere originali e ponderate, quali gli Element: di geomelria &
Riccardo de Paolis e 1 Fondamenti di geomelria di Giuseppe Vero-

(1) Informazioni aitinte dal D.” J. de Vples.
(2) Notizie avole dal Prof. Bjorling deil’Universlfa di Lund.

(8) La varlabilita di programm! per 1' lusegnamenio matsmatlco negli Tetitntd teonlei ol impe-
disee dl oceuparel di qguesio.

(4) Ofr. Holizn L'ensgignement de la géomatrie élémenicire en Iialie (Nvav. Annales de Maib., 1869,

p. 378-283). HNall'epoca in cul queeli regolamenti erano Io vigore apparve (18(2) un irallalo ebe In-

contrd 41 favore del pobbliee, sieché ecbhe numerose edizioni, & ool eontinuanoe ad agglungersene di
nuave ; allude agll Elementi Zi Geometrin di A, Bawxid ed B, v’ Ovipio, 1 guoall =2i atiengonoe alla
sosianza del metodo enclideo, me econtengono uns materla assai pli rioca 8 variata. Non mens
numeross o frequenti forono le edlzlonl dogll Elementi di Geomebria dl A, Faivormr, lanto diffnai
nelle nosire arunle, 1 pregl del quall sono aitestatl dai profl. Beliraml e Mansion, al onl gindizil
io ml rimefio non avendo avauto 'oecaalone dl stodisre quegli Elementi.
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nese M), di fondata speranza che Ia patria nostra, col precetto quanto
coll’esempio, contribnird in modo degno delle sue tradizioni scienti-
fiche al risolvimento delle questioni concernent Peducazione geo-
metrica.

11. In Danimarca ®, ove 1’ insegnamento geometrico raggiunge
un livello di considerevole altezza ®, Enclide & ignoto ed & assai dif-
fuso un frattato del Petersen. Ng miglior fortuna trova oggi in
Russia ® il celebre antore degli Zlement, giacche questi indarno

81 cercherebbero o fra i libri (approvati, ma non im posti, dal governo)
destinati all’ insegnamento, oppure fra quelli ausiliarii per 1° istra-
zione o consigliati per le biblioteche scolastiche : libri fra cui godono
il maggior favore fra gli elementari quello del Davidoff ® e fra i
complementari quello di Watschenko-Zalkhartchenko ®.

In modo simile alla Russia s comporta rispetio ad Euclide I’Au-
stria-Ungheria ™. Infatti le istruzioni date dal gOVerno sono in gran
parte ispirate ad idee opposte a quelle che presiedetiero alle redazione
degli Elementi® inoltre fra i numerosi trattati che il governo ha ivi
approvati ad uso dell'insegnamenio secondario @, non si trova FEuclide
ed il pili acereditaio e diffuso ha analogie molte discutibili con gli
Elementi euclidei. Alludiamo al Lehrduch der (reomelrie fiir Ober-

(1) Opera in eui mi place rilavare (oltre all'eccellenie esposizione slorieo-eritles degil studif
faili Iudorno al fondament! deils gaomelria) le caservazionl {p. 60.62; cofr. anche B15-618) che glu.

stificano 'oso del movimento mells pura geomeiria, toccando esse una questlons didatiles controe
veraa,

(2) Come m' informa i1 Dr. 0. Joel.

(8) Ne fanno fede le questionl propodte negll esami, aleune delie quali vennero di resenis pl-
prodotte in questo Periodico.

(4) Notizie forolle dal mio dotlo amico 8. Dlckstein, Jr"f
(5) XVI Fd., Mosca, 1801, 1;
(6) Elef, 1880, %
(7) Da Informasiont rie.vats dz] Prof. Emillo Weyr dell'lniversita af Vienna e dal Doi- ‘1‘1

tore Corrado Zindler.

|
(8) Infatti nell Iisbruction fiir den Unterricht in Geometrie wnd geometrischen Zeichen an :'!f
der Unterreatichulen si lagge fra 'altro: «L'esperienzs La dhovsirato che la difficolid dell'mse- .ﬁi
gnamento geometrico si aceresce & che easo di gualehe risaliato soliexto con Ia minoranza degh 3
studenti pin Intelligenti ed atily!, quando il maestro insegua dogmatlcamente e ol Hmita ad esporre
le proposizloni gia bell's preparate e a richiedere che gll studenti le ripetano epe. ». €eaes 1o de-
finizionl non i devous esporre tutte al prinelpio, ma devono vemire distribulie In modo che sin gla
pronto tatlo qunanto 4 negessarlo per la lore Intelllgenea s. «... ognl @lmostrazione ai presenti al-
intoizione qnasi con an caraticre dl necessila, loveee che eome 1n caso fortunaio od wn artificio
d'un geomed a intelligents ».

(9) Verzeithniss der Jar die Gatarreiachen Mitlelschulen sum Unterrichlogebrauche allgemein zu-
laswigen Liehrtexte und Eehrmiticl nach den sulelst approbierten Auflagen (Wien 1888), p. 11, 24,
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gymnasien von Dr. F. Hocevar (Wien 188R). Nel quale l'autore
(seguendo le traccie segnate dalla precitata Inséruction), invece di

partire come Euclide dal punmio per costruire il proprio sistema di
geometria, preferisce, come molti altri buoni insegnanti, prendere le
mosse dal solido geomebrico; invece di dare delle pseudo-definizioni
di retta e di piano, suppone cognite al lettore fueste figure ¢ si limita
ad enunciare come assiomi le loro proprietd caratteristiche; e soppe-
risce all'assenza di ordinamenio logico dei concetti che si rimprovera
ad Euclide coll’introdurre le pili elementari corrispondenze geome-
triche (congruenza diretta ed inversa, simmetria rispetto a un centro
o ad an asse, similitudine) in base a cui distribuisce le proposizioni da
dimostrare . Aggiungiamo che egli definisce come il Duhamel e il
Giudice (v.n. 7) la similitudine di due figure, e, seguendo l'esempio
dato dal Baltzer, espone un teorema generale di Cavalieri ® per de-
durne con procerdimento uniforme le espressioni della misura dei volumi
di certi solidi. Si noti finalmente che la trigonometria reftilinea e la
geometria analitica cartesiana si presentano nel libro dell’Hocevar
come continuazioni del’ordinaria geometria elementare.

12. Quantungue gli Stati Uniti d* America non abbiano contri-
buito in modo notevole al progresso delle matematiche pure, non sara
superfluo far sapere come anche ivi il movimento di distacco da Eu-
clide abbia proceduto in maniera non dissimile da quello che no-
tammo in varie contrade d'Europa . Allorquande essi non erano
ancora indipendenti, ed anche nei primordii della liberta, 1”influenza
della madre patria era tuttorz cosi possente che molte edizioni in-
glesi di Euclide vennero ristampate in America (p. 55), ed in alcune
universith, quali quelle della Carolina settentrionale nel 1795 (p. 79)
e del Kentucky nel 1816 (p. 84), vi fu per parecchio tempo un
corso di lezioni su gli Elementi di Euclide. Ma all’acquisto del-
I'autonomia politica segui in §merica ben presto il raggiungimento

(1) Non sapplamo se dur lode all’'autore per aver collocato di fronta (p. B4, 83, 83) eerie pro-
peaizioni analoghe ma non correlative.

(8) « Dne solidl sono ennivalent! se i possono disporre in posizivne tale gha plsultino eguil-
valentl 1a sezionl fatle con piani dl dala glacltora s.

(3) Telgo le notizie seguenil dsll’epera di Fromiax Cajor: iniitolata The Taoching and
History of Mathematics in the United Slates {Washington 1B90), alla qualse &l riferiseono le eitazioni
di guesio n..
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della Liberta di pensiero, ed in tonseguenza vediamo prima Legendre
surrogare Huclide (p. 120) ™ ¢ da] 1885 Guesto venire general-
menie abbandonato (p, 158) sicchd 1] Collegio di Princeton (di cui & ‘
notevole il conservatorismo in parecchi rami dell’ insegnamento mate- :E-:-
matico) & 1'unico importante istitnto d”istruzione in cui si seguano gli
Elementi - ma anch’esso dovra, presto o tardi, cedere alla corrente 4
generale perchd in mna scuola ad eseq coilegata questi furono gia
ahbandonati per il testo dalla Chauvenet (p. 163-165). Tutto ¢id non
¢ forse sufficiente per dimostrare che anche in America la posizions b
d’Euclide & assai scossa ? 3
13. Con quale venerazione fosse considerato Euclide nell’antica
Germania, con (quanio ardore fosse jvi promosso lo studio degli FEfe- f‘
mentr, & dimostrato dalla storia iutta dell’ insegnamento matematico
ivl impartito ® & se non aliro dal fatto che un opera stampata nel i
1588 in tedesco antico viene atiribuita a « Magister Johann Scheybl, |
der Ibblichen wniversitat z Thibingen, des Euclidis und Arithmetic
Ordinarien » ®. Ma, quale aititudine ha assunto la Germania mo-
derna di fronte ad Euclide 2 A 1ale questione non & difficile porgere |
0ggl una risposta sicura mvocando 1'aiuto di dne opere recenti. i
Una di esse ™ ¢ dostinata a servire di guida al giovane che,
uscito dall'unjversitﬁ, e chiamato a professare in una scuola secon- i
daria. Quantunque 10 eredo necessario fare alcune riserve prima di
accettare per buono il modo Con cul sono frattate e risolie talune i
questioni e, in particolare, ritenga indispensabile avere sempre pre-
sente che le illazion; dell’autore furono traite in base al frotin di
esperienze fatte nells sola (rermania; pure non s puo che iributare
larga ed incondizionata lode all’autore il quale, dopo un lungo in-

segnamento, raccolse gli enunciati e schizzd almeno le soluzioni dei

(1) Ad esempio nel Collegio di Darmonth, fondato nel I76%, dal 1889 Lependre iy praso
fnvece dl Buclide per Tibeo di testo {p.188) » se nell’Unlversiti del Mizstawipi RoeHde & eansigliate

assierne ad altei tem) (p- 228), in guella dl Michingam il veeschio Alessandrinn, & differenza A1 T.o- -
gendre, non poid mai otienere I"acoesso (p. 2350),

(2) Veggasi 8. GinrReR Geschichle des mathematischen Tnterriohls im deutschen Milleltatter bis
tum Jahre 1625 (Berlig 1887).

() Kisrsrr, Gechichie der Mathematik, t. T, (Gittingen 1796) p. 104, Mlplase rilevare ehe

ques.0 antore riteneva che = die neueren Werke des (Geometrie vierlieren nmwsomehr an Klarheit
nnd Grindlichkeit, jo weitor gle sleh von Enklid entfernen ».

(8) Anlsitung zum mathematishen Unlerrichi am hilheren Sohulen, herausgageben von Dr. P,
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piu cospicui problemi didattici che s’ impongono e formano il tormento
di chiungue & destinato a rendere famigliari i giovani conla geomeiria e
aritmetica. Anzi, siccome sono tanto scarse le opere congeneri e tanto
vivamente ne & sentito il hisogno, cosi io non voglio lasciarmi sfuggire
quest'occasione per comsigliare lo studio del lavoro del Reidi a futti
coloro che sono ascritii da poco o stanno per essere arruolati nella
falange dei docenti di matematica elementare e desiderano una gnida
per sormontare alle piu serie difficolth didattiche o uno stimolo a
rivolgere ad esse la propria attenzione.

Nell'altra ) delle opere a cui sopra alinsi, sono riassunte le nu-
merose discussioni fatte in Germania intorno a tutio che concerne
I"insegnamento della geomeiria elementare ¥, opera diligente ed
utile come ricco repertorio di notizie sull’argomento, eceellente opera
di consultazione a cui, come al Reidt, puod farsi un solo appunto (che
¢ piuttosio un Jamento) quello ciod di non avere una base che si
estenda al di 1A dei confini della patria di Arminio ®).

14, Dallo seritto dello Schotten emerge (p. 10-11, 46, 53-4, 64,
79, 98) che Euclide domina ancora in Germania ; ma vi domina, non
gia come un sovrano scelto da tutto un popoloe ad esso gradito, ma
piuttosto come un capo di cui si discutono e spesso si riprovano gli
atti, che si anela a rovesciare e si sopporta nell'attesa di uno mi-
gliore con cui sostituirlo, Di tale stato d’animo fanno fede le delibe-
razioni prese da assemblee di persone competenti @, 1 espressione
delle necessith di far subire all’insegnamento elementare 1'influenza
delle idee che governano le parti superiori della scienza @, ad

I tentativi gia fatti per tradurre in realth questo desiderio ®.

(1) H. Scnorrex, Inhalt und Melhod: des planwimetriachen Tnterriehls. REine wergladehende

Planimelrie. Leipzig 1890,

(2) Esao ebbero per teatro principale la Zeitachrif2 fiir mathematischen und nalurwissenschafili-
chen finterrichts dell’ Hovrmanw.

(8) Bomo Ivi consideratl, fra i tratiati @ranierd, 1 soll @ LEersDEY, FRANCOEDR € vax
Swirpes perché tradotti 1o tedeseo,

(4) Ad esomplio 1a semione malematica della Behwlmirmerversampmiung tenuta & Lipala el
1872 dsliberava « dass der Weg des Euklids absolnl zo verlassen ist »: mentre nella 31" Riunione
del Filoglel a1 coneludeva: « Im Untlerricht der Elemeniargecmetrie blelbt die Euklidisehs Geo-
metrie dem Systhem nach besiehan, wird aler im Gelst des neperen tveomeirie reformiert ».

(d) Cir. 1 lavori eitati A1 Hauck e FirpLsa.

(6) Secondo lo Scaorres (p. 19) essl trovansl nel tradtati segnenti: SoELBOBEL, Lehrbuch
der Elemendar-mathemutik 1T (Wolfenhillel 1819), H. MOLLER, Lshriuch der ebenen Geomelrie
(Leipzig 187%), Krose, Efemente der Geometris (Berlin 1878), Becxer, Die Elemente der Geomelrie
auj neuer Frundlage, WouriTsky, Elemente der Geomeirie (Berlin 1871), Hewrict and TeRUTLKIN,
Lehrbuch der Elemeniargeometrie {Leipzig 1881),
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Sembra perd che i tempi non siano ancor maturi per ofienere la ri-
forma, perché, malgrado la liberta i scelta ivi lasciata dal governo ',
I testi pin diffusi sono ancor quelli imitati da Fuclide (); onde non
e priva. di base la congettura essepe questo un momento di prepa-
razione & tempi migliori.

15. Per qnale via verranno raggiunti quegli ideali che la Ger-
mania, come le altre nazioni, cercang irrequietamente di tocecare, 1'av-
venire dira. Noi intanto crediamo Opportuno di non passare sotto si-
lenzio come dalle citate opere di Schotten (v. p- 25, 37, 67, 91 e 109)
e di Reidt (p. 168-171) risulti essore convincimento assai diffuso in
Germania che 1'insegnamento geometrico scientifico debba essere pre-
ceduto da una speciale propedeulica destinaia a famigliarizzare i
discepoli con le figure geometriche ¢ con quelle fra le loro proprieth
che ci sono rivelate dai nostri sensi )5 propedeutica la quale starebbe
alla geometria scientifica in un rapporio analogo a guelle dell'atio
d'intuire una verith geometrica all’opera intellettuale di dimostrarla :
propedeutica la quale, per dar buoni fruiti, dovrebbe essere affidata
ad insegnanti provetti, i quali, a parer nostro, dovrebbero modellare
il loro discorso su quel celebre passo del Menone di Platone )
ove il divino filosofo presenta Socrate guando, volendo provare essere
Parte d’insegnare identica a quella di ridestare dei ricordi, guida
uno schiavo intelligente a scoprire le proprieta i maggiore rilievo
possedute da una figura geometrics com plicata.

Un aliro fatto che importa notape & "avversione generale per
esplicita enunciazione di tuttj | postulatii della geometria e la di-
mostrazione di proposizioni di verih intuitiva.

Che la prima ripugnanza sia ingiustificata veds chiungue osserva
che, siccome la geometria & una scionga la quale parte da aleuni dati
sperimentali e procede poi mediante || puro razioeinio, cosi e indispen-
sabile a chiunque vuol misurare 1 solidity delle conclusioni a cui

(1) Libertx he sarebbe

tolis se comparlme un eeeccllente teslo, eome m' informa i1 pro-
femsore Lamps di Berlino,

1€) CIr. 1 datl statistici espoati nella puniny |1 genuaio 1880 del Centratblaii fiur die gesamle
Uﬂlﬂ'?fﬂh‘wmunﬂuwg m Presssen - inoltre REIDT, . 84 & seg,, SCHOTTEN, p, 21, nots 2,

(1) 1 BExor (p. 1€8) delinea anzi nn plano dl tale Insognamenio.

(d) Easo trovasl, tradotto in itallano, nel n. B de] T Libvro del mio eltat; lavoro sulla storia
della matematica greca.
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perviene, di avere schierate sott’occhio le premesse da cui esse de-
rivano. Né& valgono a giustilicare tale avversione ragioni pratiche di
ordine didatiico, ché per nessun conto, nell'insegnamento matematico,
il rigore deve cedere dinanzi al desiderio di evitare le difficolia.

Quanto poi alla tendenza verso il sopprimere i ragionamenti de-

stinati a dimostrare proposizioni la cui verita tutti concedono, esso
& pienamente giustificato quando si ritiene essere compito esclusivo
del maesiro quello di sommminisirare un certo corredo di cognizioni.
Ma siccome si esige oggi invece che egli metta in chiaro 1 legami che
intercedono fra le varie proposizioni, affinche sia allo studioso rive-
lata della geowetria non soltanto 1'apparenza esterna, ma eziandio
I" intima costituzione, cosi dimosirare nn teorema serve non soltanto
a metterne fuor di dubbio la veriih, ma anche a dimostrarne la connes-
sione con gli altr *¥; dimostrare dunque un teorema facile serve meno
a legittimarne 1’ introduzione nella geomeiria, che a chiarire lu sua
ragione di essere, 1 suol legami con alire verita e a dimostrare
1" impossibilith di negarlo in cui trovansi ecoloro che accetiarono
queste ultime®. Si aggiunga che chiamando froppo spesso a con-
siglio la testimonianza de’ sensi per decidere la veritd o meno di una
proposizione di geometria, si spegne nell’alunno Ja facolia di dubitare
ammetitendo la verith di proposizioni che i sensi farebbero dichiarare
vere ma che la ragione & impotente a dimostrar tali ®),

16. La notata attitudine della Germania di fronte ad Euclide
risulta anche dall'esame di alenne pregiate opere didattiche @),

Citiamo come prima fra queste gli Elementi d7 Malemaiica di
R. Balizer, i quali, benché dovuti ad uno dei piu eruditi matematici
dei nostri tempi e benché serbino traccia e diano notizia dei me-

todi antichi e dell’antica nomenclatura, hanno un’impronta moderna che

(1, To gnipdi non eredo, eol Davox, che g une ddmonsiration n'a d'autra objel gue de faira
ngitre dsns Iéeprii le sentiment bien net de la vévlld » (Legone de melhodologie mathématigue @
U'usage des Kléves de PEoole normale des seiences annexee G UVUniverwite de Gand, 1381-82, pag. d).

(2) (uesto modo di gindicare concords eon guelio di Kummer, secondo 11 quale: « der Gelsi
der Mathematlk bestehi ebem darin, zu bewelsen, dass, wenn das Elne ea s, 50 muss unumsidsstich
das Amdere o seln; nieht aAber v zejgen dass das Erate wirklleh so Ist, wie wir annahmen ».

(3) Superfluo avvertire che In qnesto momento il nostro pensiera sl velge alle consids ragiimi

che dledero Ja vlta alla geometria non evelidea, ad sceoglier le guall oceorre ehe la mente dal gio-
vane sia promia, anzsl (Evorevolmente dispoata.

(4) Mi duole @i non essere in grade di estemderc gumesta breve rassegna sino al trattsto di
H, MilLukr (v. upa pota al n. 14) al gvale CLessce stiribuiva grande valore.
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Ii differenzia dai libri congeneri anteriori e specialmente da quello
di Euclide. E superfluo I'arrestarci a delinearne i contorni generali
perche tutti in Italia li conoscono attraverso la traduzione faitane
dal Cremona ; d'alironde la forma stringata in cui sono seritti e
I'enorme quantitd di materia che racchindono, distribuita in maniera
insolita e non a tuiti gradita, li rende poco adatii a servir di testo
nelle scuole di mezzo. Vogliamo soltanto notare che ivi & accordato
il posto che merita allo studio dei segni da attribuirsi alle figurec
(siano quesie lineari, superficiali o solide) fatto in base alle conside-
razioni che & merito del Mobius di avere per primo svolto nell’intento
di attribuire alle figure geometriche tutta la loro generaliti (ad es.
per non essere obbligati ad escludere le figure a contorno intrecciato).

Piu recente, meno nola in Italia, ma pure pregevolissima & la
seconda delle opere tedesche a cui erediamo opportuno di concedere
qui un posto: &il Lehrbuch der Elementar-Geomeirie@ (i Hen-
rici e Treutlein. Nel guale gli autori si prefissero di eviiare 1'as-
senza di distribnzione logica dei concetti lamentati in Euclide ®
e Vi riuscirono scegliendo come principale eriterio di distribuzione
dei teoremi i metodi di dimostrazione. Ad €Semplo riunirono in una
sezione le proposizioni che si dimostrano mediante rotazioni attorno
ad un punto fisso, in altra quelle ehe si dimostrano considerando figure
simmetriche rispetio ad una retta, in altra ancora quelle che si di-
mosirano con scorrimenti o movimenti in generale, aBbMdﬂDMdD
pero questo criterio a favore di aliri quando cid Tiusciva vantaggioso.
Uon tal metodo gli autori riescono ad introdurre cosi natural-
menie in tanie parti superiori delle wmatematiche che sembra per
loro merito realizzato il sogno di colmare I'abisso esistenie fra I'in-
segnamento universitario ed il seeondario. Nemici come siamo di qua-
lnngue concessione fatta con sacrificio del rigore geomeirico, siamo per
converso favorevoli 2 qualinque mezzo lecito per ravvivare e tener
desto 1'interesse dei giovani per la geometria, interesse di regola

(1) I.ThL, S.e Anfl.,, Lelpaig 1801; II Thi. 1882 I1I Thl 1888,

(2) < Mit Reeit golien Buklds Blements sls sinen Muster gyatematischer Amordnung der
Schlilsge, insofurn Jeder Lehrsatz da stebt wo die Pramlssen zu seinem Bowslse vollstindig gegeben
dlnd; ein Mmeter vom logissher Anordnung der Begriffe aber aind jene Elamente niebt, da fhnon
8ine logische Hinthellung des Stofies fahlt ».
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posseduto soltanto da pochi eletti: onde ¢i sembra costume degno
di venire ammirato ed imitaio quello dei cifati autori di accennare
alle applicazioni che delle teorie esposte furono fatte alla geografia (),
alla cristallografia e all’arte del disegno. Aggiungiamo che la tri-
gonometria si presenta nel Lehrbuch in discorso come ausiliare della
geometria di misura, il eni intervento & necessario quando nei dati
o nelle meognite delle guestioni geometriche si trovino degli angoli:
¢ questo un sistema che va diffondendosi ognor pit siccome quello
che corrisponde alla natura delle cose.

Da tutio cio rismlta palese la nostra convinzione che i professor
Henrici e Trentlein diedero con la loro opera un contribulo impor-
tantissimo alla soluzione cei problemi attuali dell'insegnamento geo-
metrico elementare ¥, in particolare abbiano posto fuori di questione
la possibilita di far conoscere sino dagli elementi, illustrandola me-
diante esempii speciali, la teoria delle corrispondenze geometriche,
quella teoria cioe che mmdubbiamenie e la chiave di volia della parie
pin alta dell'edificio geometrico moderno.

Tale possibilith & confermata da un aliro recente libretio
piccolo di mole ® ma non di valore, nel gnale & fatto largo uso
della simmetria rispetto a nna retta ed inolire e fatto conoscere un
modo facile per dar notizia ai principianti degli importanti studii a
cui diede Iuogo il V postunlato d'Euclide ®,

Superfluo che avvertiamo da ultimo come il libro del! Rausen-
berger ® di cui abbiamo gia discorso in guesio Periodico ¥ accentu
sempre piu il dissidio fra la dotta Germania ed Euclide.

= —

(1) Ad es, nella II Parte sl legge una reiazione abbasianza particolareggiata della triangola-
zigne i8]l granducate d] Baden, accompagnata dslla relatlva earta geogralica.

(2) Non possiamo guindi espacliarel come sissl preferitn tradorre jn Halano altre opers di
lubbio valore e certamenie dofate dl originalita nsaal minore ne capacl come qunesta, di aiulare
il glovane anche duranie I primordi dells son isirozione unlversitaria,

(3) M. Bidox, Dhe Elemente der Geometric mit Riiekaioht aus die absolule Ceometrie, (Strassburg
i, 1. 1890).

(4) Non & non trajtato, perché 1'A, ritien’a ehe lo sonlaro nom ne abbis bisogno,

(5) Osserva a guasio propoaito 1"antore: « Eln Jahrhunodert ist verflossen, seil Gaosm die Fol-
gerangen aus der Nichiammahme des Parallelaxioms eimmilleh gezogen, und noeh hat dle Bohule
von den Hefsinnigen Betrachtungen des griissten Mathematikers sowle seinar Naehfplger Lobatohewaky,
Bolyai Vater nnd Soln, Rlemann nnd Helmholts, ete. 20 gut wie gar keine Eenntals genommen >.

(6) Die Elemenilargeometrie des Punkiea, der Geraden undder Ebene, apsthematisch und Eriliseh
behandelf { Leipzig 1887). Come il titolo jodiea e Pavtore dichiara, non 4 vm tratiato pei prinel-
piantl, oa nn saggio dl une yratiarione metodics delle Bgure costiiuite ds puntl, refle ¢ piani,

(7) Anno IIT, 1888, p. 9,
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L7. Cost adunque in ogni angolo’ dell'Europa e dell'America,
0gni anno arrecava nuove reclute alla schiera degli oppositori di
Euclide ; anzi molti dei giovani combattenti si presentavano muniti
di nuove e pii potenti armi, e tendevano a surrogare all’antica e
sterile critica demolitrice la feconda ecritica ricostrutirice.

Ultimo asilo pal vecehio Alessandrino fu I'Inghilterra ove, sia
a cagione del culto per tutto che avesse attinenza alla coltura olas.
sica ), sia per 1’immutabilita delle disposizioni governative rego-
latrici certi celebri esami®, egli trovava miriadi di ammirator:
& commentatori, di traduttori e di editori. Ma anche qui lo spirito
di libero esume, invadente ogni campo nel nostro secolo, rese meno
sicura la posizione di Euclide. Gis fin dal 1849 i] De Morgan faceva
rilevare ® uno ad uno i difetti degli Elementi e Tyndall irrive-
rentemente (ma con piena ragione) osservare che dalla definizione di
Buclide nessuno poteva formarsi idea di retta. E cirea venti anni
dopo Wilson ® e Jones ® dichiaravano la necessits di abbandonare il
metodo euclideo. Finalmente nel 1869 un nomo, a eui tuttl s’inchi-
navano, fece echeggiare il grido di rivolta dinanzi alla assemblea delle
pi spiccate intelligenze britanne ®; o tale e tanta era la gloria che
consiellava la fronte di chi innalzava il vessillo della ribellione che
egli ben tosto raccolse attorno a sé& un drappello di segunaci, uno dej
quali (il sig. Levett) poco dopo (cioé nella primavera del 1870) pro-
poneva, mediante nna lettera inserita nel giornale Nazture, la fon-
dazione di un sodalizio avente per intento la riforma dej metodi per
insegnare la geometria.

(1) Questa tondenza fu rilevats & critleain fin Gal principio del neatre secols da Byron, il
quale, in aleuni Thoughts suggested Oy n Collags Ezwninations, rllevava Guanto d'interessanie si
tralaselava in eonsegmenma di Inssgnare al glovani e, fra Paltro, seriveva:

* Huppy the youth iu Enclid s axiom tried
« Though little versed in any ari beside. =

(2) Ofr. Topouwres The mathematical Tripoa (The confilet of Btudfes and sther Kasays, London
1B73, p. 193-242) e W. W. Kouse Ball 4 History of Study ¢f Mathematios at Cambridge { London 1889),

(3) Nel Companion to the British Almsnak.

" {4} Edusatiemal Times 1888. Quest’ articolo, clie venne letto dail’antore dinansi alla Sociotd ma-
fematies di Londra per otlenere che ema gi ponesse a eapo del moto rivoluzlonario, fu tradotto In
Italiaxio e pubblcato nel T. VI (1888} del GHornale di Matemntiche col ilolo Euelids come feafo eli
geamedria elementars; gl ATgomenll ¢ le coneludioni ne vemmero combatiote da F. Brioseid & L. Ore-
mons nel vol. seguente deal FHornale stesso.

(3) On the Unsuitablenas of Buciid ns & Text.Rook of Geomelry. Lomdon,

{(6) Alludo al dlsecrao dj STuvRSTEE per Inaugurare 'adunanza dells British Association for
the Advancement of Scimnee.
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18. Nel paese classico dell’associazione quest idea doveva tro-
vare un terreno favorevole ed infatti il 17 gennaio 1871 mell” ni-
versity College di Londra ebbe luogo sotio la presidenza di T. Archer
Hirst, nn'adunanza ove vennero gettate le fondamenta del nuove
istitato, di eul primo e principale scopo fu « di promuovere il pro-
gresso dell’insegnamento geometrico e anzitutto di fare tutti gli siorzi
per indurre i direttori degli esami, a cui dovevano presentarsi dei
giovani usciti da differenti scuole, a formulare le domande m modo
indipendente dall'uso di un particolare libro di testo ». Per cio dietro
proposta del presidente, il sodalizio si chiamb Association for the
Improvement of geomelrical Teaching (o brevemente A. L. G. T.)
non for the Reform, poiché il progresso & indefinito mentre ia re-
forma ¢ transitoria @, Per raggiungere tale intenio si decise di
raccogliere delle notizie sull’insegnamento della geometria nel con-
tinente e preparare, con la collaborazione di aleuni ed i consigh
di tutti i socii, un programma (Syllabus) della geometria elemen-
tare da sottoporsi al giudizio dei capi delle Universita di Cambridge,
Oxford e Londra, rimandando a miglior fempo 1l deliberare se esso
dovesse constderarsi come schema di un futuro trattato di geometria.

Durante il primo anno di vita il numero dei soci dell’A. 1. G. T.
crebbe da 61 a 89® e la Commissione incaricata di formulare
delle proposte concrete sullindirizzo da darsi all'insegnamento degli
slementi della geometria le riassumeva in diciotto proposizioni le
quali, sottoposte all'Assemblea, dopo breve discussione, raccoglievano
I'unanimith delle approvazioni ™, 1’Assemblea siessa nominava In
pari tempo una Commissions per redigere un Syllabus in base a queste
proposizioni e tenendo conto delle altre idee che erano state espresse
durante la discussione. B infatii nell’adunanza successiva (15 gen-
naio 1873) il progettato Syllabus venne presentato e discusso, e
gl’ intervenuti decisero ¥, ch#& dopo essere sfaio modificato nel

(1) Awsoeintion for the Tmprovement of Bomelrical Teaching. I General Repori (0 brevemenie
1. G. &.) 1871, p. 14

(3) Questo numere erebbe guasl costantemente di poi, come risuita dal seguente prospetio:
Anno 1873, membrl 109; 1874, 105; 1875, 105; 1871, 107; 1878, 118; 1881, 113; 1862, 120; 1888,
193; 1884 188; 1885 186; 1886, 168; 1887, 173; 1888, 181; 1881, 189,

(8) 11 & R. 1878, p.18-30.
(4) IIT &. R, 1873, p. 28.

(=11
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modo che aleuni di essi avevano consigliato, esso venisse sottopo-
sto alla Commissione @ 2 egj I’Associazione britannica per 1’'ayanza-
mento della scienza aveva affidato il compito di studiare la possi-
bilith di far progredire i metodi in uso per iosegnare la geometria
elementare. Sembra pero che quest’ultima parte della deliberazione
fosse intempestiva, perché la detig Commissione, pure esprimendo
la propria simpatia ¢ la propria benevolenza per 1'A. 1. G. 1., ri-
mandava il giudizio sul Syllabus al momento in cui questo fosse
stato completaio . Tale risposta doveva servipe di eccitamento
al componenti dell’A. I, G. T. a continuare nella via in cui si erano
messi; ed infatti noi 1i troviamo occupati durante le due adupanze
annuali successive a discutere cepti punil controversi ed in parti-
colare intenti allo studio della teoria delle proporzioni . 1 buoni
frutti ottenuti con questi sforzi eollettivi sono dimostrati dalla re-
lazione fatta all’Associazione britannica nel 1876 dalla Commissione
competenie ) la quale <« non esitd a constatare, come risulato
dell’esame da essa fatio del Syllabus nel suo insieme, che esso era
stato redatto con tanta cura o tali riguardi alle condizioni essen-
ziali del problema, da rendere estremamente desiderabile venisse stu-
diato a fondo da alcun delegaii delle Universiti e degli aliri grandi
corpl esaminatori del Regno unito, coll intento di decidere se si do-
vesse adottarlo — dopo averlo forse modificato nel mode che quello
studio speciale dimosirerebbe necessario — come testo per gli esami
di geometria elementare » .

Per agevolare 'effettuazione dj (uanto veniva cosi saggiamente
suggerito, l'anno seguente I'A. 1. G. T decideva di inviare i Sy -
labus in esame alle pil; cospicue autorith universitarie, accompagnan-
dolo da una letiera ove fossero dichiarati gl'intenti dell’ Associazione
e riportato il giudizio surriferito (), Le risposte ottenute durante

(1) Composta dl Sylvaster, Ceyley, Hirst, Price, Brlth » Spottinawood, Hayward, Balmon, To.
wusend, Faller, Kelland, Wilson & Olifford '

(2) Repuort of ike XLITJ Meeling of the British 4ssceiation (Bradford, 1373), p. 459-60, Cfr apehe
1V G. R.1874, pag. 11-15.

(2) Veggasl 1 IV e 1l V G. R,
(1) Era ln steasa ¢} prima, coll'agginuta di Henriei o (zlaisher.

(D} Report of the XLVI Meeling of the British Azsvciation, Qlasgowy 1876, p 8-18, Of dasc.-
ceafion for (he Impr. of Geon, Teaek., Report of Commitise, January 1877, p. 11.

(6) Cliato Report of Commiltee, p. 13-18.
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il 1878 furono poco numerose e mediocremente soddisfacenti @:
Oxford si dichiard favorevole alla conservazione di Euclide e Cam-
bridge contraria ai fini dell’A. I. G, T., Londra evasivamente avver-
tiva che essa non aveva mai imposto un testo speciale e Duham
rispondeva in modo non definitivo. Nell’attesa di alire e migliori .
risposte, I'A. 1. G. T. fiss6 ® I'attenzione dei corpi esaminatori

sulla necessitd che i candidati fossero tenuti a dar prova di abilith
nel risolvere dei facili problemi di geometria, ed in pari tempo vol-

geva la mente ad allargare il suo eampo di azione fino a ecompren-
dere la. geometria solida, la geometria superiore e le coniche geome-
triche ., Non deve recar meraviglia se 'A. 1. G. T. dimostrava con
| fatti di non lasciarsi abbattere dalla opposizione che incontrava nelle
piu eccelse autorith scolastiche, perché la simpatia di cui si sentiva
circondata ® la incoraggiava a perseverare, simpatia dimostrata
dai giudizii che sul Syllabus venivano pronunciati da molte persone
che lo avevano adoperato @), dalla richiesta sempre maggiore di esso
(che aveva avuio P'omore di una traduzione in giapponese @) e dal
fatto che « la geometria non veniva pit considerata come un ramo di
scienza gia da tempo perfetto, non piu collocata, ad esempio, allo stesso
livello dei cinque ordini d’architettura, che uno non pud toccare senza
venire riprovato M »,

19. Coll'adunanza annuale del 1878 riteniamo chiusa la prima
era dell’A. 1. G. T.; pensiamo cosi perché allora ebbe lnogo un cam-
biamento nel presidente (all’Hirst succedette I'Hayward) e venne de-
ciso di estendere ’azione della Societha al di 14 dei confini dell'ingegna-
mento elementare. E questa deliberazione non fu che il primo sintomo
di nn’affezione che palesemente manifestossi quando, nell’adunanza del
7 gennaio 1881, venne faita la proposia di oceuparsi, oltre che di
geometria, anche delle altre parii della matematica (aritmetica e mec-
canica) le quali avevano altrettapto bisogno delle cure di un sodalizio

I:IJ VI G. Rl’ IHB, P- 18-18,

(2) Ib., p. 24.80.

(3) VI G.R., p. 50-34

(4) O G.R., p. 17, I G.R., p. 10, Report of Committes, p- 12, een,,

(5) V. ad es, nel VI G.R. \p. 30-21) un eonfronto dei risnliati ottenuii in noa sewols femmi-
nile addoitando prima Enslide, pol 1l Syltabus.

(6) XV G. R., p. 19.

(7) VI &.R., p. 12.
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che non fosse di « geometri fanatici ™ ». La disenssione che ne segul,
non portd subito ad una conclusione, ma prepard il terreno alla
deliberazione, che fu presa I'anno veniente ¥, di pitenere che la parola
geometrical che entrava nel nome dell’associazione dovesse prendersi
nel senso di mathematical allo stesse modo che i frances; interpre-
lano geoméire nel senso di mathématicien.

Perd questa tendenza all’espansione non rese tiepidi i sentimenti g
dell’'A. L G. T. verso la geomeiria mn senso stretto. Infatii sino dal 5[]
18R] essa si propose di munire di dimostrazioni ed esercizii il Sy/- 1,;”
labus & geometria piana e nell’anno seguente decideva di porsi al- \Tr
Fopera ™ e in pari tempo proseguiva la redazione dei Syllaba per “
I'insegnamento delle altre partl della geometria, :r

Nella medesima direzione I'A. 1. G. T. continud & procedere lu- ng
rante gli anni seguenti animata a far cid dal sapere i suoi libri scelti

come tesii in Inghilterra ® e nelle colonie ®, le sue idee influire
sulla composizione di opere didascaliche ®), la sua opera apprez
zata. anche da coloro che non ne approvavano incondizionatamente gli
atti (0 o I’ Universita di Cambridge scendere a piti miti consigli *),
Al conseguimento di questi risultamenti avramo per fermo contri-
buito le pubbliche conferenze che, a partire dal 1883, si tennero in
occasione delle riunioni annuali e colle quall persone competenti spesso
Iniziavano uno seambio di idee su qualche importante argomento mate-

matico: e si noti che i lettori non venivano scelti esclusivamente
fra i membri della Society o fra queili che ne approvavano il modo
i procedere, ma eziandio fra coloro che professavano idee diffe- e

renti ),

Intanto una petizione (sottoscritts da 186 persone di eui soltanto
82 appartenevano all’A. I. G. T.) veniva diretta nel 1887 alle prin-
pali autorith universitarie per far conceders agh insegnanti la liberth

(1) VII &, R., 1881, p. 14-15.

(%) VIII G, R., 1882, p, 15.

(8) VII @.R., p. 23-27, VIIT G. R, p, 17-29.

(4] X G. R., 1884, p 889,

(6) XI G. R., 1885, p, 21, XIT . R., 1886, p. 28, XVI @. R., 1890, p. 6.
(6) XII G. R., p. 24.

I7) X G. R.,, p. 25-9. o
(8) XHI @. R., p. %4, il
(9) Cfr., XVII @. RB., 1801 1
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di adottare come testo un libro differente dagli Elementi di Euclide.
Ed il consiglio diretitivo dell’A. I. G. T. I’ inolirava accompagnandola
da una lettera ove si definivano i fini che essa erasi proposta, si
descrivevano i mezzi nsati per raggiungerli, si dava il catalogo delle
opere pubblicate sotto il suo patrocinio ¢ si proponevano delle confe-
renze per discutere e chiarire 1 punii per avventura ancora oseori @,
In conseguenza 1'Universith di Oxford consenti a sostituire ad Euclide
delle opere composte con lo stesso metodo ®; e quella i Cambridge,
dopo una conferenza avuia coi capi dell’A. 1. G. T.. si espresse in
modo non dissimile ).

Allora la presidenza dell'Associazione fece nuove istanze per otte-
nere che si recedesse dall'esigere fosse rispetiato 1'ordine euclideo
nella successione delle proposizioni, ma non fu esandita @, onde si
tenne paga del risultato oftenuto ®, che rinsel anzi ad estendere ad
altre Universith @,

Finalmentie chiese una riforma per ovviare ad un grave difatio
esistentie nel Regolamento per le Ox/ord Pass Examinations Pa-
pers wm Geomelry, ma ricevetie una nuova risposta negativa (21
aprile 1891 @),

20). Se si misurano i risultati ufficialmente constatati che ottenne
I'A. 1. G. T. in pit di veni'anni di vita, & forza constalare che essi
non sono di grande entith. Taluno potrh attribuire questo non bril-
lante successo ai mezzi adoperati ®; tutti perd dovranno riconoscere
che il pubblico sul quale essa operava si componeva in gran parte di

(1) XIII G. R., 1887, p. 21-2.

{2) XIV G. R., 1888, p, 28

(8) Ib., p. 204,

(4) Tb., p. 24-6.

(h) XV @. R., 1889, p. 11, XVI G, R.M88Y, p. b.
(6) XV G. R., p. 1213, XVI G. R., p. 6.

(i) Lo siesso inconveniente & segnalato In mwn artieclo, intitolate QOford « Passs, inserito
nella Nature del 30 marre 1889,

(8) Infatli ehi wnole ottenore nna riferma nel metodo d'Ensegoare la geonuelria ha a propria
disposizione due metodl di provedere. Fgli pud aunalizzare minuziosamente gli Elementi di Ewclide,
additarne 1 difentl e sugperire 11 modo di correggerli. Oppure pud preseindere affatio dal metodo
gnctldeo, flanare guall teorie deblano formar parte di am lrabaly mlementars ed aesporle & modo
suo. Uome »i vedrd tra poco, ¢ il p*imo 4i questi modi ehe preferi I'A, I G. T. e forse non poteva

fara allrimenti, cli¢ 11 secondo pud diffiellmente essere adoltato quande iratilel di un lavoro coi-
Iettivo.,

14
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ammiratori di Euclide ), i quali, da questi educati, non vedevano
altrove nessuna via di salute @, D'alironde "avere modificato 1’am-
biente coll'introduryi degli elementi ad essa favorevoli non era forse
preparare i terreno a un cambiamento di eoltura ?

E poiché testé abbiamo fatta upa breve analisi dei mezzi che
A 1. G. T. adoperd. dobbiamo completarne il catalogo mediante 1o
same delle pubblicazioni ad essa dovute.

Wuello ehe deve di preferenza fissare la mosips attenzione ¢ il
Syllabus of Plane (reometry corresponding to FEuclid. Books
I-VI®, il guale, dopo che gli enunciati vennero mumiti di dimosira-
ziomi ed esercizii divenne The Elements of plane Geometry . Che
questi Elemenli siano somtigliantissimi a quelli di Euelide si vede
subrto rilevando che anche ivi la figura donde si prendono le mosse
¢ il punto e che la teoria delle proporzioni & wuna riproduzione del-
Iantica. Che perd delle innovazioni non insignificanti siano state fatte
si scorge osservando che il libro si apre con un Syliabus of geome-
trical constructions, destinato a rendere tamigliare il giovane con i
concetti pil imporianti della geometria ed aleuni dei risultati a cui essa
giunge, al quale segue wn’introduzione destinata a porgere quelle no-
zioni di logica che trovano incessante applicazione nella geometria. Di
piu le definizioni vengono distribuite nel corpo d1 ogni libro e poi rias-
sunte al termine, i problemi sono disginnti dai teoremi e si trova una
speciale sezione sui luoghi: il postulato d’Euclide viene surrogato con
quello che afferma J’esistenza di una sola vetta parallela ad nn’altra
© passante per un dato punto; finalmente nuove proposizioni e nuove (i-
mosirazioni vengono aggiunte alle euclidee. T nuovi Elementi sono
dunque un rimaneggiamento degli antichi, ma nessuna idea schietia-
mente originale di loro nuova vita, sicchd, se il primo studio degli

{1) Basil eltare fra gnesti il maggiore astro della matematics inglese, [l Carrer, che non voole
= Dessnn eosto abbandonare Euolide (XV G. R, p. 41) e n particolare ritiena il V libre degli
Blementi come la migliore trattasione dells teoris delle proporzioni (Reporfs of the Dritiak Assosin-
tion, 1676, p. i2).

(2) Perd cosi non pensava 11 Urronn (come risultm dalla terza delle sge Lelllssime conferanve
(On the Philosphy of pure Seisnee, Lactures and Tssayw, London 1882, 1, p, 295-529) nt 1I"Hexnics,
'l yuale, i un dlscomo che citeramo fra poeo, noisva fra l'aliro: « The chief progresa in geome-
irica] teaching Las w be sought in the intvoduotion of modern ldess and methods into the very
elements, and modarn teaching ought to fake ful accoiunt of thia »,

(9) New Rdition, London Maemillan 1889,
() Part 1, 1884; Part I, second adition 1886, Londomn, W. Bwan Sonnemsokein 8nd o,
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antichi foce a Sylvester odiare la geometria, di amore per fermo nen
l'avrebbe infiammato lo studio dei nuovi,

Questa stessa mancanza di coraggio di abbandonare i sistemi didal-
tiel in uso si nota in chi compild il Sylladbus of Elemenlary Geone-
irical Comics ™ ove queste celebri curve sono definite prima sepa-
ratamente mediante le loro proprieta focali e poi insieme come sezioni
i un cono rotondo ' e il Sylladus of Modern Plane Geometry
i cui gia discorremmo in questo Periodico ® e sul quale con
maggior diffusione esporremo altrove le nostre idee. Notiamo da ul-
timo che I'A. 1. G. T., dando prova di sentiment: onorevoli ed elevati,
curd la ristampa di due discorsi nei quali, fra I’altro, si eriticavano
i sistemi da essa preforiti per raggiungere il proprio intento ' e
provoch una nuova edizione della versione inglese fatta da (. B.
Halsted delle celebri Geomeirische Uinlersuchungen zur Therie der
Parallellinien di Lobatschewsky (®),

21. Malgrado il fine modesto che fin dall’origine erasi proposto
A. I G. T., malgrado il rispetio che i suoi membri pubblicamente
professavano per Huclide, e malgrado 1'esiguita dei risultati de essa
indiscutibilmente raggiunti, pure vi fu chi eredette necessario scen-
dere in campo per combattere la direzione in cui essa progrediva.

Primo fra questi avversari & il Todhunter @ e della difesa da
lui fatta di Euelide eome libro di testo bisogna tenere grandis-
simo conto sia perché dovuta a persona di altissima fama didattica,
sia perché le idee da lut espresse, per ¢uanio vengano dallautore
dichiarate sua propriets, sono perd quelle che in Cambridge raccoglie-

(1) Lomdon, Bwan Sonncnscheiu, Lowrey and Uo. 1887,

(2) Mt sembra opportuno riportare a questo propodito ta seguente ginmtisslma osservazions del
TovaurTee (Ewsays citali, p,178-9): « One great drawback fo our present systhem of mathematiesl
ingtraciion and examination is the monofony hick prevail In many parts. Yhen & mathematieal
subjest has been siudied so far a= o master the essential principles, little mors e galned by pur-
suing these principles into almost endless applications. On fhis accoun! we msy he dlspossi to
regard with slender satiefaction the expenditare of mueh time on geomeirical conice sections; the

efuden! spems galn only new faota, but no fresh idea or prinoiples »,
(4) London, Maemillan and (Jo. 1880,
(@) T. TV, 1889, p. 125,

(3) Reprint of Presidentiol Advesses to Section A of the British Association By Praf. Hexnic:
(IB88) and Frof, CuxysraL {1B85) | Beidford 1887).

(6) Del Syllabus of Elzmentary Dinamics pubhblicato da W. N. Srooxgn (Londom, DMaomillan
1889) sotto gli avapici deil’A. 1. G. T. non occorre far qul pid Al ona rapids mensious,

(1) Bi vegga il lavoro Elementary Feomelry facente parte degli Essays gis oltati,
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vano e raccolgono I'approvazione della maggioranza per non dire della
totalith degl'insegnanti. Opa, comungue si sia disposti a giudicare
la tesi sostenuta dal Todhunter. non v'ha dubbio che ¢on piena ra-
gione egli si opponeva alla sostituzione di Buclide con up trattato
meno rigoroso e al decretare il bandop questt prima di posse-
dere un degno sostituto M, e dava agli oppositori di Euclide i|
consiglio di dimostrare coi fatti 14 superiorita di aliri metod; per
iInsegnare la geomeiria. N& si dovranno giudicare catilve, per la
massima parte, le ragioni con enj egli s'industria a dimostrare infon.
date le aceuse mosse agli Blementi per la mancanza di vita, i
freschezza e di suggestivitd, per 1'eccesso di proposizioni e 1’assenza
di costruzioni ipotetiche ), per il metodo sillogistico e la teoria
delle proporzioni. Ma quello in coi a2 noi non sembra lodevole il
Todhenter ¢ di avere trattata in modo troppo ristreito Pampia que-
stione dell’insegnamento della geomeiria elementare. B della siessa
labe & macchiato 1'alire assertore convinto che in tempi a noi vigini
Kuclide trovd in Inghilterra, ¢, 1, Dodgson. Il quale in un briliante
libretto ® hg vagliate con insolito acume le critiche mosse al
metodo euclideo in generals ed in particolare al modo con cui sone
esposte le materie dei due primi libri, dimostrandole in gran parte
infondate ¥, indicando perd le lievi modificazioni di cuj il testo
ha bisogno e concludendo che colmate le lacune che gli Elementi
offrono (perché Euclide ammise come evidente l'eguaglianza di tuit;
gli angoli retii e I'impossibilita di un segmento comune a due retie
& tacque 1 teoremi concernenti ja perpendicolare e Je oblique con-

. —_— —_— — e

(1) Credo bene riferire anche le segmenil parole: « In eonclusion I will say that no person
can be a warmer advoeate than I am for 1he Improvement of geomelrical teaehing: Lnt T think tha
this may be atlained withont hazardons cxprriments of rejecting meiliods, the effivacy of which a
long experienca has abudanily demonstrated s, T, o p. 102,

(2) A sostegao della necesslla di insegoare negli elementi il mode di esopuire qualangue
operaziono adopeorata, 11 Todhunter a ragione paservs {Ps 186): percheé un princlpiante non dovrebbe
ammetlere npossibile 11 fap Passare un cireolo per guatiro punti ?

(3) Buctid and his Moderns Bivals. 2% od. (Loudon 1885,
La forma di dialogo prescelta dall'sutore & convenlente, non soltanto percheé rende meno te-

dicga 1" espogizions, ma anehe verché permette di togliere & certs assermioni troppa rigidita, d;
ribattera delle obbiezionj Secondarie & di fare sonnesston! ai pari entita,

(4) Le eritiehe concernonn: la miscala dai problemi com i leorami, 'ecevsse di proposizioni,
Iz definizione di relts, la teorin delle parallele, 1 postulati » 1o stlle @j Euelldn. Sulle difesc ne-
tiamn 10 ahe i) Dodgnron trova che 1a defimisione df retls adoilata da Hoelide non & fleriors o
nuella presseltn dagll altri geometri, I° che 1 postulato delle parallele di Ruclide supara i conge.
nerd perehd porge on meszzo factle e sleuro per rivomosesre se fine date reite slano parallele.
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ducibili da nn punio a una retta) si ottiene un’opera superiore a
tutte le altre cunosciute . Importa notare che I autore giunse a
questa conclusione:, 1° senza combattere coloro che biasimano Eu-
clide per avere sagrificata la logica distribuzione delle materie trat-
tate a una rigorosa concatenazione delle varie conclusioni, 2° senza
analizzare dei libri seguenti il secondo (in particolare senz’ oceu-
parsi della teoria dell’equivalenza la quale soltanto in tempi vicini
a noi raggiunse il desiderato grado di perfezione ®), il che &
deplorevole specialmente perché un sistema geometrico deve essere
considerato nel suo insieme, una parte di esso poiendo essere eccel-
lente senza che tale sia il tutto.

22. Tuttavia, ammesso pure per un momento che la perfezione
che il Dedgson si sforzo di porre in luce nei primi due libei di Fu-
clide si trovi anche in iutti gli altri e che i suoi Elementi siano
superior, non soltante alle opere congeneri da lui conosciute, ma a tutte
quelle oggi esistenti, la questione sul metodo d’insegnare la geometria

non sarebbe ancora definitivamenie risolta a favore di Euclide. Si
potriv dire che, conservando il piano degli Elementi ¢ seguendo nelle
sue linee generali il modo di procedere enclideo, non & possibile fare
opera ad essi Elementi superiore (tranne, ben inteso, in pochi punti
isolati). Ma con cid non si esclude che battendo altee vie non si
possa glungere ad un risultato da ritenersi oggi superiore a guello
conseguiio da Huelide. Dico eggi perché il fine a cui tende un trat-
tato elementare varia a seconda dell’epoea in eul & scritto; ora quello
di Enelide mirava a preparare allo studio di opere elevate quali

sarebbero le trattazioni delle curve di sceond’ordine che hanno per

(1) Quelle citnte od ceaminute dsll'antore sono

A. M, Leasnoke, Eléments dea geomelrie, XIV ed. 1860. — W. D Coowny, Elemeniz of Gao-
melry, simpiied and ezplainad, 1860. — Curagrrrsus Fuelidiagn Geomelry, 1874, — 0. Hesrios,
Elanentary Gcomitry - Oongruend Fiyurea, JBFI — WILsos, Elemenlory Geometry, 11 ed 186U —
B. Pragcr, dn Elemonlary Treatise on wlanz and solid Geomelry, 1872, — W. A, WiLnook, The
Elementary Geomelry of Right Liue ond Cirele. 1875. — W. Caavveser, 4 Treatize on Elementary
Geomelry, 1870, — E. Lnvwis, Elements of Geomelry. A rovised &dilion, 1876. — J. R MoeeLL, Ey-
clid simplified, eompited from the moat important freneh Works, approved by the University of Paris
amdd the Mmnister of Public Instrucltion, 1888, — R. P, Wxzianr, The Elements of plane Geomelry,
I ed. 1871 (cfr, Parote det Prof. Hirat suil’Introduzione ngti Elementi di peomelriadel Prof, Wrigh!,
Giornale di Matematiche, T, VI, 1868, p. ABY-T0) — Sytlubus of the Association for the Improvemeni
of geometrioal Teaching, \878. — 1. W. WiLsox, Elemanlary Liromelry, 1878,

(2) Ofr. Dunamen, op. eil., p, 45 ¢ seg,: Ds Zour, Principii delt’eguaglicnza di voligoni
(equivalenza di poligonij ¢ Principii detleguagtivnss di poliedri & di potigoni sferici (Mfano 1881 ¢
1853), nonche gll aulori 1vi eltatl; finalmente la opere precitnie di Ssania e A'Ovidio, Faifofer e
Deg Paplis
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archetipo le Coniche di Apollonio, e quello seopo fu ragginmto cosi :
bene che io mi splego perfettamente il conservatorismo dell'Tnghil- gu
terra, ove la geometria pit elevata si concepisce nello stile del geo- é
meira Pergeo. Convengo anche con I'Héuel quando asserisce che
la geometria d’Enelide pud benissimo servire di (esto per prepi- §

rare allo studio di tutti i principii fondamentali dell’ analisi mo-
derna e somministrare ad un giovane intelligente un’ ottima pre-
parazione per lo studio della geometria analitica e del ealeolo
Infinitesimale. Ma questo frutio del]’ insegnamento geometrico & an-
Cora 1troppo poco nuiriente! ILa geometria infatti non & pi
(come pensava forse a ragione Lagrange sulla fine del secolo SCOTS0)
una lingna morta che ¢ deve studiare nelle opere di Enclide: essa al-
Fopposto & una lingua viva Per mmparare la quale fa mestieri medi.
tare le opere immortali di Poncelet, Chasles, Steiner, Mébius, Staudt o
Cremona, all’intelligenza delle quali non si giungeri mai se si rimane
eternamente attaccati agli scritii di Enclide; ostinandosi a far cid sa-
rebbe quanto suggerire a chi volesse imparare 1'italiano I"unico studio
di Ciullo d’Aleamo e Frate Jacopone da Todi ™| Fa mestiers dunguoe
che invece insegnamento elementare prepari allo studio della geome-
tra projettiva e alle applicazioni che essa riceve nella geometria
descrittiva e nella statica grafica; verrd in tal maniera ovviato al
grave inconveniente che il glovane, nel suo entrare all'universita,
riceva l'impressione di trovarsi in th paese geometrico agli antipodi
di quello nel guale ghi fo guida Euelide.

23. Ora per rageinngere tale intento, non poetendosi pensare afl

aggravare 1 programmi delle scuole secondarie B si pud o ado-

41006 per quant’s possibile somiglianti a quelli di Euclide, oppure ._'1“
mnirodurre nell’insegnamento elementare sotto forma rudimentale (ue;
concettl e guei modi dj ragionare destinati a trovare il loro pieno

(1) Op. oit, p. 86

(¥) Si agginnes cha nef minmo framinent! vivi di gna lunga storia dl molt areoH, onde il sot-
foporre | nostei students allo sleaso regime didattico d; aquello adottato nell'Aeeademia ai Alegsandria,
varrebbe guanto nfgare le modifieazionl sabite dalla razza umsna durante dnemills auni, di eon.
tinuo perferiomamentio.
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svolgimento nell'insegnamento superiore. Al primo espediente sem-
brano essersi appigliati parecchi autori tedeschi ), ma noi esitiamo a

ritenere e per definitivo il conseguentc metodo poggiando questo pitl

su un ingegnoso artifizio che salla vera natura delle cose. Appiglian-
dosi al secondo partito fa il'uopo riordinare completamente il piano
degli elementi @.

Bisogna anzitulto iogliere la vieta separazione della planimetria
lalla stereometria, al che non si oppone nessuna seria difficolth scien-
tifica (cfr. m. [0) né (come l'esperienza dimostra ®) didattica, e
poirebbe essere generalmente adotiata purché i programmi governa-
tivi avessero una elaslith sufficiente @,

In secondo luogo converrebbe far conoscere ai giovani al pil1 presto
possibile il concetio governatore della matematica superiore. cioé quello
i corrispondenza ®; e poiché il concetto generale & forse troppo
asiratio per essere abbracciato fin dal principio, seguendo 1’ordine natu-
rale dal particolare al generale, converrebbe svolgerlo ed applicarlo in
casi speciali notevoli, quali sarebbero la simmetria, la similitudine ece.,
come fecero alcuni trattatisti citati nelle pagine precedenti (n. 7 e 16).

Per dare alla trattazione di certe ieorie la massima generalit bi-
sognerebbe pol parlare dei segni delle figure (cfr. n. 16).

Laseio pel momento irresoluta la questione se sia opportuno intro-
dorre presto la legge di dualith (la quale negli elementi irova scarse
applicazioni) e segnire il cousiglio di chi ® vorrebbe introdurre
nall'insegnamento wezzano la geometrin non-euclidea. Rilevo invece
la necessita di una teoria della proporzionaliti ove, senza rinuneiare
a presentarla come parte integrante della geometria, siano poste in

(1) Herniei o TeReorLsis, (v. n. 18) € il Kbpprz (Einalsitung i die projektivisehen Geomelrie
ger Ebme, begrd. von K, Boagk, Leipsig 1889). -

{2} In cid ehe segme non pretendo certamente di asseqmare completaispte le riforme, ma in-
tendo soltanio di Indlcarne aloune,

(8 Bi vegga Lazwenr: & Bassas:, W i geomelria {Livorno 1881), opsra che mi & notn
soliants dletro le bibliografie fattene dal Prof Gropice nei T. T (p. 160-182) dalla Rivista i
Hatematiea v dal Prof, Bettazei mel Vol. VI (p. 185-188) di gueste Periudico.

(d) Gfr, BeT raZEI, Sulé'insegnamento della Geometria nei Liedi, nuesto Periodieo, Vol VI,
P. 115'115-

(%) Forse verra un glorne In eni sl saric costretti ad Aecompagnario con naello di gruppo. In-
tnnto venne gia da tampo propognata 1'introdaziane del sonceilo dl funsisme ; v. Basso Del conszilo
i funzione nell'insegnumenio della geometlria slementare (Glornale i Matematiohe, T. VIE, 1884,

(6) Beixe, Die eraten Sailze vom Drefecke und den Parallelen niach Bolyais Orundsitze bearbeilcl
(Lefpeig). Cfr. anebe m. 16,

B -~
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evidenza le relazioni che passano fra essa e la teoria aritmetica
delle quantith irrazionali e la teoria generale delle grandezze; né
vuol tacersi la grande utilith che deriverebbe dal tenere sempre
innanzi aghi occhii della mente ghi Elementi di FEuclide come mo-
dello insuperato di logica concatenazione delle parti, ove si aspiri
che il muovo sistema abbia un'influenza educatrice dell’intelligenza
non meno buona di quella che ebbe sempre guello euclideo.

Per assicurare poi al nuovo edificio tutta la desiderabile solidith
converrebbe enunciare esplicitamente tutte le proposizioni tolte dal-
esperienza, riducendole al loro numero minimo (cir. m. 15) e metiere
in chiaro la loro connessione con i teoremi dedottine. Le notizie
storiche ) e le applicazioni pratiche opportunamente presentate
(cfr. n. 186) servirebbero a raccogliere sulla geometria quella poeca
luce di diletto che vi pud splendere.

24. Ma (affretiiamoci a convenirne noi per i primi) un insegna-
memio costruito su un simile piano non potrebbe venire impartito a
chi fosse completamente diginno dei rudimenti della geometria, Sarebbe
fuindi ndispensabile farlo precedere da un insegnamento preparatorio
(accompagnato forse da esercizii di disegno geometrico) che rendesse
il giovane famigliare con le tigure geometriche e loro pitt ovvie pro-
prieta. Tale propedentica fu consigliata dall’Houel ® dal Fiedler ®
E dai commissarii che riferirono all’Associazione britamnica sul tema
vhe ¢i occupa ®: la sua utilith & generalmente riconoseiuta in
{rermania ®), essa & imposta e giustificata dagli eccellenti Rego-
lamenti pubblicati dai governi dell'Austria ©® e della Danimarcs (.
M adozione generale di essa si oppone forse lu mancanza di un buon
esto ® ma Vostacolo che cosi nasce non & insuperabile, tanto pit
he esistono dibri che possono essere consultati con profitio e collezioni
L modelli capaci di servire quali efficacissimi ausiliarii .

PO

= SR -

(1) Cir. Popuseolo i P. Teeuroumy ds noi analizzato In questo Periodico (T. V, pag. 6b-81),
La stessa qmestion: & siata trattata dali’ HepreL in un discorso (The Tee of Ifstory in Ten-
iRy Mafhematics) letto 11 14 gennaio 1800 dinamzi all'A. 1. 3, T., ma non gneors pubblicais.

(2) L. ¢ p. 81 @& seg,

(8) 8i vegga I'artleolo dlansni citato.

(4) Bi vegga Ia prima delle Relazioni dlausi (n, 18) nominaie.

(f) Krom, 1. e p. 167-178.

18) Ofr, " Instruction A oui gia parlammo nel n. 11,

() Cir. Samiing of Eksamenbestemmelacr vedrorende det hojere Skoteracsen [Kjolonhavn 1891).
(8) Kmipe 1. e, p. 170,

{9) k. p. 171-174,

e 8

T
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Se, come sembra, tale istruzione geometrica preparatoria rendesse
possibile dirigere la prora dell’insegnamento geometrico elementare
verso quei nuovi continenti che & gloria del secolo attuale di avere
scoperto, converrebbe affrettarsi a introdurlo dappertutio. Sarebbe
forse allora reso possibile il raggiungimento di quegli ideali che,
pii 0 meno schiettamente, sono dichiarati dai pii eminenti rappre-
sentanti di tutte le nazioni civili e di cui i punti di contatio e le
dissomiglianze noi ei siamo proposti di dimostrare con le pagine pre-
cedenti, nella fiducia che dalle essenziali analogie esistenti ifra essi
risulli ginstificata e possa trasfondersi nel letfore la convinzione
nosira che & debito di ogni geometra contribuire nella misura delle
proprie forze, con le opere, i consigli o gl incoraggiamenti, a che
essi vengano avvicinati e, se & possibile, raggiunti.

Genova, febbraio 1883.

ST

A PROPOSITO DI ON' LAVORD SULLA STOBIA DELLE ATENATICKE

(Continuazione, V. p. 25 e 57 di guesto Vul. ¢ p. 81, 113, 169 del Vol. V11).

- Per il centro O (Tav. 1, fiz. 7°) di un cubo iseritto nella sfera 4 A’
si tirino 1 semiassi O M — O N = 0 P =a, congiungenti 0 con 1.
centri delle faccie contigue, e si prolunghino delle partt M X =
NY= PZ = a segmento aureo di @; nei piani MON, NOP,
P 0O M si deserivano sopra M X, NY, P Z i quadiati dalle due parti
i eiascun asse; i sei vertici £, F, ¢, H, I, L dei quadrati posti sulle
rette passanti per X, ¥, Z, insieme ai loro punii simmetrici E, 7,
G, H, I, L', rispetto ad 0, ed agli otto vertici 4, B, €, D,
A, B, C’, D' del cubo somno i venti vertici di un dodecaedro rego-
lare iscritto nella sfera, avewle per diametro la diagonale del cubo.
Infatti chiamando 7, la proiezione ortogonale di 7 sul quadrato
ABCD e V il mezzo di BC, i triangoli reftangoli 11V, VMX
sono simili a motive della proporzione @ — & : & =— & : @ identica
ad I V:J I— MX, VM: dunque risultando complementari gli
angoli I,VI, XVM i tre punti I, V, X giacciono in linea retia

15
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e la figura TCFEB & un pentagono piano; di pit equilatero, atie-
soche (I1B) = (I]) + (B1) = (@) + (@ — a) - {a) = 4 (@) per
la (3); onde IB=24—FF o parimente si prova BE— EF
Inolire dalle (OI):(OZ)-]—(Z!)—_:(a+a=]+(w)=3(ﬂ)=(08)
si deduee esser i vertici del pentagono equidistanti da 0 e glacers
SOpra una stessa circonferenza ; dunque 77 lato del dodecaedro re-
golare pareggio il segmento awreo del lato di un cubo iseritlp
nella medesima sfera. Le faccie sono dve a due simmetriche rispetto
ad 0; ai vertici del pentagono 7B EFC corrispondono i punti
opposti I'B'E'F'C’; gli altri vertici del dodecaedro costituiscono i
pentagoni regolari e simmetrici 7 I DA'G, L'IHDAG giacenti
in piani paralleli alle suddetie faceie. 1 raggi o', p dei cerchi cir-
coscritti ai pentagoni L HD'A'G', IBEFC hanno la ragione a: g
dei loro lati LH—=RBC ed IB: quindi p':p=p:p — 5, ovvero
p —p & il segmento aureo di p ed eguaglia il lato del decagono
regolare convesso iscritio nel cerchio JBJE & C. Sia 8 =171 Ia
distanza del punio I dal piano L HD'A’ @ per il triangolo rettan-
golo LI1L si ha (LI) = (LL) + (I1) e siccome 77T ed LFy =
¢ —p sono i respetiivi lati del pentagono e decagono regolari
1seritti nel cerchio p si conchiude § — 7 /1 = p. Indicando con ¥
la distanza fra i piani paralieli LHDAG, LHDAG s vedrh
come 8’ : & eguagli la ragione delle distanze di 4 dalle parallele
LH, ]1B; ciod 8 :1p=IV:VX = ¥ Vﬂf:a}:ﬂ=p:p',
da cui si ha & = p — p; onde il diametro della sfera iscritta nel
dodecaedro regolare pareggia o 4 p'. La proiezione crtogonale dells
due faccie opposte 7B LEFC, I'BE R SOpra un pianc a gueste
parallelo si compone di due pentagoni regolari iscritti nel cerchio o
e tali che i vertici dell'uno siano i mezz1 degli archi sottesi daj
lati dell'altro : i rimanenti verticl del dodecaedro hanno la loro
prolezione sulla circonferenza concentrica alla prima p e disegnata
col raggio o' pari al lato del decagono regolare stellato iscritto nel
cerchio p (").

(*) Indicando con ; Pangolo diedre del dodecaedro regolare, dal trlangolo rettangolo ¥ i X, 5

i F a 'l-/i—l—.l
r e —r— | — "
h“""“i=xx e

| ]
e S
- TE g
= e
1 e S, L
At T

e - . - i - = L o - i e i S
= gl r i, » - , Li vt o f i il L] o - e 1 qTend e N e e T = 1 Py L
i - ." - 2] [l a5 e - = = T = W o L ."“ LT i v ra - ’. - . = " ._,Ir. - r__l L A -:!.___. - - - 17
i ol A = 3 g i R el 1 el e - o W R e b e T iy s .. i L S T e T Loy e e e o R ]
Jrm— L o e ] - - s r b s ! = ] T T. ] - = - 4 ] I T ™ ¥ . .
kL 25 e s e, e e N T, o e e e gl 3 : T T AN 2
éﬂww‘ﬁ";‘?"ﬁ .Llll bl ol L LA o - e 2 L T s g e E oy T T g r] s § s y o 5H, il
Ll 1 PR BB - L LR . .} = B = .
Bl T ™ Ly | Al i

.Cl_-\..l:-'-.- Lie
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La costruzione dell’icosaedro & semplice e diretta: in una se-
micirconferenza massima A B A" della sfera 04 (fig. 8%) s iscriva
1l quadrato BMM N, tirando in 4 la fangenie 4 T—=204 =d,
e la OT segante la circonferenza in B, la corda AB & il lato !
dell’ icosaedro. Nelle sezioni sferiche M B, M'N normali al diametro
A A" ¢'iscrivano i pentagoni regolari BCDEF, BCDE'F' sim-
metrici al ecentro .0 della sfera, iloro dieci vertici insieme ai punti
A, A" costituiscono i dodici vertici del poliedro regolare. Infatii
ponendo MM=MB=w, MA =y =

d— o
2

retiangolo O M B si ottengono (—:-) = (x) + (; ) = (% = = y):

per il {riangolo

cioe (@) == % (@), (y) =(w, * — 9y): dunque M A & il segmento
aureo di M B, od il lato del decagono regolare convesso iseritto
nel cerchio minore M B, e siccome per il triangolo A M B si ha
pure (AB) = (A M)+ (MB) si deduce AB= B(C =1, cosi le
faccie eguali ABC, ACD, ADE, AEF, AFB ¢ le loro sim-
metriche A B'C, ACD ..... sono triangoli equilateri. Inoltre le
congiungenti i vertici B, C, D, E, F con i punti N, ..... mezzi
degli archi sottesi dalle corde DE, E'F', F'B ..... sono per-
pendicolari al piano del cerchio M'N, ed eguali i triangoli B N &,
BCP, ... risultano congruia BM A e per conseguenza A B =
BC=BE =EC=...... i dieci firiangoli BE'C, ECF,
CFD, FDB, DBE BEC, ECF, CFD, FIB sono congrui
ad 4 BC e la superficie del poliedro si compone di venti triangoli
equilater: (7). Ad una faccia qualungue ABC & opposta la A'BC
simmetrica rispetto al centro O della sfera; gli altri sei vertiel
glacciono in piani paralleli ad 4BC e costituiscono due iriangoli
equilateri DE F, DE F' pur simmetrici rispefto ad O; ogni loro
lato D F=1 & diagonale del pguntagono regolare BCDEF e percid
con il lato ! soddisfa alla proporzione ! : l=1:! — /. Chiamando

1% Se dal vertiel B, D si abbassiuo le EH, D H normall allo gpigolo 4 0 Pangolo RH D =1,
8D

$BH
; da ood el trae t.ang — = ﬁ_!- l) = Iang » essando i 1'"apgeolo diedro del

misurera ciasoun diedro dell’icosaedro  dal triangolo iscscele B H D si Aeduce sen ; =
Va4 1

2y
dodeeaedro regolare.

T



— 116 —
p, p 1 raggi dei cerchi circoseritti ai triangoli ABC, DE'F si ha
pure p'ip=10:01=p:p —p; onde p & il lato del decagono
regolare stellato iseritio nel cerchio p. La distanza 6 fra i piani
ABC, DEF & il cateio di un triangolo rettangolo avente gli altri
latl eguali a % oy P —%p; ovvero (9)= (% p) —( — % P)_=
0(£)—5 (£) =p), ciot $==p. La distanza fra i piani DE'F,
DEF si ottiene conducendo la normale comune EFE =13, o
osservando che il piede E, cade sulla circonforenza o circoscritta
a DEF e nel mezzo dell’arco F'D, onde E,F = e dal trian-
golo rettangolo E'E F' si ricava (§') = () —()=3() — ()=
() —¢); ne consegue 8' =5 —p e il diametro della sfera iseritia
nel solido pareggiare p—+-o'. 11 dodecaedro e 1'icosaedro regolare
sono poliedri correlativi; e se il medesimo cerchio p sia circoseritio

ad wna faccia di enirambi, avranno comuni le due sfere iscrittc e

circoscritie ; proposizione di Aristeo contemporaneo di Euclide, e

riferita pure dal Prof. Loria alla pagina 70 della sua Memoria.
(Continua). G. BELLACOHI.

OB
SUPRA ALGUNE EOUAZIONI INDETERMINATE DI PRIMO GRADO,

(Continuazione e fine, V. pag, 29).

o. Facendo mella (4) p = 4 si ottiene :

(%)
- t's'm—ik,ﬂ .

Mutando nella (1) m in m — 44, e sostituendo in quest’ ultima

et
—

S, 4

formola si ha :

(;>(mh-4k+3')2h?m—k (%) (— ]}m_|_[_._ ]er—-—a

w4 T : + 3
Ty gk 12 ,E.j'k g

che si riduece s

(T) (m —dx+3p  (—~1)" [(m)_i_]] —

! (?)[2 . 31— 1y ;:]
- ?‘l —— — M — "
24 §!: Y - )
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Hd applicando al primo termine del secondo membro la formola per
la somma delle progressioni aritmetiche di ordine superiore, si trova
eseguendo caleoli

St =15 i [(—?) +ll [E(m+3f+3(—1)ﬂ —~
16[(;)4- 1Jﬂ(m;+-1)+ﬂ4[(*;‘) 1

(? [ZTi_k —3(— 1)’m—f=J i

D &

3

il

Ricordando ora che 7r,_, & il resto della divisione di m — k&

per 3, denotiamo eon my, 7, 7, rispettivamente il numero delle
i

Fot ok [?:'.:U, P (T):I uguali a 0, 1, 2. Sara :

o) oy
gk?' =M+ 4, %:k(——])“_‘t—_—ﬂn,—ﬂ]+ﬂ.3,

(&)

Y (2r_,—3(— 1™ =%} =5 (m, ;) — 3y,

gy %=
e per la determinazione in funzionse di s della quantith
Ek(2 ?':—:: — 3(— ]]r"“—") conviene ora distinguere vari casi:

L. m =0 (mod. 3).

m

Dei numeri £ della serie 0, 1, 2.... (2-) siformino tre gruppi

che soddisfino le econgruenze
o= 0, = 1. g = 2 (mod, 3)

e Segne
m'—kuEU, m——fﬂlzg, m-—kﬂzl

ed 1 numeri 5y, 7, #y saranno ugwali rispettivamente al namero

delie soluziom di queste congruenze pei valori delle & non mag-

giori di (—1—:—) E considerando® ora ire sottocasi distinti a seconda

che & ({'—) = U, 1, 2, si trova con facilith :

| (;)Eﬂ:ﬂg—
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onde | B (m-
20 (F)=1; Ei??*:_ju-—'d(_l)’“—f‘}_j (Tg .
. -~ m .
32 (:‘):2; EE[EJ-:‘_E—B(—-])'“*I‘]F- (43 L

GlLi altri casi si trattano in modo analogo, e si trover adunque :

I, m — 1 (mod, 3).

0 m . F - ?.m_
2 (_4_):11 Ei!: 2?1:1—?:_3(— ]') h:l: 9
3.° (E)*z 2y R T+
4 —— ? 21_ u?‘m_k—3(-—1) — 3
L. m—=2 (mod. 3.)
_ m
iy 2 (™) s
] (T):U- E}[ng_m—S(—])m_l“_ Z
O 6 (m) 1 -_2 2 T — & 7(43)—[-23
~ 4/ — ! Ek Tm —% 3 (_ 1 ) = 3
- ~ - ( m 4T
3 (T)=2; 2}{[2?“_&-—3(—- = =F =
I “isnari : % 3 _ ; .
ispezione dei valori trovati per la quantita 3 [2 r _ —3(—1) "] £
mostra che essi si riducono a cinque differenti, sostitnendo nell'ul- 1
tima espressione trovata per Sm,4 S1 Ottiene : it' |
| m 11 | ‘
Y4 =33 [(-4—) == 1 1 [ﬁ(m -+ 3)i + 3 (— ])”‘J —

16[(%—)+]]2(m+1)+64 r(?)+1l—%<($)+a)} .. (4)

ey
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dove si ha :

]

o =1 quando m & qualungue ed 4352

g — _: » (méﬂ, (i:—): )nw (m_:],?-z—l)
e : » (T?'IE 0, (?)EU) (mod. 3)
:=——|—-;—5 » (m—:—l, (T‘: _:—_U) » (mEE,(—";—I)EO

Ponendo p =4 nella (B) e nella (C) si avra:

II‘5"11,:!._ m—4, 4 Sm,d.z'gm—lﬂ,i

e per la (4) si ricavera:
® =g (D), [2 (m— 1)" + 3 (— 1)“‘] —~
16 (), m—3)+-64 (7), — 5| (F) —1+¢]!.

1 [("‘: )_1]1 [2(m—7)‘+3(-_ 1)"_1 —

(6)  Sms = 54
(=1} ]Ji(m—9)+64[ e 1]3 ;[(’”;2)_24-1"_

-—
=

16

| S

dove «' ed a” si determinano nei singolt cast colla stessa tabella
che fornisce i valori delle «, gquando vi si muti rispettivamente
in m — 4 ed in m — 10.

4. Mostreremo finalmente come si possa determinare il numero
delle soluzioni delle equazioni

m1+2mﬂ+3m5=m, $1+2m2+3wﬂ+4md=m.

Denotando con Si, S: ! numeri cercati si ha dalla formola (9)
della mia nota citata
L r 3 i
B0 = e Si'_gmﬂ,ﬂ % Sm=3m+u,4

e per tutio quanto precede i secondi membri di queste eguaglianze
sono perfettamente conoseciuti.

Roma, 1892. ALBERTO TAGIURI.
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PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Regole d’analogia nel triangolo o trasformazione continua, e
trasformazione analitica corrispondente. (Comptes rendus des Stances

de I'Académie des Seiences, T. CXVI. N." 1, 1893)., — Chiamande A, B, (',
ﬂrbiﬁiﬁtp_ﬁlp_‘bgp‘“ﬂggjR,?',T'ﬂ,?'b,TL.,B, ER,B;_.,EE,....
b+e—a ct+a—¥b aoa4+b—e

gli angoli, 1 lati, il semiperimetro, le quantiti 5 ' 5 ° 5
la superficie, il raggio del cerchio circoscritto, i raggi dei quattro eerchi inseritio
ed ex-inscritti, le quantita 4R 4+ », 4R — r,, 4R — 7, , 4R — 7, ...

Se, in una formola fra gli elementi del triangolo, st cambiano (uesie quan-
titd rispeitivamente in — A, »— B, »—C, a, — b, —¢, —(p —a),
—p(p—a), (p—0b), —8, — R, v, ¥, ¥o, Pp-, — Bz, —8&, —38&,,
— 8y, 81 avrd una formula esatia.

Se, per esempio, & stata dimostrata la formola

2B —a)(c—aP=(p? — 3ri),
8¢ ne deduece

() e+ + (b +a)* (b — o) + (¢ + a)? (2 — &) = [(p — a)* -+ 37, B, F .

che sarebbe stato impossibile indovinare a priori.
E. LEMOINE.

Nota della Red. — Per maggiori particolari sull’argomento si possono con-
sulfare : un articolo dell’A. nel Bulletin dz la Société mathématigue de France
(1891, pp. 136-141), le seguenti note del medesimo: 1° Etude sur une nou—
velle méthode de transformation dite transformation continue (Mathesis, 1892,
pp. 98-64, 81-92) — 2° Sur les transformations systématiques des formules
relatives au iriangle. Transformation conlinue (Association francaise p. Uavan.
des Sciences, Annuaire de 1891, pp. 118-130) — 3°. Régle des analogies
dans le triangle. Transformation continue (Journal de Mathé élém. de M. e
Loncomanps, 1892, pp. 103-108) — 4°. Une régle d’analogies dans le triangle
et la specifieation de ceriaines anafogies & wune transformation dite « tronsfor-
mation continue » (Now. Annales de Mathé., 1893, pp. 20-36); come pure la

nota del Sig. A. Povrax eol titolo Transformation des formules du triangle 5
(J. de Mathé, ¢elem,, 1892, pp, 110-113, 136-139, 151-153). AL

Sopra una soluziome della. Quistione 1I3. — Potendo il metodo '.‘;,:-i;g

analitico da me seguito nella ricarca della radice doppia dell'equazione proposta :.;E‘i‘
nella ¢. 113 essere oggetto di alcune critiche, espongo qui la stessa ricerca ‘:’;’T
con metodo rigoroso, credendo di giovare ai giovani studenti col porgere lore ~ Hj }
occasione di rivedere la poco curata teoria della divisibilith dei polinomi l

(Yedasi p. es. BERTRAND - Algebro, traduz. di Betti, Cap, XTII).
La quistione era: « Dimostrare che Uequasione

A +FAX A4 A x4 A, =0,
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mocui & A, = m® —1mn +m*V, A, —4min —31m?n® — 1]1m?) +
Zmul, A, —6m?n? — 3mn3l 4 64m?)® — 40P pm? + atlY; A =
4m*n® — nfl 4 128mw%n1® — 65mntl, Apg =mn*—+ 64m®°n?]* — 27133,
ha due radici eguali, ed esprimere queste e Ualtre radici in funzione di 1, m, n.
(D. BEesso) ».
Pongasi
[E@)=Ael + A ad+ A2+ Az + A,

allora la prims derivata di /(z) sard

(@) =44,0°+ 34,0+ 24,20 + A, .
Ogserve intante che

A, =m’A;, ove d.;:mﬂ ~— lmn <4 ;

ora A; non pud essere risoluto in fabtori razienali @i cui umo sia di 1° grado
mispeito ad m, perché quesi'uliimo sarebbe della forma m — P, essendo p un
divisore intero di 7%, e allora A; si annullerebbe per un valore di m indipen-
dente da =, il che per I'arbitrarietd di # & chiaramente impossibile. Ma A, non
¢ divisibile nemmeno per un polinomio eche contenga le sole lettere ¢ ed n,
perche {ale polinomio dovrebbe dividere i singoli termini di 4,: dungune A* &
primo (irriducibile in fattord).

Cid posto, si osservi che A; non divide A,, perchée 4, é di 2° grado in m,

mentre 4, & di 3° grado in m; inolire m non divide 4,, dunque A, & primo’

con A,. Segue di qui che non esiste un divisore dei cingue coefficienti A, , A,
Ay, A5 Ay di {'(m), cioé che 4, & primo con [(w).

Sia ora o la radice doppia di f(z) — 0 : sappiamo che, 8¢ le rimanenti due
radici B e ¥y di f(») = 0 sono distinte, @ — « sard il massimo divisore di

%ﬂi} ed );'_E!_)! e percid o sard razionale; potremo dunque porre « =,
1 i

=t
indicando con » ed s due polinomi in L w, % primi fra loro.
Allora sara

fo) = 4, (m —5—) (z — B) e — 7).
da em

@) =A4,(62— ) @—B@—7).

Dividendo danque 1l polinomio a coefficienti interi s @) per I'aliro a coefli-
cienit interi 4, (s — )%, si otterrk il quoziente di 2° grado (@ —B) (@ —y) =
%* +px 4- g (poniamo); e quindi p e g saranno espressioni razionali in L m, n,
e s1 potrd supporre che p e ¢ siano reppresentati da due frazioni aventi lo stesso

b ¢
mintmo denominatore ; sicché, puatu’p =y g= — "+ 8Vremo

a2 4 bw 4 ¢

2 pr4 g = -

ed @, b, ¢ non avranne aleun divisore comune. Allora avremo

as?f(w) = A, (e — ) (aa® + b +¢).
16

e W mm—m—

e —— e e b
e T =




— 122 —

Ora @s® divide i1 1° membro d; questa equazione, dungue dividerd anche jl
secondo. Ma as® & primo con aa® - b 4 ¢, poiché a, b, ¢ non hanano aleun
divisore comune, ed & primo con $z — » ¢ quindi anche con (s — 7)?; dunque
ast divide A,. Inoltre A,, dividendo il secondo membro della medesima equa—
zione, ne dividerd anche il primo membro @s®f(x); ma abbiamo gia provato
che A, ¢ primo con f(2), dunque A, divide as®. Sicché A, el as® sono ein—
seuno un divisore dell'altro, dunque A, — 2s°. Avremo pereid

fle) =(se — r)* (az? + ba +¢).

Ora, confrontando i ecoefficienti dej due membri, si irova in particolare
Ag =¢r?; dunque s ed » debbono essere fattor: doppi rispeltivamente di A ?
e di 4,.

Daltronde si ha

Au_—:n‘.d;, ove A;“_—mn*—}-ﬁimlﬂ——ETFﬂ:

F

dico che ;1;, ¢ primo. Intanto il discriminante di A, , essendo

w44 .64 2780,

non & un guadrato, e quindi A; non e decomponibile in fattori razionali pi—
spelio ad m ; inoltre, essendo i coefficienti di m®, m, m0 in A; primi fra lorg,
-A; non é divisibile nemmeno per un fattore razionale che non contenga m, ¢
quandi .A; & primo; dunque + =2 e —— 1 sono i soli fattori doppi di 4,.
Siecome si ha A, =m’A, e si & gis osservato che g & primo, si conelude
anche che —~m e 41 sono i soli fattor doppi di A,.

Segue di qni che, se x & radice doppia razionale di F@ =20, non pud
essere che

n 1
e=7—, a=4n, t==+F——, a=-41.
m == — m —

cloé & & indipendente do 4 Ma facendo I — 0 & trova subito

@) =m (max 4+ n)!,
dungue, se « & razionals, deve essere
2%
= —
m

Non resta dunque che verificare ; e la verifica A2 facilmente

D)= r(2)=

Clof o — — — & effettivamente unz radice doppia.

Palermo, gennaje 13899,

(. Rozorino,
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
118, 132, 133, 145*, 146%, 147*, 148* ¢ 151**

. e e ——— e i R

118, L' inviluppo dei lati dei triangoli isc—ortocentrici ¢ iseritlc in un dato
cerchiv é wna comica concentrica e bitangente alia circonferensa dei nove punf,
coraune a tuth quer triangol, e avente un fuoco nel comune greocentro, ¢
Paltro fuoco nel cendro del dato cerchio. (5. Carania).

Dimostrazione del Sig. Prof. F. Palatini a Venezia.

Sia A un punio qualanque del pisno, e vediemo quanti dei lati dei trizn-
goll in discorso passano per esso. Fissiamo un punto 2 snl cerchio dato di
centre O e tiriamo A P, )a
quale taglierd il eerchio ul-
teriormente in @Q: firiamo
£PM (M comune ortocentro
dato) e da Q la perpen—
dicolare ad essa, la guale
taglierd il cerchio dato an-
cora in N: tiriamo QM
ed a quasta la perpeadico-
Iare da N, la quale tagliera
ancors il cerchio O in un
punto P ; se P, cadesse
in P, il triangolo PNQ
sarebbe uno dei triangoli
della quistione. Ora essendo
che ad ogni punto 7 cor-
risponde un punto P, e
ad ogn1 £, un P, le coin-
¢idenze sono due, & percid
due sono 1 raggl in discorso passanii per 4. Dungne I' invilnppo che stiamo
esaminando e una conica K, ed i triangoH dells quistione sono gl' infiniti
triangoll contemporaneamente circoseritti a X ed inscritti in 0. I chiaro che
la K dev'essere simmetrica rispetto ad RM 0S8 che adunque contiene un asse
della medesima. »

Ora per ognune dei nostri triangoli esiste un cerchio dei nove punti col
centro in €, punto di mezzo di OM (V. p. 5. BALTZER. Plan. § 12, 8), ed & evi-
dente che due di tali triangoli X YZ, X' ¥'Z’, simmetrici rispetto ad B .S, hanno
tl medesimo cerchio dei nove punti, che dimeza M X, M Y oooo ) MZ' Ma 1l

(*) La rigposta alla quistione 143 vieme rimandata a! faseieolo venture, in cansa del notevole
aviloppo che richiede.
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lnogo del punti di mezzo dei segmenti che uniscono M coi punti di O & una
conica (perché ha due punti S0pra ogni retta per M senza passare per questo
punio), la guale ha dunque sei punti in comune eol eerchio uliimamente con-
siderato. Dunque tutti i cerchi dei noye punii dei mostri triangoli coineidono
D un unico cerchio C che =i pud definire : 1° come il huogo dei punti di mezzo
dei segmenti che uniscona M coi punti di O; 2° come la podaria di M rispetto
a K: 3’ come il luogo dei punti di mezzo delle corde che il eerchio O 1nter-
cetia sulle tangenti di K Opa prendendo il triangolo HLR & chiaro che C
tocea HL in V, ¢ioéd la K in ¥V ed analogamente in 7': ossin il cerchio dei
nove punil ¢omune ai nostri triangoli tocea lz K in due verticl, ed ¢ quindi
ad essa concentrico,

Se M é interno ad O e quindi & €, la perpendicolare da M ad B § incontra
Cin due punti reali F, G ; conducendo p. e ds F la parallela ad RS, pssa
¢ {angente a K (& chisro che la K puo,anche definirsi come I° 1nviluppo delle
perpendicolari alle rette uscenti da M ne; punii in e¢ui queste incontrano C) in
un vertice (reale) U deil’asse diverso da 7 V, il che prova che X ¢ un'ellisse
ed essendo MU = CF — CT, vuol dire che M & uno dei fuechi reali della
curva, ¢ quindi 0 I'aliro.

Se M & fuori del cerchio O o quindi di C, conducendo da 3 una tangente
a C, MD (D punto di contatio), la €D che & perpendicolare ad MD in D &
tangente a I, della quale sari dunque un assintoto reals ; percid in questo caso
la & & un'iperbole. B poiché la perpendicolare condoita da M all'assintoto O D
tagha su questo un segmento CD éguals al semi-asse €7, vuol dire che M -
uno de: fuochi reali delia curva, e quindi O 1'aliro.

Se infine M cade sulla circonferenza 0, 1 triangoli della quistione sono tutt
reliangoli col vertice dell'mngolo retto in M e coll’ ipotenusa ruotante intorno
ad 0, ed il nostro inviluppo si riduee a due nsel di raggi eoi centri M, 0.

132, Risolvere I 2guasione
I’—-T(:u:—l)‘.x.(x+])‘::a. (")
(I, Grupiez).
Risoluzione del Sig. Prol, 3. Martone a Regeio (alabria.
Sviluppando e ordinando si ha I'eqmazione

m7—7:u5+14m3—-7m—-f:;_‘—_0

£ o - . N
che per @ — z + Y L1], dove z indica una nuova mcognika, 31 muta nell'e-

Juazione trinomis

27—z’ 41 — 0 2],

\*) Come avverta il 8ig. Prod. 8, Catania ponendo o= — b, 1'equaszione propesta B riduce o

r-u: — 712" 4+ Mz’ — B4 b — 0, ohe nowr & a8 non un taso particolare (@ = — 1), dell'sgunzione

"+ Taz’ 4 14a% 0% 4 1624 b=10 considersta neils 9. 53 (Ofr. Periodico, an. V, pp. 97, 143).
Tuttavia stants la qualche diveraita del processo d risoluzione segnite appresso in confroato a
quellc della solaxlone della 4. 52, diamo posto alla risposia inviatacl.
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da ecni si ricava

: a+ P a®~—4
E L~ — ;/4 [3].

Ora sono da esaminare tre casi:
1° a® — 4 =20, ciod a =+ 2. Risulla 27 — < |l. Quindi

2RT ZAT

£=EDET+.‘:S-EET (k=0, 1,2, 3,4, 5, 6
0
k | 2 h (
3:&05(2 _,!; )n-i-iEEJl( _17_ )% he=0;1,2:3%4,5 8

e percid per la [1], le radici della proposta equazione saranno date da

2k 2k 1)
Tﬂ od m=2cus( ::,_ A (A=0,12,3,4,5, 6).

2° a® — 4 > 0. Indieando in questo caso con b, e b, le due radici [3],
saranno da risolvere le due equaztoni binomie 7 — b, = 0, 37 — b, =0,
le quali dinno

! 2k 2k - 2k 2k
s=} b, [cus > i :'uen—f:,; s:;/bs [{:Uﬁ——"r—I—iﬂﬂn—-“]

@ = 2 cos

7 7

e tali valor sostituiti alla lor velta in [1], facendo A=20,1,2 3,4, 5, 6,
forniscono le radici dell'squazione proposta.
3° a*— 4 0 quindi a < 2 in valore assoluto. Pongasi

a-t Pa® — 4
2

donde a — 2 cos . L'equnzione [2] diviene in tal caso

37T —2c08f.274+1 =0,

—cos B+ isenf,

che ha per radici 1 qouattordici valor

2him - 2k
Z == ¢08 “,}, ﬁ_isen 1;-!-# (e =0,1,%23 4 56, 8)
Sostituendo questo valore di z in [1], segue poi
2h® + |
@ — 2 cos = P (£=20,1,2, 3, 4,5,6)

Dalla discussione precedente risulia che mel 1° & nell” ultimo caso le radici
dell'equazione proposta sono tutte r&ah, nel 2° una & reale e le allre sei sono
immaginarie.

133, 8¢ il triangolo ABC ruota attorno ad un punto K del suo piano ad
¢ A'B'C’ una nuova sua posizione, e se inolire &, fi, 1 sono i punii d'incontro
rispettivamente di BG con B'C', di CA con C'A" e di AB con A'B’, si ha che:

1% se K & il punto di Lemoine (o punto @' incontro delle symediane) del
triangolo ABG, & anche il baricentro del triangolo w Py ;

1"
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2% se K & un punto di Brocard del triangolo ABC, ¢ pure un punto di

Brocard del triangolo « By, il quale ¢ simile ad ABCG, -
(6. Risom).

Risposta del Sig. Prof 8. Cetania a Catania,

1° Dico E, F, G i piedi dolle perpendicolari condotte da K rispettivamente
al lati BC, (A, AB del triangolo ABC, ed E', F', G' i punti analoghi per
il triangolo A°B'C’ ; risulteranne K G — AG, YG = yG'. Detto 3 P'angolo

di el & rotato il triangolo A BC, ed o, Yy, & le distanze K F, K F, K&, s

.
AVTA E'T=s:cos—§—ﬁ.

Ora, essendo K il punto di Lemoine del triangolo A B, si ha

z Yy 3 2A 0
a b ¢ A
dove @, &, ¢, A rappresentano i lati e I"area del triangolo stesso. Si deduce
Hy Q
z2=c.0 e - I - + € per consegusnza
v EDE?EI
K K K K
3 4B — =7 0vvero = P S (1).
a b c T Y 3

I triangoli K Ea, K FB essendq retiangoli, e per le (1) essendo Ko : KE —
Kf:KF (2, detti triangoli saranno eziandio simili, e sard l'angolo « K E —
PA F; posto in comune I angolo F Ko, risulterq I’ angolo f Koo = FKE.
B siccome inoltre ha luogo 1a (2), i iriengoli X o B, KEF saranno simili fra
loro. 8i dimostra in modo analogo che sono simili i triangoli KBy, KFG,
e 1 triangoli Kya, KG E.

I triangoli EF @, @y essendo composti dello stesso numero di triangoli
simili e similmente situati, saranno simili, e K sard omologo di sé stesso. Ora
¢ noto (J. Casey, 4 sequel to Buclid, pag. 172, 1888 - @. BerraccHl, Algebra,
vol. 3% pag. 58) che essendo K il punio di Lemoins del triangolo A BC, &
anche il baricentro del triangolo podario E F G relativo al punto X e al me-
desimo trinngolo, quindi K & pure il baricentro del triangolo « P Y.

Oss. 1.2 Dalla dimostrazione precedente risulta che dwe triangol analoghi
al driangols o By somo simili fra loro e simili al triangoio E F G,

Oss. 2.2 8i ha da tale similitudine

I' aBy: T.EFG:E?‘::’= l:cos®— 3,

ci0¢ : due triangoli analoghi al triangolo « By sono fra loro in ragione inversa
dei guadrati dei coseni delle meta delle corrispondenti roiazions,
Oss, 3.8 8 pubd esprimere 'area del triangolo o By in funzions di @, by C
e 5. Infatti, essendo —z’—m, —;y, %z, 108 —:—Q.ﬂ, %O.b, —:—G.c le
mediane del triangole B I 7, la sua area sara espressa, come e facile verificare,
12 A8 12 A°

ﬂ 3 '!. — - . di 1. = .
a8 30, A (@% 4 68 = coye - € sara quindi 2By (a?—}-b?—l-c‘)‘ma“%E
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<® Dico L) e o rispettivamente il punto positivo e 1'angolo di Broeard re-
lativi al triangolo ABC; saranno Q ed w il punto positivo e 1'angolo di
Brocard relativi sl triangolo A" B'(C". Eseendo ang. Q Be = 0 By, e ang. a By =
« By, i cingue punti ), a, v, B, B saranno concielici, e risulterd ang, Oy — w,
S1 dimostra similmente ehe ang. Qaf = OBy = w, e percido O & il punto
positivo di Brocard relativo al triangolo «{3y. Inoltre, dal pentagono iscrittibile
$2a BBy si ha ang. Quy = Q By, e quindi ang. yap = ABC, 8Si dimostra
similmente che ang. Bya = CAB ¢ ang. afly = BCA Cosi il triangolo
%py & simile al iriangolo ABC. Si noli perd che ai lati «f, fy, vy del
primo sono omologhi nel secomdo 3 Iati BC, CA, AB,

Oss. 4% Si pud determinare anche qui I'area del triangolo @ fv. Infaiii,

1 ha T, afly: T . ABC = ﬂ._TE : QA% Detta m la perpendicolare condotia

1
de €2 ad AB si ha: m — Qv cos = 6 = 04 seno: guindi

i

sen® L

L.aby = A.

eos” ?1 3
E si pud enunciare un teorema analogo a quello della precedente 2¢ Oss.,

Oss. 2.% Del teorema 2° esiste pure 1" inverso, che si pud enumeinre nel
seguente modo: 8e il triangolo ABC rweia attorno a wn punto K del suo
piane ed ¢ A'B'C’ una nuova sua posizione, e se inolire @ B. v sono i punts
@' incontrn rispettivamente di BC con B'C, &% CA con CA' e & AB con
A'B, e il triangolo aBy & simile «l iriangolo BU A, allora K & un punto di
Brocard del triangolo ABC, La dimostrazione & facile, perché dalle ipotesi
fatte risaltano coneieliei i gruppi di puonti o, B, B, v e B, B, vy, Q, ciod
risultano conciclici i cingue punti B, B, V> §2, @, e sard ang. Qya =QBC,
Inoltre ang, A BQ) = yaf); sard percid ang. Qaf = QBC = Qye. Di qui
¢ ovvio dedurre che & un punto di Broeard tanto del triangolo « By, quanto
del briangolo A B C,

Rimane anche risoluto il seguente problema: Determinare nel piano &' un
triangolo ABG wun punto K in modo che sieno verificate k¢ condizion: espresse
nel teorema dell' ultima osservazione.

145", Posto
E‘+b h+ﬂ'] E'J_I"'H'g ﬂn—!‘[—ﬂn-—l
a, — 2 s Ay — b} T P —— 9 ey w D ——— 2 1

EEPrimere 8n in funsiome di a, b, n, E.Eruaﬂra i Uimite a cui tende an guando
n tende all'infinito, (D. Bgsso).

Soluzione delle Sig.™ V. F. Prime 2 Bruxelles e del Sig, C. Awelly, stn-
dente nella R. UniversitA di Napoli.

Sopra l'asse Owm, prendiamo, nella stessa direzione, DA =—a, OB —1F e
sin A, il punto medio del segmento AB, A, il centro del segmento A, B,
A, il centro del ssgmento A A, ..., As il centro del segmento Ay, _o dn_ 1.
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E chiaro che @, Tappresenia il segmente OA,; «, il segmento DRy grcas .
an 1l segmento 0A,. E quindi

b—a b —a

" b—ﬂ-
ay = b 5~ + o5 veve = (= 1) -~
b—a 1 l (~1)*—1 b—a n b—a
b E (]-‘E-{-_ET__-.-. .+ 2‘"-—1 _b 3 4-(_]) - 3.2!]
e
b—a 20 4 a
t =& = s

&0 3 3
31 vede da ¢id che, tendendo »n all’ infinito,

il punto A, tende verso il punto
che divide A B nel rapporto 2:1,

Soluzione del Sig. E. Ghisi, studente nella R. Universith ai Catania.

Ponendo
o =2 T gt e (1]
¢ facile verificare che Y = %, F 2o, [2]. Gid posto, si trova
ax, 4 bu, Aty =+ Do,
e 2 ’ Uy — 93 )
ax, -+ ba
Dico che in generale 3, == 3 - Infalti sammettinmo che la legae

9
di formazione delle @ espressa da quesia formola valga per le due conseculive
«, ed Byt @ avra per dato e in seguito alla [2]

ﬂl:+ﬂk+l 1 ( 0% _, T o auk—l—bm&_]_l
Yxp 2= B) =5 oF ¢ SEH =
u(mk+2:¢i_l)+b(mk+l+2ﬂ:t) ﬂu!:+1+buk+i
— S = o+ ;

sicché la legge, che & vera per G, € a,, & vera sempre,
Ora osservando che i termini del secondo membro dells [1] sono in pro-

gressione geometrica di ragions — 2, %,, ¢he ne & la somma, prende apche la
41 k
o L= o

forma ' 3 — , coslcche sard

o — a1 0% a4 (= 1)""’]+a[_2“+‘+(—_1;“]_

2 3.2"
Eb-—l—ﬂ .b——ﬂ' A
— + (— 1)
3 3,9"

: 2b4-a
lim a = 3 (*).

(*) Altre soluzioni psrvenpero dad Bigg. &. Candido (studemte nells K. Universitd dl Plsa),
V. Ootumbo (R. Ist. tec. Bard), E. e Vito (R, Univ. Roma) e &. Marofta (R. Unly. Uatanis).
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146°%. In wn dato triangolo isoscele costrusre tre cireoli fra loro eguali,
ciascuno dei quali sia tangente o due lati del triangolo, e in modn che quellp
tangente ai due lati eguali tocchi ciascuno degli altri due.

Soluzione amaloga dai Sigg. V. Columbo, alunno del R. Istituto teenico di
Bari; L. Luwigi Mieei, R. Liceo Lucera: M. Piattelli, R. Liceo Bari: . Scar-
poni, R. Scuola tecnica Osimo; dalla Sig.” V. F. Prime e dalle Sig.™ Luisa
Polverini, Ada Sciava.

Sin. ABC (AB=AC) il triangolo isoscele considerato e siano A1, BT C1
le bisetirici del suoi angoli. 1 ceniri . P, v dei cireoli cercati si troveranmno
su queste reite e poiche « 8 dista da 4 B d”un segmento — B2, la qui-
stione =ara ridotia ad inscrivere nel iriangolo B7 4 un rettangolo col Iato pa-
rallelo ad A B doppio dell'altro lato. Chiamando 2Py 8 un fale rettaﬂgniu B
chiaro che il swo vertice y si troverd nell intersezione di A B col luogo dei
puntl per quali le distanze a B J, valuiate perpendicolarmente ad A B, sono le
meti delle distanze dei corrispondenti punti B ad A, prese parallelamente ad
A B medesimo. Un tal Inogo, che & una retta passante per [, pub costruirsi im-
mediatamente determinandone un punto cosi: Si innalzd ad 4 B Ja perpendicolare
DB=ARB:2 e tirisi DI 1l punio d'ineontro ydi DT con 4 B & un vertice
del retlangolo cercato e per completare la soluzione del problema, bastera con-
durre da v la perpendicolare ad 4 B ad incontrare B/ in B. firare da B Ia
parallela B ad A B fino che incontri AT in 0. e da « 1a parallela ad A C
finghé incontri €[ in Y- 1 punti «, B, Y saranno i1 centri dei eircoli richiesti.

E facile dimostrare a posteriory V'esattezza della costruzione precedente. Dalle
coppie di triangoli simili DBYI, yBI: ABI, aB1, si ha:

BB:Tﬁ:BI:ﬁI : Aﬂ:uﬁzﬂf:ﬂf
onde DB:yB=AB:afBequindi yB: fa=DB:BA=1:9

[l Sig. . Mari, alunno del R. Islituto tec. di Napoli, d2 una soluzione di
caraltere analitico. Egli indieata con p la distanza, da considerarsi nota, di J
da A B, ¢ con R il raggio comune dei tre cerchi, osserva. come precedente-
monte, che s lia:

AB:2R=¢p:p— R,

3 . B AB.p
g Ccin — A—H':F'_E_P‘
onde conclude che il raggio dei cerchi ecercati & una quaria proporzionale depo
le tre lunghezze A B+2p, AB e # Determinato R é poi agevole costruire i

eircoll medesimi.

147", Sian ABCD un rettangolo e sin, sul prolungamento del laxto A B, il
. _ AB BP
punto P cosi sitwato che il rapporto An S'a i cubo del ropporto AD: el

PC wmeontra in R il prolungamento della AD, i punti R ¢ P saranno equi-
distanti dal punto d'incontro delle diagonali del rettangolo.

17
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Soluzione dei Sigg. A. Parsi & Genova, &, de Vito a Roma, V., Cniﬁmba,
alanno del R. Istituto tecnice di Bari & @ Mazza, alunno del R. Istituto tee-
nico di Piacen:a.

Chiamando 0 il punte d'incontro delie diagonali, conducansi le perpendi—
colari OM, ON ai ati AD, AB del rettangolo e si tirino RO, 0O P.

Dea triangoli ROM, PON si ha subito

RO* = OM* 4 RM® — OM® + ON® - DR* . AD.DR. [
W=ﬁ5+ﬁﬂ_—_fﬂ?ﬂ+ﬁﬁ+§?ﬂ+ﬁ.“?. [2]

—  AB . AD

Ma dai triangoli simili RDC, CBP segue RD — | — —. onde DRy
— == AB'.AD® AB.aD* .. AR BP
AD.DR — ——— — ¢ mtroducendo la condizione —— — ——
Bp? BP AD A
_ AD? BP ALt BP* |
che equivale a = oppure a , 81 vicava infine

BP* 4B BP AB

DR® + AD.DR = AB.BP 4 BF°,

cid che mostra come i secondi membri delle [I] e [2] siano equivalenti. Si ha
dunque RO = OP ¢ v. d.. )

148" Dati i raggi deile basi di due coni retti d@s equal volume e di eguale
superficie totale, caleolare le loro altesse.

Soluzioni analoghe della Sig.™ V,"* F. Prime a Bruzxelles e del Sig. V. (o-
lumbo, allievo del R. lIstituto tecnico di Bari

Siano 7, R i raggi delle basi, &, H le allezze dej coni considerati; le quan-
Uta », R sono note e le guantith 4, H incognite,

I volumi dei coni essendo ugnali, si ha

(1] "h=RH 0 h: H=R?; rt,;
le superficie totali essendo uguali, si ha ancors
[2] PRt =R YR 4T R |
Ponendo 7 — 2 =A% Tequazione [1] dd A—A*H ed R— kr e Ia 3

2] diviene

Vri4kH: — k ity + O =7 — 1).

Poniamo ancora A%r? 4 HY — ¥? . saremo infine condotti a risolvere
I'aquazione

P rt 4 R YE  gige =r(R* — 1) 47,
rgpetto ad ¥,

(*} Altre solnxioni pervennero dal Blg, U. Gerra (R. Istitmio tee Placenwa), N, Fordeno
(R. Tstitutn tee. Nnpoli) e dalls Sig® V.* P Prims n Bruxelles,
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Ora, elevando al quadrato e frasformando, quest’equnazione, dopo aver diviso
per &k (A* — 1), diviene

RY* —2rY —r*A(R24-2)=0,
da cm la soluzione acceitabile

O
T

¥ =

Risnlta da eid che

B
AH=2 - YF+7 o §L=2 — VB

Lu Sig.™ Prime conclude osservando come questa soluzione si traduca nel
seguenle elegante enunciato: Le ipotenuse BC, CF, EG dei triangoli reitan-—
goh simili ABC, DCE, FEG essendo poste consecntivamente su di nna refta,
¢ AC=CD e DE=EF, il cono il coi raggio di base uguaglia AC e
l'altesza. 2 E'G ha lo stesso volume e la stessa superficie totale di quello il cui
raggio i base ¢ B F e l'altezza 2 B C.

il Sig. V. Columbo osserva che il problema ha sempre una soluzione gua-
lunque siano i raggi », & e le altozze cercate sono quarte proporzionali dopo

grandezze nole,

151", Risolvere un triangolo sferico retiangolo, il cui perimelre ¢ un qua-
drante, ¢d € pur dato un angolo obliguo.
(G. Bruracesr).
Kisolnzione delln Sig.™ V."™ F. Prime, a Bruxelles.
Siz. B I'nngolo noto; 1 ipotesi a + b 4 ¢ = 000 frasforms lo relazioni
velative al triangolo sferico rettangolo (4 = 909

cosa = cos b cosc ; ianc = tana.cos B
i
o ; i | — tan b tanc B
: o= G ? s = - -
sen ( ) 08 M cose an S r—
La prima di queste formule di tanb + tanc = 1. ¢id che permette di

serivere la secondse

vos B, {an®c — (1 4+ cosB).tanc¢ ~ cos B — ).

Di qgui a1 rieava P

EDEEE - m_‘g _l/l +3“DEE

2

tane =
cos H

1! problema, ammetie quindi, in generale, due soluzioni.
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QUISTIONI PROPOSTE O

e M e,

159. Se dagli estremi di un segmento che scorre sopra una
tangente di un cerehio (in generale di nna conica qualunque) si ¢on-
duceno le coppie di tangenti alla cumrva, i loro punti d' incoutro
descrivono una conica, avente un contatto quadripunto ¢ol cerchio
dato. Al variare della lunghezza del considerato segmento, le coniche
corrispondenti formano nn faseio, cni appartiene il cerchio dato e la
tangente & questo (contata due volte) nel panto opnosto al punto di
contatfo con la tangente data.

Applicazione, Dato un triangolo vi sono quattro coppie di tangenti
(non necessariamente tutte reall) al cerchio inseritto, ognuna delle
quali sega sui fre lati tre segmenti nguali,

F. PAraTmv.

180", Risolvere 1'equazione

EI:E—-—-3=3:B2(2$2 3).

F. Giupick.

161" In un triangolo 4 B C, indicati oon K Portocentro e con
G il baricentro, si eonoscono le distanze A F — 2, ¢ GH=] in-
sieme all'angolo 1 di queste reéte esprimere le tangenti degli angoli
4, B, U e le condizioni affincht la GH sia parallela a ciascuno

der tre lati.
(. BeLLACCHI.

1627. In un cono obliguo detta « 1inelinazione della retta cen-
trale O V=1 sulla base cireolare OMA, ed » I'angolo del raggio
OM—=—+ di questa con la proiezione della OV, provare che la Ze-

neratrice g = V.M fa con la tangente M T alla circonferenza O M
: 4
langolo 0 determinato per la formola cosd =— —° eps  sen 0,
)

G. BELLACCHL
183*. Dimostrare che 'equazione
2* — 168921 4 — 382291

ammetie una sola soluzione in numeri interi e positivi, Qual’ &

questa soluzione ?
A, Taciorl.

{*} Le questioni contrassognete con semplice asterisco sono indirizzate agll alunnt delle semole
secondarie, quelle distinte con due  asterisshi sono direite in partleolar modo aghi stndenti delle
acuvie superiori, senza escludeze qualalasl altro stadioso,

" e
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164". Nella serie @, «,,....x,,.... si ha per n > 2
T, = ha,_, -4 L.
Dato il valore @, di , esprimere @, per mezzo di A, I, n, a, .

A, TAGIDRL.

185*. Dimostrare che il prodotto di tutti i quozienti eompleti
!

&

della frazione continua generata dalla frazione ordinaria irriducibile

¢ augnale a P,
A. Tacior

186" Descrivere un cerchio che passi per due punti dati e sia

diviso diametralmente da nn cerchio dato.
P. Morino.

16'7*. Dimostrare che il limite della somma delle successive ed
infinite parti auree delle parti anree & un segmento ¢ uguale al
segmento stesso aumentato della sna parte aurea (*).

G. Pocciano.
168™. Dimostrare che 1’espressione

’{ﬂ—f—z(g)—}—a(g) -f-....-i—n{::)! : ;1 +(;)+(g)++(2)

& nn numerp interoc se » & pari, Y. CorreNTI.

169" 5S¢ in un $riangolo rettangolo il semicerchio descritto sul
cateto maggiore con diametro uguale al cateto minore, tangenzial -
mente a questo cateto, & tangente all'ipotenusa, i lati del triangolo
stanno fra loro come 5:4 : 3, M. PrarTeLLL

120™. Trovare tre numeri continvamente proporzionali dei quali
la somma sia 20 ¢ la somma dei quadrati 140.

(Dall Arithmetica vaiversnlis dr Newron).
] o’

KR
RIVISTA BIBLIOGRAFICA

RICGCARDO MAZZOLA. — Elementy di ariemetica. Livorno, R, Giunst, editore,
1892, — Prezzo L. 3. 20.

Ira 1 trattati di aritmelica usciti alla Juce in quesii oltimi tempi e che me-
11tano il favore del pubblico, & da annoverare quello del prof. R Magzzola della
R. Aceademia navale.

| ¥) 8i preferlece una dimosiragione geomelrica (¥. d. Red.),
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Son nove capitoli, seguiti (meno il seitimo) da esernizi in buon numero,
che contengono le ordinarie teorie preseritie da' programmi di aritmetica per le
nostre scuole: numeri inter:, frezionari, decimali, radici quadrate ¢ cubiche, nu-
meri irragionali, misura delle grandezze, sistema metrico, rapporti, proporzioni
¢ grandesze proporzionali.

Benché il titulo non lo dica, pure la traltazione & quale s'addice all’ arit-
metica defta razionale,

E notissimo come la teoria del massimo comnn divisore si faccia indipen-
dentemente da quells de’ numeri primi. E seguendo il consiglio e 1'esempio del
direttore di questo periodico (armo 1888, pag. 62), I'aulore dimostra la formola
che da il m. m. c. senza la teoria de' numeri primi ().

Anche la conversione delle frazioni ordinarie in decimali e viceversa & trat-
tata bene, come, del resto, ne aveva datv l'esempio il pref. Amanzio mnel suo
volume d'aritmeti~a teorica pubblicato nel 1887, o del quale 1l direttore del pe-
modico parld tanto favorevolmente e meritamente (anno 1888, pag. 60). Ed &
opportuna la distinzinne che si fa della frazione in quanio @ssa ¢ genoratrice
della periodiea ed in quanto & poi il numero limite di (questa,

[ eapitoli VII ed VIII trattano dei numeri irrazionali e della misura della
grandezza e sono inspirati ai concetti che ormai si hanno in quelle teorie (Ved.
per ea. gh Flementi di geom. di Sannia e p’OvVIDIO, DE PaoLls, ece.).

Auguro all’amico prof. R. Mazzola che egli stampi la 5° edizione del suo
libro, donde, se gli parra, potra far scomparire qualche inesatlezza ¢h'io v' ho
nolata, e delle gnali aleune mi permetto di segnalare :

1* Nella « Numerazione » inveee della definizione del numero, sempre dif-
fictle, preferirei si dicesse che la riunione di due o pill cose st esprime con nu-
merl, come pur fanno alcuni bnoni tratiati.

2° A pag. 94 e 95. In questa esposizione ¢’¢ qualche cosa che bisogne-
rebbe modificare a proposito delle frazioni eguali, Perché se prima leggo « Un
¢« numero frazionario si dice minore, eguale- 0 maggicre d1 an altro, se, rife-
« rendolt ad una determioata unitd, Vinsieme delle parti indicate dal primo eo-
« stituisce un futto minere, eguale o maggiore di quello costituito dalle part
¢ Indicate dal secondo », trovo poi inutile il teorema 1 del § 192: « Se si siu-
« menta ecce. », o, nlmeno, esso & la stessa definizione. La (juale, secondo me
dovrebbe esser meglio ed in altro modo siabilits.

3% A pag. 197 si afferma, senz'aliro, che # essendo un numero gualungue
8] pud prendere # abbasianza grande in modo che sia

2

1N= <P

laddove questo & un teorema che dovrebbe essere dimosirato.

Roma, aprile 1893.
(3. PITTARELLL

{*) Vedansi ancle a guesto proposite ie bells Lesioni di aritmefioa dol profl. BApun o Bosciimo,
altre libro degmo di eonsiderazione usaito quest’auno. (Cfr. Periedizco, a, VII, pp. 197-199).
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G. PEANO. — Lesion: d'Analisi nfinitesimale. — Tip. Editrice G, Candeletti,
Torino, 1803.

Non credo imopportuno accennare rapidamente, in guesto Periodico, nl vo-
lume | delle lezioni di Analisi infinifesimale del Prof. G. Peano recentemente
pubblicate, pel rigore & em: sono sempre informate e per I'abbondanza d’esereizi
analitici e geometricl svolti eontemporansamente alla teorin e proposti alla fine
d'ogni argomenlo. Non si pud fare & meno di riconoscere che esse sono gran-
demente adatie -al loro scopo ¢ quindi raccomandabili, sotic ogni aspetto, agli
studiosi.

Questo prirao volume contiene le regole di derivazione e le proprieth delie
derivate; gli sviloppt di Tayior e Macraurin, le formule d’interpolazione di
LAGRANGE e di NewrtoN e gli svilupp! speciali del binomio, delle Funzioni espo-
nenziali e pircolari e della longhezza dell ellisse; le regole d’integrazione per
partl, per sostituzione & per serie e le regole speeciali per le funzioni razionali
el irrazionali, pei differenziali binomii e per le trascendenti: contiene inoltre
le proposizieni pit notevoli sugli integrali definiti, con importanti regole d'in-
tegrazione per approssimazione e formule di quadratura, poi un eapitolo speciale
sulle serie, a termini costanti e variabili, dove & dato anche 1’ importante cri-
terio di convergenza di Caucuy, ed & provale con un esampio, relativo al loga-
ritmo 1ntegrale, che le serie semiconvergenti possono riescire molto wutili per
caleoli numeriei; vi sono pur dati emteru di convergenza e divergenza poi pro-
dotti infiniti.

Molti teoremi, dopo d'esser enunctati uei lermini usuali, sono enuanciati anche
in simboli e cio costituisce pure un pregio non trascurabile perchd, riescendo a
rendere generale 1'nso dei simboli logici, si gnadagnerebbe in semplicita e chia-
resza d'enunciatt e si facilitersbbe la rapida propagazione dei risnliati nmovi
togliendo, o diminuendo almeno, le difficoltd cagionate dalla varietd delle lingue.

Ancorcheé ritenga inutile fermarm ulteriormente a porre in evidenza i1 molti
pregi del libro del quale ho riferifo rapidamente, essendo troppo noto il rigore
con cui I'Autore del medesimo unsa fratfare la Matematica, non posso terminare
senza segnalare 1n modo speciale la originale trattazione della sviluppabilita
delle funzion secondo le pofenze useendenti d'una vamabile, 2 cnd I"Autore diede

ona generalitd, che prime non aveva ()
F. Giupice.

Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico. ©

Acampsnose (G.) — 1l tromometfo a registrazione fotografica (Rend. R. Ace.
Lincei, Vol. 1I, Se. 5" [883).

Banozuir (G.) — Su un problems di dinamica di G. Saladim generalizzato du
A. Serret (Rend. R. Ist. Lom. Se. I, Vol. XXVI).

(*) V. anche G. Praro: Sulla formule di Taylor: B Acc. delle Seienze dl Torino, 1801,
(**) Yer deficiensa &1 spazto, 'eleneo delle punbblicazioni pericdiche ricevnte, dalla ehiusurn
del 11 fas., viene rimandato al faseicolo vemturo.
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Berrazzi (R) — La risoluzione dei problem: numerici e yeomelrici, Dilla
G. B. Paravia e Comp., 1893 — Prezzo: L. 2.

Brameriia (A.) — Nella geometria degli iperspazi. Nota 17 Napoli, L. Pierro,
aditore, 1803,

CArARA (B.) — Saggio d' introdusione alla teoria delle quantitc complesse
geometricamente rappresentate, Cremona, Tip. Feszi, 1893 — Prezzo : L, 2,50.

Carstont (€.) — Magnetometro unifilare dei seni (Mem. R. Ace. Se. Leit. ed
Arti di Modena. Vol, IX, Se. 1I),

De.. RE (A.) — Sulla superficie del 4° ordine a conica doppin (Rend. R. Ace,
Lincei, Vol. 1I, Se. 5% 1893).

Ferarrinit (G.) — Di un doppio isomorfismo pella toorica generala delle sosti-
tnziors (Rend. R. Ace, Lineei, Vol. I, Se. 57, | 893).

Gamsiont (D) — Roceolte di civen 4500 esercizii @i Geomsiria, di Prigono—
metria piana e sferica e di Geometria deserittivg, con una Lreve esposizione
dei vari metodi per risolverli e con esempi di applicazione dell'nlgebra slla
geomeiria, ad uso dei Ginnasi, Licet, degli lstituti lecnici & nantiei e delle
Scuole militari, ¥, Vallardi, editore, Milano ; 1893 — Prezzo: L. 2,50.

GiovenaLe (G.) — Perfezionamento della macehing pneumatica a mercurio (Atti
Ace, Pontificia de’ Nuovi Lincei, To: XLVI, 1893).

Giwvice (F,) — Salla risoluzione algebrica delle equazioni (Atti R. Ace. del
Sc. Torine, Vol. XXVIII, 1893).

GRiLLIERES (L.) — Tinde des modifications apportées par in rotalion dimrne de
la terre aux lois de I'équilibre et du mouvemenl des eorps pesants. Paris,
Librairie Noay et Cie, ]803,

Gueora (G. B.) — Due proposizioni relative alle involuzioni di specie gualungue,
dotate di singolaritd ordinarie (Rend. Circolo mat. Palermo, Tomo VII, 1883).

Loria (G.) — L'odierno indirizzo e gl attuadi problemi della Storma delle scienze
esatle. Relazione fatta al Quinto Congresso Storico Italiane. Genova, Tip.
K. Istitnio Sordo-muti, 1893,

Marcoroneo (R.) — Intorno ad un punto della teoria della rotazione di un
corpo (Rend. Circolo mat. Palermo, Tomo VI, 1893) - Sulla ricerea
dei ecentri di curvatora delle traiettorie dei punti di una figura mobile
(ldem., idem.)

MiLrosevics (E.) — Sull'anno che serve di origine delle olimpiadi (Mem. So-
cietd Spettroscopisti ital, Vol. XXII, 1893). — Sull'aclisse di Archiloco e
sulla iconografia al Canone degli eclissi di sole di Oppolzer (Idem., idem,).

Panova (E.) — Commemorazione di Enrico Betti (At R Istituto Veneto di seien.,
lett. ed arti. Tomo IV, Se. VII, 1802.03),

Pavazzo (L.) — Sopra un caso osservato a riguarde dell'influenza di conside-
revoli masse di ferro sulle misure magneto-telluriche (Mem. Sociatd Spettro-
scopistl ital., Vol. XXII, 1893).

PiRoNDint (G.) — Aleune formole relative alle linee tracciate SOPra upa super-
ficie e loro applicazioni (Ann. di mat. pura ed app., Serme II, to. XXL 1R93).

Prrrer (C.) — Dell'origine, diffusime e perfesionaments del sistema mefrico
decimale. Firenze, Loescher & Seebar, 1892 — Prezzo: L. L.

Porra (F.) — Discussioni delle equazioni generali delle coniche e delle quadriche
in coordinate cartesiane. Torino, Tip. G. Candeletti, 1803

Reslire (A.) — Mathématiques et mathématiciens. Pensées et Curiosités.
2.% edition, Paris, Librairie Nony, 1893 — Prix: 5 fr..

Vivanm (G.) — Sull'applicazione della funzione ellitica pu alla teoria dei poli-
goni di Poncelet (Rend. Circolv mat. Palermo, Tomo Vi, 1893). — Sulle
seriec di potenze i cui coefficienti dipendono da wna varighile (Ann. di mat.
para ed app., Serie IL to: XXI, 1883).

——

Uh,{usura della redazione il di 12 maggio 1893,

------
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Contmuasione ¢ fine,
V. puy. 25,57 & 113 di questo Vob. e pag. 84, 113, 169 del Vol. VII.

V.
lI' pentagono stellato fu I'emblema dei pitagorici, od il segno (i

riconoseimentn e di mutna assistenza fra i diseepoli e gh-adepti della
virtuosa Scuola italo-greca.
Prolungando tutti i lati del pentagono regolare convesso A BODEsi

trova lo stellato A"B'C" D' E"; la reita A A’ congiungente i vertici opposti

3
dei due angoli BAE = &%, A'= - = DAC & loro bisetirice

comune; 1 triangoli isoseeli A DC, 4"D € sono congrni AC—CA" e
B C pari al segmento aureo di A'C. La piramide costruita con Ia
base A B CDFE e con le faccie laterali A BE', BCD'. CDA’, DE(,

EAE ha i diedri dell’angolo al ver-
fice congrni a quelli del dodecaedro

E: BJ‘

platonico @ gli altri supplementari.
Nell'opera la Divina proportione
di Lmnca Pacioli stampata a Venezia
Panno 1509, si ammirano disegnati
dalla maestra mano di Leonardo da
Vinei aleuni poliedri a stella avent
per nucleo uno qualunque dei cingue 4

solidi platonici, sulle cui facele prese por basi ervigonsi altrettante
pirnmiili Tegolari; onde ['esterna superficie viene a comporsi di
friangoli 1sosceli. Indicando con 7, e, § i respettivi numeri delle
faccie, vertici, spigoli del nuncleo, quelli dei poliedri siellari del
Pacioli evidentemente saranno /" =a/f, v =v+f, §¥ —=s+af
love 7 rappresenta quanti latisformino il perimetro di ogni faccia
del nucleo. Supponenido i triangoli isoseeli giaeere %' ad %’ in uno
siesso piano, gli s spigoli del solido platonice divenire diagonali delle

nunve Jaceir ed 1 rimanenti %/ disporsi due a due in linea retta, i

. - . - af ﬂ - '3 ﬂ
suddetti numeri si ridarrebbero ad /* — = v'=], g =3 /-

18
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Il sommo Kepler nel 1° libro dell’ Harmonices mundi, Lincii
Austria 1649 (*) discorrendo sopra le segrete relazioni degli astri
col numeri, i ritmici suoni, e le figure geometriche, svolge le va-
rieta dei poligoni regolari stellati iseritti in una circonferenza, co-
minciando da quelli che si possono eostruire con gli elementi di
Fuclide ; poi analizzando le proprietd derivanti dal eerchio sup-

posto diviso in setie parii eguali e preso il raggio per unith di
- . . o . 2T
misura prova esistere tre eftagoni con i lati corda = =&,

(03 G
corda - =& V4 — o=y, corda = =« (3 — &) = 3, ra-

dici dell’ equazione &® — Ta* 4+ 142* — 7 — 0. Tl guale asserto
si pud agevolmente verificare eliminando @, fra la precedente

eguaglianza, e ciascuna delle variabili y, 2, poiché si deducono
7T — 3y 32— 3
28— 2

formule si otiengono due egnazioni 1'una in y 1’altra in z identiche
alla sestica surriferita evidentemente riducibile al terzo grailo.

Kepler si occupd eziandio di formare alcuni reticoli piani per
aggruppamentl di poligoni regolari diversi, e nel 2° libro del me-
desimo trattato descrisse e delined i poliedri di Platone e di Ar-
chimede enumerandone le faccie e gli angoli solidi.

Alla proposizione 26" indica. disegnandoli, due nuovi poliedri
regolari a stella K,, K, contenuti da dodici pentagoni stellati che
nel primo foggiano dodici angoli pentaedri convessi e nel secondo
venti angoli triedri. 11 dodecaedro Ky nasce cdal prolungare tutti gh

spigoli del dodecaedro platonico, n dal costruire sopra ogni faceia

); mediante le sostituzioni ¢l (uesie

di guesto solido una piramide regolare, in cui il lato 7 della base
eguagli il segmento aureo rdell’altro spigolo ('; significando con p
il raggio del cerchio circoscritto alla base e con h l'altezza della
piramide si trova (') = (p) + (k) ; ora essendo ¢ il lato del pen-
tagono regolare a stella iscritto nel cerchio p, si conchiude 4 iden-
tico al lato p" del decagono regolare a stella iseritio nel medesimo
cerchio p. Inoltre le faccie del dodecaedro platonico sono simme-
triche rispetio al suwo centro O e distano fra loro del segmento

(*) Joamrnie Kxrrenl. Opera omnia, volumen V; edizione enrata ial Doft. Tlarlo Frisch & Fran-
eoforte negll anmi 1888-78.

.
T o R L
4 i Lol =
whn e M R
I
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o+ ¢, il vertice A di K; ha per simmetrico un altro vertice A’
rispetto ad O; ne consegue il diametro della sfera circoscritta al
primo dodecaedro di Kepler pareggiare o + 3. Nelle formule tro-
vate per i poliedri del Pacioli facendo /= 12, n" —=n = 5 si dedu-

cono per K, i numeri /" =1v" = 12, & = 30; perocché i venti ver-
tici del nmecleo spariscono e vengono sostituiti da quelli delle faceie
pentagenali stellate aggrnppantisi © a
per comporre ciascun angolo solido.
Simboleggino A, B, C, D, E, F sei ver-
tic1 del poliedro K, sitnatl sopra 1 raggi
che dal centro O proiettano i centri delle

faccie adiacenti nel semidodecaedro pla-
tonico, ed 4', B, C', D', E', ¥ siano i
loro punt) Eil]]]]]ﬁh"iﬁi; a1 pentagoni con-
vessi BCDEF, CAFDE, ABEFD.
CAEBF, DAFCB, BAECD, risultano gli stellati BDFCE
CFEAD, AEDBF, CEFAB, DFBAC, BEDA(C che
insieme con i loro simmetrici BD' FCE, CFEA'D, AEDB'F,
CEFAB DFBAC, BE DA C costituiscono le dodiei faceie di A,.

L’aliro dodecaedro X, si ricava dall’icosaedro platonico prolun-
gando gli spigoli BE, CF, AD termi-

nanti ai vertici di ciaseuna faceia 4 B C ed

2

aventi 1'inelinazione =% sui due lati A B,

BC della medesima ; ne risultano cosi
tante piramidi regolari 4 B C S quante sono
le faccie del nucleo ed il lato 4 B della

hase eguaglia il segmento aureo dello spigolo

AS. 1l punto § & vertice comune ai pen-
tagoni stellati che si deducono col prolungare i lati dei pentagoni
regolari convessi ABECD, ACF'BD, BCF'A'E esistenti sulla
superficie del nucleo. Adungue il poliedro X, ¢ della specie dei so-
lidi stellati del Pacioli e ponendo f=— 20, n — 3, » = D sl tro-
vano 1 numeri /" =12, " = 20, & = 30; infaiti i vertici di
- Ne sono 20 giacendo sui raggi proiefianti 1 centri delle facele del-
l'icosaedro convesso dal sno centro 0, e ad ogni vertice S di K
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CONCOrTono ire pentagoni siellati onde se i triedri fossero disgiunti
s1 avrebbero 3.20 pentagoni; ma sul poliedro K, i vertici di ogni
faceia appartenendo a cinque friedri, ne consegue esser 3.20 : 5 =12
il numero delle faccie distinte e 3.20:2 = 30 il numero degli spi-
goli, attesoché ciascuno di questi unisce i vertici di due triedri.
Rappresentando p il raggio del cerchio cireoscritto al triangolo 4 B C,
p il lato del decagono regolare iscritto nel cerchio s, 4 Palezza
lella piramide SABC, I, ' i respettivi spigoll A B, A 8 deduconsi
le relazioni (1) =3 (@), ' =3(), () =3() — () = (p + #):
(quindi si trae h=p 4" E poiché le faccie parallele A4 B(C,
A'B'C dell'icosaedro platonico distano fra loro del segmenio p + ¢,
ne risulta il diametro della sfera circoscriity al dodecaedro A di
Kepler esser triplo di quello della sfera iseritta nel suo nucleo.

I Professore Giuseppe Bertrand ricavo questo poliedro stellato
dal dodecaedro platonico uneundone cinfque a cingue i vertici, ¢ la
sta memoria & inserita nel volume XLVI dei Compies Rendus,
anno [ 858.

Fa mestieri dimosirare che il pentagono A F B E G & regolare;
mfatti la normale 4 4” ab-
bassata dal vertice 4 sulla
faccia opposta A" B C'D' E

souaglia 1l diametro e

della <lern iseritia wd il preche
A7 vathe nel merze el are

sotteso ddadla corda 070 nella

cireonfersuan 2 e 1 disiung

r: A" P pureggia 1l seginento

AP terzo proporzionale in
ordine ad 44" = 2; el
AB = : onde a motivo
<+ ¢
2

sima normale 4 4” sega il piano del pentagono F7 G 7, H in un punio
4o tale che 4 4) = ¢ distanza (; (uesto piano dal parallelo 4 B C D E,
or condottu la perpendicolare 4, @Q, alla cdiagonale F @ si vedrd 4, @,

esser identica alla proiezione A Q— /' — (1A 4 Q Iy—p4¢—QrI;

della relazione p: p' = p': T p' si ottiene 4 P =—F . La mede-
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il segmento Q f” terzv proporzionale in ordine a 2" ed # 1/ lato del de-
cagono regolare stellato iscritto nel eerchio ’; percid dalle relazioni
o FI =FI:FT +¢,p:p=0p:p —¢ ne discendono I' egna-

: ; : FI 4 ¢ " I l
glhanze FI'—p—+-¢, QF — 5 F:p + 5 A{!QD:EF"

Sussiste dunque la proporzione 4 4" : 4" P" = A A,: A, Qy, i triangoli
rettangoli A 4,0, 4 A"P” sono simili, il vertice 4 giace nel piano
delle parallele F G, B' E" ed il pentagono convesso A FB' F G & re-
golare. Cos1 ogni vertice A del dodecaedro platonico & pure vertice dei
tre pentagoni regolari convessi A FB'E G, ADI'E H', ACIT' B' 1.,
che hanno per lati le diagonali delle faccie e gli altri vertici coingi-
(ono con quelli del poliedro. Da questi pentagoni si deducono gli stel-
lati ABGFE, ATHDE, AI'L’CB' segantisi dus a due per i
lati AB, AE, AT e percid componenti un triedro 4 con gli angoli
piani ugunali a ;— Aggiungendovi i poligoni A'B G F' F, A" IHID E,
A" 1L C B simmetriei dei primi rispetto al centro 0 del dodecaedro, si
vedra esistere fra i detti sei pentagoni stellati soltanio due col vertice
B segantisi per il lato BA', & poiché gl altri lati concorrenti in B
sono B G, BC' si troverh il nuovo pentagono stellaio B G’ H'D C
che interseca i primi due lungo l¢ refte B @', B e deiermina con
essi il triedro B congruo ad A. E costruendo il suo simmetrico B @
A P'C risultano insieme ai precedenti otte pentagoni stellati, dei «uali
due soli banoe il vertice eomine e si segano per il late OB sic-
core gl altei dwe Jati coi termind in © sono ° Y, C L' si deduce il
pentagonn stellato O L7 F 27 forinante ¢ol primi due il triedpn (!
cotite al 2 ov B Descrrvendo i siinelyico O L IE 1 st otdiazom
col surrierity, ieci peniagoni stellati, fra 1 quali tre compongono il
tricdro D, altri il triedro £, ma due soli hanno comuni il vertice #
ed il lato FE', e poiché i loro lati adiaconti sono F G, F L si vedri
doversi aggiungere 1 poligono F G H I L per formare il triedro F: ed
insieme al suo simmetrico # P H' I' L' completano 1'intera snperficie
del poliedro stellato K.

Al due solidi Kepleriani K, K, sono respettivamente correlativi
il dodecaedro Py e Picosaedro Py stellati, nel 1810 invenuti dal geu-
mefra Poinsot (Journal de !’ Ecole Polytechnigue, 10° cahier); ai cinque
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veriiel di ogni faceia del poliedro &, corrispondono cinque piani formanti
un angolo pentaedro stellato in P,, e viceversa alle cinque faccie enm-
ponenti ogni angolo pentaedro convesso di &, corrispondono i vertici
di un pentagono regolare convesso faccia del solido P,. E poiche in
due poliedri correlativi indicati con /50,5 i numeri delle faceie, vertici
& spigoli dell'uno, risultano #, /. ¢ i rispettivi numeri dell’altro, si con-
chinde ¢/ dodecaedro P; di Poinsot esser costitwilo da dodiei fuccie
peniagone regolari convesse, dodic angolr penlaedri stellati e trentq
spigoli. Ragionando in simil guisa per il solido K, composto di venti
angoli triedri, dodici faccie pentagonali stellate e trenta spigoli, sive-
dra l"icosaedro P, di Poinsot Contenere venti faccie Iriangolari e i-
latere, dodici angoli pentaedri stellaiti irenia spigoli.

Il professor Bertrand ricavd i poliedri Py, P, dall'icosaedro pla-
tonico: infatii ogni vertice 4 di (] -
sta figura © comune ai cingue pen-
tagoni convessi ABEC'D, ADB FC.
ACDEF, AFCBE, AEFDEB
situati sulla superficie dell cosaedro,
e che hanno un lato coincidente con

clascuno spigolo dell’angolo solido 4,

secondo i quali si segano due a due i
suddetti poligoni ; i termini dj questi
spigoli cadono nei vertici del penta-
gono stellaio BE'FCD che & pure una faccia dj P, ed insieme
con le altre 4" B 4" CD, A"EFDE, AFPCBE ACDE R
A'DBRC, B EF ¢D sinmetriche delle prime compongono la
superficic del dodecaedro stellato di Poinsot. Parimenti ogni ver-
tice 4 dell”icosacdro platonico ¢ comune aj cingue triangoli equi-
lateri A" E, AEB, AB'D, ADC, AC F, descritti col lato
pari alla diagonale del pentagono regolare convesso A CFB'D: i sud-
dettiiriangoli segansi due a due higoilati A B, AB, AD, AC AF
aventi gli estremi nei vertici del pentagono stellato B D' ¢ 7. Ag-
giungendo i trilateri A'FE. A'E'B, A'BD, A'DC, A'CF simme-
tricl dei primi cinque si ottiene la metd della superficie del po-
liedro P,.

| 2 " Formoap . =
ﬁ'll:'l- I.-| i n."-.l-‘ ‘-'.-.r.' T Ll ._I'.I i o fr-‘=-- -'.'-I-:-':::-l. . l.-
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Fra questi dieci triangoli esistono due sole faccie col vertice B
segantisi per il lato B A" onde si dovranne unire ad essi i triangoli
BE C, BC F, BF D per comporre il pentaedro stellato B congruo
ad 4. Costruendo i loro simmetrici B EC, B'CF, B FI' & facile
osservare come per le sedici faccie precedenti esistano quattro sole
col vertice comune C e percid doversi aggiungere il triangolo C ED
per ottenere 1l pentaedro siellato C congruo ad 4 e B. Presa la figura
C'E D simmetrica di CE D si vedrd come fra i diciotto triangol;
surriferiti vi siano soltanio quatiro eol vertice comune D, e vi oe-
corra. la faccia DF' E per comporre il pentaedro stellato D congruo
ad A B C. Aggiungendovi la simmetrica I’ F E' si avranno determi-
nate le venti faccie dell’icosaedro stellato P,.

Per un poliedro conteniuto da faceie tutte n-latere e da angol]
solidi tutti mm-edri sussistono le relazioni (1) # /= m v =— 2 5. Proiet-
tando le faccie di un peliedro regolare dal suo centro sulla superficie
sterica in esso iscritta o circoseritta, ottengonsi poligoni sferici equian-
goli ed equilateri avenii i loro vertici sovra circonferenze minori,
Significando con @ la misura di ogni angolo sferico referita all’an-
golo retto, la somma degli angoli intorno a ciaseun vertice di questi
poligoni si esprime per (2) ma=4r; dove ¢ rappresenta la specie

dell’angolo solido, pari 4l numero dei giri che 'arco di cerchio mas-
simo, proiezione di uno spigolo, deve eseguire attorno al vertice per-
correndo tutti gli m angoli sferici successivi, Se indichiamo con P
il centro sferico (o polo) del cerchio minore cireoseritto al poligono
Ay Ag Ag . - . Apy 4, proiezione di mwna faceia del poliedro, 1aren ¢
clascuno dei detti triangoli sferiei isoseeli PA; 4y, PAgAs, ... ..
PA, Ay referita al trirettangolo verra misurata dall'eccesso sferico
o — 2, e percio I'area di tutto il surriferito poligono egnaglia #n o — 2,
ovvero na@-+4¢ — 2 n; perché la somma na degli angoli si compone
degli angoli mterni ai vertiei #el poligono e di ¢ volte quattro rettr:
essendo @ la specie di questa figura, od il numero dei giri compiuti
dal raggio sferico P 4,, quando l'estremo A, abbia deseritto il pe-
rimetro 4,43 As . . .. A, Supponendo esistere /poligoni eguali ricuo-
prenti e volte la superficie sferica avremo (3') (na—-4p—R22) /=
Se; 1 qual numero e chiamasi la specie del poliedro. 11 geo-
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metra Poinsot nella sua memoria introdusse gli angoli solidi concavi
stabilendo Ja formula (2) e considerd solo poligoni convessi dando
la (3°) col valore p=1. Il sommo Cayley generalizz} il teorema
Euleriano i un breve seritto pubblicato nel 17*° volume del Phslo-
soplical Magazine, anno 1859, mostrando la relazione D S —
S-<e per i poliedri a faccie stellate ed angoli solidi eoncayi:
come & facile verificnrla per i poliedri regolari eliminando a, m, n
per le precedenti eguaglianze (17, (29, (3). Da quesie ricavasi la

. . " . ; p & v &
seriedelle identiche raglnnl(4j2(mq:+ﬂu] mﬂ‘“'d—%ﬁdﬂ o

scambiandovi 72 con 7. « con ? rimangono invariabili i numeri ¢ ef 8,
I poliedri sono correlativi, il numero delle faceie (o vertici) dell’ uno
pareggia il numero dei vertiei (o faccie) dell’altro. Cosi attribuendo
nella (4') ad #, ¢, m, ¢ i respettivi valori 5, 2, 3, 1 (oppure 3, 1, 5, 2)
risultano per e, [, v, 8 le pil piceole soluzioni 7, 2, 20, 30 (oppure
1,20,12, 30), che danno il dodecaedrs K, o Vicosaedro P, della
settima specie, e nella slessa serie (4') posto M—=n=>5, p—2,
=1 (oppare p—=1,6—2) si traggono per e, /. r, § numeri pro-
porzionali ai rispettivi 1, 4, 4, 10, e moliiplicati questi per & danno i
numeri 3, 12, 12, 30, che forniscono 1 due dodecaedri stellati R,, P,
della terza specie. Ad ogni maniera di decomporre 1a superficie sferica
m poligoni regolari eguali corrisponderebbe un poliedro regolare eirco-
scritfo alla sfera; siblene leguaglianze (1°), (29, (3) risnltano neces
sarie ma non sono suflicienti a determinare la cereata decomposizione.

. BrLiacom,

Cak T w——
F' ‘.._AEB i —

SUI NUMERI DATI
MEDIANTE INSIEMI DI NUMERI RAZIONALI

T o i i

L'uso di gruppi di numeri per la determinazione i alty numeri
¢ ormai aflatto comune: tuitavia ¢l pare che il eollegamento di detta
maniera di determinazione aj primi eoncetti di limite s possa mi-
gliorare e semplificare: appnato queste ¢i proponiamo ora di fare.

Considereremo sempre insiemi formati di soli numer; razionali,

o Il =
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sebbene questa limitazione non sia necessaria, per non complicare la
dicitura senza conseguire nessun utile né teorico né pratico.

L.

DEFINIZIONT E PROPOSIZIONI FONDAMENTALI SUGLI INSIEMI DI NUMERI.

Anzitutto ¢i occuperemo della determinazione d'un numero per
mezzo di due insiemi limitrofi e stabiliremo, pei numeri determinati
in tal modo, i concetti d'egnale, maggiore e minore, conecetti che per
numeri razionali son quelli che si danno negli elementi d’aritmetica.

1. Defimzione (D.). Si dice che wn numero & razionale se il
medesimo pud esser dato da una frazione ordinaria, a termini interi.

Si sa dall’aritmetica che un numero razionale si pue sempre
esprimere, ed in un sol modo, o con un intero o con una frazione
irreducibile.

2. D. 1. Si dice che dei numeri formano un insiene, od un
gruppo, ol una classe per significare che i medesimi sono tutti i
numer: avenii certe assegnate proprieta.

Dicesi che un insieme ¢ finilo, od mfinilo, secondo che eonsta
d'un numero finito, od infinilo, di numeri.

D. 2. Si dice ¢che un numero d'un gruppo € un massino, od
un minémo, se il medesimo non & minore, o non & maggiore, di
nessun numero del gruppo.

Teorema (1.). Un insieine, che non CONLENGa UN massimo ed
un moamo, & infinilo.

Dimostrazione (R.). Infatti: se un insieme prive i massimo
contiene il numero a,, devesi trovare nell’insieme un NUMEro g, mag-
giore i ay, e, siccome a, Non e massimo, vi si deve trovare un nu-
mero as maggiore di ag; similmente, non potendo ag essere un mas-
Simo, vi sard un numero a, muggiore di a,: continuando cosi s
riconosce la presenza nell’insieme di infiniti numop @ @ Qg Aq .. .
clascuno dei quali supera il precedente. Se Iinsieme fosse privo di
minimo, si riconoscerebhe in modo simile la presenza i infiniti nn-

meri osservando che, dopo d'aver fissato un numero dell'insieme, se
ne potra sempre fissare uno piti piecolo.

18
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Corotlario (O.). Ogni insieme finito contiene un massimo ed
un minimo.

Esempio (E.) 1. L'insieme (21, 23, 5, 9, 17) ¢ fimito: ha il
minimo 5 ed il massimo 23.

E. 2. L'insieme dei numeri razionali non mmori di 2 e minori
di 5 & infinito : contiene il minimo 2 e non ha massimo.

E. 3. L'insieme dei numeri razionali maggiori di 3 aventi qua-
drato minore di 11 & infinito e non contiene ne massimo né minimo.

E. 4. L'insieme dei numeri razionali non minori di 3 e non mag-
giori di 7 & infinito e contiene il minimo 2 ed il massimo 7.

3. D. 1. Si dice che wn insieme & superiore ad un aliro se
ogni numero del primo insieme & maggiore di eiaseuno del secondo
allora dicesi pure che il secondo insieme & enferiore al primo.

D. 2. Si dice che due insiemi sono lemitrofi se uno & inferiore
all’altro ed ogni numero razionale positivo dato arbitrariamente &
pit grande che la differenza di due numert presi convenienternente
neli'insieme inferiore I'uno o nel superiore 1'altro.

E. 1. L'insieme dei numeri razionali minori di 10 non € né in-

feriore né superiore a quello dei numeri ottenibili da 8; ﬂ: ;5
attribuendo ad = i valori 1. 2y By 5% 0y 100.
B. 2. L'insieme dei numeri razionali minori di 2 & inferiore a quello
dei numeri razionali compresi fra 7 e 9: i due insiemi non sono limitrofi.
E. 3. L'insieme dei numeri razionali compresi fra 3 e 5 e quello

dei numeri razionali maggiori di 5 sono limitrof,

T . : oy N = | ,
E. 4. L'insieme dei numeri otienibili da = e ghello dei

{ »n
on -+ 3
da

numer: ottenihili , dando ad # totii i valori interi po-
sitivi, somo limitrofi.

E. 5. L’'insieme dei numeri razionali 2 soddisfacenti la disegua-
glianza « 4~ 2® < 1 & guello dei numer razionali y soddisfacenti
la y 4+ 4" > 1 sono limitrofi.

4. 'I. Se ¢ dato un insieme di numeri razionals tullz minori, o
maggiori, d"un dato numero razionale, Uinsieme dei mumeri ra-
Zonall magegiori, 0 minori, d'ognt numero dell'insieme dato ed il
dato sono limiirofi.
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R. Sia (X) un insieme di numeri razionali ed A sia un numero
maggiore d’ogni numero di (X). Si componga un insieme () con
tuttl 1 nameri razionali maggiori d’ogni numero di (X), tra i quali
sonvi per ipotesi 2 ed 1 maggiori di A. Il gruppo (Y) & manifesta-
mente superiore ad (X'): dico inoltre che ogni numero razionale po-
sitivo, &, & maggiore della differenza di due numeri presi convenien-
temente, 'ino in (X)) e l'aliro in (Y). Infalti; si fissi un intero n
maggiore di —i per cul sara ¢ > —:: . 81 prenda poi in (Y) la minima
trazione di denominatore n, la quale per quanio fu supposto non sara

hn pAL s i . . m .
ossia di /4 : fale minima frazione sia = la frazione

maggiore i

M — ]

non sara dunque in (Y) epperd non supererd tuiti i numeri

i (.X): in questo groppo prendiamo appunto un numero &, che non

i . .om — ] m ,— - | i )
sia minore dj - Sarh cosl = >a > —— , Per cui sara

m i

, m g — | :
e i — OSSIa
” < 7 n

; 1

n

: l o . . .
per cui, essendo — < &, sard con piti ragione minore di = la diffe-

renza tra il numero :'— di (Y) ed il numero & di (X). Resta cosi pro-

vato che 1 gruppl (X) ed (1) sono limitrofi.

Si dimostra nello stesso modo il teorema per I’insieme dei numeri
razionali minorl di quelli d™uno dato e quest’insieme dato.

H. 1. L'insieme dei numeri razionali minori, o maggiori, d'ognt

i 8n — 1 . v ; .
numero otienibile da ———%— dando ad % i valori interi positivi mi-

=

nori di 1000 e l'insieme dei 999 numeri, ottenibili come fu detio,

sono limitrofi.
] — nt

E. 2. Il groppo dei numeri ottenibili da ——— dando ad n ogni

valore intero positivo, e limitrofo all'insieme dei numeri positivi. Non
esiste nessun numero minore Li’ogrmn{) di quelli otienibili nel detto
modo.

0. D. 8i dice successione un insieme i numeri corrispondenti uni-
vocamente ai valori inferi positivi di »: il numero corrispondente al
valore p di »n dices) 9™ numero della snccessione.
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Si dice che una successione non & mai decrescente se nessun $uo
numero & piu piccolo del precedente: si dice che non & mai crescente
se nessun suo numero ¢ maggiore del precedente. Si dice che una suc-
cessione e sempre crescenle se ogni suo numero & maggiore del pro-
ceclente ; st dice che & sempre decrescente se 0gnl suo numero & mi-
nore del precedente. Diconsi monotone le successioni mai erescenti, o
mal decrescenti; si dicono oscillanti quelle non monotone.

T. Se ¢/ numero 0™ d'uma successione mai decrescenie ci nu-
mert razionali é minore, qualunque sia 1, del numero n™ d’'unao
mai crescente ed ogne nwmero razionale posilivo é maggiore della
differenza der numeri n™ delle due successions, per opporturi va-
lore di n, le due successioni sono limatrofe.

R. Siano @, y, i numeri ™ di due successioni di numeri razio-

nali, (X) ed (Y): e supponiamo che sia, per tutti i valori di 2.
Loy, ? &y +=1 yn = yn—|~1 H"'ﬂ < y - LIS !
: : ' . RLERE
Sia 2, un numero (ualunque di (X) ed Y, Uno qualunque di (Y): g1
siccome i numeri & non decrescono mai ed i nnmeri Y 11011 CTescono ",.“:,; ]
CIUREN
— —— B T
Lp = Tp 4 g Ya= Yo )q el
" TER
per cui, ricordando ancora essere &, .. , < Ypg» 8l riconosce che & : ﬁf"é
LpZ By g < Yp 4 g < Yq if
1'5';;3.&}
da cui segue dover essere @y < Yo Ugni numero (i (X) ¢ dungue mi- : ,:,::;F
. v g : . . . : e
nore di qualsiasi numero di (Y); ma, per ipotesi, ogni numero razio- S
nale positivo ¢ maggiore della differenza di dne yunyeri Presi conve-
nientemente 1'uno nell'ma e I"aliro nell'altra suceessione per cui le
rue suceessioni sono limitrofe.
E. 1. Le dve successioni aventi per numeri n*™
o 3n — 7 Sn -4 1!
T  Bn Yn = Sn
sono limitrofe.
K. 2. Le successioni aventi per numeri »n™
14 3 5 . 2n 4| ! .
@n = : ?_.-‘-*__I_Ti-_’_l_ ST (2a)! Yn=— &y, (25)! |

sono limitrofe.
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6. T. 1. Se due insiemz di nmwemert razionalt sono Rmalrofi e
luette @ nuwmert razionali compresi fra un numero dell'inferiore ed
uno del superiore appariengono all'vuno od all'allro insieme e non
st rova un massimo nell’insieme nferiore né un minimo nel supe-
riore, allora non esiste un numero razionale, che non $10 minore
de nessun numero dell'insieme inferiore e non sia maggiore g nes-
suno el superiore.

R. Siano (X) ed (Y) due insieru limitrofi di numer: razionali e
supponiamo che ogni numero razionale compreso fra un certo numero
&' di (X) ed uno ¥ di (Y) appartenga ad uno dei due insiemi. Dico
che, se non conterrd un massimo il gruppo inferiore (.X) né un mmimo
il superiore (Y), non potrd esistere un numero razionale che non sia
minore di nessun numero dell'insieme inferiore e non sia maggiore di
nessuno del superiore. Infatti, se vi fosse mn nmumero eon quesie pro-
prieth, non essendo il medesimo minore di & né maggiore di y’, do-
vrebbe appartenere ad uno dei due gruppi : se appartenesse al grappo
inferiore, sarebbe un massimo del medesimo, non essendo minore di
nessun numero dello stesso: se invece appartenesse al grappo superiore,
sarebbe un suo minimo, non superando nessun numero del medesimo.

T. 2. Se due insiemi di nuwmer: razionall sorno hmilroft, od c¢si-
ste un 8ol numero razionale che non ¢ minore di NeSSUR NUMETO
dell’ insieme inferiore e non €& maggiore di messuno del supe-
riore, 0 non ne esiste alcuno. In quest'wltimo caso non puo avere
un massimo ['ingieme inferiore ne wn ninimo il superiore.

R. Siane (X) ed (Y) due insiemi limitrofi di numeri razionali
e supponiamo che g¢sista un numero razionale @ che non sia Mminore
i nessun numero del gruppo inderiore (X) né maggiore d’alcuno del
superiore {Y). Se & dato un numero razionale & maggiore di a, es-
sendo limitrofi (X) ed (Y) e numero positive b — a, si possono prendere
on numero in (X) ed uno in (¥} tali che la Joro differenza sia pin
piccola di & — a: siano &' ed y' iali numeri; sia ciod:

Wy —2 <b—a epperd b >y + (a — &).

Per 'nltima diseguaglianza, essendo positivo o nullo ¢ — &', & b > ¥ .
Adunque, ogni numero maggiore di 2 & maggiore di qualche numero




di (Y). In simil modo si riconosce che Oghi numere razionale minore
di & & minore di qualche numero di (X) per cui nessun altro numero,
oltre ad @, gode la propriefd di non esser minore di nessun numero
del gruppo inferiore (X) e di non esser maggiore di nessimo del
superiore (¥). Ora un numero, che fosse un massimo del gruppo
inferiore od un minimo del superiore, non sarebbe minore di nessun
humero del gruppo inferiore pé maggiore d'aleuno del superiore per
cul segue che: se un numerg razionale con queste proprieta non
esiste, non pud esservi un massimo nel gruppo inferiore né un minimo
nel superiore.

E. 1. Non esiste un numerp razionale, che non sia minope di
1essun numero razionale avente quadrato minore di 3 né sia mag-
giore d’aleuno avente quadrato maggiore di 3,

E. 2. Le due successioni aventi per numeri 5™

dn — | 4dn 1 |
2n Yn — 2n

&y —

sono limitrofe. 1] numers razionale 2, ed esso solo, non & minore
di nessun numero # e non & maggiore di nessun numero y.
(Continug). F. Gropics.

—3R0E—
LA RISOLUZIONE COMPLETA D UN PROBLEMA

Il problemn che forma cggetio della presente nota fu gia tratiato in (juesio
Periodico ("), od altrove (") ma né 'una né I'altra irattazione ci sembra com-
pleta, ed & per cid che crediame Cpportund ritornare sull'argomento, non tan(o
per 1 problems in se SUess0, quante per determinwre i Limiti aj uali, & nostro
a¥viso, deve giungere la trattaziope completa di un problema geometrico di se-
condo gredo o riducibiie al secondo grado,

Desideriamo specialmente porrTe in evidenza che la traitazione geometriea &
un problems deve contenere, oltre alla s0luzione, la discussione geomelriea com-
pleta, dei dati e ides riswitati, senza limitarsi ad accennare alla possibilitd o
meno che il problema ammetta una o pin soluzioni, e che la trattazione alge-
brica di un problema geometrico deve giungere alle identiche conclusioni non
2010, ma contenere la rappresentazione grafica delle incognite, senza di che un

(*) Aumo V1, 1881, pag, 1395,
{**) Dolr. Tog. Feperico Ovemrna : Aleune guestioni i Mafematica stementare — Cassle,
Tip. e Lit. ¢ Usssene, 1893, pag. 18.
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probleme geometrico non si pud dire risolto. I ben vero che, cercando tale
rappresentazione, raramente & giunge alle sempliei ed eleganti costruzioni che
costifuiscono la risoluzione geomeiries, ma eid potra formare oggetto di studio.
Crediamo utile infine che faceia seguito tanto alla risoluzione geometriea, quanto
alla risoluzione algebries, la ricerca del come possano variare 1 dati del pro-
blema, rimanendo invariate aleune soluzioni di esso.

A chierire il nostro concetio varri V'esposizione compendiata del problema
in diseorso.

Promexa. — Dal vertice A di un triangols ABU, ¢ ced lati sono (lati,
condurre al lato opposto BC una retta AD, in mods che il guadrato di AD
S0 equivalente al retlangolo dei segmenti BD, DC del lato B C. Calcolare wno
det segmenti, e discutere 1 dati e il risultate.

RISOLUZIONE GEOMETRICA. — Posta la condizione che il punio D debba tro-
varsi fra B e C, sia 0 il centro della circonferenza circoseritta al triangolo.
I punti comuni al lato BC ed alla circonferenza che ha per diamefro 0 A
risolvono il problema ; infatti tale circonferenza & il lnogo geometrico dei punti
di mezzo di tutie le corde condotte per A nella circonferenza circoscritta al
iriangolo. Si potranno eost avers due, una o nessuna spluzione: ed é condizione
necessaria € sufliciente per la possibilits del problema che la perpendicolare M N
abbassata dal punto di meszzo M del raggioc OA sul lato B C sin minore ol
nguale ad M 0.

Se l'angolo A del Iriangolo dato & ottuso, si ha M N < M0, ed il pro-
blema ammetie due solazioni.

Nel caso speciale che il triangolo, essendo Oitusangolo in A, =ia isoscele, i
due pumii D che risolvono il problems, e che chiameremo D, D,, sono ad
uguale distanza dai vertici B & €, ed i segmenti AD,, AD, sono uguali.

Se I'angolo A & retto, si ha pure in generale MN < MO: il problema
ammette doe soluzioni, ed uno dei punti D coincide col punto di mezzo di BC,
mentre I altro & il piede dell' altezza corrispondente a B (: infatfi uno degli
angoli avenli il vertice in tale punto risulta inseritto in mesza circonferenza.

Nel csso speciale che il triangolo. essendo rettangolo in A, sia isoscele si
ha MN = M0, ed il problema ammetie una sola soluzione determinata dal
punto di mezzo di B C.

Se I'angolo A & meuto, pud essere M N % MO. Per determinare in quesio
ca80 & quali condizioni debbano soddisfare gli elementi datl, ossia i lati del
triangolo, affinché il problema sia possibile, supponiamo che la circonferenza di
centro M ¢ di raggio M O sia tangente al lato B (¢ nel punto D, », e tagli i
lati AB ed AC rispettivamente nei punti P e Q loro punti di mezzo. Condotti
i segmonti AD,y, PDiy, @D, e PQ, il triangolo PQD, , & isoscele.
quindi AD, , & la bissatérice dell'anzolo 4, e si he pereid :

AD, ;+BD, ;.CD, ,—AB.BC ossia 2BD; ;. CD, = AB.BC. ()
M si ha pure:

BD,,— BP.BA e CD; ,=— C0Q.CA
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Oasis ¢
_ iB .,  A¢
_DE - — B o—
B 1__._ 2 E S.DI__ 2 b |
quindi, sommando membro a membro queste due relazioni e la (1) insieme :
— -
— _ AB AC
BD§‘E+C.D?_E+EBDLE.C-Dj_g__ 2 + 2_' } AB-BC!

OSSIA : _
2BC"—=(AB+ AC).
Se invece la circonferenza di centro M o raggio M O taglia il lato B C in due
punti, prendendo =sullg ecirconferenza cireoseritia al triangolo 4 B un punto A,
tale che, condotto il raggio 0OA,, la circonferenza di centro M, (punto di mezzo
di 04,) e raggio M, O risnlti tangente &l lato BC, si ha per la dnnostrazione
precedente -
2BC = (A, B+ A, ),
ma ():
A\B+A4,C>AB+ AC,
dungue :
2BC > (AR + AC) .

Se infine la circonferenza di centro M e di raggio M 0 né toeea, né taglia i
Iato B C, preso il punio 4,, come sopra si é detto, si ha ancora :

2BC = (4, B+ A, O,
~ma () in questo caso:
4, B+ A4, CL AB+ AC,

(*) Lmneaa, — Se cfue triangoli aventi un lafo in comune sono tnaerilél nello slesso cerchio, la
#omma degli allri due lgii ¢ maygiors i guel trigngolo che ha maggiore Uallexza corrispondente gl
tafo epmune,

. — Siane 4 B O, 4, BC i dus trlangoli, che potremo ritenere sitnati della stessas parte
el lato comune B 0, e sia ad ea, A B0 quetlo che ha msaggiors 1'altezzs enrrispondente 4] lalo
B ; si vuol dimosirare che
. JH-}-JE}AIE-}-AlE.

K manifestn che se-
B4 ¢ BA, 5i ha {?Alfyﬂ'.d,
e fnvees:

BA, > B4, gl ha: Ca, CA;

per fissare i idee supponisme che si verifinhi Ia prima Ipotesi, allora n) dimostrare she -

AR -}-.dﬂ'}..ilﬂ—j—dlﬂ
equivarrs il dimostrare che:

48 — AR A C— A0,

Bnilatl HA e E’AI Aapartire da Heda s Prends rispettivamente BP — JE"!Ij £ EFPI = {4,

o, condots] | segiwenti Aa,, AP, AF, , 8 notl che | dne triangoli A4 P AA Pl hanmo uguall
gll angoll oppost! al lato eomume A4, perché supplementari degll angoli alla hoae dei triangoli
isogoell BA P, C4 P, ehe hanno ngnali gli angoll al vertlee; ol pud Gongue descrivere wns oir-
eonlerenza per { puntl A4, 4,, P, PI - Bl not] inolre elie nei dne triangoli xl.:i]P, Ad P 1'an-
gole 4 A P del primo ¢ minore delVangolo 4 A, P, del senondlo, sard gnind "'angolo A Ay P del
rrimo maggiore dell'angolo dl.& £, del seeondo, ¢ pereid el eerohio AA!PP] sarii 1o corda AF
maggiore dells cordn 4, Py, ¢ v, .,
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dunque:

2BC < (AB 4 AC),

Snlla posizione reciproea della ecirconferenza di cemiro M e raggio MO e
del lato B C non si possono fare altre ipotesi, d’altra parte le ipotesi fatte hanno
condotto a conclusioni che si esgludono & vicenda, dungue sono vere le propo-
sizioni inverse, cioé: Se sussisie la disuguaglianza:

9B C > (AB -+ ACY,

la circonferenza i ceniro M e raggio MO taglia n due punti il lato 2 C, ed
il problema ammetle due soluzioni. Se sussiste 'uguaglianza :

2BC — (AB+ AQ)?,

la eirconferenza tocea il lato B, il punto di contatto & sulln bissetirice del-
I'sngolo A, ed il problema ammette unna sola soluzione. Se snssiste infine la
disugnaglianza !

2BC < (AB+ A0y,

la circonferenza né taglia, né tocca il lato B C, ed il problema non ammetie
soluziont.

Nel caso speciale che il triangolo, essendo acutangolo in A, sia 1soscele, 1
problema & manifestamente impossibile, ed in conseguenza & pure impossibile se
il triengolo & equilatero.

Posta la eondizione che it punifo .D debba trovars: sul prolungamento di B £,
ess0 sara determimato su tale prolungamento dalla tangenie condotla in A alla
eirconferenza circoseritta al triangolo A B C. Perché 1l problema gia possibile, &
guindi necessario e sufficiente che i lati A B ed A C siano disuguali: ed il punto
che risolve il problema, e che chiameremo D,, sard dalla parte di B o di C,
seconilo che st avra A C E AB.

(Continua). Dieee Doilt. Feriaw.

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Sull’area delle figure piane limitate da linee rette (Dai Sitzungs-
berichien der Dorpater Natwrforscher Gesellschapt. dinrg. 1892). — Un pro-
blema cosi semplice come quello della misura delle aree piane limitate da linee
rette non fu anecora trattato, per quanto risultae da) lavor: che 10 comosco, con
tutto il rigore e tutta la chiarezze possibili. A tacere dell’ introduzione d
procedimenti illimitati, vengono a Morto usaii assiomi generali concernenti le
grandezze, assiomi immediatamente evidenti solo quande le grandezze con-
siderate sono segmenti rettilinei, quando cioé il confronte fra esse si pud fare
mediante sovrapposiziene, Uno di tali assiomi generali sulle grandezze, che viene
applicato in tutti i trallati o me noti di geometria elementarc per dimoslrare
I'equivalenza di due parallelogrammi aventi egual hase ed eguale altezza, ¢ ad

20
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es. quello che «grandenze eguali tolte da grandezze eguali danno differenze fra
lovo eguali». Seinfatti i lati dei parallelogrammi opposti slla base comune hanno
tomune una parte od almeno un punto, i due parallelogrammi si possanoc im-
mediatamente decomporrs in parii tali che ogni parte dell” uno corrisponde ad
una parte ad essa eguale nell'altro. Ma nel easo in cni quei due lati non hanno
aleuns parte comuue si credette dovere abbandonare quel metodo di dimostra-
zlome, insuperato e fondato su una definizione precisn, e com'é noto Io si ao-
stitul con altro ove ciascuno parallelogrammo si considera come la differenza
fra uno stesso trapezio e due triangoli congruenti, Ma sinché non si sia rinseit;
A misurare mediante segmenti le aree piang, il che & reso possibile appunto e
solo coll” aiute del leorema da dimostrare, ¢ illezittima 1’ applicazione del pre
cedente assioma sulle grandezze.

Qaesto metodo di dimostrazione si deve dinqne rigettars, con tanta maggiore
ragione perché in ogni caso ognuno det due parallelogrammi aventi la stessa
base ed eguale altezza pud venir decomposto, 1n modo semplice ed intelligibile
& qualunque scolaro, in un certo nomero di parti tali che ad ogni parte dell®un
parallelogrammo corrisponda nell’altro una parie congruente. Fsso si trova esposlo
ad es. nella 1 parte (p. 75 e seg.) delle Vorlesungen siber allgemeine Arithmetik
dello Stolz (Leipzig 1885). Questc metodo Pad  anzi un po' semplificarsi eol
diminmire il numero delle partt in cui si fa Ja deromposizione ).

St considerino infatti gli estrem contigui dei lati dei parallelogrammi op-

posti alla base comune e par ciascuno si conduca la parallela ai lati del paral- - L 4

lelogrammo a cui guel veriice non appartieng e si prolunghi fino ad incontrare
1 lati estremi dei doe parallelogrammi. La conginngente dei due estrerni cost

oifenuil & parallela alle due bagi e stacea dai due parallelogrammi dati due -

nuovi parallelogrammi immediatamente decomponibili in due coppie di triangoli
a due a due congruenti, Se | due parallelogrammi residui hanno per lati opposti
alla base comune due segmentt non aventi aleon punto comune, si operi su di
easl come prima e cosi dope un numero fimto di prove si giungerd ad una
coppia di parallelogrammi a cuj & epplicabile il consueto ragionamento. Se Je

distanze degli anzidetti vertici configui dei lati opposti alla comune base & mag-

giore di n volie ln base, ma non maggiore di n 4+ 1 volte la bace stessa, al-
lora ogni parvallelogrammo rests decomposto in un irapezio (o per eccezione |m
triangolo) tre triangoli ed parallelogrammi, e ad ogni san parte ne corri-
sponde una congruente nell'asltro paralielogrammo.

Ure se in gencrale si chizmano equivalenti due figure piane rettilines quando
clascuna pud essere decom posia in un numero finito di parti per modo che ogni
parte dell'una figura corrisponda ad uns parte congruente dell” altra, =i pud,
come 31 legge in Stolz 1. 2., dimostrare con pieno rigore che ad ogni figura
dell'anzidetia specie si pud associsre un reitangolo equivalente avente per uno
dei suoi lati un dato segmento ed sllora la superficie di essa figura & realmente
rappresentata dall'aliro lato di quel rettangolo. Perd cosi si & tacitamente pas-

(%) Cfr. anche: De Paolis, Elementi di Geometric, p. 298 — Faifofer, Ee. i Feo., T* ediz.,
P. 187 ed esercisio 501 p, 212 — Bannia e D'Ovidlo, Efe. di @eo,, 8 edir., p. ¥IR _ Lagzeri e
Bassani, Ble. di Geo,, p. 2305 erc. (N. d. B

= - T -
e P ST e L s
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sati sopra la questione se guesio rettangolo sia determinato nnivoeamente, s& cioé
decornponende aliriment: la figura in triangoli ~ & questo in fatto il punto di
partenza — non si ottengs un aliro rettangolo. Tale silenzio non pud eseere giu-
stificato che escludondo lz possibilita che un retiangolo sia equivalente ad una
sua parte in base all’assioma gencrale delle grandezze che dice « non potere es-
sere la parte eguale al tutto» : ed in fatio Stolz nel c. 1, alla citala definizione
di eguivalenza aggiunge la condizione: « Un poligono & maggiore di un altro
se comtiene, oltre alle parti di questo, delle altre ancora ». Ma & chiaro che colla
precedente defimzione precisa dell'equivalenza questa proposizione non € in alcun
modo chiara di per s& ed un primo leotalive per dimosirarla conduce ad un
metodo di esaustione 1l guale anz, prescindendo dal procedimento illimitato
ivi adoperato, non sembra nemmeno condurre allo geopo. Eppure anche qui sl
pud, con mezzi semplicissimi ¢ senza infrodorre aleun postalato, raggiungere
complelo rigore entro 1 limiti della sceita definimone di equivalenza,

Basia a fale scopo partire da cid che: 1 ad ogni triangolo si pud assoeiare un
rettangolo equivalente avente un dato lato, cosa che non esige molie spiega-
ziony; 2" ogni poligone pud in un modo delerminato venire decomposto in triae-
zoli, CUome mode di decomposizione =1 presenta spontaneamenie quello ado-
perato da Mobius (Ges. Werke, vol. 11, pag. 485 e seg.) e nel guale si prende
come vertice comune di fufll guei triangoli nn punto posto nell’ inierno o sul
perimetro del poligono e come basi i1 lati del poligono stesso. In tal modo per
ogni posizione del verfice € associato al peoligono un reitangolo determinato,
quello cioé che nasce 1iunendo 1 retfangoli equivalent: ai iriangol componenti
ed aventi tufii per un lafo un dato segmento, ed & agevole dimostrare (efr.
Mabius 1. ¢.) (") ehe il rettangole ottenuto ha un'area indipendenie dalla posi-
ztone assunta per il vertice, Questo rettangolo che corrisponde univocamente al
poligono pud considerarsi per rappresentante dell’area di questo, ove =i ritenga
che uno dei lati di quesio retimngolo sia dato una volta per intte. Si vede al-
lora sabito ehe ai doe poligoni risultanti dal segare un poligono eon nna retia
che va da un punto all’alire del contorno, corrispondono due rettangoli la cui
somma & 1] rettangolo che cormsponde all’intero poligono; per persuadersene basia
seegliere come verfice un punto di quells trasvesarle. Se quindi si decompone nn
poligeno i poligoni  pasreiall conducendo vetle qualisivoglizne, si potrd pro-
seguire la suddivisione mediante rette congiungenti eiascuna due punti del con-
torno dei poligoml componenti finche tnéte 1l poligone msulti diviso in poligon:
parziali mediante rette congiungenii cizscuna due punti del contorno del poligono
primitivo epperd anche dei poligoni parzali. Donde emerge finalmente che i
rettangoli corrispoadenti ai singoli poligoni parziali formano insieme il rettan-
golo corrispondente al poligono primﬂivﬂ; e co21 @ compiuta la demderata di—
mostrazione che il rettangolo associato ad un poligono, equivalente a questo ed
avente un dafo lato, & indipendente dal modo in cuil il poligono stesso wviene

decomposte in triangoli,
F. ScrUR.

(*) Oppure afr. Oremonn, Elementi Af Caleolo grafoo, n, 10 - Bultzer, Plani, § 90 (N, 4 R.).
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Quistione di massimo o minimo. (Zzttera al Redatiore), — Egregio
Sig. Professore : — I problemi di maseimo e minimo farono conservati negli ultimi
programmi di Matematica della sezione fisico-matematica di Istituto tecnico molto
opportunamente, perché offrono all' insegnante wun campo assal svariato per
esercitare gli alunni in quistioni interessanti, non solamente di matematica, ma
anche di meccanica generale e di fisica.

Non dovendosi perd uscire dagh elemenli, i problemi che ai pnssono trat-
tare hanno sostanzialmente per punto di partenza la ricerea dei valori massimi
¢ minimi di una funzione » (@) nei easi in cui, posto

¥y = u(w),

quest’equazione resulti di secondo grado, o si scinda in equazione i secondo
grado, rispetto ad », dalla cui discussione dipende ln determinazione dei vaslori
massimi 0 minimi, quando esistono,

-Ora nei libri di testo, tranne in qualehe c¢aso particolare, si.rilicne, o si
lascia supporre, che la forma pin generale della funzione () sia quella i una
funzione nlgebrica razionale a termini interi e non eccedenti il secondo grado
rispetio ad 2. Molte altre funzoni algebriche, non vazionali, godouo delly detia
propriets, ad esempio le seguenti :

;’,ﬂm"[—b":l""/ﬂlﬁ“{"b_]r
a:i:—l-*b—i—}/alm“—}—blm—i—aa

iiiiii

a, %+ &, .
in cui 1 radieali si possono eonsiderare biformi: e siecome non pochi problemi

condueono & funzioni analoghe, cosi mi @ parso che possa giovare il proporre
ai lettori del Perindico di Matematica lo studio e la discussione dell’equazione

¥y = 3(=)
o tulfl quei casi in eni i valori massimi 0 minimi della g (x) possano dedursi
da wna equazione o da equazioni di secondo grado.
Con stima mi ereda

Milauo, 1 aprile 1Bys.
Sua Dypp, o

ti. BARDLLLT.

— R — —

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
143, 149* 153* ¢ 154*

L43. Dimostrare il seguente teoreme di Giamblico (IV Sec. dell' I, v.) « Dati
tre numery consecutive della serie dei nwneri naturali, il massimo dei quali
divisibile per re, se ne faccia la somma; s addizionine por L cifre del nu—
mero cos: oitenuto, alirettanto [aceiasi per questo nuovo numero, ¢ cosi via, ¥
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arrivera cos: finalmente al numero 6 ». E cercare se in sistemi di  aumera-
sione a base diversa da 10 exista un'unaloga proposizione.
(G. Loria).

Dimosirazione del Sig. Prof. K. Bettazz: a Torino,

Prendansi i tre numeri consecutivi p, p=+ l,p+ 2, lacuisomma S & Sp + 3.
poiché p ¢ di una delle fre forme 3 &, 3+ 1, 3442, sard 8§ di una delle
tre forme 94243, 924+ 6, 9 2+ 9 rispettivamente. Facendo in ogni caso la
somma delle cifre di S, poi quella delle cifre della somma cos! oitenuta, & cosi
di seguito, si giunge ad uwn numero di una cifra che in ciascuno dei tre casi &
sempre 3, 0 6, o 9: e quindi si {rova sempre lo stesso numero. 11 caso del
teorerma di Giamblico corrisponde ai valori di p della forma 3 & -+ |. nel quale
caso B & il numero al guale finalmente si arriva.

Ma il teorema pud ulteriormente generalizzarsi considerando una base qua—
lungue, Sia & la base quaiunque d’un sistema di numerazione e pongast & — |
— a, siccome il resto della divisione per « di un numero qualunque & uguale
a quello della divisione per a della somma delle eifre del nomero, apcha in tale
cislema si ha che sommando le cifre di un numero, quelle deila somma otlenuia
e cost via, si arriva ad un numero d'unz cifra che & il resto della divisione per
a del numero dato, od & a stesso se il numero & divisibile per a.

Pongasi ¢ = x ¢ (potendo essere ¢ = 1). Presi « numeri consecutivi p, p-+1,...

- a(w—1)
p~+ «— 1, la loro somma sard S=pa— -———

b

. Ora distinguendo 1 vari

valori di p rispetto al modulo ¢, sara p = ¢t —+¢ (¢ < c), guindi

, % (e — | o (z— 1
S=(cit4c¢)u- (‘} )_ﬂt-—l-{:*u : t’ 5 )
donde & vede che il resto della divisione di § per a, sarda quello stesso della
_ w(e— 1 _
divigione per a th ¢'a ( = ) . Questo numero non dipende da ¢ ma solo

=

da ¢ ed ¢ lo stesso per tulti i numeri p che bamno un medesimo ¢. Si ha
dunque 1l teorema cercato:

Se la aifra masstma a di un sistema di awmeraziome $i spessa in du
fattori o, ¢ e si prendon0 o Bumeri conseculivi qualungue purche it primo su
sempre congruc eollo stesso numere vispetto al modulo c, fatta la somma
pssi, sommate e cifre di quesia somma, poi quelle del numero oltenulo, ecc.,
si perviene ad un numero di una cifra che ¢ sempre I stesso.

Per & = a, ¢ = 1, poiché i numeri p sono congrui fra loro rispetto al mo-
dulo 1, il ieorema da il corollario:

Sommando a numeri cmtsecutimf poi le cifre della somma, ece., si giunge
sempre ollo stesso memero di una cifra qualungue siane gl a numenrt scelti.

Se @ & dispari questo numero finale ¢ & stesso: infatti la somma degl «

af{ec— 1) a— 1

5 ed § & divisibile per «, giacche >

numerl e S = ap & un nu-

mero intero.

£}
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Dimostrazione del Sig. F. Mariantoni, studente uella R Universiti di Roma.

? Siano %92 @13 Gyy ... 2y le cilre, da destra o sinistra, di un numero N in
un sistema di numerazione qualsiasi di base =, & chiaro che per 2 =1 (mod. »)
(n < @) e solo in guesto caso, le due congruenze

N=uas+4a x4 .. +a, om =0 o ay+a ... +~an=—2~0 (mod, n)
sono P'una consegnenza dell'altra, giacche si ha allora:

N=ayta,~+ ... +an (mod n).

In tutti i sistemi di numerazione, ecesilo il binario e il ternario, per n = 5 — |
¢ per n divisore di 2 — | ha dunque Ilwogo la proprietds che N & Qivisibils
per » quando & lale la somma delle cifre di N,

2° Bin » L n ed » divisore di @ — 1. Si consideri il numero k7 -, ove
% é un iotero qualunque. Per cid che precede se o indiea la somuna delle cifre di
questo numero ¢ = 7 (mod, #), onde 0 6 — 7 0 g — A, n-=7: in queslo se-
condo caso si avra pure che la somma ¢, delle cifre di ¢ od & » 0 &, n+ »,
ecc.. Losl proseguendo si giunge necessariamente al numero ». Quindi il leorema;
«Se n & un divisore di 3 — |, » < ne Xk intero, facendo la somma delle cifre
di An—», la somma delle cifre del visultato e cosi di seguito, si arriva al
numero  ».

3" Sia = impari e prendiamo in ordine crescento gli » numeri consecutivi

pr—(@E—1, pn—(p—=2),....., bn, g1, .., pota—p

dei quali il pesimo & wultiplo di #. La somma di questi numeri, divisibile per

", €

. o ﬂ(n+1}__
8= pn*-+ 5 .

Ora supposto che n® sia divisore di & — |, perché MH;_ ) — pn < n* in
valore assolulo, facendo la sornma delle cifre di §, la somma delle cifre del Ti-
sultato e cosi di seguito, ¢ giungera (2°) ad un numero d una sola cifra v
tale che

7 (n—+ 1)
R

ap (mod, %),

i

Cosi, laseiando da parte il caso privo ('interesse che non sia »2 divisore di 2 — 5
st ha questo teorema gemerale: « In qualunque sistema di numerazione a base
@ (esoluso w = 1, 2) tale che @ — | ammetta un divigore quadratico dispari a2,
Prest » numeri consecutivi qualunque in ordine crescente, de’ quali il pimo g
quello wultiplo di », facendo la loro somma, la somma delle cifre del risultato
e cosl via si arriverd finalmente ad un numero d'una sola eifra congruo con
(" 1)

2

Di qui discende come corollario che: « Nel sistema di numerszione deci—

male prest tre numeri consecutivi in ordine crescgnte, facendo la loro somma 5

pn (mod. »?) »,
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la somma delle cifre del risultato, ecc., si arrivaal numero 3 0 9 o 6 secondo
che nella terng i1l numero multiplo i 3 & il minore, il medio od il maggiors

(}D: ],2,3) ». ().

149, Per un punio P diséante del segmento a dal centro O di un cerchio
deseritto col raggio v, condurre una trasversale PMM', in modo che le tan—
genti MT, TM agh estremi della corda inlercetta formimo wn dato angolo b:
esprimere la distanza PT, il perimetro del trinngolo MTM in funzione della
n, v, 0 e dare il valore di O nel caso di angolo OPM =M TM’',

((z. BrrLsccm).

Soluzione dei Sigg. Barbieri e Venesiali, alunni del R. Liceo di Campobasso.
La corda MM, divisa 1n modo nqualunque dal punlo P, da la relazione
MP MP—9y"—a® [1] e perché MM’ & corda anche dei circolo che

ha per raggio T M, si ayrd pure MP .M'P=MT — TP, donde

MT: — TP =22 —g® ¢ TP = MT® — 1 +qa.
f

Ma nel triangolo retiangolo OM T, pel quale I'angolo in 7" & eguale 2 =

gsi ha TM — rcot—-, onde, sostituendo e rdueendo, risulia:

=

e cua‘J——sen“ ﬂ)-l-u‘uen‘—ﬁ— Vr‘cmﬂ—}-u‘sen“—?—

2 2 2 D
i [ oot — — .
¥ -
5 27

Per dare 1l valore di 0, nel caso che angolo MPO =M TM', osserviamo
che nel triangolo OM'P se si pone l'angolo esterno M PO —0, essendo

B i B
OM'P — 5 sari PDM':E, ¢ perd OM' 7 Euﬂn&:?: dungue
il valore di 0 sard dato dalla relazione
-
0 —=2.ang|cos— o )

0
1] perimetro del triangolo M TM° & formato dalla corda M M' — 21 cos o [Z].

i

e dalle due tangenti M T e M'T, eguali ciascuna a » col 5 onde :

2 f 2 4
BE:D-—-—-

b | 0 ™ — 0
Pm*imm-u-:Ernns—(l —p——k — 4 cot — cos* :
2

{(#y Altre intereszamtl rispoele alla quistlone of somo pervenute dal Sigg., G. Maroita, sindentn
nella R, Tniversita di Catania, Dotl 7. Cereldi, Prof. U, Fagzini, U, Jearpis, I Ferrari, Qnella
inviaia da guest’nliimo & notalilmente (iveraa delle due pnbblicnte e molio elaboratia el estesa: ne
vieta la pubblicaslone detickenza 4l spasio,

—r T

e
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Si potrebbe anche domandare In distanza del punto 7" dal centro O; il trian-

golo reltangolo OMT di a tale SCOpO *

f
. TEEDE!'E—
.‘I‘Dﬂ-:_rf-—i—--—- da cui 'PD:-—T

0 0
sen® — =
7 6N 5

| Infine per mostrare guale relazione debba esistere ira @ e 'angolo 0, perché
il problema sia solubile, troviamo i velori di MP ¢ M'P, dei segmenti cipd
della corda : le formule [1] e [2] ce ne danno il prodotic e In somma : onde

questi segmenti saranno le radig dell’equazione

" —Ei'ﬂﬂﬁ—z—:ﬂ+(TE—ﬂEj:ﬂ,

che, risoluta, da:

J

— 4
O

-

0
L J—— TEDE-E i g* — 72 gan?®

onde 1 valori (e ‘ wal; ,
el due segmenti saranno reali splo gquandg, ¢

b
a = rsen— -
2

Posto @ < », nel easo particolare
b

a = rsen —
2
t due segmenti sono eguali, la corda & perpendicolare ad 2, ed 0 & il massimo
iungu]n che possano formare tra loro le due tangenti. Posto a > # il problemn
© sempre solubile, gqualunque sia il valore di 6, compreso lra 0% e 180°: per
— 0 . -
B=10° la trasversale passa pel ceniro, ¢ per O = IB0Y essa & tangente.

Per risolvere geometricamente il problema, basta descrivere su O P un seg-

mento di 1 ) : : 1
nto di cerchio capace dell angalo 5 perche le due coppie di tangenti me-

n-&te agli estremi delle due eorde cho passanc per £ ¢ per i ponti J interse
alone di . ' *hi ]
¢ fquesto segmento di cerchio col cerchio dato formano un angolo egunle

a . ()

LR * 1
153", Se convertendo [ruzione > Con p numere primo, in decimali,

ﬁsu:{m un numero perwdico il crd periodo ha wn mamero dispari di cifre, i
resti della divisione 1 :p corvispondenti alle singole cifre del periodo, due a
due, non somo mai complementori cioé tali che la tmo somma sia uguale o p.

(A. Luocrr).

E
(%} Soluzieni 41 questa (uestione pervemnnero anebe daj Sigg. €. Aielto (studente a Napoli)

U, Gerra ® 6. Mozea : :
5. Prime & Brazélles (R, Ist. tec. Vlacenza), M. Ufordave (R. Iat, tee. Napull) e Malla Big. v.°
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Dimostrazione della Sig.® V., F. Prime s DBruxelles.

1
Sia 2% - 1 il numero delle cifre del periodo di ? e suppomamo che

posss aversi
10' = r (mod. p) e 107 =1 (mod. p)
con le ipotesi i L j L 2k 1 &d v 47 =D Risulterabhe

1000100~ 4 1) = 0 (mod.p) dacui 10°FT? 4 1=0 (mod. p) [1]:

avendo posto j— 1 = s+ L.

Mz Ia generatrice della frazione decimale periodica avendo per denominaiore
un numero formato da 2k - 1 cifre 9, lasciando in disparte il caso p =3
che dd una frazione svente una sola cifra al periodo. p doyrd dividere 1 mo-
mero 111....1 formato da 24 -+ 1 cifre 1, Se dungque indichiamo con Vg 1l
numero formato da o cifre ugoali all'unith, avremo anche

10N, 1= 0  (mod. p). 2]

Sottraendo, membro a membro, le congruenze [1] e [2] e dividendo per 10,
verrebbe

N, —10'=0 (mod.p) o 10°7L N 4N =0 (mod. p)  [3],

avendo posto 2&A —s— 1 =1 [4]
Ma tenendo conto di [1] la congruenza [3] si ridorrebbe a

NE—N‘ = () (mod. p)

o anche, dividendo per 10°, a

N = 0 (mod. p)
1
eid ehe permetterebbe di converlire — in frazione decimale avenie s — ¢ cifre
P

al periodo, dungue meno di 2%+ 1.

Osserpazione. CiG suppone s diversa da 4, mma & chiare vche 1"ipotemi s=t1
& inammissibile poiché se potesse essere s =— ¢, dalla relazione [4] si avreblbe
2k ] =28

154'. Dato Vangolo BOA = 2u, si descrive con centro O e raggio arbe
irario un cerchio a tagliere i lati dell'angolo m A e B, por con diametri
A B, OB due semicerchi, 1l Eﬂcﬁfffﬂ dei guali passa pel punto medio H di A B
e il primo taglic OH, dalla parte del vertice O dell angolo, in C. Condotta
CB poi tracciato il cerchio di centro B e raggic wguale alle meti di BC
fino a tagliare ¥arco BH in P, dimostrare che prendendo Vangolo BOP
uguale alle tersa parte dellangole dato, si commaetie un errove che & espresso da

s
3

Sen a.)

Ve

— anyg (.'i&ﬂ =

21
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Dimostrazione della Sig.™ v,» Frime, a Braxelles,
Il triangolo retiangolo 0P B, supponendo OB = |, da

sen BOP =~ BP.
Ma Pangolo BCH uguagliando 457

B = o DT Sw
2 1 2% 2
da ecul
ser
ﬂngBDP—_—ang(senz _a:_a.)
e quind
2 o BOP 2 u 6T %
3 — = 3~ — ang [sen = Ve

e

Kasposte a quistioni alle quali rimane a dave evasione. Quistione 150" ¢
152" dalla Sig.» Ved.™ F, Prime ; 156 dal Sig. £, de Vi : 159. & Catenda,
E. de Vitn, F. Marianioni ; 160", F Mariantoni, M™ F. Prime, V. Sferra ;
162", £, de Viw, U, Gerra, G, Maszza, N.™ F Prime, R. Scozzari; 163".
M, Pugitelli, M m F. LPrime ; 164°. R, de Vi, Mme w7 Prime, R, Scozsari:
1697, M. Piattelli, M= F. Prime, R. Scossariy V. Sferra: 166°. M2t F. Prime:
167", U. Ceresm, 6. Pucciano, G. Tivelln - 168", I o Vito, I, Mariuntoni,
. "¢ F. Prime, R. Scozzari, G. Tirella; 169°. B. Avmono. E. de Vito, U, Gerra,
E Lugare, G. Mazza, M.2e P2 Prims, R, Scoszari, @. Tirelia ; Y70, V. Cpp-
renti, E. de Vity, F. Mariantond, M. Piattells.

QUISTTIONI PROPOSTE

121%. La retta B'C" tirata per 1 piedi delle altezze BB, (' ("
del triangolo 4B C incontri in A" il lato B C e si conduca 44"
perpendicolare ad 4 A", Dimostrare che Je rette AA4”, BB”, CC”

st tagliano im un punto,
V." F, PriuE.

1?72 Dato un triangslo ABC, siano B e " i punti in cni
le perpendicolari innalzate sul lato B (' ne; veriiel B, U ineountrano
t lati 4 (', A B. Dimostrare che la retta B (" ¢ perpendicolare alla

retta che anisce il centro del cerchio eircoseritto col punteo medio

dell’altezza relativa al vertice A,
V.™ F. Priur.

{*) Le questiont conirsusegnate con sempllce asterlsrs sonn nfdirizzate agli alunni delle nouole
Accondarie. quelle distinte con duoe astoriseli song direfte 1o paciienlar moda agli sludenti delle
seuole waperfori, senss encladere qnalsiast aliro stodioso,
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173", In nun triangolo isoscele di base costante 1° il luogo
geometrico dei centri delle eirconferenze ex-inseritte & un' iperbole
equilatera, 2° il luogo geometrico incontro della mediana di une dei
lati eguali con l'altezza dell’altro & un’ellisse ; che ha per asse mag-

giore la base del triangolo.
(x. BELLACCH].

124", Ad un dato triangolo rettangolo circosciivere nunua para-
bola 1° con l'asse normale all'ipotenusa, 2° con il vertice coincidente

con quello dell’angolo retbo.
. Brrracca.

1775, Per i vertici 4, B della base di un trianpgolo isoscele
sl puo sempre deserivere una parabola, il cui fooco giaccia nell’or-
tocentro £ ; quali devono essere gli angoli 4 — B del triangolo
1sosecele affinch® la parabola passi pure per C'?

(7. BELLACOHI.

1768™. Se un triangolo isosecele ha i lati eguali di grandezza
costante ed uno fisso di posizione il luoge geometrico del suo orto—

centro H & una strofgide.
(. BELLACCHLI.

177", Dimostrare che, per n intero e positivo gualungue, si ha

1 (3)+ (&) = (&) + ] + [ (1) - (3)+ fgl‘GDRJ;E

178* 1l punto P di una sfera di ragzio R & vertice di un cono
che ha per asse il diametro £ () della sfera condotto per P, e ha
per base un cerchio di raggio R sitnato sul piano condotto perpen-
dicolarmente al diametro P ) per il suo estremo . Trovare a quale
distanza dalla base dovranmo csserc tegliati, con un pianc parallelo
a questa, 8l il cono che la sfera perch® le arse delle sezioni cireo--
lan fatte nel cono e nella sfera siano fra loro in oo rapporto dato x,
¢ perché sianp in an rapporto dato % le superficie del tronco di cono
e della zona sferica corrispondente; e disentere 1 risultati.

179" 1n un triangolo rettangolo & data la somma @ dei duoe
cateti 2 ed y, e V'altezza & relativa all'ipotenusa z; determinare i
tre lati @, y, z del triangolo, e®ndicare in guali casi 1l problema
& possibile (%).

{¥) Le quistion] 178% e 170* gomo | temi di matematica dati nel loglio per la licenza dagli
1stiimfl jenmicl opelle Sesone FMisico-mulamalica.

P
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

G, PEANO. — Lesioni d'Analisi mpnitesimale: Vol, IT. — Tip. G. Candeleiti.
Torino, 1893,

Abbiamo gia detto rapidamente in questo Pariodico del vel. 1 delle Lesioni
&' Analisi nfinitesimale del Prof. . Prino. ora diremo pure molto brevemente
del vol. II, non oecorrends spendere molte parole per metterne in evidenzu i pregi,
essendo conosciuto 1o zelo con eui il valente autore si oceupa dell’insegnameinto.

Dopo d'aver posta qualche definizione genevals sui complessi d'ordine », tratla
in modo particolare dei vettori 2 dei numer Immaginari: poi stabilisce le prin-
cipali proposizioni relative alls forme geometriche di 17, 2% 3% e 47 spacie, alie
operazioni sulle medesime, alla loro riduzione ed alle loro coordinate: ritrova
cosi, come forme di prima specie, | vetlori econ le loro proprietd, Passa poi aj
sisterni di complessi; per una classe % definisce Ia Cu, o classe u resa chinsa,
e la classe derivata Du e per esso classi di aleune proposizioni importanti e
generali, fra cui i1 teorema di Canror: Sz u & wna propricte distribulive dei
campn di punti, e s¢ un campo = ha la proprieta u, e guesto campo ¢ limilalo,
allora esiste un punto x del campo s reso chiuso tale ché agni sfeva di centro
3 ha la propriets . Dopo tratta dei limiti, considerando tants i complessi in
generale quanto le speciali forme geometriche studiate precedentemente, e va-
lendosi sovente dells proposizioni stabilite gid sui sistemi di complessi, Accenna
alle serie a fermini cotaplessl qualsianei, da il leorema sulla moltiplicazione di
due serie assolutamente convergenti a termini Immaginarii: considera in parti-
colare la funzione esponensiale, e Je logaritmica e circolari che ne dipendono.
Dice poi rapidamente delln derivazione de complessi. DA la direzione della tan-
gonte ad una curva ed il differenziale dell’arco, Estende la formola di Taylor
al complessi ed alle forme geometriche di prima specie, funzioni d'una variabile
numerica, ed alle funzioni di piu variabili (pag. 85, 139, 153). Tratta del piano
osculalore, delle curvatore, del cerchio osculatore, dell'evoluta e della sfera
osculatrice d'una lines. Parla dell’integrazione dei complessi: mostra come 1'so
degli immaginari pud smnplificare il caleolo di integrali. Syilnpps secondo ls
potenze ascendenti di »

at

J (1 +2ncosw4ntf de w1
0
¢ ne deduce una formula per ii caleolo della lunghezza dell’ellisse. Passando

iraitare delle funzioni di pin variabili, parla delle derivate parzinli ed, inciden-
talmente, delle approssimazioni. Si oceupa delle ‘unzioni implicite e delle pmo-
genee. Considerando sempre funzioni di pii variabili, dice dei massimi e minimi
delle medesime. Parla del piano tangente ad unz superficie. Definisee il para—
metro differenziale di primo ordine di un numero funzione della posizione d'un
punto ¢ lo applica alla costruzione di normali a carve ed alla ricerea di mas-
simi ¢ minimi. Tratiu degli inviluppi di lines e di superficie e della curvatura

=

L e T
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* delle superficie. Si ocenpa degli integrali mulkipli, delle aree e de1 volumi, Tratta
deile eqnazioni differenziali lineari, omogenee ¢ non omogenee: s’occupa pure delle
eruazioni differenziali in genmerale: parla prima parlicolarmente di quelle nelle
nuali si possono separare le variabili, delie riducibili alla forma omogenea
% = (%); delle equazioni di Berxourii, Riccati, Cratravur: s'occopa an-
che dei sistemi d'equazioni differenziali: sviluppa in serie l'iniegrale dell’equa-
zione lineare omogenea del 2° ordine. In uliimo tratia del caleolo delle varia-
sioni, prendendo in coansiderazione anche 1l caso in cui nellinlegrale, che si
eonsidera, comparisca un gualsiasi numero complesso funzione dnna variabile 2,
Nelle applicazioni delle diverse teorie sono presi in considerazione le linee e
superficie ed 1 solidi principali: asteroide, parabole, cicloide, trocoide, tratirice,
elica, logaritmica, ovali, spirali, geodetiche, linece e superficie di livelly, super-
ficie rigate, swperficie e solid: di riveluzione. . . . . Nelle questioni geometriche,
le guali formano la maggior parie del libro, & guasi sempre introdotto il punto
generatore con le sue derivate, approfittande per eid di quanto fa premesso snlle
forme geomefriche e sulla loro derivazione,

Il libro del Prof, Peano ¢ destinato ad esser guida agli allievi per appren-
dere i fondamenti dell' Analisi » (") & veramente pregevole cosi per il rigore
di tuite le dimostrazioul, come per 'uso dei metodi aaovi nefla tratlazione dei
varii argomenti: esso & quindi mollo raccomandabile a quegli studenti, che de-
giderano abitumrst allo siretto rigore con metodi moderni,

(xenova, lugho 1893,
F. Gmopice.

B. CARRARA. — Saggiv d'introduzione alla teoria delle quantila complesse
geometricamente rappresentate, Gremona, Tip. Fezzi, 1893. — Prezzo: L. 2,50,

Questo saggio € un lavoro diligente di compilazione che ha il pregio d'una
introduzione storica in cm & delineato lo sviluppo raggiunto dalla tenriea delle
quantith complesse sotio il rispette d'una rappresentazione geometrica dalla ori-
gine di siffalla rappreseuiazione la guale sembra dovoia al geometra E, Kihn, V)
seno inoltre, nel testo, molte note illostrative aceompagnate da indieazioni storiche.

Il libro del Sig. Prof. Carrara & diviso in duee paril, la pruna slementare,
in. seconda di carattere piu elevato.

Nella prima parte I'A. dopo aver stabilifo con molta chiaresza il significato
geomefrico dell'espressione a + ib ed aecennato alle altre notazioni per le gquan-
fith complesse, passa a svolgere 1'addizione, sotirazione, moltiplicazione, divisione,
elevamento a pofenza ed estrazione di radice per queste qaantita allorehé si con-
siderano sotio l'aspetto geometrico (quantithd geometriche), accennando alle piu
importanti proprietd che ne derivano e syolgendp anche qualche applicazione
allo scopo di mosirare di quale potente ausilio riescano nel caleolo. Ghiude
questa parte la risoluzione compendiosa delle equazioni binomie e la considera-

sione delle radier dell 'anita.

(%) G. Peano. Lez. d’dnal.: Vol. II, Note.
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La seconda parte contiene | seguentl argomenti distribuiti in paragrafi;

L. Delle serie o terming Complessi 6 quantita geormetriche. Vi ai lrova |a
definizione di serie anche quando i termini non scno indipendenti da p/—1
ed il caratlere di convergenza per tali serie,

2. Nuova espressione delle quantita geometriche e formole che se ne docs.

con0. Dimostrazione dell’identitd ¢ — cos P < 1senp con aleune applicazioni,
3. Esempi dapplicazione delle quantita geometriche ad alcuni risultati di
Geometrin Analitica. Dimostrazione di una nota relazione fra i lati e gli angoli
@’un triangolo. Equazioni del cerchio in coordinale cartesiane ed equazione del-
ellisse in coordinate polari.
4. Serie trigonomatriche. Svilappe in serie di cos &, sen o, P e dimosira- . ,ge'::;;"

: tan”® 1an® @
zione della formola 2 — tan @ 3 I 5

o. Sopra una serie logaritmica ed unq formola speciale ingaritmico-trigo- :
nometrica. Sviluppo in serte @i Log (I -+ @) e dimostrazione dell identitd 24/ — e
| 4+ i tan &
]l —jtan =
6. Variabili geometriche o complesse. Concetto di variabile per una quan-
tith geometries complessa = e continuiid di esss, Differenza del modo di epm- s
portarsi d'una quantith reale rispetio ad una complessa nel passaggio da an
valor z ad un altro 3°. Differenziale di =, e
1o Punzioni di variabili geometriche o complesse. Applicasioni ed esempi. Con-
celto generale di funzione (molto chiaramente esposto) e conceito di funzione

sufficienie affinché una funzione complessa monodroma w — 2 - iv (con w ev

funzioni reali di 2 ed y) sia funzione di Z=®&+1y. Dimostrazione del teo, :
d w L

« 8¢ 0 & una funziono della variabile complessa z. la derivata 2 @ mndipen—

dente da dz ossia ha Io stesso valore per ogai direzione dell'elemente d s ». ff,j }
Definizione »iemanniona d'uns funzione di varisbile complessa. Proprietd gdelie .f.:‘?"’_‘_: |
derivate di 2, Conservazione della aimilitudine nelle partl infinitesime per lo due
rappresentazioni delle guantith geometriche 1 a & quando w & funzione mono—
droma di s ad applicazioni & tale similitudine od isogonaliia,

8. Principii e (tre) dimostrazioni del teorema fordamentale sulle equazions.

0. Teorema secondo. Ogni equazione algebrica f(2) =0 del grado m am-
melle precisamente m radiei,

1. Variazioni speciali dellargomento d" una funszione. Dimostrazione della

propozizione seguente: Se }a variabile z descrive una linea In due sensi opposti
o funzione w deserive essa pure una linea in due sensi opposti; l'argomento
di = prova dunque due variazion; uguall e di segno eontrario.

11, Taorema terze. 1 numere delle radiei d'un polinomio intero comprese
in un'area piana dafa & uguale alla vartazione eche subisce I'nrgomento del po-
linomig quando la varipbile deserive il contorno dell'area, questa variazione di-
Visa per 2 g,

TR F’:_';:'II
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2. Definizioni e proprietc degli integrali di funsioni di variabili complesse.
Differenza che parebbe manifestarsi in un integrale sia esso preso fra limiti reali
¢ fra limiti complessi. Dimostrazione della proposizione che il valore di w —

E
/ [(z) 2z & una funzione dei limiti come nel caso che questi limiti siano reali.
2o

a7
13, Sugli mtegrali doppi. Concetio e determinazione di _/]- 7y da dy quando

U & una funzione realz e monogena di z ed y per tutti i punii di un’area

ey
A (e converrebbe aggiungere = he ur valore finito per tutli i punti di gue-
st'ares), I'integrale doppio essendo esteso all'area A. Dimostrazione delln pro-

prietd (dovuta a Riemann)f(ﬂdm+ de}:ﬂ(i—j—z—:) doedy
cul Iintegrale semplice & esteso al contorno di 4 e quello dopiio ad A.

14. Teorema fondamentale. Applicasione. Se il cammino d'integrazione della
variabile complessa 5 — =z - iy consiste in una curva chinsa, dentro il eui li-
mite f{s) ¢ una funzione finita e continua: l'integrale dj flz)dz & nguale a
gro. Nella applicazione & mostralo poi eon wn esempio preso dal Compendia
di analisi superiore dello Schldmileh, come il precedante teorema possa servire
A trovare 1 valom di infegrali definiii.

Gli schiarimenti da me aggiunti ai titoli dei diversi paragrafli mi sembrano
sufficienti a formarsi an’idea del contenuto del libro del Sig. Prof. Carrara, libro
che tra per la naturaz di parte della materia che contiene, difficile a rinvenirsi
altrove, tra pei numerosi dati storici e critici presentati sl lettore in modo da
invogliarlo a maggiori studii, riuseird di molto giovamento ai giovani studenti

delle nostre Universitd ai quali 1"A. pia particolarmente sembra indirizzarlo.
A. Lueu,

AIRY (Sir G. Bmweu). Gravitazione. Londra 1834, Traduzione italiana di Fran—
cesco Porro. Manuali Hoepli. Milano 1893. — Prezzo L. 1. 50.

Il Libretto « Gravitazione » del celebre Sir Giorgio Biddel Alry, del quale
si hanno due edizioni inglesi, una tedesca ed ora una itnlisng merceé le eure
dell’astronomo Francesco Porro, & un monumento nel suo genere. Evitare 1'ane-
lisi & ad un tempo rendere eonto con mirabile sintesi greomeiries, ¢ meghio con
puro ragionamento, dei precipui effetti della gravitazione, porgendo nozioni ab-
bastanza precise sulle perturbazioni degli slomenti delle orbite e sulla matuca
della forza, che perturba un pianets od un satellite, prodotta dall’attrazione di
altri corpi; farne I'applicozione alla teoriz della luna e & quella, giammai fen-
tata da alcuno, dei satelliti di Giove; offrire un saggio delle perturbazioni pe-
riodiche e secolari nella leorin dei pianey, prima guando il perturbanie e nej
piano del perturbato, poi in piani diversi; esporre da ultimo 1’ effetto dello
schiacciamento del pianeti sul moto dei loro satelliti: tale & il mirabile lavoro
di Airy, nel quale non si trova neppur una notazione algebrica.

Per trovare qualche coss, che ricordi il libro snddetto, conviene ricorrers o
al celebre capitolo undecimo dei Principii di Newton, o al trattato di Giovanni
Herschel, loecché prova che solo agli uomini di genio e profondi nells scienza
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la pi elavata, & concesso tentare con felice esito mirabili sintesi adatte al mas-
gimo numero di lettori.

I Libro di Airy, tradotto in italiano dal Porre, pnd rendere eminenti aewigi
unche a coloro che pur sarebbero in caso di leggere e studiare quegli argomenti
espostl coi metodi eampleti dell'alta analisi.

- e ——— G A P
Pubblicazioni ricovute dallz Redazions del Periodico,
BarpEru (G.)) — Su un problema di dinamica di G. Saladini generalizzato da ._ "3

A, Serret (Aggiunta alla nota ). (Rend. R. Ist. Lom., Vol. XXVi, 18G3),
Bipen Amy (B3.) — Gravitasione. Epiegarzione elementare delle principali per- ,,
turbazioni nel sistema solare. Tradozione ilaliana con note ed aggiunte di S
F. Porro. Milano, U. Hoepli, 1893 — Prezzo: L. 1,50. JE
CALpamERa (G.) — Sviloppo delle differenze finite in funzione delle derivate e
viceversa (Attl Ace. Gioenia di Scie. Nat. in Catania. Vol Vi, Serie 4%, 1893). ..

CaruiNi (L.) — Saggio d'una teoria generale delle progressioni artmetiche. o
Trevizo, Tip. Luigi Zoppelli, 1‘
Camanis (8.) — La preporzione matematica ed il suo u=0 nel saggio eritico iy
del Diritto Penale di Giovanni Bovio (Rivista Etnea, 1893) — Sul coneetto e

di condizione 2 cui devono soddisfare gli elementi di una figura nella Geu-
metma elementare (Riv. di Matematice, Vol. 111, 1893). R
Den Re (A.) — Sopra nun sistema di rette (3, 4) (Rend. R. Aee. Linecei. Vol. IL. fiZ
1893) — Sopra i sistemi di rette cremoniani (Idem, idem). S
Givnice (F.) — Sulla soluzione dell’equazione algebrica di 5% grado con 1'ap-
giunta dell'frrazionalith icosaedrale (Atti R. Ace. delle Scienze d; Torino,
Vol. XXVIII, 1893).
MirLosmvien (E.) — Sugli celissi fotali di sole del 1900 V 28 e del 1905
YHI 30 (Memore Societi Speitroscopisti italiani, Vol, XXII, 1893). B
Mmasria (M.) — Questioni vive @i wiforma scolastica. Lettere asperte a 8. E. .,
il prof. F. Martini Ministro di P. Istruzione. Torino, G. Scioldo, editore,
1893 — Prezzo: L, I,
NEPPI Mobona (A.) — Un'applicazione dells trasformazione funzionale di Laplace
e della sua inversa. Bologna, Tip. Gamberini e Parmeggiani, 1893, Y
Pareand (F. P.) — Un teoremz sulle A dei piant di un certo faseio e le sme ° 4
applicazioni in un sistema generale di mssi obliqui. Palermo, T ip. M. Amenta,
1887 — Sulla determinazione diretin dei piani bisettor! di un angolo diedro
(Att1 Coll. Ing. e Arch., Palermo, An. XII, 88,

Riccarpl (P.) — Sopra un codice ebrgice coptenente alennt serittt malematicl
ed astronomiei (Bib. muth. di Enestrém. To, 7, 1RG3).
Tagrurt (A.) — Sulla integrazione dell’ equazione P(n) = A (n — 1) -+

Ad(n — 2) =+ 1. (Gior, di mat, di Battaglini, Vol. XXXI, 1893).

Bibliotheca mathematica. Journal d*histoire des mathematigues, publié par G. Ens-
sTROM. Nouvelle sarie, 7. N, 1, 2. — Stockbolm, 1893.

Bulletin scientifigue, védigé par M. E. Lraon. — Septiéme annee, N, 6-10.
Mare-Juillet, 1893. Félix Alean, éditenr. Paris.

&l Progreso matemdtico, periédico de matemations puras y aplicadas, Director
D. Zori G. pe GALDEAND. Afio I, N. 26-32, Febrero-Agosto de 1893 —
Larsgoza,

Giornale di  Matematiche ad uso degl Studenti delle Universita italiane, pub-
blicato per cura del Frof. G. BarracLini. Vol. XXX|. Gennain e Febbraio,
Marzo e Aprile 1893. — Napoli, B, Palleranc.

(Continua).

Chiusura della redazione il di 12 settembre 1893.
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L CAMBUAMENTO SINULTANED DEI PIANE DI PROJEZIONE.

Nora fiel].'lng. F. P. PATERNO

1. Invece del consueto eambiamento, volta a volta, di nn solo
de’ plani di projezione (p. di pr.) pud, in taluni ecasi, convenire
quello simultaneo di due di essi, facendone rotare il sistema ai-
torno al lore asse comune: giacché, dopo d'aver projettato sui
nuovi piani, nel supporli poscia ricondotti alla posizione iniziale,
viensi ad ottenere, abbenché a scapito quasi sempre della chiarezza
nel disegno, un collegamento, se non piti semplics, certo piti diretto
fra le antiche e le nuove projezioni; le quali, riferendosi ad un
punto, saranno allineate colle prime Parpﬁﬂdlcﬂ]arrﬁeute alla linea
di terra che, com'® ovvio, non cambia.

2. Importa rilevare che le ragioni di {ale variante risiedono
essenzialmente sulla possibilith di condurre per una data retta (la
linea di terra) un piano, ed un solo, parallelo o perpendicolare,
rispettivamente, ad una retta o ad un piano dati. Per altro il me-
lodo suddetio, di riportare ¢io¢ le nuove projezioni sugli antichi
piani, applicato al cambiamento semplice di un solo di essi, p. es, il
verticale, differisce dal risaputo in cid: che, invece di ribaltarlo sul
piano orizzontale, lo si ribalta su quel piano, parimenti verticale,
che ne indica la primitiva posizione.

3. Indipendentemente dal principio delle rotazioni, put anche
esser utlle, m altri casi, il cambiamento simulianeo traslatorio dei
piani fondamentali, supponendo che ciascuno si sposti parallelamente
a se stesso. S1 mettono cosi in rilievo le maggiori risorse e 1'im-
portanza de’ metodi di trasformazione in Geometria Descrittiva, come
sara meglio chiarito dalle seguentj applicazioni.

4. Si ottiene p. es. un'alira soluzione del problema sulla mi-
nima distanza di due rette g ed % non situate nello stesso piano,
operando come appresso (Tav. I di quesio fase., fig. 1%):

@) Dopo d'aver condotto per una di esse, p. es. per la g, il
piano 8 parallelo all’altra A, si faceia rotare dell’angolo w, attorno

23
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alla knea di terra, il sistema de’ primi due p. di pr., fino a che
il piano orizzoniale diventi perpendicolare al suddetio piano 8.

b) Costruite indi le novelle projezioni delle date rette, & ovvio
che quelle orizzontali ;9" ed ;4 debbono risultare fra loro parallele;
e che, inoltre, una di esse, la ;0, coinciderd colla muova prima
traccia. del piano N.

¢) Si cambii, infine, il piano verticale, rendendolo parallelo
alle due date rette; e, dopo averne segnate le nuove projezioni ver-
ticali 49™ ¢h”, se dal Joro punto comune B si conduce la perpen-
dicolare R 12 alla direzione delle 9" ed %', e dai punti 1 e 2,
Ov'essa rispettivamente le taglia, le perpendicolari all’antica linea
di terra sino alle antiche projezioni, saranno 42 la minima distanza
richiesta ed 12" . 1”2” 1o sue prime due projezioni »n’ ed x”.

Verificano Pesattezza del tracciato, oltre i risaputi caratteri di
perpendicolarith fra rotia e piano e le note relazioni metriche fra
la vera grandezza e le projezioni di un segmento refiilineo, il pa-
rallelismo fra la linea di terra e la congiungente i punti ;4 e 2",
ottenuti rispetiivamente sulle 49" ed 4" come indica la figura. (%)

D. Un cambiamento rotatorio di 45° del sistema di due de’ piani
fondamentali, p. es. del 1° e 2° fa determinar subito due dei punti B,
di una refta, nel noslro caso §, ed B, e le nuove projezioni i
essa: (Tav. 11, fig. 2% ¢id per le facili relazioni che allora si manife-
stano fra due delle sue traccie (1* e 2% e le projezioni omonime degli
anzidetti suoi punti, Ed & ovvio che, riferendosi alternativamenie
2 due posizioni distinte del sistema, ciod all’iniziale ed allo spostato,
una fra le fracce della retta e due fra le projezioni dei suoi punti B;,
convenieniemente scelti, debbonsi trovare allineati perpendicolar-
mente alla linea di terra; e che inclire il rapporio ira le loro
distanze da questa & quanto 272 : 1, come facilmente si deduce
dalle costruzioni segnate nella tavola.

6. La distanza 2 da un punto 4 ad un piano 8 (Tav. 11, fig. 3%

(*) Partantc & bene si noti, come uns rotazione eguale o dl 2enso comtrario a quella gla
conslderata del slstema delle dus retle, aftorno la Hnea di terra, condurrebbe del pari alla solo-
zione del problewa; ma & facils aceorgersi che, malgrado traitlsl della pit semplive tra le figure
nen piane (un sisteraa di dne reile) oveorrerebbe determinare, fra le generatriel delle due iper-
bololdl voamiali che esse, rotando, rispettivamente deacrivono, guelle ecke, sopra nn dato plano, &l
projettano parallele: problema che nom & ceriamente cosi clementare eome quello da nod posto,
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pud determinarsi in vera grandezza e nelle due projezioni, conducendo
per A il piano perpendicolare al dato ed a quello verticale, e con-
sidepandolo come un cambiamento rotatorio di questo attorno alla
traccia verticale del primo ; ma, invece di ribaltarlo, come ordina-
riamente suol farsi, attorno alla sua traceia orizzontale, lo si ribalti
attorno a quella verticale e sul piano omonimo: eseguite ivi le
operazioni del caso, si ottiene dapprima la distanza richiesta, e,
ricondotto indi 1'anzidetio piano alla posizione iniziale, le relative
projezioni.

Sono facili verifiche dell’esattezza del disegno la nota perpen-
dicolarith fra le suddette projezioni e le omonime tracce del piano
considerato, non che il confronto colla rotazione attorno la verti-
cale del punto 4, sino a divenire perpendicolare al piano verticale. (°)

% La rotazione attorno ad un suo punto, e nel suo piano, della
figura costituita da projezioni e fracce relative ad una data qni-
stione di Geometria Descrittiva, puo utilizzarsi a far cadere entro
il campo del quadro elementi dapprima inaccessibili, operando sui
quali e ricondueendo poscia la figura alla posizione primitiva, me-
diante rotazione eguale e contraria a quella gid eseguita, si ottiene
la soluzione richiesta. Ci¢ s’interpreti come un cambiamento rota-
torio attorno al loro asse comune di due de’ p. di pr., supposto che
formi sistema con essi, eppero simultaneamente ruoti, la figura ai
quali & riferita: ed & superfluo aggiungere come tal metodo possa,
per casi analoghi, estendersi anche a semplici quistioni di Geome-
tria pura.

8. La figura 4 (Tav. III) rappresenta I'intersezione di due piani, nel
caso che cadn fuori il guadro il punto d’incontro delle loro tracece
verticali ; ]a rotazione ha lnogo attorno I'asse delle y, e la sua gran-
dezza « &, per maggior semplicitd, quanto l'angolo che la perpen-
dicolare O H alla prima traccia HE di uno de’ piani dati, fa colla
linea di terra. .

9. FEcco, infine, un’applicazione del cambiamento simultaneo di
semplice traslazione dei p. di pr., anch’esso utile nel caso di ele-

(#) Pud, talvols, conferire alla pid facile Intelligenza del tracclato, 1'usy di namer! progres-
alyl & @i frecce convenienteupente apposti nelle sue parti principali, onde meglio fissarne I'ordine
a 11 senso delle costrusioml: Sel che & un saggio nella figura.
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menti inaccessibili nei dati del problema : irattisi p. es. di determi-
nare (Tav. I11, fig. 5% Pintersezione { dej dye piani L ¢ T" nel caso che
1 punti comuni alle loro tracce omonime cadano entrambi fuori il campo
del quadro, Sj spostino allora parallelamente a 8¢ stessi, e nel senso
mdicato, il piano verticale dj ¥ e quello orizzontale (i z: la loro
intersezione Z 7', nuova Iinea di terra, individna colla primitiva I, 7"
il piano «, il quale taglierd la retta 7 pel punto C, centro di omo-
tetia de’ due tetraedri che ; piani L e T rispettivamente determi-
Dano cogli antichi e eoi nuovi piani dj projezione ; d'onde il se-
guente traeceiato:

Condotte le L 7 of L' 77 parallele alla LT ed alle stabilite
distanze da gquesta, costruiscono i parallelogrammi L2(1 e
227 1( T), dei quali i lati e Je diagonali convenientemente prolun-
gatl, determinano il quadpilatero Se(7) 85 (1) e il punto (€), centro
di riduzione omotetics nel piano del quadro, ece. Del resto le nu-
THerose costruzioni sussidiarie ivi Ségnate, le quali a vicenda s
verificano, rendong superflui ulteriopi schiarimenti,

10. 11 tracciato precedente diviene assai pin semplice ed wtile

Palermo, agosto 1893,

SUI NUMERI DATI

MEDIANTE INSIEMI DI NUMERI RAZIONALI

= e -I.'i--_r_ﬂ.,r'-'-

(Continuazions e fine, V. pag, 144),

7. D. Si dice numero irrazionale Ognl numero non razionale
che separi tutti i numeri razionali in due classi.

Postulato, Si ammette che: Se tutté i numers razionali sono
divist in due classi ¢ quelli d'una somo tutti minori oy quelli del-
laltra, esiste wno ed un solo numero irrazionale maggiore d’ogni
nuimero della classe inferiore o mmore di ciascuno della superiore
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ailora e sbltanto allora che non' conliene un massimo la classe
mferiore e non conliene un minimo lo superiore.

T. 1. Due numeri, razionali od errazionali, distinti sono
sempre Separali da nfintli numeri razionals.

R. Uonsideriamo prima due numeri p e ¢ razionali: essi sono sepa-
rati dagli infiniti numeri, razionali, che s'ottengono da p+4-m. (g—p)
ponendovi per s le infinite frazioni proprie, positive. Consideriamo

Ora un numero razionale p con uno irrazionale % e supponiamo che
p sia minore di %: per il precedente postulato, » non pud essere
massimo dei numeri razionali minori di %, per cui potremo fissare
un numero razionale ¢, che sia maggiore di p e minore di u: gli
mfiniti numeri razionali, che separano i due numeri razionali p e g,
separano anche p ed %. In modo simile si riconosee che sono sepa-
rati da infiniti numeri razionali un numero irrazionale ed uno razic-
nale che lo superi. Se infine i due numeri sono irrazionali, per esser
distinti determineranno una diversa divisione in classi dei numeri
razionali, per I'ammesso postulato, per cui si potra. fissare un nu-
mero razionale p maggiore dell'uno e minore del rimanente dei due
numeri irrazionali: questi sono quindi separati da p e dagli infiniti
numeri razionali separanti uno di essi da p.

D. 2, Due numeri sono egual: se nessun numero razionale &
minore dell'uno e maggiore dell’altro. _

D. 3. Un numero & maggiore d'un altro, che dicesi minore del
primo, se qualche numero razionale & minore del primo numero ed &
maggiore del secondo.

U. Due numeri, razionali od irrasionali, o0 sono eguali 0 sono
diseguali. Se sono diseguali, uno & maggiore dell’altro.

Se con &, b, ¢ indichiamo tre nnmeri, razionali od irrazio-
nali; |

de a=%b e b=c segue a=
» aSh » b>e . » a > e
» a<b » b<e > a < ¢. )

T. R. Due insiemi ltmitrofi di numeri razionali individuano
sempre un numero, che nonr & minore di nessun nwmero dell'in-
sieme inferiore e non & maggiore di nessuno-del superiore.
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R. Siano (X) ed (Y) due insiemi limitrofi di numer; razionali,
Dividiamo tutti i numeri razionali in due classi, ponendo tutti quelli
che non sono maggiori di gualche numero di (X) in una classy,
che diremo (X'), ed i rimaunenti nell'altra classe, che diremo (Y');
questa conterrd quindi tufti i nomeri di (¥) e sard formata di nu-
meri tuttl maggiori di quelli di (X ). Hsiste certamente un numero
che non & minore di nessun numero della classe inferiore e non &
Iaggiore di nessuno della superiore perché-o v'é un numero mas-
simo nella classe inferiore o ve n’& uno minimo nella superiore ed
allora tal numero ha, manifestamente, la dichiarata proprieta : op-
pure non ha massimo la classe inferiore n& minimo la superiore ed
allora, pel postulato precedentemente ammesso, esisteé un numero
Irrazionale colla detta proprietd. Ora dico che wum sol numero non
¢ minore di nessun numero dell’insieme inferiore e non & maggiore
di nessuno del superiore, cosicché tal numero resta individuato dai
due insiemi: infatti; se due diversi numeri possedessero 1'accennata
proprieta, gli infiniti numeri razionali separanti essi numeri, per
Pultimo teorema, dovrebbero separare anche i due insiemi: ma cid

non puo avverarsi perchdé s'8 visto che due insiems Limitrofi di nu- -

Imeri razionali non possono esser separati da pii numeri razionali.

(6, T. 2).
E. 1. Le due successioni aventi per numeri n™
11%—3 _ lln+4-4

In = Fnig Yn =5, —1

individuano il numero 2, 2.
E. 2. L'insieme dei numeri 2 e quello dei rumeri y definiti

dalle
<5 y* > 5
individuano un numero Irrazionale,
E. 3. Frazione periodica. 1l gruppoe dei numneri

0,37 0,3737 0,373737 e
e quello dei numeri
0,38 0,3738 0,373738 §ine

R . 37
mdividuano la fraziope TR
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[g 3700 370000 3700437 _ 37000043737

99 9900 — 990000~ """ T 99004-99 T 990000 4- 9999 ~ " T
1 _ 14-3737 _ 3737 3738 . 3737 _ 3737
T 7 139999 ~ 9999 10000 - 5099 ~ 10000 E““']

E. 4. Base Neperiana. Le duoe saccessioni aventli per numeri

l
.

1 1 ]
Ty =147+ ; i ey, Yn =&y +

individuano wn numero irrazionale.

| Qualsiasi frazione di denominatore 2 o non & maggiore di &, o non &
minore di y, per cui od & minore di @, '+ 1 od & maggiore di ¥, 4 ,. 51
ricordi anche il teorema del n. 5],

I1.

LIMITI INFERIORE E SUPERIORE D' UN INSIEME.
LiMITE D'UNA SUCCESSIONE.

Dopo gquanio fu detto s'intuisce facilmente che il numero indi-
vidvato da due insiemi lmitrofi di nomeri razionali resta pure indi-
viduato da un selo dei due insiemi (4, T.), Porremo ¢id in evidenza
" occupandoci ora del limite inferiore e del limite superiore d’un in-
sieme. Ci oceuperemo pure del limite d'una successione nel senso
usuale., Queste ire specie di limiti le definiremo servendoci solo di
quanto qui fu detto, indipendeniemente quindi da qualsiasi conoscenza
d’operazioni con numeri irrazionali,

8. T. Se un insieme ¢ formato di numeri razionali twlli minori
d'uno fisso, esiste un nuwmero ed uno solo, irrazionale o razionale,
che non 810 minore di nessun numero dell'insieme e non sia mag-
grore di messun numero razionale che super? tulli quelli dell’in-
sieme. Se 1 numer:t dun insiere sono tulli maggiori d'uno jisso,
esisle un nwmero ed uno solo, che non sia maggiore di nessun
numero dell’ insieme e non sie minore di nessun numero roazio-
nale, che sia minore di tutli gwelli dell"insieme.

R, Sia (X) un insieme di numeri razionali tutti minori d'uno fisso.
Il numero individuate dall'insieme (X) con quello di tutti i numeri
razionali maggiori d’ogni numero di (X), ed esso solo, non & minore
di nessun numero di (X) e non & maggiore di nessun numero ra-
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zionale che superi tutti quelli di quesio insieme (7, T. 2; 4, T.).
In mode simile si riconosece la veritd del teorema relativamente ad
un insieme di numeri tutti maggiori d'uno fisso. | |

D. Si dice limite superiore d’un insieme di numeri, tutti minori
d’uno fisso, il numero che non ¢ minore di nessun numero dell’insieme
e non & maggiore di nessuno che superl tutti gquelli dell'insieme. S
dice limzte inferiore d'un insieme di numeri, tutii maggiori d’un fisso,
il numero che nen & maggiore di nessun numero dell’insieme e non &
minore di nessuno, che sia minore di tutti quelli dell’ insieme.
Per significare che un insieme contiena numeri maggiori d’ ogni
dato numero positivo, o minori i ognuno megativo, si usa dire
che il medesimo ha Uinfinito positivo, o negalivo, per limile su-
periore, od inferiore.

C. Il limite superiore, od tnferiore, d'un nsieme PUH appar-
tenere o non apparienere al medesimg se gt appartiene, ¢ un
SU0° MAssimo 0 minimo.

2n
b1

E. 1. Il gruppo dei numeri ottenibili da dando ad #

!
totl 1 valori interi positivi, ha il limite inferiore - ed il superiore

0,4: soltanto il limite inferiore appartiene all’insieme.

L " = - . ‘B E 5 _i- 3
E. 2. L'insieme dei numeri ottenibili da —— ﬂ, dando ad m
2ma4-4n

ed » totti 1 valori interi positivi, ha il limite superiore 2,5 e l'in-
feriore 0,75; nessuno dei due limit; appartiene all’ insieme.

E. 3. L’ insieme dei numeri non minori di 2 e non maggiori
di 7 contienc i suoi limiti inferiore e superiore, che sono 2 e 7.

9. I 1. Diremo che una relazione sussiste trae wun nuIRero
dato ed i termini lontani d’una daia Successione se sia possibile
fissare # abbastanza grande perché tale relazione sussisia tra il nu-
mero dato ed ognuno dei termini che seguono il termine 2™ nella
data successione,

E. Poniamo

' ] 3 D 7 )

(E):(lr _z‘:gr 1‘15:_6_171 —8_:*-

indichiamo eiod con (X) la successione, che ha per termini {2 n — 1)=¢

2n— | _
€(27)™ inumeri 257 — 1 o ’;ﬂ . Ogui data frazione propria &
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minore dei termini lontani: nessun numero & maggiere dei termini
lontani della successione (X). Non & possibile fissare » abbastanza
grande perché qualsiasi frazione propria sia poi minore d’ogni termine
seguente il termine n™*° nella successione (X).

D. 2. 51 dice che wna successione tende ad un limile 1 se i tor-
mini lontani della successione sono maggiori d'ogni numero razionale,
che sia minore di /, e sono minori d'ognuno, che sia maggiore di /.

T. Una successione non pud lendere a due limils. ()

R. Sia @, il numero 2™ d'una successione, che tenda al limite 2 ;
sia £ un numero minore di /. Indichiamo con » un numero razionale
maggiore di & e minore di 7 (7, T. 1). Siccome Ia snccessione tende ad
{ed » & un numero razionale minore di /, i termini lontani della sue-
cessione sono maggiori di ». La successione non pud dungue tendere
ad % come limite perché i fermini lontani della medesima non somo
minori di 7, che & un numero razionale maggiore di 2. In modo simile
s1 riconosce che la successione non pud lendere ad un limite maggiore
di 73 quindi ¢ vero che, se la medesima tende al limite 7. essa non puo
tendere ad alcun altro limite.

10. T. Perché una successione di numeri tenda ad un limite
sufficiente e necessario che per ogni numero rozionale positivo
prefissaio st possa assegnare ad n uwn valore abbastanza grande
perche le differenze tra il termine n™ della successione ed i lerming
successier s1ano lutle minori di quel numero pasitive.

R. Consideriamo la successione

ﬂ'-] ﬂg ffg H,g:

¢ supponiamo che, per ogni numero razionale positivo = dato, si possa
lissare per l'indice m» un valore m tale che sia minore dj = 0gui
differenza tra a,, ed i termini sucecessivi ad A, cosicchd sard:

Oatp— 6 << GuyppHeperp=1,23...

da cul ricavasi

ﬂm_" £ <E?,.,+P<£Im—|- E

{*) Per uno studic di limitl 4'una suceessione, in sense pin larro, V. mma mia nota mel
Tomo V del Zendiconti del (iroolo Malematics di Palsrmo, anno 1391, pag. 280.

23
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T . : _ - 1 | 1
« Diamo successivamente ad : 11ralnr:|]—, 5 g 1 ... € fis-

siamo relativi valori di #z i quali indicheremo con my, mq, my, my,, ...:
corrispondentemente pofremo stabilire le diseguaglianze :

1 1
ﬂml "_|<am1+P<ﬂml+T

1 i
ﬂmﬂ_? < gmﬁ+1; < ﬂmﬂ+_§_

1 1
A T m < ﬂmﬂ_].p < ﬂmﬂ"*—?

i

per p—=1,2,3,...

Poriamo ;
1 1 \
(X)_(aﬂlmilaﬂﬂ—_z_: a‘ma_—_: * o ?

l L 1
(Y)= (am1+1, On, + 51 O 5,

L

Proveremo che guesti due gruppi sono limitrofi,
1

Prendiamo in (X) on numero qualunque a, —=— edin (¥) ano-

k

1 ) : ] - . x
qualungue @y~ ¢ siccome il numero O, — % e minore di cia-

: . 1 : o .
scuno dei numeri @ ed a, +— ¢ maggiore di ciascuno dei nu-
ﬂl: + » - 1
|

meri @, ., ,, &

] I
O _T<a‘mt+ni<ﬂn‘+1_-

E
epperd &

1 1
Hmk__:lt_<ﬂﬁ:+t_'.

Ogni numero di (X) & dunque minore d’ogni mumero di (¥). Sia ora «
un numero positivo dalo arbitrariamente: si fissi un intero » mag-
: c B ; . 2 . :
giore di =3 sard cosl o maggiore di = che é& la differenza tra il

1l | !
OUMETD @y ~+— - di (Y) ed il numero o, ——— di (X): ogni nu-

mero positivo dato ¢ dunque maggiore della differenza di due -numeri
presi convenientemente ne!l'insieme superiore (Y) 'uno e nell'infe-
riore (X) 'altro.

Resta cosi provato che i due insiemi (X) ed (Y) sono limitrofi



— 379 —

(3, D. 2): indichiamo con / il numero che i medesimi individuane
(7, T. 2). Sia & un numero razionale minore di /, quindi minore d’ogni
numero di {¥) ed inolire minore di gualche numero di (X) perchd

solamente / non & maggiore di nessun numero di (Y) e non & minope

di nessuno di (X); un numero di (X) maggiore di b sia a,, — 3

a .

essendo !

1
—— rH== -, RN
. ; I . - :
ancora b, che & minore di a, —r sara minore di ciascuno dei ny-
. 8
meri Om 415 O 485 Om 45y «oo oo II numero & & dunque minope

&
dei termini lontani della suecessione a,, ag, as, - ... Si riconosce nollo
stesso modo che ogni numero, che sia maggiore di 7, & maggiore lpj
termini lontani della snccessione. La successione tende adunque n ¢

come limite, per cui resta provato che la condizione enunciata 1ol

teorema ¢ sufliciente.
Ammettiamo ora che la sueeessione

(Zq g dg

tenda ad un limite /; e supponiamo dato arbitrariamente un mumerq
positivo e Fissiamo l'intero positivo & pit grande che —':1 per cui sarh

9 .
E>T. Dei numeri

P00 1 2 03
3 k 3 % %

h—1 . . . A
7z 1l maggiore di quelli pi piceoli di 7 per cui —- non sari inj.

s ol
k

sia

nore ed sara. maggiore di /. I termini lontani della nostra yue.

: S P .. 3. B ,
cessione saranno quindi maggiori di 7~ @ Iminori di = Bink

potremo fissare due interi #»" ed #” abbastanza grandi perché i nume.y;

) ... h—1 . :
@ 41 @u g On, 4 3+ SIAN0O MAGEIOT] di z ed 1 numeri 4, 43
; P : .
Ar g Auryg-++ S12N0 minori di ——. Indicando con # un inte,

che superi ciascuno dei numeri 7' ed n”", p. es. »' 4-n", avremo dunrue;

h—1 h-1
k <Hﬂ+p< 7 per pzﬂl 1:211-
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e iore di h-—l_iaaund'
7 — © maggior 3 clascunodel mo-

Fssendo minore di
meri
Uy Tp 41 Ay 4 ¢ On4s + » «

h4-1 h— 1 . Ga B . .
Z 7 » 0ssiadl —- epperd con maggior ra-

gione di ¢, la differenza di due qualunque dei medesimj numeri. ed

sara minore (i

in particolarc sard minore di ¢ ciascuna delle differenze

On —Qnyy Op=—Qy43 Oy —0Oyig ...
'!'?'ﬂ+l — Wy Uy 93— 0y Oy 3—0, .
Avendo ammesso che la snecessione
&, ag ag
tenda ad un limite, siamo cosi giunti alla necessaria conseguenza che,
dopo aver dato arbitrariamente un numero positivo e, sia possibile fis-
sere 2 in modo che fossero minori di = le differenze ira il termine ay

¢ clascuno dei successivi. E dunque vero che la condizione enunciaia
nel teorema ¢ anche necessaria.

Clenova, novembre 1832,
F. Giubpice.
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LA RISOLUZIONE COMPLETA DI UN PROBLEMA

e i o i =

(Continuazione e fine, V. pag. 150),

RISOLUZIONE AlGEBRICA. — Posta la condizione che il punte 0 debbsa sssere
fia B ¢ O, indicando con a, b, ¢ 1 lali opposti rispetiivamente agli angoli A, B, C,
¢on x il segmento B D, con y il segmento AD, e con z la pioiezione di A D
sun O, si avia 1! sistema :

F=y'+ee—a)0+2@—oa) s, =y +o 20z, Y*'—=w(a—a,
ed eliminando y e =

b =t o2 (@ —@)—2ae(a —u) ,
o8s28, :
2ag® -~ (2a* — 0+ Netact =0, . . . . {2

da cul:

20 =02 4-c' 4= /(22 — b+ c¥)? — Bafc?

e e 4a
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Affinché le radiei dell’equazione (2) sianc soluzioni del problema, dovranmno
essere positive e reali; il loro prodotto é positive, quindi saranno ambedue posi-
five quando si abbia:

Bab oV 2 W . & 4 o 5 e i v . itB)

In tale ipotesi le radici saranno anche reali se:
28— +c*=2ac P2 omsia 2a—2ac P2 02> B0
L'ultima relazione si pud porre sotto la forma:
(a VE - )t = B2,
e, ponendo la condizione:

a2 >ec,

81 avrad pure:
a VE —c = b,
08314 |

ﬂl/é_gb—l—c:

evidentemente in quest'ultima condizione é compresa la precedente, che si potra
quindi trascurare. Pereid le radiei saranno reall quando

S DD v s = s o o= o )

Qualora sia soddisfatfa la (4), lo &, a pit forle ragione, anche la (3), quindi
la (4) esprime I'unica condizione per la possibilita del problema.
Se 'angoio 4 del triangolo dato e oftuso, e percid cos A < 0, si ha:

2a* =2 (Bt +ct)—4bceosA
OESIA &
2a* =0 +c)+(b—c) —4beceosd,
quindi !
2a® > (b4 o),
ad 1l problema ammette due soluzioni.
Nel caso specizle che il triangolo, essendo ottusangolo in A, sia isoscele,
posto b—¢, si ha:

n_—__f—]/ﬂ?-—gr:f'
5 :

5——-

¢ quindi:

vale a dire che 1 punti D, e D, sono ad uguale distanza dai vertici B e C, ed
1 segmenti AD,, AD, sono uguali.
Se l'angolo A & reito, & ha: &
2 a® =2 (b2 o)
028l :
2t =04 +C—0), . . . . . . . (B)
e quindi, in generals:

2a®> (b+c),
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1 problema ammette due soluzioni, e si ha:

b* <» 3 e® 4 (3® — ¢?)
B =

4a
08814 *
a c*
ml—_——E ed mg-._——a—a

vale a dire che i punti D, e D, sono i piedi della mediane e dell’altezza cor-
rispondenti all'ipotenusa.

Nel caso speciale che il tringolo, essendo rettangolo in A, sia isoscele, la
(5) diviene:

2a' = (b +0)?;
il problema ammette una sola goluzione, e st ha:
be ot
. = ’
/4 1
onde si rieava :
b? . ¢t : t
23— - s 08814: S =—a, 0= —;

2

vale a dire che il punto D, , & il punio di mezzo del lato a.
Se l'angolo A é acufo, si ha:

2at =(b+to)f+(b—c)'—4bccosd . . . . (6),

quindi;
2 g2 % (B4 c)2,

ed il problema ammette due, une, 0 nessuna soluzione. Quando sia:

2a% = (b ~40)®
g1 ha:
2a% — B% 4 o0 . ¢ (b—+rc)
o = 1z , OEBIR: 22 =— 3
Eaﬁ—c{b—l-ﬂ,'l . b (6-¢)
ﬂ"—:ﬁ_ . Dﬂﬂ]ﬂ: ﬂ_'m: 1
2 248
quindi ;
z ¢
@— x b’

vale a dire che il punio D, , sppartiene rlla bissgttrice dell'angolo A,
Nel caso speciale che il triangolo, essendo acutangolo in A, sia ispscele, la (6)
diviene:
20° = (B-c)? —4becosA,
quindi :
2a° L (b4e);

il problema & impossibile, ed in conseguenza & pure Tmpossibile se il triangolo
& equilatero,
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Riprendendo la formula

20— Pt PFRa'— b2 4% — BaT ¢t
4a

L —

proponiamoci di trovare graficamenle i segmenti z, ed @, per mezzo dei lati del
triangolo. Giova scrivere:

__a Bt et l/(a A i c?
C="8 T da " da = 2 4&‘4.-::) 2!
rappresentando con %, il segmento terzo proporzionale dopo 4a e b, e con g
il segmento terzo proporzionale dopo 4a e ¢, & ha:

c®

a ,/ a g
@ = — By =N (?—-hl—i-}i?) —TsT )

—

@ T - - .
¢ posto —- — A, 4 2, =Ah,, se indichiamo eon A%, il caieto di un triangolo

H

V—E, 81

reftangolo avenie 1" ipotenusa nguale ad %, e 1'altro cateto uguale a

ha infine:
we=—h, A .

3 —
Posta la condizione che il punto D debba trovarsi sul prolungamento di B C,
e continnande ad indicare con «, ¥,z rispetlivamente i segmenti 8D, AD,e la
proiezione di A D su BC, secondo che il punto D sard dalla parte di B o dalla
parte di C, si avrd il primo od il secondo dei seguenti sistemi di equazioni:

SbFzy?—l-(m'—l—a}?iﬂ(m—[—a)s M=y'+@w—a)l) 1+ 2(x—a)s

' =yt-ta*+ 2oz cf—=ytta2*+2g:
ty‘==ﬂ(==+a) V= (@ —a),
Eliminando y e 2, s1 ha dal primo sistema:
5 LIPS Sais ac
w—cio—ac 09s14a ; «2:__5}45‘,__3ﬁ
e dal secondo:
bﬂ b P z e — ﬂﬂE
— ot —=—ac 0ssia m_c?—bﬂ'

Se dungue & 2> ¢ il punto, che chiameremo D,, si trova dalla parte di B: se
b < ¢, si trova invece dalla parte di C; se b—¢ il problema & impossibile.
Per rappreseniare graficamente il segmento 2 dato dalla formula :

2

I Z ¢
'm—__ o
bE——E'

giova scrivere:

indicando con 7 il segmento terzo proporzionale dopo (B —c) e e, ovvero il
segmento terzo proporzionale dopo (¢ — ) e ¢, si ayri:

al

h=¢’

& —
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€ non rimarrd che a prendere il segmento quarte proporzionale dopo (b4 ¢),
aed 1

CoNsIDERAZIONT. — Essendo D,, Dy i ponti interni e D_ il punto esierno
corrispondenti rispettivamente alle soluzioni %, , @y, @, del problema ed ai seg-
menti AD , AD,, AD, . che indicheranno con ¥y Yor ¥qs € chiaro che aveanno
una soluzione in comune col triangolo dato tutti i triangoli aventi due vertici
m B ed in € ed il terso vertice in un punto qualunque delle circonferenze de-
scritte con centro D, D,, D, e rispettivamente con YAEEIO ¥\ 5 Yos Yg .

Volendo esprimere algebricamente la relzzione esistente fra i lati del trian-
golo dato, e guelli di ano quelungue avente col drto in comune una delle soln—
z10ni %)» Loy premeiteremo che, affinché due equazioni delin forma:

+patg=—0 ' tp, 4+ g, =1
abbiano una radice comune, deve esistere fra 1 coefficienti la relazione segnente :

(2, — ' =(p,—p) (pg, — p, 9)-

Cid posto, se chiamiamo 4, b,y ¢, i laii del nuovo triangolo, mentre pel frian-
golo dato si ha:
2ax’ — 22 — 4w+ act =0,

g1 avrd pel nuovo triangolo :
2aw® — (24° — H+de+acd=0;
donque nel easo attuale :

| 72,2 2
— 2at = B — ¢t 2 — 2a¥4 P} —of ¢t

£ . 2g . 5 Py = oa '9122'

e. sostatuendo questi valori nella precedente relazione, fatte le opportune opera-
7iont e riduzioni, si oitiene :

2a® (B — b°) (e — c"):(ﬂfﬁ*——c?b?) (62 — bt—ctt+c% . (T)

che & la relazione cereata. Inoltre, perché i due triangoli abbiano in comune Ia
soluzione «,, che per fissare le idee, supporremo essere la maggiore, dovra
e8sere :

w|+y1>ﬂj>m1‘_‘y” y;+(“_2ﬂ]r}>g’1>y1_{.m__mi}?
e perché abbiano inveee in comune ls soluzione x,, dovrk essere:

yi+m9>ﬂl>yﬂ—_m2' (‘:_'“Tf;""'yej}bl.){ﬂ-mfj‘_yr

Fra tulti i triangoli che hanno col dato in comune una delle soluzioni @,
@, ve m'é uno che, olire all'avere in comune col dato il lato a, e ingeritto con
eas0 nells slessa cireconferenza. Per queslo speciale triangolo, che 2 equivalente
al dato, ed ha l'angolo opposto al lato & supplementare all’sngolo A del trian-
golo dato, si ricava facilinente :

byey==pe .. . . « = s s . = (B
Questa relazione trasforma la (7) nella seguente ;
Ol AP =2 < s e o o0 (D)
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e, risolvendo infine rispeitos &, e ¢, 1 sistema costitnito dalle (8) (9), =i ricava :

S S
by =5 (P2a°— (b — 0 + p'2a"— (b + o))

6, = %(V%ﬁ*—cb—cf ¥ VZa* = (b+oF).
Volendo esprimere algebricamente la relazione esistente fra i Inti del irian-
golo dato e quelli di uno qualunque avente col dato in comune la solozione 2, ,
continueremo ad indicare con a, ¥, ¢, i lati del nuovo triangolo. Avendosi

pel trinngolo dato :

. aet
ﬁ____b,z___cir
g1 aved pel nuovo triangolo :
m“f
E:i b‘i—-[':ﬂ L
| 1
e quindi dovri essere :
T =b5-—ci Ossia by =dbc . . . . (10),
1 i
Inoltre, se b > o, dovra essera :
g @3> 0 > Yy —@,, (ﬂ+maj+y3}b1}(ﬂ+$aj_y:i’
ese b e:
Tyt Yy >0 >0, —y,, Yot (2, —a) > b >y, — (&, —a).

Fra totfi 1 friangoli, che hanno col dato in comune Ia goluzione z,, ve
n'¢ uno che, oltre all'avere in comune col dato i lato o, & inscritlo con esso
nelle stessa circonfersnza. Per questo speciale triangolo, che ha 1'sngolo opposio
al lato @ supplementare ali'angolo A del triangolo dato, detta S, la sua super-
ficie 81 ha:

&% c2 sen® A

lﬁﬁ-‘f:d?zfc?—-(—- a‘?—l-b?—l—c‘f)ﬂ, ed anche S’:'_—_ y

menire pel triangolo daio si ha :
hie? sen®d
d )

16 8% = 43%¢% — (— g% -+ 3% - ey, el anche 8T —
onde avremo la relazions :
4&;34:'-?— (— r:ﬂ—l—fr?—]—::?)ﬂ _ 5 o] '
40%c% — (—a® b =22 T prge

08318 *

b?c?(— GF =i~ b - 4 == Pt (—a 8 02, |, . (11).
Da wllimo, risolvendo rispetto a 6, e ¢, iuPsistema costitnito dalle (10) (11), si

ricava *

b

ab ac

| — 2 El e— .
]r‘/—--r'.',!--|--2..’$3—,'—-2cE V—-— a* - 2h% 3. 20
Forli, Marzo (1807,

Dieco Dott, FELLINI
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PICCOLE NOTE E SUXTI DI NOTE

A proposito del teorema di Lehmus (). — Non mi pare inutile far
notare alcuni teoremi, dei quali noti teoremi sulle mediane & sulle bissettriei

sono cast particolari.
l. In un triangole A BC chiamo 4’, B’ (7 ; punti che dividono rispetti-

vamente i Jali BC=a, CA=5%, AB— ¢ pnel rapporto delle potenze »me
(# qualungue) dei lati adiacenti, cosicche

BAa’ o ;B an A pt
—— .

A'CT »mw'  BaA e CB a”

chiamo K il punio comune delle AA’, BB, CC'; rette 4™ opposte ad
w, &, c rispettivamente 1 segmenti A A, BE, cC: raggli A" opposti ad a,
by ¢ i segmenti AKW, BKW Jim. rettangoli corrispondenti ad a, b, ¢ i
rettangoli BA’. A'C, CB . B'A, AC.CB.

Per n =0, 1, 2, — 1, — 2 le pette xin sono rispettivamente le mediane,
le bissettrici, le simediane, le isotomiche dells hissetirici e delle simediane.

TrorEMa, — Per o qualunque a Iati eguali si oppongono relte &% eguali:
per 0 =% < 2 al lato mapgiore si oppone la retta A™ ipinore; per
0 =#n <2 sono vere le reciproche.

Mediante il teorema @i Stewart si trova
b™ o = B° o a* o® ¢’ ¢ Palpelgn b % a®

b e P T op BB = e e a®  (Pa)?

(1) 44" =

che si possono anche scrivere cosi:

o c?” c”
) ,'E ﬁ.""-']-bH ﬂ'n bncn o ﬂn—z +EE bﬂﬂﬂﬂ'ﬂ-
(2) 44" — 5 =8 Tin e BB = = ) n\2
[ & @ (" 4= ™) n::“_l_1 b™*(c™+-a")
» s

Le (1) mostrano che se a —b & AA" — B per n gualunque; le (2)
mosirano che se ¢ > 4 & AA" < BB per oeni valore di 2 ohe soddisfa alle
U< 2=<2 peché por questi valori & g = b, 2> g* 2 guindi

o 3id c™
pE—E < =2 a jn en % Bt o o
e P — 1 — —_— F - L]
= on ot o a2 (g.n + ¢7)e ¥ o P En}i
AL an |

Onde reciprocamente per 0 < n < 2 dg 44 — BB deriva a— b, e da

AA" <« BR derive a > b
TrorEMA, — Per n qualungue a lati egoali si oppongono raggi A™ eguali;

per zn positivo al lalo maggiore s oppous il raggio &Y minore; per # posi—
tivo sono vere le reciproche,

(*) Periodico, anno VII, pag. 147 e 187: amno VIT1, pag, 8,




Si ha ()

B) AEW =[("+ "+ 0"+ e b — 0" 0’ = (@ 4" )

che, ponendo Za" — a" 4= b" +¢", 3 BV e Tt

n—2 fe—=2 .
¢ ~a , si pud trasformare cosi :

P a w—2 ,n—9
AE{“&E— b™ ¢ —I'-b e a2 B2 o2 pory b
—— E ﬂ-ﬂ {E ﬂﬂ)! &
Allo stesso modo
Th i n—2 .n-0
B KM ¢c*at -+ ¢ta o2 B 8 - f b
_ =gt (S a™)E

dalle quali deriva subito il teorema.

Osservasione. — Per n negativo —= — m da a > b deriva 4 L™ % BEW™

secondoché

2 g —m = —m 2 2 —m
c+bec Z=¢ a-4ca

-

o

pssin. secondoche

ee? — h2
el “% a b — = .

ﬂ—

Ad esempio per n=——2, da @ >} deriva AKWM % B K™ sgeondoché

o= Yab.

Corollario. — Da a =1 deriva ang. K" AB = K" BA per n qualungue;
da a > b deriva ang. KW AB > K™ BA per » posilivo; onde per # positivo
sono vere le reciproche,

TeorEma, — Per n gualunqgue a lati eguali corrispondono reftangoli egnali ;
per —2 = <=2 al lato maggiore corrisponde il rettangolo maggiore ; per
— 2 < n < 2 sono vere lg reciproche.

B BA' ¢ B0 e BC <4¢c» BC b*+ev
alla i C-.—.. o cOmponenac sp na ﬂ— ;:11- ) A C_ pn "
donde
a? pn on a® ™ %
4 BAL A= == '
( ) r:b'ﬂ + [:n}E a2 {bﬂ -+ G‘HJE 3
g LOS]

bt oh gh 5% oh gn

(€4 e T bt (o gy

e —

R, BA=

disfa alla 0 < n < 2, perché per guestpvalori & " > p*, " = "2 o

guindi anche per ogni valore di # che seddisia alla — 2 < 5 < 0 perché i
rettangoli BA'. A'C ece. non variano mutando # in —n,
Parcid sono vere le reciproche per —2 < 5 < 2,

=SS ==
==

(*) FPeriodico, namo VIII, pag. 66, formole 6).
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Osservasione, — Per n> 2 da a> b deriva BA'.A’G%_ CB'.FA
sacondoche

ﬂfn—ﬂ (bn "I- Cﬂf % bﬂ—ﬂ {ﬂn _I_ EH)E

ossin secondoché
)

—

a® "+ c“)% b * (c“-l- a’)

Ve
-

ﬂ—

o0ssia secondochs

n=-2 n-L2
L. oa =
n < —a® —b
[.'5_(“‘5) s n—-_g
a® —p

Ad esempio per n =4 & B A’ A'( % CB'.B'A spcondoché &

a‘—;:-——-ub(ﬂ'-—!—ab-}-é’}.

TeoneEMs. — Te rette 2B opposte a lat; eguall somo divise in rapporti
egoali ; 1o retta 2% opposta al late maggiore & divisa nel rapporto minore o

maggiore secondoché & 2 E‘.: 03 sono vere le reciproche per n diverso da zero.

Cid deriva tosto dalle farmole

AK® o% 4= o B K" o™ 4= g"

5 . 2
©) Ko 4 S () =

AE™ B K
K47 Emp -

Per n =10 & =empre

, o . AK™ A4
Proprietd analoghe valgono per i rapporh A e C R A
2. Indicando com 4", B”, @7 i punti che dividono i lali BC, CA4, AB
rispettivamente nei rapporli negatiyi — - ' — & ) - Z per le relte
h™ P an ?

AA", BB", CC” i teoremi precedenti non somo pilt veri in gensrale.
Noto i1l seguanie caso particolare. AMutando nella prima (1) ¢% in — ¢®,

e nella seconda (1) a* in — a” . & ha
®) At BB apre
Ht — on | (" — ™) :
BE" — ¢ @ — ¢% g" b® p® gh

Pev n=2, 44", BB”, CC” sono tangenti in A, B, C al cerchio ABC;
per essc ai ha
2 2® h® o? o a? b° ot

44 ={b?_ﬂﬁ'}5’-’ BB __(E-a_,ﬂz}z;

donde se e =0 deriva AA” —=BB”: 5 a> b deriva A A" diverso da BB”
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a® 4 B* a® =+ b*

=~ "o " - [ J—
5 , 8 AA"—=PBEB" ove sin ¢* =— 5

' “ -
ove 2l1a ¢ =

reciprocamente :
se due tangenti al cirenmcircolo (porzioni comprese fra 1 ver

zolo ¢ 1 lati opposti) sono diseguali, i lati opposti sono diseguall ;

se duoe tangenti al circumecircolo sono eguali o 1 lati oppost

a® -+ b

o se no il lalo compreso c¢ soddisfa nlla relazione c® — 5

Osservo a proposito di queste tangenti la proprieth: se A B (
& p. es, 2 > b > ¢ s ha in valore assoluto

| Onde 51 ha

el del trian-

3

| sono eguali,

¢ scaleno ed

2 abce » abo i abc
AA" = T — ' BB — P C{C" = p g y
onde
| 1 |
BBH'_'CCH'-I_AEH‘
od anche
CC". A" —=AA".BB'"4 BR".CC"=BBEB". 0"+ AR

3. Se nelle formole (1), (3), (4), (5) si muta a in a, si ha
spondenti relazioni per un triangolo 1 cul lati sieno a,, &, ¢, @

chiaramentie 1 seguenti teoremi :
in doe triangoli che hanno duve lati rispettivamente egunal

diseguali 1° al lato maggiore si oppone la refla ™ minore (»
2° al lato maggiore si oppone il raggio A™ minore (z positivo)
maggiore corrisponde il retfangolo maggiore (n gualungue) - 4°

nne le eorri-
ne Tisultano

e 1 terz1 lat:
qualungue) -
- 3% al lato
la retta &™

opposta al lato maggiore & divisa nel rapporto minore o maggiare secondoché

HEU;

reviprocamentie in due triangoli che hanmo due Iati rispettivpmente eguali

1° se le reite &(*) opposte ai terzi laili sono eguali, guesti sono
sono diseguali, alla maggiore si oppone il lato minore - 2° se
opposti ai terz lati sono eguali, questi sono egualr; @ se sono
maggiore si oppone il lato minore (n positivo) — 3" se 1 retfang

eguali; e se
i raggi Al
diseguall, al
pll corrispon-

denti ai terzi lati sono eguali, questi somo eguali; e se sono dis¢guall al mag-

giore corrisponde il lato maggiore — 4" se le retie A( opposte

al terzit lall

sono divise nello stesso rapporto (» 2 0), guesti lati sono eguali, & se sono
divise in rapporti diseguali & maggiore il lato opposto a guella divisa nel rap-
porto minore o il lalo opposto a quella divisa nel rapporto maggiore secondo-

chéﬂi’:& »

A risultati apaloghi si ginnge considerando le refte che dividono «, a, nei

rapporti negativi delle potenze »™" dei lali adiacenti.
K,

FEaRARL

= T L —— -

- L . w
1] B tpmm——w=
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
150, 152, 155%, 156™, 157*, 160, 162",
163" e 164*

X50". Determinare wn triangolo sferico equtlatero, la cui superficie sia il
complements del suo perimetro. (G. BELLACCHI).

Soluzione della Sig." Ved® F. Prime a Bruzelles.
Siano A4, a l'angolo o il lato di questo triangolo, si ha

33—::::%-8:: donde d:a_;- [1]

Ma & noto che nel triangole ABC

cosbheos( = colasen b — oot 4 sen (;

le quantitd a, 4 verificano pereid l'equazione eoze sen@ — -+ (c0sz — sena);
od anche, elevando i due membri al fquadrato |

sen® 2@ -+ dgen2x — 4 — 0. [2]

L'vnica radice acceitabile di quest’equazione &
senlew = -—24 38 0 280 2% = 4 /2, sen? 220 30",

S1 trova, dalle tavole delle funzioni eircolari, che 22 = 55956’ 157 o 1240
3" 45" e cosl

a = 270 58' 1”5 o A =6201"52"5.

La soluzione 4 = 27°58 7,5 con & — 620 1”52",5 non pud essere
accetiata perché 3 A dev'sssere compraso fra 2 8 8 reiij

152", Dati gl anrgote di wn {riangolo Sferwo ABGC, determinare Iarco
A D verificante la reluzions

sen*AD = sen BD .senDC,
cercando in quali casi & possivile. | (G. BELLACOHI).

Soluzione della Sig.? Ved.® F. Prime a Bruxelles.

Indichiamo con « I'angolo BAD e eon P l'angolo CAD, si ha, nel trian-.

golo BAD, senAD :senB — senB D : séna, e nel triangolo CA D, sen A D :
sen C = sen C.D ; sen B, . ,

Moltiplicando queste relazioni membro a membro o tenendo conto dell"ipotesi
8en*AD = sen BD, sen CD, risalia

ene.senfP =wenB.senC o €08 (% — B) — cos (@ -+ f) = 2zen B sen C.

wraln e i
i L

i g el i}
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Casi differenti da considerars :
1> L’arco AD & nell’angelo BAC; in quesio easo -8 = A e gli an-
goli «, B, e in conseguenza la posizione di A D, sono determinati dalle due
eqUAZIDN]
x4+ B=4, cos (e — B) = cos A - 2sen B . sen C.

Perché I'arco A D) esista & nacessario e sufficiente che la seconda equazione dia
oo —B| « A; cid avra lnogo se

— 1 < c0sA 4+~ 2zen B.sen 0 < 1.

Se queste condizioni sono soddisfatte, st troveranno per « — f due valori
uguali e di segno contrario, vi saranno quindi doe archi A I) soddisfacenti alla
quistione, simmetrici rispetto alla biseitrice dell’angolo A.

2. Essendo C, il secondo vertice del fuso C, 1'arce AD eada nell’angolo
C,AB. In quesio caso f — z = A e si ha da considerare il sistema

B—an=4, ¢os (¢ 4 B) = cos A — 2=sen B . sen C.

Le condizioni necessarie e sufficienti per l'esisienza dell'arco 4D sono

— ] < cosA —Z2senB.zen 0 < 1

poiché se queste condizioni sono soddisfztle, la seconda equazione dard per
& 4 B un valore maggiore di A. Il problema non avrd che una sola soluzione,
poiché 1l valore negativo di o -8 dovrd esser messo Im disparte.

3." Il punto B, essendo il secondo vertice del fuso B, sia l'arco AD nel-
I'angolo CAB,. T valori di « ¢ B son guelli frovati per § e per o nel secondo
casp. Essi determinano guindi un arco di cerchio massimo simmetrico dell’arco
trovato nell'angolo B A (| rispetto alla bisettrice dell'angolo BA €.

4." L'arco AD cada entre 1'angolo B, AC,. In questo caso il sistema a

risolvere &
‘ e--f=2n— 4, cos (e —f) = cosA <+ 2sen B.zenC.

Qui, come nel primo caso, si deve avere |z — [} < A, cid che richiede che
si abbia
— 1 < ecosA+Z2senB.sen = 1.

Se queste condizioni sono soddisfatfe, si troveranno due archi AD simmetrici
rispetio alla bisettrice dell’angolo B A C. Inoltre quesii archi si troveranno nel
prolungamento degii archi trovati mel 1° caso, ¢ib che d'altronde era prevedibile
poiché la relazione sen®A D) — sen B D . sgh ('D non & alterata sostitnendo agli
archi AD, BD, DC i loro supplementari.

Le condizioni di possibilitd irovate nei diversi casi non sono contradditorie

poiché addizionandole membro & membro danno

| < cosd <1,

Ne risulta che il problema pud ammetiere otto soluziomi, guattro, due o

11e85111A,

B e e
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155", Dato il triangolo ABQC e le rette AT, BH, CH passanti per lo
stesso punto H, inscrivere in ABC un triangolo A’B'C’ in modo che A’ cada
in BC, B in CA, C in AB, ed i lati B'C/, C’A’, A’® siano bisecati rispet-
tivamente da AH, BH, CH.

Dimostrare poi che le ratta AA', BB, CC' passano per wuno stesso punto.

(L. MERANTE).

Risposta della Sig." Ved." F, Prime a Broxelles.

i.° 1 sepmenti limitati ai Iati dell'angolo BAC e che A H divide per met,
sono paralleli alla direzione o, coniugata armoniea di A H nell’angolo BAC.
Si & guindi condotti ad inscrivere in ABC un triangolo 4A'B'C’ i cui lati sono
rispettivamente paralleli a tre direzioni date =, 8, v. La soluzione di questo
problema & nota ; si conduce, nell’angolo BA(C, la retta B”C” parallela ad «
e si compie il triangolo A"B7C” i cui lati A”C”, A”B” sono paralleli alle
direzioni $, y. La vetta A”A determinz su BC il verlice A", determinato A’ si
ha immediatamente B e C.

2" Le vette AH, BH, CH passano per i centri dei lati del triangolo
A'B'C’, H & il centro della conica circoseritta ad A'B'C’ ed insecrifta in A BC;
allora le reite AA', BE', CC si tagliano in uno stesso punto.

Si pud dimostrare queste {eorema indipendentemente dalls {eoria delle co-
viche, Se A4, & il punto d"intersezione delle rette B'C, BC, A, & su BC 1
coniugato armonico di A”; allora pel teorema di Menelao si ha

A'B AB BC.FA . A'B.CB.AC

AC - AC CB.AC “°™ yo Br.FA |

la gunale eguaglianza prova, come si sa, che le rette 4A’, BB, CC sono
concorrenti.

156, Sz in un #riangolo ABC é inscritto un triamgolo A'B'C’ tale che
le retta AA’, BB, CC' passino per uno stesso punto, le simediane dei irian-
goli AC'B, BA'C', CB'A’, corrispondenti ai lati C'B’, A'C’, B' A’, passeranro
per uno stessp panto; ¢ viceversa se nel Digmgoli ACG'B, BA'C), GB'A’ Ie
simediane corrizpondenti af Iati G'B) A'U, A" concorrone in wuno $4350
gunio, anche le rette AA', BB, CGC' passeranno per wno stesso punto.

(L., MERANTE).

Prima dimosirazione della Sig.” Ved." F. Prime s Braxelles.
Conducasi A A" antiparallela a B'C’ nell'angolo A B C a tagliare B C in A"
e alfrettanto faccinsi pei vertici B & (; si sa che 44" &, rispeifo all'angolo
ABC, la coningata armonica della simediana tirata da A nel teiangolo C'AB.
Se le simediane considerate nell’ enuncinto sono concorrenti, i tre punti A,
B’, ¢” sono in linen reita e reciprocamente. Ora i triangoli A”A B, A"AC
danno
A"B sen A“A B A7
A7A sen B A”

L_senA”AC;

A sen
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Se ne ricava
A”B __ sen A“AB genC
A"C~ senA’AC sB
Msa
sen A"A B sen A B'C AC senC‘__AB
sen AYAC~ senACB ~ AF °© snpB AC’
A”B AB AC B'C BC BA

si ha dungue analogamente 51 {rova i = 54 B0

ATC AC AF'

0’4 CA CRF
C B B €A
A”B.B"C.C'A AC.BA' . CB
A7e _B'A .0 AF.BUO.0A

¢ cosi, se i punti 4”7, B”, C” sono in linea reita, le reile AA', BF, CC
coneorrono € reciprocamente.

Seconda dimostrazione della Sig” Ved.® F. Prime a Bruxelles.

Le rette AA”, BB, CC esendo concorrenti, le congiungenii 1 vertict <l
A D C coi punti medi dei lati di A’B'C ‘concorrono nel centro P della conica
tangente in A, B, C ai lati del tviangolo 4 BC. Allora le simediane consi-
derate nell'enunciato si tagliano nel punto P’ che nel triangolo ABC & il co-
niugato isogonale di P.

Ne risolia che

Dimostrazione del Sig. E. de Vito, sindente nella R. Universitd di Roma.
Siano AD, BE, CF le simediane dei triangoli A U'F, BAC, CE'A in-
tersecanti i lali opposti ad A, B, C rispettivamente in D', E’, F'. Si ha

——

nop AB D Al
sen BAD ~ senAD B’ sen BAD' sen CDA’
cn AC B'D AN

sen CAD  senADC’ enCAD  wnADB

da cui, dividendo membro a membro la prima e seconda eguaglianza e ln terza
e guarte, Tieavasi
BD AB senCDA oD AC znADFE
b AC sndDB BD AU sendADC i
BD.BD :
e da queste, nuovamenie dividendo membro a membro, deducesi oD.0D = 1

a8.4 0 O la nota ieth delle simed: ch i A8
A0 Ac - U per la mota proprisih delle simediane che ¢ D

ACE
1"ultima relazione diviese s
BD AB AC
cD AGC AB

In modo analogo si dedunce

CE BC BA AF CA CB
AE  BA BC' DI cp CA
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Moltiplicando membro s membro le tre ultime relazioni & ottiene

BDY CE AF' AC BA CF

CD' AE "BF ~— AB BC CA4
dz eni segne che se le simediane considerate nell’ enuaciato concorrono mello
stesso punto altrettanto avviene per le rette A4’, BB, CC e viceversa,

157", 8e in wn triangolo ABC i punti H', 0" sono coniugati isogonals
ed i £8so § mscrivono due triangoli A'B'C’, A"B"C" tali che i lati A B’
B'CY, C'A"; A”B”, B"C"”, G"A” siano bisecati rispettivamente dalle rette
CH, AH, BH': CHY, AH", BH", 4 sei punti A’; B, ¢, A”, B", Q"
wrpariengono ad uno stesso cerchio e ciascuno dei detii triangoli & prospetiivo
al triangolo A B C. (L. MERANTE).

Dimostrazione della Sig.* Ved.* F. Prime a Bruzelles.

Sia dato soltanto il punto H e si costruisea il triangolo A’B’C’ che gli
corrisponde ; si sa (quistione 155) che quesio triangolo & prospettivo al trian-
golo ABC, Sie A”B"C” il triangolo formnalo coi second punti d’ intersezione
del circolo circoserilto ad A'B'C coi lati di ABC. Le rette RB'C, B'€" sono
antiparallele nell'angolo A, A #” & percid una delle simediane del triangolo
B"AC e 1a mediana corrispondente & simmetrica di A ' rispetto alla biset-
irice dell'angolo BAC. Si vede da cid che le rette AH”, BH", CH", condotte
dai vertici di A BC ai centri dei lati di A"B"C", passano per il punto H”
coniugato isogonale ;h #H’ nel triangolo A B (.

160, Risolvere T eGuasione
x5 — 3 — 3x° (2x* — 3).
(I, Grupice).
Risoluzioni analoghe dalls Sig.® Ved." F. Prime a Bruzelles e dai Sigg.
Prof. V. Sferra e F. Mariantoni.
Ponendo y == a%, quest'equazione diviene

Yy — 6y’ +9y — 3 =0

y—2P —3(y—2)—1=0 [1].

Lo [1] ha le tre radiei reali poiché il suo primo membro muta segno da

Yy—2=—1 ad y—2=0 ¢ da y—2=}'3 ad y — 2 =2, e

appartiene guindi al ecaso irreducibile delle equazioni cubiche. Per risolverla
faceinsi y — 2 =— 2 cosz; si & cosl condotti all’'equazione

Beos’s — Beoosz — 1 =0,

1
che d4 cos3z — 5 poiché cos 3z — 4 cos®s — 3 cosz.,

Allora 33 =460+ %.360° ol y pod prendere i tre valori
¥y = 2(1 4 cos20" — 4 cos? 10°, ¥, = 2(1 + cos140%) = 4 cos? 70",
Y == 2 (1 4 cos 260°) = 4 ¢c0s?50°, donde i sei valori di o :

¥y = 2c0810°% 2, =+20c0870° @, =+ 2 cos 50
0

|

@, = T+ 1,96961, a3, -+ 1,68404, @, = -+ 1,28557,
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162", In wn cono obliguo detta & Tinclinasione della retie centrale OV =1
sulla base circolare OMA, ed v Fangolo del raggio OM — 7 di questa con la
proiesione della OV, provare che i1 generatrice g — YM fa con la tangente

MT alle circonferensa OM Fangolo 0 determinato per la formela cos0 =
1

— €0S o Sen w.
& (G. BELLACCHI).

Risposta dei Sigg. R. Scozzari, slunno dei R. Istitnto tecnico di Girgenti;
I, Gerra e Maszg, alonni del R. Istituto tecnico di Piacenza: E. de Viio, atu-

dente & Roma e della Sig." Ved." F. Prime a Bruxelles.
Sia B la proiezione di V sul piano della base del cono e C la prolezione
di B su MT, indicando T il punto in cui la fangente in M alla circonferenza

¥

OM incontra OB, Per un noto feorema C sard pure la proiezione di V sopra
MT e poiché finalmente M & la proiezione di O sulla stesea M T, a3l avrd ad
un tempo dal triangolo VM C e da quello che risulta tirando per O una pa-
rallela ad M C ad incontrare U B:

MC— VMceos VMC=—geosh ¢ MC— OB cos OTM = OB sen w.
Di qui, uguagliando, &i ricava 0 B = g cosf : sen w; ma dal triangolo VOB
gi ha anche OB — O Vcos VOD — I cos &, percid 1nfine

g ¢0s ) — I cos « sen w.

163°, Dimostrare che Uequasione
x? — [6802] y? — 382291

ammette una soluzione in numeri interi & positivi. Qual & questa solusionef
(A. Tagionry).

Soluzione identica dalla Sig.® Ved.® F. Prime a Bruzelles e dal Sig. M. Pial-
telli, alunno del R. Liceo di Barl
L’ equazione dala pud seriversi

(2 — 41ly) . (w4 411y) =7.13.420]
e poichd 420) & un numero primo, bisogna considerare soltanto 1 tro sistomi
e —4lly =7 x— 4lly = 13 z—41ly = 9]
o+ 411y = 54613, |z 4 411y = 20407, (@ 4 411y =— 4201

poiché gli altei sistemi darebbsro x & 411y <411,
[l terzo di questi sistemi & il solo che ametta soluzioni infere e queste sono;

o =2146 o y =D

164°, Nella serie X, X,y - ..oXn, .... 8 ha per n = 2
in — hIn__l + l-—

Dato il valore ay di Xy esprimere xy per mezzo di hy 1, n, ar.
(A. Taeiumy).
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Soluzione della Sig.* Ved.* F. Prime a Broxelles.
Lo 5 — ¥ relazioni
Tn = hag_3+1,
Tn—1 = haoyg_g+1,

mr-;—i—_—ﬁﬂ?r+1—|—fi
Tpir1=ha, 1

moltiplicate rispetfivamente per 1, A, A2, ... . A5 — *r—1, poi addizionate membro
a& membro, dianno

= =]
Oy — }"“—rﬂr : i h — 1 = [l]

Questa formola suppone perd = > 7; per dedurre quella relativa al caso
& 7 < r, permutiamovi le lettere n, ¥y cambiamo an in x5 ed o, in a,.
Avremo cosi
| — 3~ tr—=m)
Ty — Qp h_(r_“j— 4 }1—- i *
Ora guesta relazione & identiea alla [1]: la quale & percid upplicabile in tutti
L casi, anche per » = n, poiché, allora, esss riduces] ad Gy = @y . ().

e e i g™ ——— B e e e e

Rigposte & quistioni alle quali rimane a dare evasione. Qnistione 199 dal
Sig. & Catania, E. de Vits, F. Mariantoni; 165™, M, Pigttelli, M.2* F, Prime,
R. Scossar), V. Sferra; 166", M.™ F. Prime: 167", U. Coretti, G. Pucciano,
G. Tirella; 168", E. de Vito, F. Mariantoni, M= F. Prime, R, Scozzari,
G. Tirelle: 169°. B. Armano, E. de Vito, U. Gerra, E. Lugaro, G. Mazza,
Mm™ F. Prime, R. Scozzari, G, Tirella; 170", 7V, Correnti, E. de Vilo,
F. Mariantoni, M. Piattelli, M.™ F. Prime: 172', B, Armanv; 173", U. Ce-
retliy, M.™ F, Prime; Y7I5". M.™¢ F, Ppime: 176", U Ceretti, M, ™ F, Prime;
177", M. F. Prime, G- Santacroce, G. Tirello; 178'. M™ F. Prime:
179" N me FPrime, G. Tirella,

—3Q583— -

QUISTIONI PROPOSTE ()

T e
i i s ]

180™. Data la somma 2¢ (o la differenza 23) dei lati di due
triangoli sferiei equilateri e polari fra loro, determinarli,

(r. BELLACCHL

(*) Boluzlone analogs dal Slg. E. de Vito, stndente nells R. Univerzita di Roma, — Un'alira
aclurione mandats dal Big. R, Scozsari verra pubbliean nel fas, 1, 1894

(**) Le question! tontrassegnate con semplice asterisco sone Indiriszzate agll alanni delle seamole
secondarie, quelle distinte eon due ssterisshi sono dlrette in particolar modo agll student! delle
scuole soperiorl, senza escluders gualsiasl aitro atodioso,
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181*. Se due tangenti BA, B C di un cerchio si tagliano in
B ad angolo retto e la parallela a B C, condotta pel punto medio
della corda 4 (' dei punti di contatto, sega il cerchio in B ed £
le rette A E, AF incontrano la tangente B ( ed il suo prolunga-
mento in due punti G, H tali che

C@—=9BC.GB , HC:*—=92B(C.HB.
. (3. Poecciano.

182*. Di due nomeri teali e positivi @ e y & data la somma

m® dei quadrati, e quella & dei rapporti % ¢ % - trovare questl

numeri e discutere 1 risnltati.

183*. Si conosce la somma a delle tangenti di due archi e ¥,
e la tangente b della somma degli archi stessi. Trovare guesti archi,
discutere i risultati, e farne una applicezione numerica al caso di
e 3, b= 4 (*).

e g e e
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E. HUMBERT. — Traité d'arithmétigue avec des complements, Paris, Libraine
Nony et C*, 1893, Prix: b fr..

Di questo libro, che porta una dotta e brillante prefazione del Sig. J. Tan-—
nery, gid si occuparono con parole di non comune encomio parecchi periodici
stranieri. lo pure reputo opportuno dirne motto, persnaso di far cosa utile al
leltori di gquesto gioimale che non ne conoseessere lesistenza o la sostanza.

Per eiv che rignarda la parte sostanzisle si tratta di uwn libro d"artmetica
redatto con molto rigore e da considerarsi completo in guanto vi fignravo oltre
alle nozioni sui numeri, alle guattro operazioni su di ess, alle ordinavie pro-
prigis del mumeri primi e composti, alle teoriche del m. ¢. d. e del m. c. m.,
alle propriets dei numeri frazionari & decimali, anche le cstrazioni dells radiei
quadrala e cubica, le proprieth e le operazioni sul numeri irrazionali, 1 rapporh
e le proporzioni, le regole del tré d'interesse, ecc., l'esposizione del sistema
metrico decimale ¢ una succinta teoria degli errori. Alla fine delle diverse ieo-
riche trovansi esercizi in buon numerp e I'A. ba voluto ginstamente dedicare
pure un capitolo allo svolgimento di aleuni problemi e feoremi interessanil

Ma se & un pregio del libro la lucida e rigorosa esposizione dell’'A. per le
ordinarie teoriche dall’aritmetica, maggior pregio per me & quello d'averlo arric-

(%) Le quistloni 182% g 183% somo i temi di matemalica dati nell' oitobre per la licenza dagll
Istituti tecnicl nalls Sesions Fisico-mutemabiog.




— 198 —

chito di complementi in cni, per la maggior parte, sono sviluppate, con altret-
tanta chiarezza e precisione, le proprield dei numeri che servono d'introduzione
a quella che & chiamata ¢tgoria doi numeri ¢ sarebbe forse meglio designare col
nome daritmetica superiore, cosicché I'opera del sig. prof. Humbert servira
molto opportunamente e in modo fucile a coloro che vogliono riandare sul
passato per chiarir meglio concetti che un primo studio non illumina mai ab-
bastanza od iniziarsi nelle teorie complementari dell’aritmetica senza ricorrere alle
opere sistematiche snll’argomento, o ricorrendovi solo piti tardi: guindi assai
bene ai giovani delle classi superiori delle nostre scuole secondsrie o delle prime
classi delle Universitd, Gli argomenii svolti in tali complementl e che metie
conio riportars sono : Numeri interi negativi e loro proprietdA - Somme alge
briche - Prodotto di due numeri interi positivi o negativi - Molliplicazione di
una somma algebrica per un numero intero positivo e negativo - Moltiplica-
zione di due somme algebriche - Divizione di dune numeti interi positivi o ne-
gativi - Qualche proprietA relativa alle somme algebriche - Osservbzioni sulle
ugnaglianze - Sistemi di numerazione - Resti negativi - Resti dei numer nega-
tiwl - Carattere di divisibilitd per 7 - Carattere di divisibilita per un numero
qualunque positivo A - Caratters di divisibilita in un sistema di numerazione
qualunque - Resti delle potenze d'un numero, relativi ad un modulo primo dato -
Bsponente al quale appartiene un nomero rispetto ad an modualo primo p -
Teoremsa di Fermat - Calcolo dei resti ottenuti nella ricerca del m. e. d. di
due numeri, in funzione di questi numeri - Uso dell'nguaglianza + 8§ = bu — av
~ Rizoluzione dell’equazione ew 4+~ by — ¢ in numer il}tari - Numeri congru
od equivalenti - Idea delle congruenze intere - Caratteri di divisibilitd - Con-
gruenze di primo grado - Teorema di Fermat - Numeri associati rispéito ad un
modnlo primo p - Teorema di Wilson - Sul numero dei numeri primi con- un
numero dato e non superiori a questo numero - Numeri frazionari negativi -
Insieme dei numeri razionali - Ineguaglianze - Resti delle potenze d'un numero a
rispetto ad nn modulo qualunque », primo con esso - Teorema di Fermat ge-
nerulizzato - Numero dei termini del periodo dello sviluppo d'un numero Frazio-
nario in decimale - Residui e non residui quadratici - Residui dei moduli primi
- Del residuo — 1. Residao minimo - Criterio d'Bulero e di Gauss - Teorema di
Bachet - Numer! irrazionali negalivi - Segmenti - Rappresentazione dei numeri
mediante segmenti - Differenza fondamentale esistente fra linsieme dei numeri
razionali e l'insieme totale dei numeri - Egusglianze - Ineguaglianze.

In causa dello spazio limitato in cni somo costretto a temere questa rivista,
asserverd solo che I'A. ha rispettato la consuetudine svolgendo la numerazione
In principio del libro, ha premesso i processi per effetinare le prime gnattro
operazioni allo svolgimento sistematics delle proprieta inerenti alle medesime ed
ba ricorso con qualche frequenza a rappresentazioni segmentarie (frazioni & nu-
meri irrazionali). Si potrebbe a questo proposito obbiettare, volendo fare della
critiva ad ogni costy, che in nn libro di aritmetica rigorosa : 1° la numerazione,
come ne € stato dato esempio in due opere recenti pubblicate fra noi (), ha lu

(*) E. Banpr e (. 8o0scEmo: Lesioni @’ariimstica, — €. Boaaws Form : Aridmeiica rasionals,
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sua vera seds dopo l'esposizione delle proprieta inérenti alle quatiro prime Ope-
razioni, che le servono di fondamento; 2° che i processi di operazioni sono la
{raduzione praiica di proprietad relative alle medesime o completano quesie pro-
prietd ; 3° che ciascuna teoria per essere sfabilita senza eccezione non dovrebbe
valersi di enti estranei alla propria natura, ma conviene pur considerare che la
scuola ha delle esigenze alle quali non & dato impunemente di venir meno,

La teoria dei mumeri irraziomali & sviluppatla ampiamente e con eccezionale
serupolosith d'esattezza e 1'A. non manca di mosirare come 8¢ potrebbe fare a
meno del concetto di lunghesza per stabilirla, valendosi d'operaziom eileilnate
sn numeri razionali, continuate senze fine. A. LuGui

Dorr. RODOLFO BETTAZZl. — La risolusione dei problemi numerici € geo-
metrici. Ditia G. B. Pavavia e Comp., 1893. — Prezzo: L. 2.

L'operetta, oggeltivamente considerata, fa buona compagnia agli altri noli
lavori del valente autore. E sebbene questi dichiari nella prefazione di aver
tratto partito dalle opere congeneri del Serret, del Dnhamel, del Petersen e di
altri, pure gli & dovuta lode per molle novild di sostanza e di forma, futte
confacenti allo scopo del libre, che & il guidare gii students dei Licel e degli
Istituti tecnici nella riscluzione dei problemi di matematica. Quanto alla raglons
didascalica dell'opera, & fuor di dubbio che wn professore di matematica, cul
pisgesse seguire 'usanza del Beitazzi, e disiribuire la materia dei programmi
cosl, da potersi soffermare a mezzo 1 corso liceale, per costituire in piceol
corpo di dottrina mefodi ed accorgimentl gia noti ai swoi discepoli, per R E
fattone in questioni particolari, troverebbe nel libro del nosiro auiore la miglior
guide per il suo ufficio. GIi scolari poi, avrebbero nel libro medesimo un epi-
logo delle lezioni di metodo udite dal professore, epilogo che invano cerchereb-
bero negli ordinari tratfati seolastici. Un solo consiglio mi fo lecito di dare
all'aatore : che cioé, quando ristampera il lavoro, asperga ancora pii « di soave
licor gli orli del vaso» confortando a piit brevi intervalli le ieorie generall con
esempi illustrativi : amerel anzi che appunio da questi s'incominciasse il libro.
La parte prima, generale ed asiraiia quanto I'argomento suo comporta, sarebbe
cost framezzata da qualche tiposp o diletto pel giovank Inplire aleuns frasi
ostiche ai principianti, come guelle di « problema conseguenta di un altro »,
otterrsbbero la spiegaziome che domandamo: & finalmente guesia egregin pubbli-
cazione, mentre npn fallirebbe a nessuno degli scopi particolari che antore si
& prefisso, conseguirebbe ad esuberanza il pitt arduo: quello cioé di spianare la
via ai giovinetti che, per inveteralo pregiudizio, si credessero negatl alle scienze
matematiche. Girovannl FRATTINI
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