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(ONSIDERAZIONT SUL CONCETTO DI PROBARILITA

per H CHSARO

...... sounvenez-vous de nos con-
ventlons: al vons n'étes qu’ un podant,
ee n'esf pas Ia peine de me lire. (¥)

La misura della probabilith mediante il rapporlo fra il numero 7
dei casi favorevoli ad un avvenimento ed il numero tolale N dei
casi possibili, supposti tutti egualmente possibilz, non esaurisce il con-
tenuto del concetto di probabilita, ma basta appena ad eseguirne una
parzialissima rappresentazione. Con questa scambiano talum lo stesso
concetto quando affermano che in cerii casi la parola probabilite
non ha piti senso, menire & la definizione matematica datane che,
nei termini in cui vien formulata, diventa insufficiente ad accogliere
un pit vasto contenuto. Occorre allora risalire all’intimo concetto
per tentare di estrinsecarlo sotto pil ampié forme, tendendo cosi a
crearne una rappresentazione completa. Aliri non cadono nell’accen-
naia confusione, ma vogliono fulfo definire prima di procedere. Come
i geomelri di Pascal, essi « hanno lo spirito retto purché loro si
spieghi bene ogni cosa per definizioni e principii; alirimenti sono falsi
ed insopportabili, in guanto sono rettl solo su principii bene asso-
dati » (). Conseguenti alla circospezione impostasi, quei puri geo-
metri rifintano di varcare i confini dun certo campo, eniro il quale
pretendono aver racchinso tutio cid che nel caleolo delle probabilifa
pud esser portato a precisione malematica. Cosl, acceitando le idee
poste a fondamento d’una redente pubblicazione, (") non sembra che
si possa accordare serieth di scienza allo studio degli avvenimentl
non assimilabili alla solita estrazione di palle dall'urna. E vero che

(*) RovesEAD. Emile ou da Uddneation, {Here 1I).
(*%) Pascan, De Uespril geomelirique.
(*¥) BRuTRARD. (atenl des probabitites, (Pars, 1600).
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in tale angusta cerchia resta sufficiente l'ordinaria definizione della
probabilitd; ma & lecito domandare che cosa in essa intendesi per
casl ugualmente possibili? Sospendano i geometri ogni loro studio
finché non abbjano definito anche guesto, 2 meno che non si persua-
dano dell’assoluta necessith di mescolare alla pura logica dei loro
ragionamenti l'inevitabile dato sperimeniale, che nel calcolo delle
probabilita suole assumere una forma per cosl dire subiettiva. Dai
piv semplici ginochi di azzardo alle questioni di probabilith geome-
trica, da queste alla teoria degli errori, alle legen della statistica,
allo studio matematico delle men preeise questioni economiche e giu-
diziarie, V'elemenio morale, che non manca mai, si va sempre pit
imponendo, ed & vana l'bpera i quelli che tentano separario dal puro
- elemento logico. Eliminarlo non si pud: solo a eircoscriverlo puo

esser diretia I'opera del matematico, a fin di render minimo il neces-
sario intervento degli apprezzamenti personali, massima ’efficacia delle
deduzioni puramente logiche. Vano & per conseguenza ogni sforzo ten-
dente ad isolare in un campo limitato quelle leggi del caso, che si
credono sole suscetiibili di venir trattate matematicamente. A guale
dose di elementv morale vorra fermarsi il geometra intollerante 2 Quel
campo conviene che sia nullo o infinito, nullo con ogni aliro campo
di ricerche, nn'q escluso quello della pura geomeiria, (%) o infinito
quale noi lo vogliamo, sconfinato e libero. Bene ha detto Cesare Lom-
broso che « il progresso cesserebbe il giorno in cui non si lasciasse
pitt errare o anche divagare la scienza in piena liberth ».

La meno serin ohbiezione mossa contro il naturale esplicamento
del concetio di probabilith concerne gli avvenimenti suscettibili di
infinite manifestazioni. Allora, s dice, i numeri » ed N sono gene-
ralmente infiniti, il loro rapporto & indeterminato. Ma si ammetie
forse che quei numeri possano immaginarsi infiniti? Nulla si oppone
allora a che si concepisca ben determinato anche il loro rapporlo.
Respinta la possibilith del numero attualmente infinito si vuole invece
dire soltanto che i numeri stessi sono grandi a piacere, ma ognora
finiti? In tal easo il loro rapporto, che non cessa mai di misurare

(*) Fintantoch& non avranoo | purl malematics definito la Hnes retta o @imoskrato 11 postalato
il Tnellde
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la probabilith secondo 1'ordinaria definizione, & costantemente deter-
minato, e se col crescere di IV tende ad un limite p, gquesto rappre-
senterd ad ogni mente sana la probabilith dell’avvenimento considerato,
nel senso che, immaginato F'avvenimento come possibile in N modi,
essendo IV finito sempre, benché arbitrariamente grande, la proba-
bilith & misurata da un numero che noxn é p, ma che da p differisce
tanto poco guanio si vuole. Molti, mentre ammettono che I"infinito
come numero non ha senso, vengono poi a riconoscergliene implici-
tamente uno quando distinguono il numero finito dallinfinito. Ap-
punto perché questa distinzione non ha ragione di essere, non esi-
tiamo ad affermare che il eriterioc per la misura della probabiliia
sussiste intatto, all’indefinito crescere del numero dei casi, e che, a
preseindere da impossibilita puramente analitiche, conduce a risultati
ben determinati. A dir vero, perche si possa ritenere senza ulteriori
schiarimenti che 1" ordinaria definizione della probabilith non sofire
mutamenti ¢uando il numero dei casi cresce oltre ogni limite, fa
dwopo ancora che quesii casi resiino numerabili e separabili, come
avviene comunemente. Ben s'intende poi che, accettata 1’imnpossibilita
del numerc attnalmente infinilo, gli infiniti casi non possono consi-
derarsi nel loro insieme, ma occorre che l'enunciato della questione
lasci scorgere il modo pin naturale di farne indefinitamente crescere
il numero, e la probabilitd richiesta, come gia si & deito, si presenta
allora come limite d"una probabilita variabile, né puo fallirne la deter-
minazione se non nel caso che quella probabilith variabile non tenda
al un limite determinato. Cid avviene in easi eceezionali, che non
hastano a consigliare l'abbandono d™una teoria dotata di risorse pre-
ziose el mnumerevoli, tanto pil che a quei casi ancora si pud provve-
dere ricorrendo a piu larghi criterii per l'apprezzamento della pro-
babilita, s1a svolgendo nuove parti dell'intimo concetto, sia estendendo
la nozione stessa di liméte,

Pu6 anche darsi che il valore della probabilith, caleolato come

limite, varii con l'ordine di successione degli eventi; ma ¢io non ha
nulla ¢i strano se quell’'ordine e per se stesso una circostanza di
fatto, della qnale bisogna pure tener conto. Nella storia della teoria
delle serie si riscontra alcunché di analogo alla presente ostruzione
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promossa dai puritani della matematica nel calcolo delle probabilith.
Quella teoria & forse staia abbandonata sol perché esistono serie che
hanno somma variabile a seconda dell’ordine in cui ne vengono scritti
i termini? Tali serie vengono oggidi sottoposte con tutto rigore al
calcolo, ed alirettanto avverrd per le stesse serie indeterminate. Gia
qualcuno serive

1—14+1—14...p=1—243—=d4...... ,

. 1 : - .
asserendo che ciascun membro & uguale ad —— Si noti poi che in

certe questioni, specialmente di probabilita geometrica, gli infiniti casi
sembrano presentarsi simultaneamente, per cosi dire, proprio come
a posteriori si & riconoscimio lecito per 1 termini delle serie asso-

lutamente convergenti. Invece in altre questioni, per esempio quando

1

si dice che - © la probabilits di incontrare un termine negativo

in una serie semplicemente convergente, i eni termini vanno decre-
scendo in valore assoluto, quel valore della probabilith & subordinato
alla condizione che i segni si vadano esaminando nell’ordine in eui
si trovano scritti, e cid, ripetiamo, non deve sorprendere, dal mo-
mento che guella condizione & un dato di fatto, che necessariamente
influisce sul valore della probabilith. 11 lavoro di paziente analisi esec-
guito per le serie si andrd ripetendo per la teoria delle probabiliti,
le cul difficolts vanno affrontate e risolute, non lasciate in disparte.

Ad esse rivolgano i giovani matematici tutta la loro attenzione, rifog-
gendo dalle ingombraunti e sterili sottigliezze.

E ben vero che i casi sembrano diventare non enumerabili, non
separabili, quando il loro numero cresce olire ogni limite; ma ci soc-
corre allora il concetto di densild, del quale non pud sconoscere la
spontaneita e la necessith logica chi non intenda ritornare puramente
e semplicemente alle conclusioni del dilemma di d'Alembert. Un nostro
corrispondente ha osato dire che Ia densith & < un elemento introdotto
arbitrariamente » ed in questa convinzione ei ha voluto mostrare come
si possa, mediante opportune rappresentazioni e trasformazioni geome-
triche, far si che n riesca superiore ad N. 11 paradossale risultato
avrebbe dovuto far nascere qualche sospetto mell’animo del nostro

i
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egregio amico circa la validita delle considerazioni adoperate; ma egli,
sicuro di se, non esita a versare tutta la colpa su XV infinilo, € non
nutre il menomo dubbio sull'arditrarieta delle sue trasformazioni, né
51 accorge che queste implicano la miracolosa possibilith di casi favo-
revoli non compresi fra i possibidi! Invece di perder tempo a confu-
tare opiniom che il pit elementare buon senso condanna, passiamo a
mostrare, mediante aleuni esempii, che 'indeterminazione di certi risnl-
tatl & realmente dovuta ad erronei apprezzamenti della densith, e no-
tiamo fin d’ora che, se la facilith di simili errori & aceresciuta dal fatto
di [V infinito, non & tuttavia da considerarsi come nuila quando N &
finito. Valga per tutti F'esempio che ci porge lo siesso Bertrand nel
terzo paragrafo del suo libro.

Neglt enunciati delle questioni di probabilith si trovano nominaie
grandezze prese ad arbitrio, che per necessita variano in campi identic
ed ugualmente densi, e non bisogna, come alcuni pretendono, che queste
condizioni compariscano esplicite nell'enunciato. Un simile enunciato
sarehbe scientificamente ed esteticamente difetfoso. Quando si cerea la
probabilita che #* — y z riesea positivo per valori reali di @, y, z, presi
ad arbilrio, e tacitamente imposto che i campi di variazione di z, y, z
siano identici in tutto, e solo se ¢i0 mon dovesse essere si avrebbe

I'obbligo di mirodurne 'esplicita dichiarazione nell’enunciato. Quando

_ : , 1
invece di 2°® — ¥y z si considera - @ — y %, a qualeuno sembra che

non si dovrebbe trovare un altro valore della probabilith, perché —;— &

g, come @, una quantity variabile da — o a2 4~ . Ma 1'identiti dei

campi di variazione di & ed - &, apparentemente vera in esfensione,

¢ insussistente per 1’ intensifa. Scrivere i & — yz invece di &® — yz

equivale appunto a porre nel primo enunciato 1'esplicita dichiarazione
che @ debba variare in un Tampo due volte piu denso degli altri due.
Fintantoché questa eondizione non viene impesta, non si ha veruna
ragione di non trattare equamente le diverse variabili, assolutamente
arbitrarie e non vincolate fra loro. Del resto & facile persuadersi che
la. probabilita di ottenere per 22® — yz un valore positivo, quando
&, Yy, 3 sONo, per esempio, numeri positivi presi ad arbitrio, & varia-
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bile con &, perché quella probabilith, manifestamente nulla per £=0,
tende a convertirsi in certezza quando % eresce all’infinito. L'errore
sta nel credere che il processo seguito nel formare 1’ espressione 22 —
y %, benché chiaramente indicato dall’ arbitrarietd e dalla mutua indi-
pendenza di @, y, z, non sia una ¢condizione essenziale del problema,
della quale debbasi per assoluta necessiii tener conto nella soluzione.
Se l'enunciato dice che 2 deve prendersi ad arbitrio, perché permet-
tersi di prendere arbitrariamente %z o dividerlo poi per £2 Simil-
mente, prendere ad arbitrio @ fra 0 ed I non equivale a prendere
arbitrariamente 2* nello stesso ntervallo, assumendo pol la radice

quadrata del risnltato come valore dj . La probabilith che 2 riesca

1

: | : 3 . ; .
superiore ad > € — hel primo caso, — nel secondo; ma i due risnliaii

rispondono a questioni essenzialmente diverse, ed & strano che il Ber-
trand aflermi invece che «i due problemi sono identici » (*). Nel primo
di essi la densith non dipende da 2, nel secondo & proporzionale ad z.
Se, chiamati ad Operare sopra nn cilindro, si comineia dal trasforwmarlo
1t vn ¢ono, si perde il diritto d riferire al cilindro il risuliato dell’ope-
razione. Il mezzo di evitare simili erTori € semplicissimo: consiste nel
rispetiare serupolosamente la formazione delle grandezze, quale sj
irova prescritia dagli enunciati.

Tutte a difettosi apprezzamenti della densith son dovute le appa-
renti indeterminazioni segnalate dal Bertrand nel primo capitolo del
Suo trattato. La probabilith che wn pano preso ad arbitrio nello spazio

e - : . ol § . ] =
faccia coll’orizzonte un angolo minore (i 45° & proprio 1 — — ¢/ 2

€ 10N -—;—, come sembra suggerire un falso buon senso. 1 infatti 2/ piano
che si deve prendere a arbitrio, non Cangolo. 11 primo risultato Stp-
pone una equa distribuzione in orientamento dei piani dello spazio, e
perd risponde alla questione proposta. Questa non & « mal posée » come
aflertng il Bertrand, ma & « mal resolue » e le risposte contraddittorie
provano soltanto che ung almeno dei risultati & falso. Ed ¢ certamente
falso il secondo, ottenuio attribuendo ugnale [requenza a tutti gl
angoli, mentre per um punip si possono condurre #nfiniti piani verti-

(%) loe. cit,, P 4.
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cali, un solo orizzontale. Si pud precisare asserendo che la densit}
dell'angolo & & senz. La probabilith che, preso ad arbitrio il piano,
questo faccia con 1'orizzonte un angolo inferiore a 45° &

™

=

a
| —
fsenmdﬂ:——-}— V2,

2
0

e U'angolo probabile non & 45°, bens) ,

23
2

fmsﬂnm adao =1,

0

cioe 57° 17" 44", 8. 11 confronto fra il risultato del calcolo o quello
che l'osseryazione ha fornito per gli angoli che I'eclittica fa con lp
orbite delle comete, sembra svelars nelle comete stesse una tendenza
ad avvicinarsi al piano dell'eclittica. Questa conclusione & respinta con
orrore dai geometri di Pascal. Eppure nessuno pretende aver consta-
tato indiscutibilmente quella tendenza. Si & voluto sem plicemente dire:
— abbiamo qualche ragione di pensare che una tendenza esiste in un
senso piuttostoché nell’altro. La »agione che di cid si presenta viene
abbandonata all'apprezzamento mdividuale, quanto al gradoe di cer-
tezza morale che pud indurre negli animi. Né si vorra negare che se
altre ragioni dello stesso genere si andassero aceumulando concordi,
nuel sospetto d'una tendenza ingigantirebbe sempre piu, beninfeso senza
giugere mai ad aver furza di certezza matematica. B se qualche mo-
derno scienziato non sa che farsi degli indizii cos! apprestati dalla
teoria delle probabilith, non dimentichi che nella mente d'um Laplace
ess1 possono diventare strumenti potentissimi di scientifica indagine.

Ancora si prenda in esame il problema della corda iscritta ad ar-
hitrio in una circonferenza. Dic# il Bertrand che la probabilitd di veder

riuscire la lnnghezza della corda inferiore a quella del lato del trian-

: . 1 1 1
golo equilatero iseritto pud essere 5 5 5+ ecc. Ma per ottenere la

vera soluzione bisogna anzitutto immaginare una equa distribuzione di
quelle rette del piano che incontrano la eirconferenza. Tale distribu-
zione si ottiene facendo uniformemente ruotare nel plano un sistema
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di parallele equidistanti. Qunando si fissa un estremo della corda, o di
gquesta si prende ad arbifrio il punto medio, si viene a turbare 'equita
della distribuzione, attribuendo a ciascuna retta un coefficiente di fre-
quenza non consentito dall’enunciato. La densith del rapporto fra la

corda ed il diametro, intorno al valore 22, & rappreseniata, per le tre
distribuzioni considerate, da

& 2
Vi—a ap1—at’
rispettivamente, e la probabilith richiesia prende i valori

2,

";'Vﬂ_ﬂd 1 1

y T s . u ? e

’ 1l —z 2 1 Vl——ﬂ}" 3 > E
ﬂ-ﬁ i .PFE

che rispondono a problemi differenti, Similmente i numeri

1 1 1
b

i o o
V1i—z 2 V1 — xt

0 0 0

2 da 9 2
— 2 a’;’dﬂ:=—l
' 3

T
T:

rappresentano i valori probabili di # in tre diversi problemi, e si pud
rigorosamente dire: — 1° la corda che ogni circonferenza stacca da
una secanle presa ad arbitrio nel piano ha per lunghezza probabile
il quarto della circonferenza stessa; — 2 la distanza probabile di

due punti presi ad arbitrio sopra una eirconferenza ¢ uguale al dia-

- 2 _ = i . :
metro moltiplicaio per —; ece. Come si vede, 1'indeterminazione esiste

solo nell'immaginazione dei critici frettolosi, Similmente, quando si
vogliono considerare le infinite forme di triangoli, le quantiti da pren-

dere. ad arbitrio sono gl angoli, ed il risultato - Ottenuto per misu-

rare la probabilith che un triangolo preso ad arbitrio sia acutangolo

& perfettamente esatto, checché ne dicano certuni, ed ¢ falso 1'altro

'
1 — -, che misura invece la probabilith di veder riuscire acutangolo

un triangolo, ¢ cui loti son presi ad arbitrio. Le condizioni dei due
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‘problemi sono sostanzialmente diverse, ed & naturale che il processo
presecritto per la costruzione del triangolo influisca sul valore della
probabilita.

Altrettanto dicasi delle questioni relative alla distribuzione delle
stelle sulla volta celeste. « Prendere ad arbitrio due punti sulla su-
perficie d'una sfera » & indicazione sufficiente perché si giunga a tro-
vare un valore determinato per la probabilith che la distanza angolare
di quei punii sia, per esempio, inferiore a 10’. Fissare un circolo
massimo, come fa il Bertrand, ed immobilizzarne un punto, significa
compiere illecite deformazioni di densita, significa cambiare a capriccio
le condizioni del problema, ed & questo il caso di esclamare: « les
réponses contradictoires en sont la preuve ». Tanto varrebbe soste-
nere che un corpo dato ha il centro di gravith in uno gualunque dei
suol puntl, adducendo a prova che la materia di cui quel corpo & com-
posto si pud addensare e diradare in modo da conseguire la voluta
distribuzione di massa. K proprio questa la maniera nuovissima di

argomentare, adoperata dal Bertrand.e dai suoi celeri seguaci. Adot-
_. tandola ci faremmo forti di provare che un’equazione di primo grado
ammette tutie le radici di guesto mondo, ed altre ancora. Del resto
si noti che la soluzione del Bertrand implica 1’assimilazione della
superficie sferica ad wn fascio di circoli massimi, implica dungue
V'esclusione d'una infinith i archi, fra i quali sono manifestamente
piu numerosi gli archi piti grandi. Attribuendo cos! maggiore im-
portanza alle piccole distanze angolari ¢ naturale che si nttenga un
risultato centinain di volte piu forte del vero.

Quanto all'ingegnosa applicazione che del problema precedente &
stata fatta dal Mitchell, le eritiche de! Bertrand hanno per unico fon-
dumento il partito preso di osteggiare tutto cid che non & riducibile
ad arido meccanismo matematico, come se il servirsi della forma ma-
iomatiea per condurre a magglor precisione ed evidenza le proprie
wlew non costituisse un potente mezzo di PPUgI‘E;SE[} scientifico. Cosi non
81 conprnnelie ma si promuove la matematica, cui il pensatore ama
chiedere 1ndizii, che pur non avendo per lui il valore di prove inop-
pugnabili, yalgono nendimeno ad illuminarne la mente ed a mostrargli
talvolta la via della varita, L'osservazione del Mitchell, ancorché sia

3
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ben lungi dal rendere incontestabile 1’esistenza di legami naturali fra
gli astri, eolpisce nonpertanto, e poirebbe forse condurre ad ulteriori
riflessioni, delle quali non & possibile prevedere I'importanza. Certo é
notevole che il numero delle stelle doppie sia, in diverse regioni del
cielo, centinaia di volte pit grande di quello che risnlterebbe da una
distribuzione veramente arbitraria degli astri, e nessuno vorra negare
che, se fulle le sielle si sdoppiassero al telescopio, questo fatto non
avrebbe cessato di tormentare miglhiaia di generazioni, che dall'una
all'altra si sarebbero trasmessa la certezza morale che 'apparente
coincidere di tanti astri fosse dovuto a qualche causa misteriosa.
Ora si faccia erescere da 0 ad 1 il rapporto fra il numero delle
sielle doppie ed il numero totale delle stelle visibili ad oechio nudo,
e si diea: — quando bisogna fermarsi perché il sospetio dell’esistenzn
di legami fisiei fra gli astri cominei a diventare legittimo? — Via
dunque gli ostacoli, si lasei ognuno libero di pensare e condurre 1'in-
dagine scientifica a suo talento, e tutio 1'acume dei critici puristi si
volga al perfezionamento degli strumenti di calcolo.

Un’altra singolare obbiezione ci & stata mossa sotto la seguente

forma: — « la probabilith che il peso specifico d'una sostanza
ignota stia fra 7 ed 8, 0 fra 8 ¢ 9, & la stessa ; ma invece & diversa

1 1
la probabilita che il suo volume specifico siia fra —ed &, o fra

1 1
3 ed 5> Grave difficolth ! Anzitutto chi ¢i assicura che la distribu-

zione dei pesi specifici sia, come gratuitamente si asserisce nell’ enun-
ciato, regolare o equamente densa? Suppongasi che nella materia non
81 frovino pesi specifici superiori ad tun certo valore, e questo si assuma
ad unith. Sia ¢ () d2 la probabilith che i1 peso specifico d'un corpo
preso ad arbitrio cada fra « e & 4+ d 2, dimodoché il numero

b
p=fq=(m)da*-

rappresent: la probabilith che il detto peso cada nell’intervallo (a, 5).
I problema & obbiettivamente determinato, ¢ non di lnogo ad alcuna
difficolth, perche nel eampo di variazione dei volumi specifici la den-
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sita non & ¢ (), ma m—l! 7 (&), e pero la probabilith che il volume spe-
cifieco d’un corpo preso ad arbitrio .cada nell'intervallo (%, %) &
2 | b

5 = » '
1\ do
f15)% — Jomisa—s

1 7

coincide cioé con la probabilith che il peso specifico del medesimo
corpo sia compreso nell'intervallo (@, ). Solo per una specialissima
ipotesi le densita dei pesi e dei volumi specifici poirebbero seguire
la medesima legge, quando ciod si avesse

' 2
t {ﬂ“) V; i logx

Nella guestione a2 noi rivolta & tacitamente supposto ¢ ()= 1, ¢i0
che non &; ma quando ciq fosse, nulla vedremmo di strano nell’ine-
guale frequenza del volumi specifici, poiché si tratta di due gran-
dezze, non solo zincolate fra loro, ma non arbitrarie, e quindi non
varianti in campi necessariamente omogenei. L’arbitrario, nel pro-
blema attuale, & il corpo, non il peso o il volume, e se si ammette
che i pesi specifici della materia siano egnamente distribuiti sulla
scala delle grandezze, non deve recar meraviglia che alirettanto non
possa dirsi dei volumi specifici. B chiaro pertanto che, delle due af-
termazioni contenute nell'enunciato dell’obbiezione, una & arbitraria,
laltra mesatic.

Adunque, riassumendo, i criterii per la misura della probabilita
sussistono intatti e conducono a risultati determinati gqualora si abbia
cura di scegliere le variabili che dall’enunciato della questione emer-
gono come veramente arlgtrarie, quindi si concedano soltunto ad esse
campi omogenei di variazione, identici fra loro per estensione ed in-
tensith qunando le variabili sono della stessa natura, e finalmenie si
sappiano apprezzare in densith i campi pertinenti alle variabili che
dalle prime dipendono. Per dare un esempio del modo di procedere
a siffatte valutazioni riprendiamo la ricerca della probabilita che,
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assunti ad arbitrio i numeri positivi 2, y, z, risulti 2° — yz > 0.
Dire che il campo di variazione di & si estende da O a -~ o0 non
pud significare altro se non questo: — il campo & (0, 2), ed @ & grande
quanto si vuole. Mantenendo fermo per un istante a, & dunqgue (0, a) il e

comune campo di variazione di «, y, #, giacché 'enunciato non auto- E
rizza a trattare in differenti modi gquei tre numeri. Ora ad ogni altra r

variabile compete un campo di variazione ben determinato per esten-
sione e densith, e non ¢ lecito abbandonarsi ad arhitrarie definiziom 1
dei campi stessi, come usano i soliti eritici. Cosi le variabili 2#%ed y32
percarrono entrambe l'intervallo (0, &), ma le loro densita, che devono

soddisfare alle condizioni

ﬂll

f--t?(.fc)dm;—l, /‘-{a(m)dm=l,
0

U
sono

1 2loga — logz

W)=y t=""r

Cid posto, qualunque siano ¢ e ¥, la probabilith di vedere a® supe- ’
rare yz & data evidentemente da ognuna di queste formole: E

p=fw(m)q=(m)dm, 1—p=fq>(m)qa(m)dw. '
0

Le funzioni

¢(m}=/i?(m)dm, w(m):--/“-}a(m)dm
0

0

sono, nel caso attuale,

ilh(ﬂ))— P;;: TF(.{E):(I +21{Jga-—logm)_:;_.

Dunque

at
p=f(l+210ga—lngm) Yode _ 5
2 a3 Y
0
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5 . : .y b
Se qualcuno trova p :é ) pud liberamente imputar cio, non all'im-

perfezione della teoria, ma alla propria inabilita.
Pit generalmente, presi ad arbitrio i numeri &, @, &g, ».., Ty
nell’intervallo (0, @), osservando che le densith di &" e di &, X3 %y ... 2,

SO0 .
an \n—-1
l (lng-—
@
(@) =="- l—i-, q’({’ﬂ)m n— 1) ! an :

si ottiene, per la probabilith di trovare &" > &, &y . .. &y,

= (ﬂ—l:lﬁ

e perd la probabilith che la »™* potenza d’un numero positivo arbi-

trario non superi il prodotto di altri » numeri positivi, presi ad
1 a
arbitrio, & vicinissima ad — quando # & molto orande. Allo stesso

risultato si perviene in modo piu semplice osservando che, se u; @
il valore probabile d'una funzione del campo (0, 4), variabile in questo

campo, il rapporto % misura la probabilith di vedere % superare

un numero arbitrario del campo stesso. Ora, prendendo

[
uzymlmgmg----ajﬂ,

si trova che la densita di % in (0,a) &

e pero

] \—n
E dunque (I o = —ﬂ—) la ppobabilitd che la media geometrica di n

numeri positivi arbitrarii superi un altro numero positivo, preso ad

ot . : : : 1
arbitrio. Invece per la media arilmetica si trova sempre —-

(Continua),

T e T
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UL SISTENI DI NUMERAZIONE PER I NUMERI REALI

e B N Tl & o o T S S —

1. Quando si convenga, come suol sempre farsi, di indicare 1 nn-
meri interi con segni differenti, sia ricorrendo a lettere diverse, sia
servendosi di un sistema di numerazione, tutte le frazioni si possono
rappresentare con simboli, dei quali ciascuno & composto soltanto di
due dei segni proposti per i numeri interi (numeratore e denominatore)
e del segno — di divisione.

Lo scopo della nostra ricerca & quello di riconoscere se qualcosa
di simile possa farsi per i numeri irrazionali, e quindi per tuti i nu-
meri reall.

Ol proponiamo percid la domanda:

« B possibile esprimere tutti i numeri reali con un sistema di nu-
« merazione che, per ciascuno di essi, impieghi un numero finito di
« segni (non necessariamente ugunale per tutti) scelti fra quelli di un
« gruppo finito od infinito 2

< In partieolare & possibile questo, se il gruppo di segni da usarsi
« comprende quelli dei numeri interi, e quelli di certe operazioni, che
& siano in numero finito, o, se secno infinite, siano tali da potersi nu-
« merare (cioé da potersi indicare una dopo I'altra in medo da giun-
« gere, spingendosl in la sufficientemente, a indicare quella che si
« yuole) ? »,

Per rispondere alla domanda faita, incominceremo col dimostrare
un teorema sui gruppi di punti o di numeri.

. Richiamiamo anzitutto per chiarezza alcune definizioni relative
al gruppi di punti ed alla loro corrispondenza (Cantor. Acla Mathe-
matica, vol. 11, fasc. 1V),

Due gruppi di punti o di numeri si dicono equiralenti o di ugual
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potenza, quando si possono far corrispondere univocamente i loro ele-
menti. Se ¢id non & possibile in nessun modo, si dice di polenza mag-
giore quello dei due gruppi in cui, tentando di stabilire tale corrispon-
denza, avanzano dei punti.

La potenza pin piccola di gruppi infiniti & quella del gruppo dei
numerl interi, e si dice prima potenza. 1 gruppi che hanno la 1° po-
tenza sono detti anche numerabil, per il fatto che, essendo corpi-

spondenti i loro termini une ad wno ¢oi numeri interi, si puo ad essi
termini assegnare un posto determinato, in modo da contarli, da nu-
merarli tutti.

Il eontinuo lineare (cioé 1" insieme di tutti i numeri reali, conside-
rati anche in un tratto limitato), ha potenza maggiore della prima. Non
& ancora provato (almeno, che io sappia) se fra la 1° potenza e quella
del continno ve ne siano altre: ma & molio probabile che non ve ne
siano, e che quindi quella del continuo sia la 2* potenza. -

Un gruppo somma di pin gruppi di 1* polenza, che siano in nu-
mero finito od anche in numero infinito, purch? in questo ultimo caso
costituiscano un gruppo numerahile di gruppi, & della 1° potenza esso
pure. Se dunque da un gruppo di potenza superiore alla prima si sot-
trae un gruppo di 1* potenza, il residuo non pud essere di 1* potenza.

I numeri razionali formano un gruppo numerabile: 1’insieme dj
tutti 1 numeri reali & invece, come si & detto, di potenza superiore alla
1°. 11 gruppo dei numeri irrazionali, ottenuto sottraendo da quello dei
+ numeri reali quello dei razionali, & quindi di potenza superiore alla
prima.

3. TEOREMA. — « Dato un grappo numerabile di enti differenti
« fra loro, se si dice simbolo un gruppo qualungue di questi enti e si
« considerano diversi simboli otienuti prendendo gli enti in tufti i
« modi possibili quanto al loro ordine ed al loro numero (purchd finito)
« ed ammettendo che in uno sffssa simbolo il medesimo ente si possa
« considerare anche piu di una volta, 1'insieme di questi simboli & di
« 1" potenza (numerahile) rispetto ai simboli, considerati come suoi
« elementi ».

Il gruppo cercato, che chiameremo @, sard costituito dall’insieme

dei seguenti gruppi ¢y, ga, gs. . . . . . [ R

- L 'J-l'_'- o |"I F.'!-' =4 =l .-|.- t""i‘ il
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1 == gruppo di tutii i simboli di wn ente solo
s = gruppo di tutti i simboli di due enti
G somma di ) 99 = ETUppo di tutti i simboli di #re enti

lllllllllllllllllllll

.dove i gruppi g,, ga, 9y ...+ ¥u ... sOnO tanti quanti gli enti, e quindi
costituiscono per dato una serie numerabile.

Il gruppo gy, coincidendo con guello degli enti dati, & numerabile.

Per i gruppi 94, 95, .- - . g, . - . 5i dimostra in generale, che
s¢ g € numerabile, dev'esser tale anche g, . ;, qualunque sia n. E in-
fatti ¢, contiene tutti i simboli con = enti, g, 1 1 tutti quelli con
n 1. Se in un simbolo di g, 41 Si sopprime un enfe qualungue, il
simbelo si trasforma in una di quelli di ¢,: talché se a tutti i simboli
di g, si aggiunge in tutte le posizioni possibili ciascuno degli enti, si
ottengono tutii i simboli di g, 41 @ ciascuno piu di una volta, poten-
dosi un medesimo simbolo di g, 41 Ottenere da n -1 di quelli di g,
(almeno guando & composto di’ enti tutti disuguali) coll’aggiunta di cia-
scuno dei suoi m 4 1 enti a uno conveniente dei simboli di % enti. Se
dungue si dimostra numerabile 1'insieme dei simboli che cosi st otten-
gono da g,, sard tale @ fortiori anche il gruppo g, +1. Ora si os
servi che ad un simbolo di g, si pud aggiungere un ente determinato
m % —+ 1 modi (rispetto all’ ordine) e ¢id pud farsi infinite volte, una
cioé per ogni ente che si pud aggiungere: si ottiene cos! una serie
somme, di # -1 serie tutte numerabili, che & numerahile cssa pure.
Ogm simbolo di g, genera dunque un gruppo numerabile di simboli:
Finsieme di futti quelli ottenuti da lufti i simboli di On, che sono in-

|—l._

indti ma numerabili, sarh dunque numerabile,

Cosi & dimostrato che On 41 € numerabile. Essendo gia stato dimo-
strato numerabile il gruppo g, tale sard quindi 93, € perci) anche
gs ecc. e quindi sono numerabili tutti i gruppi che compongono . E
siccome i gruppi di ¢ formano un gruppo numerabile, cosi si conclude
che ¢ numerabile anche @, c. d. d..

4. Venendo ora alla nostra questione, si vede che le combinazioni
di segni destinati a rappresentare i numeri in un sistema di numera-
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zione com’e indicato nel § 1, e che potremo dire simboli numerici,
devono esser tanti quanti i numeri reali, e, pit propriamente, trat-
tandosi di enti in numero infinito, devono wno ad wmo corrispondere
al numeri reali. Il gruppo che ha per ent (questi simboli numerici e
quello dei numeri reali devono quindi essere della stessa potenza,

I gruppo dei segni dato per cavarne il sistema di numerazione,
sia ora finito, o infinito di 1° potenza. L'insieme di tutti i simboli
numerici ottenuti da esso e differenti fra loro per la qualita, per 1l nu-
mero e per 'ordine dei segni, costituisce un gruppo simile al gruppo @
del teorema precedente, ed & quindi un gruppo numerabile. Esso non
¢ dunque della medesima potenza del gruppo dei numeri reali, e nep-
pure del gruppo degli irrazionali: talché con esso & impossibile lo sta-
bilire un sistera di numerazione,

Possiamo quindi rispondere cosi ad una parte della questione che
Cl eravamo proposti :

« B impossibile un sistema di numerazione col quale si rappresen-
« 1ino i numeri reali tutti od i soli irrazionali, il quale si serva per
« ognuno di essi soltanto di un numero finito di segni scelti in un
« gruppo infinito, ma numerabile, » |

Se si toglie la condizione che i numeri reali si debbano indicare
con un numero finsdo di segni, allora un sistema di numerazione & pos-
sibile. Uno semplice gi& esiste, solo che si usino i segni dei numeri
razionali e gli altri :

(,) , lim,

giacche ogni numero (razivnale od irrazionale) & limite di serie conyer-

gentl di numeri razionali: e se questi sono (1, Qg ... &, ...81 serive:
Iim {alg ag, L Hﬂ. B oa -)-

0. 31 vede dalle cose precedenti (come del resto gia si sa per alire
vie) che i numeri irrazionali fon possono essere tutti radicali, giacchd

. —
1 simboli 3" a (con a, » numeri razionali) abbisognano di 3 soli segni,
cloe s

any
scelti nel gruppo numerabile di segni composto del segno /' e di

3
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quelli dei numeri razionali. Cosi pure non ci danno tutti i numeri irra-
zionali né ciascuna delle formule

o _ 1 2
log, a, log, ¥/ a, log® a = log,, log, ..... log, @. ....

né il loro insieme ece.

I caso particolare del teorema del § precedente quello del Cantor,
che 1 mumeri algebrici reali non sono tutti i numeri reali, costituendo
un gruppo numerabile. Infatti si osservi che, intendendosi per numero
algebrico reale ogni radice reale di un’equazione non identica

G+ a, 8" g, " ..... + e, s&x+a,=0,

dove n, a,, ay, a,.. .. a, sono numeri interi, e tale equazione avendo
al piu % radici reali differenti, possiamo indicare ogni numero alge-
brico reale col simbolo stesso della sua equazione, aggiuntovi uno dei
numeri 1, 2, 3, .... n che stia a distinguerlo dalle altre radici del-
Iequazione, serivendo cosi:

&ty " g =2 4. . ... +a,_, x4+ a,=0),

Ora i simholi numerici che cosi st ottengono discendono dalla serie

di segni
0,1,2,8,....;0, . ..., 4=, @, (,),

di cui solo un numero finito si usa per ogni simbolo. La serie prece-
dente essendo evidentemente numerabile, si conclude che con essa non
possono indicarsi tutli i numeri reali; dungue i numeri reali algehrici,
che con essa si indicano, non sono tutti i numeri reali.

Si sa infatti che x non & un numero algebrico reale (Lindemann).

6. Se si volesse in qualche modo ideare wn sistema di numera-
zione per tutti i numeri reali, il quale facesse uso per ogni simbolo
di un numero finito di segni, esso, per quello che si & detto, dovrebbe
essere attinto ad un grappo di segni non numerabile, ciod di potenza,
superiore alla prima. Dunque si conclude, rispondendo alla questione
del § 1:

« Per fare un sistema di numerazione per tutti i numeri reali

« 1. o, per aleuni numeri reali si vsano infiniti segni,
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« 2. 0, usandone un numero finito per ogni numero, i segni che
« occorrono costituiscono una seric non numerabile, i cui elementi

-« non sono quindi descrivibili ad uno ad uno, e non si possono esporre

« sistematicamente uno dopo l'altro, in modo da poterei in guesta
« enumerazione spingere fino a quel segno che ci piace, come si fa per
« 1 numeri inferi ».

La serie dei segni necessari nel 2° caso deve quindi esser di po-
tenza superiore alla 1°. Se & vera ’idea del Cantor, che ciod la potenza
del continuo lineare sia guella che immediatamente segue la potenza
del gruppo dei numeri interi, allora un gruppo di segni con cui potere
esprimere tutti i numeri reali dovrebbe essere di potenza uguale
a quella del numeri stessi che si vogliono esprimere, e conterrebbe
quindi fanti segni quanti sono i numeri reali. Il sistema di numera-
zione pik semplice sarebbe quindi quello che consistesse nel far cor-
rispondere un diverso segno ad ogni numero reale, e si vede che
neppure esso recherebbe vantaggio alcuno dal punto di vista della
munerazione. Alrettanto a forfior? dicasi di un sistema nel quale i
numeri fossero indicati con simboli composti di pin di uno dei segni
ora detti. )

Del resto al concetto del sistema di numerazione pit semplice a
cui ora si accennava risponde 1’Algebra {Aritmetica generale), 1a quale
indica ogni numero con una lettera differente, almeno con ['inten-
zione; giacche i segni di cui pud disporre effetiivamente a questo scopo
sono le lettere e gli indici e gli apici, e non sono che un gruppo nume-
rabile.

7. Fermiamoci un momento in particolare ai sistemi di nume-
razione fondati sogli ordinari concetti, e nei quali, a somiglianza di
quello che si fa pei numeri frazionarii, si usi soltanto un numero finito
di segni, scelti fra quelli dei numeri interi e di opportune operazioni
in numero finito od infinito.*

Le operazioni fra i numeri si indicano in generale con un segno
(p. es.: —, =+, log, 37 ,) alcune si indicano senza segno sempre (p. es.:
la potenza ece.) altre talora col segno, talora no (p. es.: la moltiplica-
zione). Ma per il nostro scopo, quando l'indicazione di un’operazione
fra numeri consista nello scrivere in un determinato modo guesti nu-
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meri senza per altro far uso di nessun seeno speciale, per maggior
chiarezza intenderemo supplire introducendo un apposito segno, per
tener conto anche di quell’operazione come delle altre.

Non occorrerh introdurre o scrivere effetiivamente questo Segno :
basterd che esso stia nella nostra mente a rappresentare gquell’opera-
z10ne. Uosi p. es.: nell’espressione (@ )7, avremo, secondo questa con-
venzione, 7 segni, cioé: 3 numeri a4, &, ¢, le due parentesi, il segno
della moltiplicazione e quellln dell’elevazione a potenza. Per il nostro
SC0po, se sl prende X per segno della moltiplicazione e | per guello di
potenza, I'espressione precedente & da considerarsi cosl:

(@ X 0) | c

Per semplicita, diciamo indistintamente enti od elementi mumerici
tanto 1 segni dei numeri interi, quanto quelli delle operazioni che si
vogliono usare, ed il gruppo di tuiti gli elementi numerici si dica
gruppo S,

Dal gruppo 8 presi » elementi numer’ci, con essi non si pud fare
che wn numero finito di simboli numerici aventi significato di numero,
vale a dire tanti al pits quanti sono quelli che si possono ottenere da
uno di tali simboli cambiando ’ordine degli elementi, tanti al pit dun-
que quante sono le permutazioni P, di n oggetti. Si & detto al pé,
glacche alcuni dei simboli cosl ottenuti possono non rappresenfar nes-
sun numero. Cosi, p. es.: se si prosegue ad usare il seguno | interposto
fra due numeri per indicare la potenza che ha per base il 1° numero
e per esponente il secondo, dal simbolo @ | &, in cui @ e # sono nu-
meri interi, si rilevano 6 permutazioni, che sono:

alb, abl, bal, bla, lab, |ba,

delle quali solo 1a 1" e la 4° rappresentano numeri, mentre le altre
sono prive di significato. Il numero dei simboli numerici fatto con n
determinati segni ed aventi significato di numero, & quindi finito,
ed & < P,. — Simboli numerici di due segm aventi significato di
numero non ne esistono, giacehé un simbolo composto di nun numero
e di un segno di operazione o di due segni di operazione non vuol
dir niente, e i simboli che contengono due soli numeri devono con-
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tenere un segno d’operazione espresso o sottinteso, talchd si rag-
giunga il numero di 3 segni.

Si vede dunque che i simboli numerici che possono utilmente ser-
vire in un sistema di numerazione sono non piti (potremmo anzi sen-
z'altro dir meno) di quelli che si ottengono dal gruppo 8 aggruppan-
done gli elementi in tutti i modi possibili quanto al loro ordine ed al
loro numero. Ora se il gruppo dei segni di operazione proposti & infi-
nito ma numerabile, tale sark il gruppo S degli elementi numerici:

quindi, applicando le conclusioni tratte in generale al § 4, si con-
clude che:

« tino i numeri reali tutti, quando esso si glovi per ogni numero sol-
« tanto di un numero finito di segni scelti fra quelli dei numeri interi
« & quelli di operazioni, le quali siano solo finite o in numero mnfinito
« ma costituenti allora un gruppo numerabile, ciod segni di operazione
« Indicabili coi numeri progressivi 1, 2, 3, .... — in modo da poters,
« contando, arrivare fino a quello che pilt e place »,

S1 pud osservare che lo stesso risultato negativo si otterrebbe se
sl tentasse un sistema di numerazione usando anche i segni delle fra-
zioni oltre quelli dei mumeri interi, giacchd tutti i numeri razionali
(interi o frazionari) formano essi pure un gruppo di 1* potenza, e
quindi il gruppo S risulta pure numerabile e si glunge alla stessa con-
clusione precedente. Oltre a cid, le frazioni stesse s'indicano appunto
col numeri interi o eol segno d’operazione —, cosicché rientrano fra

1 numeri che si ottengono colle considerazioni precedenti, se fra i segnt
di operazioni scelti v'era il segno —, e quindi non aggiungono nulla
al sistema di numerazione.

8. Le conclusioni oftenute mostrano come sia inutile al nostro SCOpO
lo studiare di estendere il numero d’operazioni note, quand’anche si fa-
cesse divenire infinito (purché®umerabile) come sarebbe il caso in eui
s1 indicasse il mezzo di ottenere da ogni operazione un'altra nuova, nel
modo stesso che dalt’ addizione si fa discendere Ia moltiplicazione, da
questa la potenza, giacché il modo stesso (i generazione di queste opera-
zionl fa si che sono prodotie una alla volia insieme colle loro inverse,
ed essc vengono quindi naturalmente a costituire un gruppo numerabile.
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Si eapisce anche come il metodo analitico di introduzione dei nu-
meri (*) limitato alla sna forma piti pura, non possa mai condurre al
pieno concetto di tubti i numeri reali. Infatti, in quel metodo si gene-
rano 1 numeri colle operazioni, e queste, anche generalizzate successi-
vamente, si & visto ora che sono impotenti ad esaurirli tutti. B questa
la ragione per cui nel metodo analitico si nota quella specie di lacuna
e di cambiamento di procedimento nel passaggio al numero irrazionale.

Il metodo sintetico d'introdurre i numeri presenta su quello ana-
litico un notevole vantaggio, offrendo una maggiore omogeneitd, Il
perche e facile a vedersi, e si desnme dalle considerazioni del § 6. In-
faiti, il metodo analitico per la sua natura dispone solo di enti in nu-
mero infinito, ma di 1* potenza, mentre il sintetico parte da classi di
grandezze gia costituite e che sono della potenza del continuno linears,
e quindi posseggono gia tanti elementi quanti sono i numeri reali, suf-
ficienti ad introdurli tutti contemporaneamente.

9. Coneludendo, nello stato attuale della scienza si puo senz’ altro
enunciare I'impossibilith, di usa numerazione per gh irrazionali, fon-
data sughi ordinari concetti. Potrebbe nascere speranza di qualche ri-
sultato, solo se si potesse dimostrare che fra la potenza del continuo
¢ quella dei numeri interi ve ne sono altre, giacchd i gruppi di segni
aventl una di queste potenze imtermedie poirebbero forse servire a
fondare un sistema di numerazione. Se si dimostra invece che ¢id non
&, allora la pumerazione cogli ordinari concetti & impossibile affatto.

Per ghi irrazionali non resta dunque che ricorrere ad indicarli con
infiniti numeri razionali, & col eoncetto di limite, quello stesso che li
genera, deviando pertanto dall’indole e dallo seopo della numerazione,
che & quello di indicare i numeri con espressioni finite.

10. Ci piace, prima di terminare, di togliere un dubbio.

Potrebbe sembrare di risolvere la questione della numerazione con
un numero finito di segni anche per gli irrazionali, nsando, per indi-
care gli infiniti numeri razionali della serie convergente che ha per
limite 1'irrazionale, un segno unico generale a, , dove a, sia poi defi-
nito come funzione del numero » che percorre la serie det valori 1, 2,

(*) Cfr. @l mio artivole: Syl eoncetic & numero. Periodico di Matemation. Auno IT, fase. IV o V.
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3, ecc. 1l numero sarebbe allora propriamente da indicarsi cosi -

dove si usano, oltre quelli dei numeri interi, solo i segni
litn y ==, O, (1) ’

e quelli necessari per indicare la forma della funzione.

Si osservi peraltro che questa funzione serve a darci tutti i nu
meri razionali che definiscono un irrazionale. e quindi deve differire
da un numero irrazionale ad un altro; le diverse funzion; [ () devono
percio esser tante quante i numeri irrazionali da rappresentare. Ora
queste funzioni possibili sono in numero infinito, ma numerabile, Infatti
se si vuole che si prestino ad un sistema di numerazione, devono indi-
care ciaseuna un numero finito di operazioni da farsi su un numero
finito di numeri (razionali), e i segni di emi constano sono da sce-
gliersi fra tutti quelli dei numeri razionali (in numero infinito, grappo
numerabile) e fra i segni di operazione in numero finito, o, se infinito,
numerabile, per evitare 'inutilith dell’introduzione di segnl formanti
gruppi di potenza superiore alla 1* rilevata gid al § 6. I segni di
cui st puo disporre essendo quindi in numero finito per ogni funzione,
o da scegliersi in un gruppo numerabile di segni, ci condncono per
il Teorema del § 3, ad un gruppo di funzioni solamente numerabile,
che & quindi insufficiente allo scopo che c¢i proponiamo.

Pisa, ottabre 1880,
' Roporro BreTTAZ7I.

ALCUNI TEOREMI
DELLA RECENTE GEQMETRIA DEL TRIANGOLO

o

I notevoli progressi fatti dalla geometria del triangolo negli ul-
timi tempi hanno dato origine presso le colte nazioni d’ oltralpe a
monografie piu o meno complete sull’argomento. In Halia, per quanto
¢l consta, il soggetto non & stato aneora svolio in modo sistematico,
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cost che il lettore digiuno delle nuove teoriche possa procurarsene
adeguato concetto.

A noi parve che in questo Periodico, meglio che altrove, avesse
a trovar sede un’esposizione siffatta. Se imperiose ragioni di spazio
non l'avessero impedito avremmo procurato di pubblicare la tradu-
zione dall’inglese dell’eccellente lavoro del Sig. J. Casey che ha per
titolo Geomelria elemeniare recente, di cuil esiste anche un’edi-
zione francese; ma c¢id non potendo avvenire ci siamo proposti di
esporre in aleuni brevi articoli i teoremi elemeniari piti notevoli
di gueste nnove teorie. Quello che ora pubblichiamo comprende i
primissimi teoremi, ai quali poi devesi ’origine della recente geo-
meiria, e, eccezion fatta dal n. 9, esso riposa sulle nozioni piti ovvie
della Planimetria.

Nella vedazione di questo seritto oltre alla citata opera del Pro-
fessor Casey ci siamo valsi delle pubblicazioni: A. 1. G. T.: 4 Sy l-
labus of modern plane geometry e DT A. Emmerich: Der Brocard-
sche Winkel des Dreiecks.

1. Se nel triangolo 4 BC (Tav. 1, fig. 1*) da un punto qualunque
€y di AB si tira una retta Oy By, a tagliare A C in B,, cosicche
sia ang. 4 Cy By =— ang. BC A, C, By chiamasi aniiparallela a BC.
I iriangoli A B, Gy, A BC sono simili e i quattro punti B, G, By,
sono nella medesima circonferenza o conciclici.

‘Se per A conducesi la tangente P N al eircolo O circoseritto ad
ABC, ang. BAP—BCA—=—A4C,B;, onde, PN & parallela a C, B,
¢ delermina coila propria divezione quella delle antiparallele a B C.
Segue poi che il raggio OA & perpendicolare a C, B, .

L lati del triangolo orfico di A BC, ossia del triangolo che ha per
vertici 1 piedi delle altezze, sono rette antiparallele ai lati di A BC.

=. Sia ora MNP il triangolo formato dalle tre tangenti al cer-
chioc A BC nei vertici del triangolo primitivo e conducasi per M
una parallela a P N fino ad incontrare i lati AB, AC in Cg, By; O3B,
sara. antiparallela al lato B e si avrh evidentemente CecM—MB
— MC = MB,, onde 4 M biseca le antiparallele a B (C. Similmente
BN, CP bisecano le antiparallele a A, 4 B. Le rette AM, BN,CP
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chiamansi simediane del triangolo A BC rispetto ai lati BC, CA, AB
rispettivamente.

Poiche MB—MC, NC=NA, P4d — P B, pel teorema di
Ueva, risulta subito che le tre simediane d’un triangolo passano per
uno stesso punto K. Questo punto nomasi punto o centro delle sime-
diane o punio di Lemoine.

Cosi se A', B', C" sono i punti medi dei lati del triangolo 4 BC,
le parallele a questi lati sono bisceate dalle mediane 4 A", BB, G’
(che concorrono nel baricentro ), menire le antiparallele sono bise-
cate dalle simediane A M, BN, CP (che concorrono in K). Le pro-
posizioni reciproche sono anche vere.

3. Le congiungenti X e @ ai vertici di 4 B ¢ sono ugualmente
inclinate alle bisettrici degli angoli interni. Infatti dalla similitudine
dei triangoli A BC, A By Cy, deducesi AB: AB,— B A": Be M tal-
ché anche i friangoli 4 BA’, 4 B. M sono simili e si ha ang. A'AR
= By A M.

Retie che formano angoli uguali colla hisettrice dell’angolo in-
terno d’un triangolo son chiamate contugale isogonali rvispetto a
quest’ angolo e coppie di punti come G e K, che sono intersezioni di
rette isogonali, denominansi coningati isogonali.

<. Se nel triangolo A B (fig. 2°) le rette A X, 4 Y siano conju-
gate isogonali, condette da due punti qualunque Xed ¥ di esse le
perpendicolari XM, YN ad A C e le perpendicolari XP, YQ a B A,
Sl ha che il triangolo 4 X M & similo ad 4 ¥ Q e il triangolo 4 X P
simile ad A Y N, onde

AX: XM—AY: YQ, XP: AX=YN: 4Y;

moltiplicando segne XP: XM—=YN: YQ ovvero XP. Y0 —
XM . YN. La proposizione reciproca & pure vera, poiché avendosi
XP: YN=XM: YQ iquadgilateri AP XM, AN Y Q sono simili
(inversamente) e le retie omologhe 4 X, A ¥ formano angoli uguali
coi lati omologhi A M, A Q.

Risulta da ¢i6 che se A X, BX, C.X sono tre trasversali del
triangolo A B C, passanti per lo stesso punto X, e AY, BY, CY le

loro coningate isogonali, pure queste passano per uno stesso punto Y.
4

=
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I reitangoli delle perpendicolari calate da @ e K ai lati del trian-

golo A B C sono fra loro uguali.

S. 1 punto & ha dai tre lati distanze proporzionali ai lati mede-
simi. Invero indicando con =z, y, # queste distanze e calando dal
punto A" di BC (fig. 3%), intersezionedi BC con A G, le perpendicolari
A'E, A'D ad AB, AC, si ha (4): A'F . 2= 4'D . y, ma A'F .

AB = A'D . AC, onde, dividendo — = Y- eguale anche ad — =
2 A
a® = bt 4=
6. La somma dei quadrati delle distanze di K ai lati di A BC
¢ minima, poiché se @, y, z indicano le distanze di un punio gua-

lmnque del piano del triangolo dai lati, partende dall’identith

(@° - y* 4= 27%) (6 4 B* 4 &%) — (a@w 4 bY 4+ cs¥ —
@y — ba¥ 4 (67 — cyP + (co — az)

ed avendosl a@ 4 by 4~cz—2A4A ¢ a° 4 b* 4 ¢® costante, o® +
Y~ 2* diverrdh minima quando il 2° membro ha il minor valore
possibile, cid che avviene per r:ia=—y:b=z:ec.

7. Rette congiungenti punti dei lati d'un triangelo egnidistant;
dalle estremity, col vertice opposto, son chiamate contugate 1solo-
miche. Se siano Ad', BV, C¢" (fig. 4*) tre trasversali d’un friangolo
passanti per uno stesso punto O, Aa”, B”, Ce” le loro coniugate
isotomiche, risulta subito, pel teorema di Ceva, che pure queste si
taghano in uno stesso punto 0. Punti come O, 0" denominansi
wsotomic? rispetto al triangolo 4 BC od anche PeCEProc.

8. Sc in un triangolo 4 BC (fig. 5°) si deserive per ¢ un cer-
chio O tangente ad A B e in esso si tira la corda A D parallela a
B, BD taglia questo cireolo in mn punto 0, pel quale si ha evi-
dentemente ang. ' BC=—=0CA— 0.4 B. GCiascuno di questi angoli
e chiamato angolo di Brocard del triangolo ed & denotato con w.

L’angolo di Brocard & 1o stesso per tutti i triangoli simili. Infatti
se sia A" B C" un triangolo simile ad 4 B C, (0 il centro del cerchio
tangente ad A'B', passante per (7, o I’ il punto in cui la parallela
a B'C taglia questo cerchio, si ha che i due iriangoli A OC, A'0'C
SN0 simili, come pure sono simili i triangoli A 0D, 4’0’ D' Segue

& " 1
" - 3
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; = e [ [ ¢ T
- .r-:'[-'\.:.ll.. e e Oy ~HNE N
M
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da eidche AB: A'B'=AD: A'D onde anche i triangoli D4 B,
D'A’R' sono simili e quindi ang. B4’ — BDA — w.
Se il cerchio O taglia BC in (), I'angolo » di Brocard pel trian-
golo ABC,, simile ad A BC, & evidentemente uguale a quello del

triangolo 4 B C.
9. Dai triangoli QBC, QCA, 4 B, si ha

580 W (20 s5en W A sen QB

—

sen (C—w) QB sen(@d—w  0C° sen (B—w) 04

onde
sen” w — sen (€' — w) sen (4 — w) sen (B — w)

e sviluppando
sen® w =—
(sen C'cos v — sen w ¢os U) (sen A cos w — sen w co0s A) (sen B c0s w — sen v cos B)
— sen 4 sen B sen C cos® v —
(cos A sen B sen &'+ cos B sen (' sen A -+ cos U sen A sen B) cos*w sen w
-+ (cos A cos BsenC -+ cos B cos Csen A—-cos Ceos Asen B) cosw sen® w
— c0s8 A cos B cos U sen’o.

Ma dalla Trigonometria si ha che

> cosAsenBsen C—1 —~+ cos A cos B eos C,
> sen A cos B cos C — sen A sen B sen O,
per cul
sen’ w — san 4 sen B sen ' cos®w — (1 4~ cos 4 cos B cos () cos?w sen »
-+ seu 4 sen B sen € cos wsen? w — ¢os 4 cos B cos C sen’ w,

Trasportando tutto in un membro e raccogliendo, risulta

sen A sen B sen (0 cos w (cos® » -~ sen® w) ~—

(1 4 cos 4 cos B cos C) senw (cos® v 4 sen®o) — 0
>

e (uindi
1l + cos A cos B cos O .
sen A sen Bsen 0

cos A sen Bren C - cos B sen Ceen A - cos C sen A sen B
sen A sen B gen O

cot A 4+ cot B -+ cot C.

ot w —

E——
| —

e e
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B facile esprimere cotw anche in funzione dei lati del triangolo.
Si ha invero

2he.coe A 4 2¢cq.cos B 2ab.cos(
2be.send ' 2¢a.sen B 2ab.gen C
(c® - &° @%) + (@* + ¢ — B%) 4 (b + 4t — ) a® 4 b - ¢?
1A — T aaA

cot w —

e poiché si & gih trovato che la distanza 2 de punto di Lemoine

@z 2 A

dal lato @ = BC, soddisfa alla relazione 7 = et ag 8 pud

assumere anche per definizione dell’ angolo di Brocard I’espressione
1 2A

i " .
% — o lang ». — Notisi chesen w— i o
La relazione cotw = cot 4 ~+cot B ~4-cot C, ora trovata, con-
ferma che I’angolo di Broecard dipende esclusivamente dalla forma
del triangolo.
Mosireremo ora come quest’angolo ha 30° per suo valore massimo.
Si ha

0= (8 — e 4 (& — o 4 (a® — B2,
ovvero sviluppando, dividendo per 2 e trasportando :

—a‘—b*—c‘+b’b’+c’ﬂ“+a“b‘éﬂ.
quindi
—-a‘-‘—b‘—-c‘—l—zbﬂc‘+2c“a3+2a~ﬂb’ib”cﬂ+r:’a’+a”b’
16 A< 0¥ ® 4 2 g + 2 3
& ntroducendo il valore notato di sen o

1

SEI w _.‘-"E- . d d..

IA

I valor massimo 30° di », si ha quando il triangolo A BC & equi-
latero.

10. 1l punto @ & chiamato il punto positwwo di Brocard. 11 punto
negatwo di Brocard @ (fig, 8%) & quello pel quale ang. Q' 0B —
ﬂ’.[_f_[C:ﬂrBfl = w.

I' punti 9, 0" sono coniugati isogonali, consegnentemente il ret-
tangolo delle perpendicolari condotte da essi a ciascun lato & il me-
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desimo (4). Si ha inoltre ang. BQC = 180" — C = CN' 4, ang. CQ A4
—180°— A—AQ' B, ang. ANB=180°— B— B’ C.

11. Nel triangolo A BC, pel punto K delle simediane, condu-
cansi le FKE, DKF, EKD parallele ai lati (fig. 6%, dimostre-
remo intanto che i sei punti D, D, F, E', F, F' sono in un circolo
che chiamasi circolo di Lemoine.

Tirisi F E': il quadrilatero 4 F K E’ & un parallelogrammo, onde
A K biseca F E, la quale per cio (2) & antiparallela a B C nel trian-
golo 4 BC. Similmente D F’ & antiparallela a C A, ED' ad AB. Sark
dunque ang, A FE =—=B(C4 — BF'D, onde il trapezio FDE' F &
isoscele, ossia E'F = F'D: analogamente ¥ D= D'E, Ora sia O il
centro del cerchio circoseritto ad A B €, sarh 0 A perpendieolars ad
FE (1), siccht la congiungente i punti medii di FE e K O risulta
perpendicolare ad F'E ed uguale alla metd del raggio del circumeircolo.
Le FE', DF, ED oltreché uguali sono anche equidistanti dal punto
medio s di & O, per cui le loro estremith D, IV, E, E', FF, F giaciono
nella circonferenza di un circolo il eui centro & s.

L’esagono che ha per vertici questi punti chiamasi poi esagono dz
Lemorne.

12. Dai triangoli simili A BC, KDD le cui altezze, rispetio

alle basi sovrapposte, siano AH, K P, si ha, DD' : KP = B(:
ar . F ar .o

o N i g
AH — a*:a.4H, onde DD — SR = ———, ma §i & tro-
@ 2A I a’ S7h
vato (5): —= P T quindi anche DI = —5——5——5-. Simil-
. bs 1"3 ¥ ' r
mente BE = — o FF:.::E+&E+¢“ per cui DD : EE :

FF — 0°: 0% :¢° In causa di questa proprietd il cerchio di Le-
moine e nominato anche cerchio di rapporio triplo.

13. Avendosievidentemente AF : FE —=AC: CB, FB: DF
— CB : AC ed osservando che FE — D F, segue, per divisione,
AF:FB=10:0¢ Ma si haancora FF : AE — AB: AC.
AE :AF—=AB:AC onde FF : AF=—¢": %, sicch® AF:
FF' :F B—=0b:¢c:4d° Analogamente risulta: BD: DD : D' C
=c:.a: 0, CE: EE : F'Ad = a®: b percuii lati del trian-
golo A B¢ sono divisi simmetricamenie dal cerchio di Lemoine,
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14, 11 trapezio F D E' F essendo isoscele (11), consegue F D
=— F' I'. Analogamente poird concludersi DE — D' F', EF —
E D: 1 triangoli FDE, E' F' D sono percid uguali. Ma essendo
inscrittibile I’ esagono DD'EE FF & ang, DEF — DE F —
AFEE =BCA, edang. EFD—=EF D—=BDF — CAR onde
il iriangolo FDE, e quindi anche E' F' [, & simile ad A BC. Con-
frontando F D& con A B C, sont vertici omologhi # ad A, Da B, E
a 0, conirontando invece &' F' D" con A BC sono vertici omologhi
EadA FFaB Dald.

15. Se Q, 2" sono punti di Brocard del triangolo ABC, O, K
sono i punti di Brocard del triangolo FD K e X, Q' quelli del trian-
golo E'F'D).

Per dimostrare la prima parte, si deserivano le circonferenze BD F,
CED, AFE; queste si tagliano in un punto determinato @ (fig. 6° e?")
che coincide con Q: infatti detto Q (fig. 6% il punto d’intersezione
delle prime due, si ha ang. CQB=DQB+ CQD— DFB +
CEZD = (180" — ABC — BDF) + (180° — BCA — EDC) =
(180" — BDF — EDC)+ (180° — ABC — BCA) — FDE
+ CAB, ma ang. FQE = 360" — £QC — BQF — CQB —
360" — EDC — BDF — FDE — CAB = 180° — (A B, onde
la terza circonferenza passa pure per Q(%). Dall’egnaglianza C QB —
FDE -+~ CAB, sapendo che ang. FDE = A BC (14) segue poi
ang. CQB —= ABC 4 CAB = 180" — (. In modo analogo si
prova che 4 Q C = 180° — A4 onde (10) Q coincide con 0. Ora poi
s1 ha evidentemente (fig. 6%): 0 =QCE—=0QDE—0BD—QFD
— QA F=—=QFF, talché Q & punto positivo di Brocard del trian-
golo FDE. Per esserc F' E parellela a BC consegue ang. D EK
=DEF — EDD — EFD — EFK—FEE — FDE —
FDK lalché K & punio negativo di Brocard dello stesso triangolo.
— In modo consimile si dimostra che K, @' sono i punti positivo e
negativo di Brocard del triangolo E' F' D).

Pud utilmente osservarsi che le tre circonferenze BD F, CED,
A FE sono rispetiivamente tangenti ai lati DE, EF, FD del trian-

(*) Questa proprieta sussiste comunque i scelgano 1 puntl ¥, D, E.
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golo FDE (14), eletrealire BD'F', CE D', AF FE', che si tagliano
in ¥, sono tangenti ai lati F'E', D'F', B'D" del {riangolo £ F'D'’.

18. Se K & il punto di Lemoine e O il centro del circolo circo-
scritto al triangolo 4 B C (fig. 8%), deserivendo sopra 0 K come dia-
metro un circolo, il cui cenfro ¢ coincide col centro del cireolo di
Lemoine (11), quel ecireolo chiamasi circolo di Brocard.

Se per O si conducono le perpendicolari O X, 0 Y, 0 Z ai lati di
A BC e si denotano con 4A', B', ¢ i punti in cui queste incontrano i
circolo di Brocard, A', B, € saranno evideniemente sulle parallele
F E, D' F, E'D ai lati di 4 BC, condotte per K. Risulta da cid che
A'X, B'Y, C Z sono le distanze del punio X dai lati, quindi propor-
zionali a questi lati (5). Condotte A'B, B'C, C'A e detto 2 il punto
d’intersezione di A" B con B C, i triangoli BX A, CYB, AZC
risnltano simili, poiché X, ¥, Z sono i punti medi di BC, C4, AB,
e percid ¢ 'ang. XA'B—04A"Q=YB C=0B 0.1 putid’, B,
0, 2 sono dunque sulla circonferenza del circolo di Broeard e le BA',
C B’ si tagliano su questa circonferenza. Analogamente CB ed AC
si tagliano sulla medesima eirconferenza, cosicché le rette BA', CB',
A € concorrono in uno stesso punto il guale non & altro che il punto
positivo Q di Brocard del triangolo A B C.

In modo consimile si prova che le rette A B, BC, CA si fa-
gliano sul eircolo di Brocard nel punto negativo Q° di Brocard.

E chiaro che ang. Q¢ K =204 K =20BC=R24BC —
2EKCQ — KoY — Ro. |

Per essereang. 'OA' —=ABC=CBHB A, ang. OB =BCA
— A’ C' B, risulia poi che il triangolo 4" B’ C & inversamente simile
ad A B C,

1'7. Se pel punto K delle simediane (fig. 9%), si tirano le antipa-
rallele 7Ke', dKf, eKd a BC, CA, AB rispettivamente, dimo-
streremo che i sei punti d, 4, e, g, /5 [ sono tutti nello stesso cir-
colo chiamato secondo circolo di Lemmine.

Considerando il triangolo fKf', si ha ang. BCA = K[ =
Kff', onde Kf— K[, simihuente risulta Kd — Kd e poiché I
hiseca fe', df, ed (2),segne fK —= Ke' —m eK —= Kd — d K=
Ef, eid che v. d.. — Ciascuna delle figure come de/'d & poiun

i -
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rettangolo, talche i triangoli inseritti fde, ¢’/ d hanno i loro lati
perpendicolari a quelli del triangolo A B C.

Notisi che ﬂzmd £ =— ¢08 B, ff

d’ e ed fe
d'e = fe’' i segmenti che questo circolo intercetta sui lati di A BC
sono proporzionali ai coseni degli angoli, onde il nome di circolo del
coseno datogli d:—.igli inglesi.

18. Se A, B', €' sono i vertici del triangolo ortico di ABC
(fig. 9%) ed =, B, y i punti medidi A'B' € e se By taglia CA4, AB in
N, H, tetaglia AB, BCin H, M, 2 tagha BC, CA inM',Nrispet-
tivamente, i sei punti #, H', M, M’", N, N', sono tuiti nella cir-
conferenza del circolo nominato circolo di Taylor il cui centro &
nel centro del eircolo inseritto al triangolo «By.

== ¢08 {, e poiche

‘Infatti, poiché By, y% sono parallele rispeitivamente a C'B’, A'C'
e quindi antiparallele a BC, €4 (1), (2). sarh ang. H' Hy — B(C A
— v H H, per cui Hy = Y H. Similmente Mo—o M, NE—8 V.
Per essere poi y un punto della simediana K¢ ed HN' parallela
ad fe, MH parallela a df, segue Kd: Ke' —yM:+N, ed aven-
dosi (17) Kd = Ke', si deduce che Y M = YN e che N'M & pa-
rallela ad AB e per consegnenzaanti parallela ad M NV nel trian-
golo CNM'. 1 punti M', M, N', N sono dungque conciclici (1). Ma
com’'e YM=—yN cosi ¢ a N—=eH PH—PBM, onde NM¥ — HN'
= MH e la circonferenza MM N'N passa per H e H.

E chiaro poi che questa circonferenza ha il suo centro nelle hiset-
trici degli angoli interni del triangolo «BY, poiché sono isosceli i
triangoli « M" M, BEN'N, vH H, dungue nel centro del cerchio inseritto
a (uesio triangolo.

- Se poi si osserva che per essere YN parallela a Ke', YA a Kd,
e K, ¥ punti della medesima retta, Kd' : YA — Ke' : Y N, talché
A" N risulta parallela a d'¢’, e che quest’ ultima retta & perpendico-
larc a €A (17), il punto N & la proiezione di 4" su CA. Analoga-
mente IV & la proiezione di €' su CA4. A motivo di questa proprieta si
definisce anche il circolo di Taylor, come quello la cui circonferenza
passa per le proiezioni dei vertici del triangolo ortico sui lati di ABC
che non passano per essi.

. ."::T.i




19. Indicando con T4, T, 75 i cireoli di Taylor dei triangol

COB, AOC, BOA, dove O & 'ortocentro di 4 B C, si ha la proprietd -

che i centri di questi cireoli coincidono coi eentri dei cerchi ex-inseritii
al triangolo «8y.

Infatti nel triangolo C OB della fig. 9* supponendo cambiata la
lettera. O in A e nel triangolo 4 B C la lettera 4 in O (fig. 10°), sara
0 Vortocentro di A BC e i triangoli A'B" €', «By saranno gli stessi,
salvo la diversa denominazione dei vertici. Avendosi ora qui come pre-
cedentemente (18), s M=« M, BN=F N, yH—=+y H & chiaro che
il cerchio Taylor T} relativo al triangolo C 0 B della fig. 9" od ABC
della fig. 10°, avra il suo centro nella bisettrice dell’angolo nterno « e
nelle bisettrici degli angoli esterni g e y del triangolo « By, quindi nel
centro del cerchio ex-inseritto a guesio triangolo relativo al lato By.
Altrettanto vale per i cerchi di Taylor Ty, 7, relativi ai triangoh
AOC, BO A dela fig. 9.

20. Se K & il punto delle simediane del triangolo A BC (fig. 11°)
e sopra KA, KB, KC si prendono i punti 4', B, €' cosicché K4 :
KA—= KB : KB— K( : K C= rapporto costante ¢ B' C taglia i
lati CA, ABin E, F', " 4 iaglia 4B, BCin F, D, A' R taglia
BC,CAimn D, E, iseipumti D, D, E, E, F, F sono sulla gircon-
ferenza d’un circolo nominato circolo di Tucker il cni centro biseca
la distanza dei centri 0, 0" dei circoli circoseritti ad ABC, 4 B C.

Tirata K O e trovato quel punto O’ di essa pel quale KO : KO =
KA i+ KA, poi condotie 4’0, B0, C0; 40, B0, CO, si ha subito
A0 :A0=FB0 :B0=C0:0C0, quindi A0 = B0 =C0
talchd O & centro del eircumeireolo di 4" B°C'. Ed oraragionando come
al n. 11 segue che 'esagono D D' EE FF & inscrivibile.

Con ragionamento analogo a quello del n. 14 si dimosira poi che
i triangoli FDE, EF D sono eguali fra loro e simili ad 4 B C.

21. I cireoli circoseritti e di Lemoine, il secondo circolo di Le-
moine s il eircolo di Taylor sone tutti casi particolari dei circoli di
Tucker.

Il eircolo circoseritto & il circolo di Tucker che risulta dal sup-
porre ridotti ad un punto i lati FE, DF, ED, dell’esagono inscrit-
tibile, antiparalleli ai lati di 4 BC.

- (]
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Il primo cireolo di Lemoine & il cireolo di Tneker che si ottiene
immaginando che il triangolo A'B'(’, si riduca al punto X,

Il secondo circolo di Lemoine &1l eireolo di Tucker che si ha suppo-
nende le antiparallele FE', DF, ED',ui lati di 4B C, passanti pel
punto K. |

Finalmente poiché dalla fig. 9°, essendo i punti &', H, M, M, N', N
conciclici ed M H antiparallela ad AC e NM' antiparallela ad A B
nel triangolo ABC, si ha ang, MNH = MH H= BCA, ang. NHM
= NM M = C A B, risulta che il triangolo HM N & simile ad ABC
il suo cerehio eircoseritto & percid uno dei cerchi del sistema di Tucker.

A. LueLn

ALCUNI TEMI DI MATEMATICA

PROPOST]

FPER LA LICHNZA NEI LICEI DI FRANCLA

l. Avgmrr. 20 aprile 1889. — Due mobili M ed N, soggeiti alla sola azione
della gravitd, discendono lungo due piani inclinati O P, 0 Q formanii gli an-
goli « ¢ § coll'orizzonte. Essi partono senza veloeitd inizisle, I'uno dal punto 4
di OP, I'altro dal punto B di 0Q. Si d4 04 = a, OB = b. Calcolare dopo
quanto tempo la reita M N che congiunge i due mobhili sard orizzontale. Dare
le condizioni di possibilifh del problema. — Applicazione numerica senza 1'uso
del IDgE]'itmi: - Eﬂn, B = 30° a = 40%m, b — 1(Om,

Si adotterd per la misura dell’accelerazione dovute alla gravita g=9m, 8l.

2. Doxoeaux. 29 aprile 1889. — 1.° E dato un cerchio 0, di raggio r;
sul raggio 04 prolungato, si prenda un punfo P e da questo punto si condu-
cano le tangenti # M, P N alla circonferenza O. Queste tangenti tagliano in
R ed § la tangente al cerchio condotta pel punto A,

Studisre la variazione del rapporto della snperficie del triangolo P R S alla
superfieie del triangelo P M N allorché il punto P si muove sulla reita O A.

2,° Siano, in un piano, 04, OB, OC tre reite tali che si abbia angolo
COA = ang. A OB = 60; si abbassino da un punto P, sitnate nell'angolo
A 0 B, le perpendicolari P Q, P R, PS rispetiivamente su 0 4, 0B, 0 C. Mo-
strare che s ha, qualunque sia il punto P, PQ - PR — P&,

3. Camn. 20 aprile 1889. — 1." Conoseendo il lato d'un poligono regolare
di 2% lati inscritto in un cerchio dato, celeolare il laio del poligono regolare
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di » lati inseritto mello stesso cerchio. Determinare, col mezzo della formola
trovata, il lato del pentagono regolare in funzione del raggio del cerchio cir-
coseritto.

2.° (aleolare gli angoli B e C d'un triangolo A B C, sapendo che Yangolo A

& uguale & 45° e che il lafo a & doppio della differenza b — ¢

— 1 maggio 1889. — 1." Trovare un numero intero x, tale che il doppio

: R ; il
del suo logaritmo volgare super: A'uns unitd il logaritmo del numero @ +ﬁ'

& 0 Risolvere un triangolo rettangolo conoscendo la lunghezza dell'ipotenusa
e quells della bisetirice dell'angolo retto.

3° Un raggio luminoso A B si rifleite in B sopra uno specchio M, secondo
B C, poi secondo CD sopra un secondo specchio M. Chiamando O 1l punto di
smtersezione di A B, €D si domanda di determinare 1'angole di deviazione DO A
— (* 0 B, conoscendo 1'angolo e« che fanno i due specchi.

4. CrzrMont. 20 aprile 1889. — 1.° Volume generato da un segmenio di
cerchio mel ruotare intorno ad un diametro del cerchio che non atiraversa il
gegmento.

9° R dao un triangolo A B C, rettangolo 1n A pey A 3 conduce nn cer-
chio di cenfro F tangente in B all'ipolenusa; si condnco un secondo cerchio di
centro (# passante per A e tangenie in € all'ipotenusa. Si domanda: — @) di di-
mostrare che guesti due cerchi somno tangenti; — ) 1 lati del triangolo A B C
essendo dati, di ealcolare i raggi dei cerchi F e G o i segmenti AD, AE de
terminati da questi cerchi sui lati 4 G, A B prolungati; — c)illato BC =@
essendo soltanto conoseiuto, di deberminare gl altri due 1sti A B, A €, in modo
che si abbin CD+ BE = m.

— 1 maggio 1889. — M & un punto del prime quadrante d'una cireon-
forenza. Quale dev'essere la posizione del punto M perché la superficie totale

dal cilindro generato da M QOP ugusgh = 2*? Massimo di guesia superficie

1
totale e caleolo numerico dei valori di OP ed O Q » mano di 755G Prew

dendo il raggio per unitd.
5. Digions. 30 aprile 1889, — Risolvere le eqNAZION]
ol 4 y! = b, w— Y = a;

x ed y indicando le incognite, @ o b delle quantita date.
— 2 maggio 1889, — Qual valore bisogna attribuire ad a perché ruello

dei valori positivi di @ che rende massima ¢ minima 1'espressione YV a® + *

o : : o
i | sin precisamente uguale 8 guesio MAassimo O minimo?

8. GrenoBLE. 29 aprile 1889. —» 1.° Si dannol ragei R ed 7 del cerchi
snaeritto @ ecircoseritto ad un triangolo isoscele. Trovare la distanza dei ecentr
di questi cerchi e la hase di questo triangolo.

9" Una sfera pesante M & lanciata dal basso in alto secondo la linea di
maggior pendenza A X d'un piano inelinato di 309 sull'orizzonte. Quale dev es-
sere la velocith iniziale V,, divetta secondo A X, perché i1 mobile s1 arrest alla
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fine di 10 secondi per ridizcendere, Calcolare allora la velocita del mobile quando
passera, sia salendo, gia discendendo, in un punto M, tale che A M — 183=, 75.
Si trascurerd l'attrito e s prenderd g = 9,8,

7. Louia, 29 aprile 1889. — Sono dati un cerchio 0, di raggio R, e due
dinmefri rettangolari O 4, 0 B. Determinare su OA un punio M esterno al
cerchto tale che se si conduce da quesio punto la tangente M P al cerchio,
'area del triangolo O P M sia all’ares del friangolo O P B in un rapporto
dato %, — Discussione.

8. Lions. 29 aprile 1889. — In un trimngolo rettilineo, si danno gli an-
gohi 4 =381° 47", 12", 5; B = 38°, 19" 47", 5 ed il raggio del cerchio in-
seritto » == 1518%, 2, Si domanda dj caleolere i lati 4, b, ¢ & meno d'un deci-
metre e la superficie in centiare.

Dali numerici A B = 53m, 40, ang. B A C =500 25", 25" ang. ABC
= 629, 40°,50",

9. MarsioLia. 29 aprile 1889, — Dato un cono 4 B C, lo si tagli con un
piano parallelo alla base, si domanda: — 1.° d; valutare 1l yolume del cono 4’8’ (¢’
che ha per base la sezione B’ (¢ o per vertice il centro A" della base del primo
eono; — 2° come dev'essere condotio il plano secante B' €' perché il volume
A'B'C’ gia massimo: — 3.° operando sul cono A" B €' come sul primo, si of-
tiene un terzo como A B’ (' sul quale si continua la stessa costruzione, e
cosi di segnito, in modo che l'aliezza d; ciascuno di questi eoni sia 4 quelia
del cono che lo precede come I'altezza di 4’ B ¢~ sta & quells di 4 B C

Trovare la somma dei volumi di questl coni il eni numero cresce indefipie
tamente.

— | maggio 1889. — Trasformare il numero ¥ 3 + J'5 in una somma
di due radicali semplici,

— 3 maggio 1889, — 1i dato un esagono regolare. 1 vertici incontrati per-
correndo il perimefro in un senso determinato S0D0 successivamente A 4, A,
A A, A; Al vertice A si ponga un peso di 1%¢; al vertice A, unm peso  di
2% al vertee A, un peso di 3%2, o ool dj segutlo fino al vergies A, in cui
s1 pone un peso di 6%, Dimostrare che il centro di gravitA di questi sei pesi

5
¢ sifuato nells linea 4, A, ad una distanza da A, ugnale ai = del lato dell'e-

SAZON0.

10. MonTPELLIER. 20 aprile 1880, — R dato un circolo di centro O e
raggio R. Si prendano sul corchio due puati 4, B e el dia I'angolo 4 0 B, che
81 chiamerd 9,

Cid posto si domanda d'inscrivere nel eerchio un irapezio d’ares data i cui
lati paralleli passino rispettivamente pei punti 4 ¢ B,

Discutere il problema e dimostrare che fra i trapezi considersti, quello pel
quale 1'area é massima ¢ un rettangolo,




— 1 maggio 1889, — Due cerchi tangenti esternamente hanno per raggi
R ed R'. Galcolare: 1,° — i lati; 2.° — In superficie; 3.° — gli angoli del trian-
golo formato dalle tangenti comuni ai due cerchi,

Cercare quale dev'essere il rapporto dei raggi perché questo triangolo sia ref-
tangolo.

— 3 maggio 1889, — Risolvere il sistema ' equazioni

sen o + seny = @; sen’w -+ sen®y = 8a’,

Trovare fra qonali limiti dev'essere compreso il numero a perché il sistema am-
mefta soluzioni. Trovare la condizione necessarin e sufficiente perché queste equa-
ziont aminettano un sistema di soluzioni formato da due archi complementari.

— B maggio 1880. — Determinare gli angoli A e B posto che

1 1
fang A tang B = m, tangE& tang-E—B = m,

1 l
dove 7 ed n sono dati. (Si potrd prendere per incognita tﬂ.llEE Aa tangg B),
11. Nancy. 29 aprile 1889, — 1.° Essendo date una sfera solida, si do-
mands : — @) di determinare il suo raggio; — &) di far passare un cerchio mas-
gimo per due punti dati della superficie di questa sfera; — ¢) di far passare
un cerchio minore per ire punfi dati di quesia superficie.

2.° Esprimere {ang (g— —2) in fanzione di tg ©. Indicare i segni della for-

2
R - 3T
mols & trovare, secondo che ¢ & compresa fra D e —, fra 5 & ™ fra = e o
3
e ﬁ'ﬂ-?ﬂ e 27,

3.% Bi fa arrivare sulla faccia 1 d'nn prisma un raggio radente questa faceia
questo raggio sorte per la faceia 2, facendo colla normale a questa faceia un
angolo «. Sia 9 l'angolo del prisma e » il suo indice, dimostrare che si ha

__©€0s @ - sen u
Vo —1= sen g *

— | maggro 1B8Y., — 1.° Spiegare la conversione delle frazioni ordinarie

in frazioni decimali e i differenti casi che possono presentarsi.
2." A quali condizioni deve soddisfare I'sngolo & perché, qualunque sia il
: .

valore reale atiribuite ad w, il trinomio #® -+« -4~ tg & sin superiore a 4—?

12. Parier. 29 aprile 1889, — 1.° Essendo dato un cerchio di raggioc R
ed una tangente fissa A B, trovar® sulla circonforenza un punto M tale che
abbassando da questo punto la perpendicolare M P sulla tangente A B, si abbia
MP 4 AP =g, a indicando una lunghezza data. Discussione.

2. Volume generato da un segmento di cerchioc A B € ruotante intorno ad
un diametro D D’ esterno al segmento. Dimostrazione.

— 1 maggio 1889, — 1 dalo un cerchio ed uno de' suoi diametri 4 0 B-
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8i domanda di condurre un secondo diametro COC’ in modo che facendo ruo-
tare i segmenti circolari A M od 4 M C" intorno ad 4 B, il volume V' ge
nerato dal secondo segmento sia il triplo del volume V generato dal primo. Si
caleolerd i1 coseno dell’angolo A 0 C.

13. Renngs, 29 aprile 1880, — Dimostrare che il prodotto dei valori di =

F—

pei quali P Epa s & massims 0 minima & costante ed uguale & 2,

— 30 aprile 1889, — Un punto 4, posto alla distanza O A = g dal centro
0 d’una circonferenze data, di raggio r, e interno ad essa, & il vertice di un
angolo M AN la cui misura 24 & data. Caleolare I'inclinazione della bisettrice
dell'angolo M A N sulla O 4, in modo che il rapporto delle due corde M A M,
NAN sia uguale ad un numero dato k.

— 2 maggio 1889. — 4 e B essendo due punti fissi ed Ow Ia proiezione
su df un piano P (orizzontale per esempio) della retta O A B che Ii congiunge
e incontra questo pisno in O, si tracei nel piano P una linea 0 I inclinata i
speito ad Og dell'angolo «. Trovare sa quesia linea un punio M tale che la
somme dei quadrati delle sne distanze da A e B abbia il valore s%: M A4® 4-
M B* — 52,

TEMI DI MATEMATICA

PER LA LICENZ.A NIEL R. LICECO DI BOLOGINTA

I. 8i costruisea un triangolo di cui sono date le tre altezge.

2. Si determini Pequazione di condizione che deve vineolare i coefficienti delle
due equazioni:

w® = pu 4= g = 0, ¥V 4+py4+q9 =0

athnehe una delle due radici di wuna d; esse sia reciproca di una delle due radici
dell’ altra,
(Sessione di Inglio, 1890).

I. 8i abbassi di grado I"equazione
4! — 42" —Ta' — 624 18— 0

sapendosi che ha una coppin di radici uguali_
2. 5i culeoli la somma delle quinie potenze delle radici dell'eq uazione

ﬂ?E"I—'Pﬂ?'_}_q:D-
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3. Si caleoli 1a somma delle perpendicolari condotte da un punto
mterno d'un esagono regolare si lati di €ss0,
4. Noto il diametro della sfora che eircosc

mini la somms delle perpendicolari condotte d
esso esaedro alle sue facee.

qualungue
noto essendone il perimetro.

rive un esaedro regolare, si deter-
2 un punto gualungue interno di

(Sessione d"ottobre, [890).

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
66, 67, 68 e T1*

66" Trovare una formola pel termine n.° della serie a, b, a, b,

" 8 ® @ & @&

(D. Besso).

Soluzione di P. P, Rizzuti, allievo del R. Liceo di QCatanzaro
G. M. Nobile, allievo del R. Istituto tecnico di Chieti.

La formola chiests &:

s 8 di

@+ 0) — (— 1) (a — b)
5 .

Infatti, se n & dispari (— 1P = — | ¢ quindi la formola diviene:

(n+b)+(ﬂ-—b)____2__ﬂ__ﬂ_
| 2 T
se n & pari (— 1 = | ¢ la formola diviene:

(@b — (a—B 2 b

P —_— —Tz—— e El'-. . 1::1, d-

Soluzione di 0, Manfredi, allievo del R. Istituto tecnico di Reggio Emilia.
Il fermine n.® ayrd la forma a® d¥ dove sarh & — 1 per »n disparied @ = 0
per % parl. L'opposto accadra per y. Ne segue che si pofrd porre |

™ w
mzm'(ﬂi ;:F EOEE(?)

e=g (1= =L (14 o)

67. Trovare wna formola pel termane n.Y della serig 8.y Bgy Bay v v v .. 8y,
Byo BoniBy v voaaillgy=ie viasess i (D. Brsso),

od anche
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Soluzione del Prof, F. Viaggs.

Pongo
2hw d hm : e(m—DAnx
S = 1 4= cos = -~} 08 =1 v+ s == COR - -
Nella dentits
h 2(— 1A I— DYh= 2l — A =n
2 sen = ., CO8 (¢ ) T';=s|=m.(Z ) —san( )
20 m m m

fo successivamente { = 2,3,..,.,m, addiziono le eguaglianze msulianti e dopo

somplificazioni otiengo:

hn 2hm | 4 hw 2m—Dhw |
2 sen = ,:EUB = 008 —— == . s+« == CO8 = ]-—-
Zm—1an hw
sen — 8gn
m m

. : h .
il 2° membro & identicamente eguale a — 2 sen — - percid trasportande tutto

2 1% membro ¢ dividendo per 2, ho:

h
sen < . =0
m
W e = o - il h “ 1
Dalls quale risulta che se % non e multiplo di m, e gquindi sem ——— non €

zero, € 83 = 0; se & poi 4 mulliplo di m dalla definizione di 83 s1 vede che
Shp — N
Percid il termine ».° della serie proposta é fornito dalls espressione
.
''m

(&——1 1 +lg”._jﬂ’+ " a0 ¢+Sn_“ﬂ.; .

Osservazione. — ), & anchd la somma delle potenze A™™ delle radici del-
l'equazione o™ — 1 = 0.

Solumone del Prof. A, Bettassi,
St ha (Genocoui, PEano - Caleolo Differenzialz) che la posizione

je—
P () = 1im (1 -+ sen 7 @) 1
t—oo (1 ==genza) =1

ha il valore 0 per & intero, il valore &~ 1 per « non iniero, la funzione

fa)=1—[F@]

avrA quindi il valore.1 per « intero e il valore 0 per # non intero.
Allora

— — 2 —_
q](ﬂ,?ﬂ):ﬂlf(ﬂm -i-agf(ﬂ )—I—...—I—u,f(ﬂ -
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& un' espressione per il termine n." della SETIE @)y gy + v+ Gms Gpy Gas v v s Bmyevr
poiché @ (7, m)= gy guando =7 (mod m) ()

B68. Se il punto & inconro degli archi bisattori degli angoli d’ un triangolo
sferico coincide col punto 4 incontro degli archi mediani dei lati, & necessario
che il trigngolo sia equilatero ? (D. Besso).

Solnzione del Prof. F. Viaggi (7).

Sia A BC un triangolo sferico, Aj il punto antipodo di 4, M il punto medio
di B C. Suppongo A B, AC supplementari. Percid A J, A O sono mspettivamenie
eguali 8 CA,, BA; onde 1 triangoli conseguentd ABC, A; CB hanno i tre lati
eguali ai tre lall e se ne conchinde 1'eguaglianza deghi angoli ABC A, CB:
od ora i triangoli ABM, A, CM vengono od pvere due leti eguali a due lath
ed eguali gli angoli compresi, s¢ ne deduce I'eguaglianza degl angoli BAM,
MA,C e quindi anche di BAM, MAC. Ossiz: « Se due lati d’un triangolo
« sferico sono supplementari (e quindi fal) anche gli angoli opposti), 'arco biset-
« tore e il mediano, che partono dal loro vertice comune, coincidono {e 8010 eguali
« & un quadrante) ». Agevolmente < dimosira la teciproca: « Se I'arco biset-
« tore e il mediano, che partono da un vertice di un triangolo, coincidono, &
« i lati che passano per lo stesso vertice non sono eguali, questl sono supple-
& mentar: ».

Prernessi i quali teoremi, si vede che 1 triangoli ¢ i soli che soddisfano alle
condizioni del problema, sono quelll 1n sui due lali somo supplementi del terzo:
questo terzo & evidentemente minore di 120"

71", a). Il massimo comun divisore di due numeri ¢ 24, Facendone ia ri-
cores col metodo delle divisioni, §i trovano i mumeri 3, 4, 5 ¢ O come quo-
ciemti delle successive divisioni che occorre fare. Ouali sono i due numeri?

b). Generalizzare il problema ed 1l metodo per risolverio.

- ((G. FRATTINI).

Soluzione del Sig. C. Aisllo, allievo del R. Liceo V. E. di Napoli (7).
«). Chizmo con A & B i dus numeri il eui m. c. d. & 24 g aupponendo
A > B, fo il solito quadre per trovare il m. ¢. d. col metodo delle division

SUCCesSsIVa :
! 3 \ 4 5 )
A l B i it b | 24
a l b l 94 t 0O
»

Clome si vede da quesio quadro noi conosciamo tutto fuorché A e B ed 1
rasti successivi @ ¢ b Org b=06.,24 ed a=bpb+24=5.6 94 b 24 =

(%) TIn"alire goluzione venne inviata dal Sig. Prof. L. Carlini,
(%% Ua'allra sojnzione venns iaviats du] Big. Prof. §. Calanid,
(#1#) Altra soluzlonl pervennero la R. Beneivenga (Collegio miiiiare Roma), §. Lopriors (Reglo
Lioeo Barl), A Restifa (K. Llceo Aciranle),

6
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31 .24, Cogniti @ e b, si conoscono anche A a B, perchée B=4a-+be A
=3B+ a, onde B=13120 ¢ 4 = 10104.

b). Sieno x e y due nnmeri il cui m. . d, & m ed i quozienti successivi
%y @13 Byy v v Gp, Boeo il quadro per le operazioni:

(Z 2, ,ﬂi o ' dn
« |y |B|B |8 B
sle lela] | o
De. questo quadro si ricava
1
—:I:———_.ﬂ : ﬁ = {1 :
y Y Y
)
Yy Py : 1 e
ma — =g, - =aq » quindi:
P T T T
B
e i
— = - i
ﬂl—!——"ﬁ—
B
Seguilando cosi si giunge a trovare:
& 1
y = i
¢, -1
Ge4. .0 ...
+_.__

la quaie frazione continus si pud meattere nells forma —— in Cul p ¢ g SOno
/4
primai fra loro, e allora sard o =mp, y = my.

81 dichiara inoltre ricevimento delle soluzioni seguenti: quistione 75.0% Jal
Sig, 8. Catenia, A, de Zolt, G. Fumanti, L, Mariscotti, F. Viaggi; 76%, R,
Catani, S. Catania, A. de Faleo, G, Fumanti, S. Gat, L, Mariscotti, F, Viaggi;
7T. G. Calviti, R. Catani, G. Esio, T Marantoni, A, Mucei, A. Ognrissanti,
. Paoli, P. P. Rizzuti, G. Trapani; 79", A. Baldassarre, M, Canci, R. Ca-
lani, A. Dal Buono, @G. Fumanti, P. Marano, F, Marantoni, G. Paoli, A,
Perna, Q. Trapuni — soluzioni alle quall s1 dard evasione nei venturi fascicoli.

La Redazione.
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QUISTIONI PROPOSTE ©

L™

S80. Risolvere l'equazione

4 -4 20 — 40 — 40 — 2 3= 0.

814*. Verificare l'egnaglianza
tang 20° tang 80° tang 40° = tang 10°,

82* Dimostrare che fog 2 (base 10) & compreso ira % e —]%

Trovare, mediante queste limitazioni, il numero delle cifre della po-
tenza 64* di 2,

D. Brsso.
83. Dimostrare che, 8¢ ¢, Pay oo oo . Sono fonzioni lineari a
coefficienti interl delle n» incognite &, @y, ... .. x,; e se le lettere a,

le b, le p e le A significano numeri interi, dei quali p;, & primo con
A,, v, primo con A, ecc., il sistema delle n congruenze di 1° grado
con » incognite:

ﬂl l{ll E 61 m— ]J'] ﬂ:l (mﬂﬂ. Al)
dy gy = by — Py iy (mod. 4,)

llllllllllllllllllll

ﬂ'nq}ﬁEbn — M, Oy (mﬂd' Aﬂ)
b sempre risolubile guando una potenza di @, sia divisibile per 4, ;

una potenza di a, sie divisibile per 4,; e via cosi. -

84. Dimostrare che, se p & un numero primo, e se L) e A sonc
due nmumeri interi non divisibili per p, la congruenza

2* — Dy* = ) (mod. p)
ammette - — ! soluzioni gquando la congruenza

B >
= D (mod. p)

1 C .
Pt nel caso contrario.

& risolubile, ¢ ne ammette

(*) Le nuistioni contrassegnate con nsterisco aono esclusivamente indirizzate agli alunni dalle
nostrée Scuole.
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Avveriensa, — Una solnzione (#==u, y=P) si consideri come identica al-
laltra (@==— g, y=—_ B); epperd due soluzioni siffatte si contino per una sola.

G. FrRATTINL

85. Determinare i numeri di due cifre tali che i loro valori siano
multipli del prodotto delle loro rispettive cifre,
S. GATTI

86”. Dimostrare che esistono due soli triangoli isosceli tali che
il punto medio della retta che congiunge il vertice del triangolo col
punto di eomcorso delle altezze ed i piedi delle medesime, sono i ver
tici d'un qnadrato.
G. Russo.

8'7*. 8i assegnino in modo generale i due limiti del numero delle
cifre del quoziente di abe ., ] Per a'b'c’. ... U, ued n' essendo
1] numero dei fattori di eiaseun prodotto, & B, v, .... A ed 2 BT vene X
1 numeri delle cifre dei different] fattori,

B. CARRARA.

88% In un cerchio di rageio & si tir un diametro 4 B, sul gnale
si prenda un punto H in modo che sia H A — -+ AB. Da H s oon.

daca la corda C.D perpendicolare ad A B, ¢ dal punto medio @ di
HD tirisi la corda E F perpendicolare & (' D, Calecolare le diagonali
¢ l'area del quadrangolo convesso ('FE DF, e dimostrare che i lat]
F U, ED sono i cateti d'un triangolo rettangolo di eni I'ipotenusa & il
diametro,

S. CATaNiA,
89. Dimostrare 1a disuguaglianza
n ni~=1
1 1 ] -] ni 2 !
E'.La—-l "o '>(,/T_]J+ ,/m_])+ """" >“n_'
F. Grupiok.

90" Se 4, B, C, D, E sono punti d’una circonferenza e cop
ceatri rispettivamente in B, U, D E e raggi BA, CA, DA, EA s
deserivono altrettante circonferenze, dimostrare che i punti in cui
queste s'intersecano somo tre a tre in linea retta.

A. Luerl.
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Prof. S, PINCHERLE., -—— Gli elementi dell' aritmetica a wso delle Scuole secon-
darie inferiori. Bologna, N. Zanichelli, 189], — Prezzo: L. 2.

Questo libro elementare seritto dal prof. Pincherle, riputatiseimo fra i eultori
delle discipline matematiche, non deve psssare inosservato tra coloro eui stanno
& cuore la buona biblioteca e i hnoni metodi delle nostre seuole. Dirna a lungo i
pregi sarebbe un fuor d’opera. L'esposizione dei vari argomenti procede per vie
semipliol o nafurali, sempre informata a criterio scientifico; conseguentemente
risulte assai ordinata e chiara, Nella trattazione degli argomenti medesimi niente
manca di essenziale, ma niente sovrabbonda; cosi eche, mentre si fa la debite stima
dell'opera del maestro, il quale nella scuola deve pur esserci per qualche cosa, si
concentra 11 molto in piccola mole, eid che conferisce assaisgimo & rendere il libro
seolastico aceetto agli studiosi, come i maestri ben sanno. Par di non venir meno
al rigore scienfifico che &'é imposto, 1'autore non & schivo di savie concessioni
all'opportunitid didattica. Cosi egli non allude neppur lontanamente alla ricerea
aprioristica della generatrice d’wna frazione decimale periodica: inveee, posta la
generatrice, dimosira ch'essa & veramente tale. Non si poteva far meglio, con-
siderato 1'ordine delle scuocle alle quali il prof. Pincherle destina il proprio libro,
Non gi ch'io repufi il libro stesso scevro d'ogni difetto. Che anzi irs le gsser-
vazioni di cose men buone che leggendolo m’é avvenuto di fare, voglio qui ripor-
tarne una, che m’e sembratz di qualche conto. Premetto tuttavia che essendo esss,
come le alire, d'indole didasealica, non senza esitazione m’induco a farne parola:
parché so bene, che muovendo la critica didascalica da criteri nells massima
parfe soggettivi, potrebbe esser pregio d'un libro di scuola quello che a taluno
parve difetio.

B comune opinione che 1'insegnamento dell'aritmetica debba mirare a due
fini principali. Primo di guesti 1'agile maneggio delle proprieta algoritmiche dei
numert, in guanio € mezzo & conteggiare corretfamente e per Is vie piv spicce,
L'altro ¢ lo studio delle proprietd chimicke dei numeri interi, e voglio dire di
quelle proprieti, pid recondite, che metton capo ai fatgori primi dei numeri me-
desimi. Non v'ha quasi compenetrazione fra le due serie di proprietd: che anzi la
chimica dei numeri non feconda pgpto il campo dell’algoritmo. Se non che, mentre
lo studio dekle proprietd chimiche dei numeri, per 'artificio ond’é rivestito e per

Mltra“mginni, rigsce difficilissimo ai principianti, le regole dell'algoritmo, che in

il

sostanza non somo se non quelle del volgare buon senso tradotte in cifre, si pos-
80no insegnare ¢ dimostrare, non solamente con poca difficoltd, ma altrest con
diletto dei giovanetti studiosi. Sembra adungue che nelle senole secondarie inforiori
sl debba dare una grande importanza allo studio sia ragionato sin pratico dell’al-
goritmo, come & quello che, mentre & ordinato ad un fine di somma utilita, meglio
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si adatia alla capacitd dei giovinetti che frequentano le dette scuole. La mesco-
lanza di questa parte dell'aritmetica con quella che tratia la chimica dei numeri,
mescolanza che non giova allo scopo algoritmico, come ho detto di sopra, metterd
sempre & dura prova, e fors'anche sierile, nelle scuole inferiori, maestri ed alunni.
A quesfo ha certo pensato il prof. Pincherle: e lo dimostra il fatto che solamente
nelle note in fondo del libro, egli tratta di aleuni teoremi i quali, & mio credere
a suo, debbono essere rizarvati slle scuole superiori. Tuttavia ho notato che qualche
volta nel corso dell'opera essi vengono richiamati, esplicitamente o tacitamente (),
per ricavarne gualche conseguenzs, e questo, & dir vero, non mi place. So benis-
simo che gli alunni non doyrebbero imparare che il solo enunciato di quel teoremi.
Mu ne comprenderapne il significato e lo spirito? Ne dubito. Se io dico ad un
ragazzo che il risuliato della scomposizione d’un numero in fattori primi & indi
pendente dal metodo che si tiene per eseguirla, epli troverd Ia coss naturalissima,
e quasi si meraviglierd che cervelli matematici abbiano potuto pensare alla dimo-
strazione di una simile inezia!! Gl & che lo spirito e I'importanza di quel teo-
rema vuol essere chiarita agli studiosi di lunga mane, dal confronto eon cid che
avviene quando & tratti di fattori non primi, e dalie conseguenze piu assai che dai
termini del teorems stesso. Confido pertanto che il prof. Pincherle, ristampando il
libro, i che certamente avverrd presto, vorrd spogliarlo di quei richiami all’arit-
metiea superiore che vi si riscontrano, e rafforzarne la compagme algoritmica (™),
corroborandola con opportuni esercizi per la scmola. Le note in fondo costitui-
ranno sempre un bel complemento, ntilissimo per le scuole superiori.

Queste mie osservazioni, spero, faranno apparire agli oechi del chiaro anfore
piu sincera e veritiera la lode che fin dal principio ho tributato al suo libro, al
quale do il benvenuto nelle seunole, augurandogli lunga vita e prospera fortuna,

(GrovanNt FRATTINL

- Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico

Iiblwtheca mathematica. Journal d histoire des mathématiques publié par G.
EnxestrbM, Stockholm: n. 4, 1890.
Giornale i Matematiche, pubblicato per cura del Prof. G. Barricrint. Volume
XXVIIL Settembre-Otiobre 1890,
Sommario: — A. DeiL Re: Escursioni matematiche diverse. — F. Gro-
oIcE: Sulle serie a termini positivi. — F. Giopice: Prodoiti infiniti — An-

(") Al § 81 ol espone per via dimostrativa la condizione di divislbillia di doe numeri interl & vl
f asserisce che 25 % 6% % 7 non & divisibile per 26 ) 5 % 7, pereioeché questo numero ammette 2
come fatiore e 1'aliro no, Qnesta aaserzione non Impliea un richlamo al teorema citato al § 80,
che eiod: ¢ qualungue ala {1 meiedo che s tiene per scomporre un numere in un prodoiio df fat
tori priml, Ia scomposizione di sempre 11 medeslmo risaliato? »

(*™* Fra le regole che riguardano il caleolo delle potenze si fa menzions selisuto @i quelle rela-
Hve alls moltiplioazione & alla divisione i dne potenze d'ogual base. Perchd dl gueaste ¢ non
della alfre ?



nunzio bibliografico. — O. Toenorr: Intorno alla risoluzione algebrica delle
equazioni.

Tournal de Mathématiques élémentaires, publié sous la direction de M. o LonG-
cases. 30 Sarie, XIV année. N. 11, 12. Novembre, Décembre, 1890. Paris,
librairie Ch. Delagrave, J

Table des matiéres; — N, 11: — L. Bixgzuch : Equation de la sphére eir-
conscrite au tétraédre de référence (coordonnées barycentriques), — A. MORKL:
Btode sur la Géométrie des sections conigques. — (. DE LoNGCHAMPS : "Sur

i les triangles caractérises. — Bibliographie. — Solutions de questions. —

: Questions proposées, — N. 12: — E. LAUVERNAY: Sur un probleme de

géométric. — A. MoreL: Eiude sur la (Gdométrie &lémentaire des secilons

coniques, — Correspondance. — Questions d'examen. — Agrégation de I'en-
seignement secondaire spécial (nonces). — Solution de la question 318. —

‘ Questions proposées. '

Journal des Mathématiques élémentaires, publie per H. Vumerr. 15° annee.
N. 3, 4, 5 e 6. Paris, M. Nony el C., 17 rue des Ecoles, 1830.

Tornal de Sciencias mathematicas e astronomicas, publicado pelo Dr. F. GoMEs
Texeira. Yol. TX, n. 6. Coimbra 1890.

Sommario: — M. D'Ocagng: Sur le développement de sinng et de
cos ng suivani les puiseances de cosg. — G. TEXEIRA: Noie sur 1'inte-
oration des equations aux derivées partielles du second ordre. — J. A.
MagnTiNe DA Siva: Sur trois formules de la théorie des fonction ellipti-
ques. — Bibliographte: — Extraitos das publicagbes recentes.

1 Mathesis, recueil mathématique publié par P. Mansiox et J. NEURERG. Tome X.
Novembre, Décembre, 1890, Gand, Ad. Hoste, éditeur.
' Sommaire: — Novembre: — E. Caranan, Sur lanalyse indéterminee

dn premier degré. — Ep. Lucas. Sur les differents systémes de numera-
tion. — Bibliographie. — A. Pouraiy, Sur cruelques séries de points remar-
quables dans le plan du triangle. — Notes mathématiques. — Solutions
de questions proposées. — Question d’ examen. — Questions proposees, =
Déoembre: — Lac pE Bosrpon. Détermination des foyers, des directrices et
dos axes dans les coniques. — E. CaTavan. Sur l'analyse indeterminee du
premier degré. — . Bibliographie. — Solotions de questions proposées. —
Questions d'examen. — Questions proposées.

Rendiconti del Circolo matema¥ico @i Palermo. Tomo 1V, Fase. V1. Novembre,
Dicembre 1390,

Sommario: — GessiA: Su cerie funziom potenziali di masse diffuse in
tutto lo spagio infinito. — Juwe: Delle famiglie associate di sistemi li-
neari e delle superficie univocaments rappresentabili sul piano. — VivanTi:
Aleune formole relative all’ operazione 2. — VENTURI: Sopra nun caso gene-
rale &i compensazione angolare, — ALAGNA: Intorno ad aleuni casi di mul-
tiplicita delle radici dell'aquazione d’ oblavo ordine, — Noerasr: Extraits de
wne leitre adressés a M, G. B. Gueeia.

Rendiconti dell Accademia delle Scienze fisiche e matematiche (Sezione della So-
cieta Reale di Napoli). Serie 2%, Vol. 1V. Fasc, g% 100, 1195 1890.
Revue de Mathématiques spéeiales, rédigée par M, B. NIEWENGLOWSKI. N. 1, 2,

3. Paris, Librairie Nony et C., 17 tue des Ecoles.

Sommaire: — N. 1:#— Concours de 1890 : Ecole polytechnique, Ecole
centrale (17 session), Agrégation des sciences mathématiques, — Questions
posées aux examens oraux. — Questions proposées. = N. 2: — (3, PAPELIER
Sur les expressions indéterminées qui sont fonetions algébriques irrationnel-
les de 1a variable. — Goncours de 1890: Feole navale, Fcole normale supe-
rieure, Weole des ponts et chaussées, — Algebre. — Géométrie analytique.
— Questions posées aux exwmens oraus, — Quesiions proposées. = N. 3:



— 48

Concours ds 1890: Reols centrale, Concours général de mathsraatiques spé-
ciales. — Physique. — Algébre, — Questions posées sux examens grayz.
* .

Inhaltsverseichnis, — 7 Heft, — Ap. Jos. Prok: Sternwarten und Leh-
rerbildung, — Kleinere Mitteilungen, — Sprech ~ und Diskussions Saa],
Zum Aunfgaben - Repertorium: A) Auflsungen; B) Neue Aufgaben; ()
Aufgaben aus nichideutschen Fachzeitachriften. — Litterarische Berichte, —
Pidagogische Zeitung ete.. = 8 Haft. — Der Kongress von Lehrern der
Mathemstik und Naturwissenschaften an héheren Lehranstalten Dentschlands
zu Jena vom 25, bis, 28, Sept. 1890, — Kleinare Mitteilungen. — Sprech
— und Diskossions Saal — Zum Aufgaben -~ Repertorium : A) Aufldsungen
B) Neue Aufgaben, — Litterarische Berichte, — Padagogische Zeitung ete.

AGAMENNONE (B.) — I {erremoto a Roma del 23 febbraio 1890 ed il aismo-
metrografo Brassart (Annali Uff ent. Meteorologia e Geodinamica, — Parte
IV, Vol. X. 1888).

ARZELA (€). — Trattato & algebra elementare sd usp dej Licei. 2* edizione, Fi-
renze, Successori Le Monnier, 18090.

BIFFIGNANDT (A.) — Dimostraziore d'un teorems di Dupin e sua applicazione.,
(Giornale di Battaglini, Vo, AXVIIL 1890y,

Crmgront (C). — Teoriz del metodo di Lloyd per Ia misura dell'intensita magne-
tica. (Mem. della Societa degli Spettroscopisti italiani, Vol. XIX, 1890).

Dm Marcni (L) — Sulls dinamica dei temporali, (Rend. R. Istituto Lombardo.
Serie I, Vol., XXI1I).

Gropice (F.) — Sulle serie » termini positivi, — Prodotti mfiniti. — (Giornale

i Batlaglini, Vol, XXVII, 1890),

Lorma (G.) — Snlla classificazione delle trasformazion; razionali dello spazio, in
particolere sulle trasformazioni di genere zero (Rend. R, Istituto Lombardo,
Serie II, Vol. XX111),

MicE pE LEPrnay (A.) — Compléments d'algébre et notions de Géométrie ana-
litique. Premier fascicule: Compléments Q' algébre. — Paris, Librairie Nony
et C., 17 rue des Ecoles, 1891,

MogNaT (E.)) = Problémes de Géométrie analytique. Tome premier, Paris, Librai-
rie Nony et C., 17 rue des Hecoles, 1801,

PApovAe (E.) — Estensione del problema di De St, Venant, (Rend. dells Regia
Aceademin dej Lincei, 1890). — Sulla teoria generale delle superficie. (Mem.
della R. Ace, di Bologna, 1800).

Riccaror (P.) — Intornp g rattato di Prosdocimo de’ Beldomandi sull' Astro-
labio (Bibliotheca Mathematies di G. Enestrom, 1890).

RozzoLvo (G.) — Una proprietd metrica fra poli e polari in una coniea do-
tata di centro.

ScaLdMiLen (0.) — Elementi di Geometria metrica, Prima versione italiang dei
professori D. Gambioli e V. Bernardi. Parte 1* planimetria: L, 2,40;
parte 2% trigonometria piana: L. 2, — Ditta G. B. Paravia ¢ Comp., 1891.

Vivasmt (G) — Luoghi geometrici del baricentro del triangole nel manovelli-
smo di spinta rotativa. (L'ingegneria ecivile ¢ le arti industriali, 1890).

Chimsura della redazione il dl 15 gennaio 1891,
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CNSIDRRATIONT SUL CONCETTO 01 PROBABILIT

per E. CESARO

(Continuaszione e fine).

...... soNVENe#-vonRa de nos com-
ventlona: si vous m’24es qu’un pédani,
pe n'est pas 1a peine de me lire. (¥)

Dalle ultime considerazioni risulta chiara ['utilitd di scrivere un
nuovo capitolo, interessantissimo, nella ieoria delle probabilita. Suo
scopo esser dovrebbe la composizione delle densila, vale a dire il
caleolo della densith di guahmque funzione composta con alire arbi-
trarie o vincolate, quando sian date le densitd delle funzioni com-
ponenti. Nel easp di due sole variabili, legate dalla relazione

(@ y)==0,

le densité sono evidentemente in ragione inversa delle varazioni infi-
nitesime delle rispettive variabili, purche ciascuna di quesie varii
sernpre in un senso determinato, in modo da non dar luogo a sovrap-
posizioni di valori. Allora fra fe densith ¢ e ¥ esiste il vincolo

1 d of
f oy ] _
¢ (@) D — ¢ (y) du
Ne risulta che, se % e ® sono funzioni inverse, dimodoche
u (v (@) = @,

e se ¢ (@) & la densith di @, quelle di % e » sono, a prescindere
dal segno,
e
P team
Per esempio, le densith di

]
km, e lﬂg &, € ﬁ, .......

(*) Rovssman. Emife ou de ’éducation, (iivre Il1).




== BD =
sono rispettivamente

1 @ 1 | |

vo(5) we(3) Fo@), Lotoga), +209(),
Quando avvengano sovrapposizioni di valori, si sovrappongono anche
le densita relative ai diversi valori reali della funzione inversa. Cosi,
osservando che la funzione inversa di #* ha i valori -+ V z, sivede

subito che la densita di «* é
¢ (1 @)+ % (— pa)
2V w
per & 2> 0, ed & nulla per @ < 0. Similmente la densitd di senz

;/1]—-3‘12 ﬂ,'-[—] arcsena:-—l—m:]

Passando al caso di tre variabili sarebbe anzitutto utile ecercare
la densitd delie pitt semplici funzioni delle variahili % e v, supposte
fra loro indipendenti, conoscendo le densith @ ¢ delle variabili
stesse. Cosi, per determinare la densilé della somma w -, basta
osservare che la probabilith ¥ (%) do di vedere w4 v cadere nell’in-
tervallo (@, z 4 da) &

@ — Uu+dx

f f?(u)q,(v dudv.

L — U

La densitd cercata & dunque rappresentata dalla funzione

-t
xcw)=fﬂw—z)+(z>dz.
Invece la densild deila differenza v — v &
=
1(m)=f?(iﬂ+ t) L}'{i) di.

Similmente, per esprimere la densitd del prodotio w# si ha, in gene-
rale, la formola




== A
-+ o

v = | ¢ (—fﬁ) b (1) =5

e, per la densita del quozienie —3,

4
1(w)=f9(£m) (6t di.

-_— 0

Dall'una all’alira di queste formole si passa agevolmente mercé le
regole date in principio. Per esempio, supponendo mnota la densith
di uv, se si vuol trovare quella di w—=-v, si consideri il prodotto
e”. e°, 1 cul fattori hanno le deusita

! 1 .
— ¢ (logz), — ¢ (log ). -

Applicando la formola per la moltiplicazione si ottiene, come densit
di eu-]—u-’

o0 -t 0
f’(m)=—::—j q('log;)¢(lngt)%=% [ﬂp (logz — 1) ¥ (8) &1,
0 ‘;_cn

e perd la densith di u—4-» &
:|—u:~
1 (@) = £ () = j ¢ (@ — 1) (1) dt.

Per fare un esercizio sul caleolo delle densith si riprenda 'espres-
sione &#* — y z, formata con numeri arbitrarii del campo (0, a). Poiché

— & la densith delle tre varifbili, la densith di 2® &

]
¥(#) = 2ap o’
e quella di y 2z si deduce dalla formola per la moltiplicazione limi-

tando il variare di / e quello diif al campo (0, a@). Si ottiene



subito

| at 2loga — log=
a* 4 at

Ora la densith di @® — y2 intorno ad un valore negativo si deduce
nello stesso modo dalla formola per la sottrazione, limitando al

campo (0, %) le variazioni di { e di 2+ Si ha

a® a4
) 1 di ]/_r!.f
I(m)=gﬂa (2 log e — log ¢) ::r—l—t_”-3 PS>

ciog
2 -
x(ﬂ?)=§(1/a3 @ — V—aarctg ,/-—ﬂjm)— :1 (seno —@coso),

dopo aver posto &= — a® cos? . Per esempio, se p & la probabilith
di vedere a* superare yz, si ha

a
l—p= | z(x) dm-4f(sanﬂ——ﬂcnsﬁ)senucosﬂdﬂ

R

quindi, ancora una volta,

L

7
.2 _ 5
=1 ?fcﬂssﬂdﬁ o

0

Inolire, se si vuole la media dei valori positivi di yz — 2%, basta
calcolare I'integrale

T

-
—fmr(m)dm——daﬂf(senn—ﬂcﬂsﬂ)senﬂﬂ:ﬁssﬂEZU,

—a?

che si riduce subito a

-'--.--Il:-

=
e T




— B3 —

i 4

2
] at

i

al .
5 cos’y) do =

0

ed il valore probabile del radicale <~ /"y 2z — @*, supposto reale, &
dato dall’integrale

0 B
L g
fV—mx(m) diec = 4a (sen 6 — fcos 0) sen o cos®0 d6,
—a 0
che si riduce a
a
)
i ~ g L T (f
3 cos* 6 d 6 TE
0

Come si vede, le poche regole da noi date gid permettono di guidare
con sicurezza il caicole, fra varie complicazioni di densith, a risultati
ben determinati, rispondenti a svariati problemi. Segnalare queste
regole ci sembra opera ben pil utile che non sia il « mettero in
guardia » i caleolatori inesperii contro le immaginarie indetermina-
zioni dei problemi di probabilith in cui & infinito il numero dei casi.

Analogamente, applicando una dopo I’altra le regole per 1'ele-
vazione al quadrato, 1'addizione e l'estrazione di radice gnadrata, si

trova, dopo una facile trasformazione, che la densita di V' +® <+ ¢ &,
per & > 0,

¥LY
2
@)=wx | |%(xsens)—+¢(—xseno)] [ (2 coss)—+u (-2 coso)] do.
0
Cosi, per esempio, nel tiro al” bersaglio, supponendo le deviazioni
ugualmente facili in tutte le direzioni, la densitk dei colpi alla di-
stanza @ dal centro &
x
]

/. m)=4mf?(msen 0) ¢ (@ cos 0) do,
0
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dove ¢ (%) dx rappresenta la probabilita che il projettile colpisca.
Sopra un raggio dato, 1'intervallo (x, 22 4- de). Ammessa la legge
k8.8
Zh

sl perviene subito al risnitato nofissimo (")

? (@)=

1(@)=2Foe ¥

Similmente, quando con velocith data si lancia un corpo nello spazio,
in un determinato piano verticale, e si rappresenta con g (#) da la
probabilith che, sulla traccia orizzontale del detto piano, il projettile
cada nell'intervallo (, # < da), si ha la prima delle seguenti ugna-
glianze |

v (m) o m:]/] — g2’ ¥ (ﬂ:’) o 4V1t]r[ ’

supponendo che si assuma ad unith il massimo valore di 2. la se-
conda ugnaglianza risponde all’j potest che I'angolo della verticale con
la velocitd iniziale abbia una density nguale al proprio seno. Dunque
la densitd dei colpi sull’'orizzonte, alla distanza & dal punto di par-
tenza, ha una di queste forme:

T
2
4 x dh
X (@)= —; :
n V (l — & sen®) (1 — z* cos*h)
0
C
3
o e D
L) = — =
@) 4 J}/{] —x sen®) (1 — @ cos 0)
0

La prima forma definisce la distribuzione dei colpi sull’orizzonte,
supponendo il projettile lanciato, con data velocitd, in un piano ver-
ticale arbitrario. Diversa & la distribuzione nel caso (li projettili
lanciati ad arbilrio nello spazio, ed & facile accorgersene osser-
vando che, in questa ipotesi, la direzione verticale & possibile in un
modo solo, mentre nel primo easo si presenta infinite volte. Nel

(*) BrrTrawD, loe, cif., pag 237.
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secondo problema & la seconda forma della densith che bisogna adot-
tare. Si ha cost un allro esempio di risnltati diversi, riferentisi
apparentemente ad uno stesso problema, ma che non saramno mai
scambiati fra loro da chi sa rettamente mterpretare gli enunciati
delle questioni proposte.

Quando, nel caso di infinite possibilith, viene a maneare 1'ordinaria
misura della probabilith mediante il limite d'una probabilita variabile,
v1 81 supplisce considerando il valore probabite del limite stesso. Si &
in tal modo condotti a sostituire al limite d’una suceessiono Qy,Qq, Tg,yeers
i valor medio dei suoi termini, cioe, detta ¢ (@) do la probabilith
che un termine, preso ad arhitrio, cada nell’intervallo Z, & 4 dx) s1
assume

come ampliata misura del limite, osservando che si ha

ol a,=lim .a,

R=o0
quando esisie il secondo membro. Le proprieta dei limiti sussistono
generalmente sotto forme pit vaste; ma aleune conservano la forma

attuale. Per esempio, se si vuole il medio valore di /'(a,), si ha in virth
della definizione, e richiamando un’osservazione precedente,

dove g () rappresenta la funzione inversa di /(): assumendola a
variabile indipendente s ottiene

ra)=* [fl@)e(@)de

fra limiti convenienti, e prescindendo sempre da eventuali restrizioni
sulla natura della funzione. L'ultima eguaglianza non & che 1'esten-
sione dell’alfra

lim /' (a,) = f (lim a,),
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ma non & subordinata, come questa, alla continuita di f* (@), intesa nel
senso attnale. Se ¥ (#) & la densitd dei termini di un’alira suceessione

bl, bg, bg, ..... ,Eiha
<= S+
@7((@+bn)=f f(ﬂ-‘«-i-y)?(mw(y)dmdy.

quindi
~~ @
@E(ﬂu+bn)=f(m+@73bn)?(ﬂ?)dm=@?fﬂn+aflbn-

Analogamente, osservando che
+ o0 o
@%anb,.=f fwy (@) y(y) do dy,
— ) -

s1 obtiene subito

ol a, b, = 2 a, . JIi b,-

Cid che si & detto per le funzioni di variabile intera sussiste in gene-
rale per futie le funzioni. Cosl, dette 9 e ¥ le densith di % e ¥, 1 valori
medii di queste funzioni sono

-+ m -+
ug=fmcp(m)dm, *a.'[,-—/‘mq»(q:)da*,

ed il valore medio di w —=u+4+v &

+ @ ~+ w0 -
tuﬂ':fmx(m)dm:f f:r?(a:—i)qa(t)dmdt.
— ® — ®
Ora si ha
-+ o ~+ @

fa:q»(w—t)dw:f(w+f)?(ﬂ:)dm=uu+f.
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e perd .
'wu—_-f(un-l-t)q’mdt:uo'l‘fu-
— D)
Similmente, il valore medio di @ = uv @&
-[-m -+ @®
wn—fmx(w da:_ff—? y(Hdedt
—_— — 0
ed essendo
-+ ® - ®
f%? (%)dm—ffm?(‘n)dm——tuﬂ,
si ha pure

1F9=%ffq‘{t)d£=ﬂﬂ s,
— 0

Adunque le uguaglianze
lim (2, 4+ b,) = lim g, - lim b,, lim g, 5, = lim q, . lim ,

sussistono intatie, purche non interceda alcun vincolo fra a, e 5,. Ed
anche rimane vera la nota proprieth

. 1
llm:(ai—l—ag-l—,...—f—a,,):.limaﬂ

quando, almeno nel secondo membro, al simbolo % si sostituisce Q7.
Invece 'altra

I
Iim V Oy Qg g . ... 0y = lim (

prende una forma piu generale. Si ha infatii, se i iermini son tuili
positivi,

@
n J P (=) logz A=
@7[ ;/ al aj ﬂ; Bio#a gﬂ — l?n
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Ne segue che la prima delle uguaglianze

@72“::‘ —fmtp(m)da:, lng@?z; un=b/$(m)lugmdm
0

trae seco la seconda. Osservando poi la disuguaglianza

j ()Iﬂgmdﬂ:-(fm—l m)dg,:f da — 1,
0 0

s1 vede che, se il primo valor medio & inferiore all’unith, altrettanto
pud dirsi del secondo. Ora sarebbe interessante esaminare se in questi
casi la serie wy + up = u; =~ . .. & convergente nel senso lato, se cioé
esiste 1l namero Q77 (vy 4 g -+ . .. = 2,). Ad analogo esame bisogne-
rebbe sottoporre i varii criterii di convergenza, ed in particolare sa-
rebbe wutile indagare se il significato del simbolo @7 si pud talmente
ampliare da rendere la condizione

ol nu,=20

necessaria per la convergenza, intesa nel senso piu stretto. Qui si noti
che, se ¢ () & la densith di nw,,

N Inwv,| = O[[c;*(m:)-{-qs(—— 2)] @ da:

il contegno di ¢ («) intorno allo zero pud dunque influire sul conver-
gere assoluto o semplice. E d’altronde naturale che per 1'assoluta con-
vergenza diventi necessario imporre a ¢ () condizioni non richisste

per la convergenza semplice, dal momento che a questa basta I'egua-

ghanza fra gli integrali

an ac

f{ﬂ?(m)dm, fm?(—m)dﬂ?,

L 0

mentre per quella si richiede inoltre 'annullamento simultaneo degli
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integrali stessi (*). Dalle considerazioni sinora svolte si scorge abba-
stanza come 1’uso del concetto di probabilith nelle guestioni di pura
analisi valga a temperare con una gista elasticita di vedutle la sover-
chia rigidita matematica, e tenda inolire a provocare il totale esplica-
mento dei coneetti di lmile e di probabilila. Infatti la piu larga inter-
pretazione data al criterio per la misura della probabilitd, introdotta
nella gid ampliata nozione di limite, vi apporia una seconcda estensione,
da cui deriva novello impulso alla nozione i probabilita, e cosi le due
generalizzazioni, aintandosi a vicenda, progrediscono e parallelamenie
progredisce I'analisi tutta, grazie alle snccessive estensioni che ne rice-
vono i concetti di integrabiliid, continuila, dericabilila, ecc..

Le considerazioni precedenti ¢i sono state suggerite da una corri-
spondenza tenuta a proposito di alcum articoli, recentemente comparsi
in gquesto periodico (*°). Esse risolvono, in linea generale le diflicolth
sollevate per l'indefinito crescere di .N; ma, da nn altro punto di vista,
una nuova obbiezione ci e stata mossa dal sig. Vivanti nei seguenti
termini : — « la teoria delle probabilith & nata da problemi pratici,

ed i suoi risnltati sono confermati dallesperienza. Or che cosa ei dice
I'esperienza rignardo ai problemi in eui il numere delle possibilith &
infinito ¢ Tl ponie di passaggio fra la probabilith teorica e la pratica &
costituito dalla legge dei grandi numeri di Poisson, la quale asserisce
che, quando il numero delle prove sia assai grande, tutte le possibilita
si presentano un numero pressoche uguale di volie; ma bisogna inien-
dere questo enunciato nel senso che il numero delle prove sia assai
grande relativamente al numero dei cast possbill. E dungue chiaro
che la legze di Poisson non pud applicarsi a problemi in cui il numero
dei casi ¢ infinito, giacché, per guanio grande sia ib numero delle
prove, esso sard sempre finito e quindi infinitamente piu piccolo del
numero delle possibilith ». Per noi I'obbiezione & oziosa, attesoché non
riusciamo ad immaginarci aleun®problema nel quale possa zon essere

(®*) Quests osservazions poirebbe fornlre une troppo faclle risposta a cerle mal ponderate
eritloho del slg. Pringsheim ( Wathematische drmalen, XXXV B, p. 848), le eul rimanenti esigenze
si rlducono in soslanza a Len poco, & volere elov ehe gll avverbil, difficilments, eccesionaimente,
semyplicemente, comunemente, eec,, &1 riferlseano, noo al patrlmomio watematieo aciuisito, ma a
nquolle clie esiste anche fuort delle nostro sttuali conoseanse, ¢ome ne nell'ssporre non riverca mon
fosse lecilo uaare i voecaboll nel loro pit dnfelligibile signlficato.

() Articoll dei slgnorl Murer, Rindi, Fraifini, Giudice (1889, p. 161 ; 1830, pp 41, 72, 73)
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finito il numero delle possibilitd, e d'altra parte il valore della proba-
bilith, eui si riferisce la legge di Poisson, non & mai il numero g, mi-
sura della probabilith limite, ma un numero che da p differisce tanto
poco quanto si vuole, e quindi anche meno di quantith inaccessibili
alla misura sperimentale. Del resto il numero delle prove si pud sem-
pre supporre arbitrariamente grande, ed alla legge di Poisson, consi-
derata teoricamente, non importa che le prove siano effettive, basta
che siano possibili. Considerata poi praticamente, quella lecge non &
da riguardarsi come richiedente una sanzione sperimentale cui debba
per necessita sottoporsi la teoria, ma vuole al contrario esser presa
come una garanzia del caleolo contro eventuali esperimenti, in quanto
indica la condizione cui va soggetto il risultato dell’esperienza perchd
valga a scuotere la fiducia nel corrispondente risultato teorico. D’al-
tronde, dal punto di vista sperimentale, perche sia lecito impiantiare
una determinaia teoria & sufficiente che questa non urti i risultati
dell'esperienza, ma non & necessario che da essi riceva una diretta ed
effettiva conferma. Se cosi non fosse, oceorrerebbe respingere a priori
tutte le teorie della fisica matematica, ed i ispecie guelle, tanto utili
e cosi attraenti, che concernono Vintimo giuoco delle molecole, Occor-
rerebbe dunque condannare la teoria delle probabilith, nel caso di NV

infinito, sol perché non & possibile, secondo il sig. Vivanti, sottoporla
ad esperimento, e ¢id in omaggio alla legge di Poisson, mentre questa
ci avverie che bisogna eventualmente negar fiducia ai risultati delle
prove, non a queldi del ealcolo, che andrebbero soggetti al solo con-
trollo della pura logica qualora fra questa e D’esporienza venisse a
a mancare 1l « ponte di passaggio » indicato dal sig. Vivanii. Ma, si
rassicurino tutti, questo penfe non maneca mai.

Ed ¢ appunto la legge dei grandi numeri che garantisce dai sar-
casmi del Bertrand e dalle invettive di Stuart Mill le piti ardite applica-
zioni del calcolo delle probabilith, Quasi tutte le piacevolezze critiche
dell’ illustre matematico francese riposano infatti sull’ isolamento di
qualche caso, val quanto dire su violazioni pitt o meno aperte della
legge di Poisson. Cosl, in una possibile applicazione delle matematiche
alla ricerca delle leggi storiche, & facile mettere in ridicolo chi dalla
teoria cerca trarre indizii sulla probabilith d’un avvenimento, non su-
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scettibile di ripetersi identicamente ; ma prima il critico noti che, nel
computo delle possibilita @ priorg, il calcolatore non tiene presente
quell’unico fatio, ma lo schiera fra moltissimi aliri gid compiuti, assi-
milabili all’avvenimento aspettato per analogia di circostanze, di per-
sone, di ragioni determinanti, di eventi precursori, ecc. Un tal caleolo
si compie ogni glorno nella mente dello statista, ed il successo arride
a chi, osservando inconsciamenie la legge di Poisson, sa pit gindizio-
samente far tesoro d'un maggior numero di riflessioni sugli eventi del
passato. Propizia e la sorte a chi pensa col Bertrand che « le hasard
est sans vertu » e che « impuissant dans les grandes affaires, il ne
irouble que les pé’sites ». Simili caleoli mentali di probabiliia sono co-
muni e frequenti. Senza dubbio ¢ grande 'ardire di chi tenta dar lore
forma matematica, poiche facilmente si erra in problemi dominati da
una grande mobilita di condiziont e da una confusa abbondanza di dafi,
che in gran parte sfuggono all’analisi minuziosa e meglio si prestano
ad essere con rapida intuizione sintefizzati. Ma chi pud vantarsi di
esser giunto a scoprire gualche-verith fondamentale senza aver aitra-
versato selve di errori ¢ Prorompano dungue libere e svelie le applica-
zioni della matematica per tutfe le vie che trovansi aperte all’inda-
gine scientifica, ed allo scherno dei crifici si risponda, con un geniale
poeta: «.... puissiez-vous trouver, quand vous en voudrez rire, — 4
dépecer nos vers le plaisir qu’ils nous font! — Qu’importe leur va-
leur? La muse est toujours belle, — méme pour I'insense, méme pour

I'impuissant ; — car sa beanté pour nous c'est noire amour pour
elle » (7).

AVVERTENZA, — In questo ed in altri ") lavori sulle applicazioni puramente
matematiche del calcolo delle probabilitd abbiamo sempre dato il nome di valore
probabile di x alla media aritmetica di futti i possibili valori 4i z, fondandoei
sulla considerazione che questa mg]jﬂ.. quando @ rappresenia una somma even-
tuale, misura 1'imporianza della somma siessa, ed & in qualche modo il valore
che si spera (e sembra guindi probabile) veder prendere ad #. Ma alla medesima
denomtnazione si atiribuisce un significato ben diverso nella teoria degli errori,

(*) A. pR Mpsser. Namouna (Chant denxléme).
I%8) ¢ Sui canoni el caleslo degli addensamenti ¢ s alouns lore applicasioni », Rendlconti del-
I*Istituto Lombnrdo, 1801,
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nelle qﬂéﬂﬂﬂﬂj di mortalitd, ecc., e ¢i sembra pereid pit conveniente lasciare al

-t

DUIeTo f w g (@) dz il nome di media dei valori di &, cui si pud anche, nella

—_— R

teoria generale, dare il nome di zalor medio di @, benché queste uitime deno-
minazioni non abbisno, nella particolare teoria degli errori, ugual significato, 11
valore probabile « sard invece definito dall’'eguaglianza

co

fﬂp(m)dﬂ==—;-;

8

esso & appunto cid che Poisson ed altri chiamano impropriamente valor medio.
In wulteriori lavori avremo cura di adottare le denominszioni generalmente ado-

perate.

SUI LIMITI

1. Per la ricerca di limiti si conoscono molti particolari artifici
che possono essere ntilmente impiegati da chi ha pratica di calcolo ().

La seguente osservazione pud riuscire di gran giovamento in molil

casi: Se s'incontrano difficolth per la determinazione del limite d una
somma, 0 d'un prodotto, si tenti una conveniente scomposizione in

somme, 0 prodotti, parziali con opportune trasformazioni.

Sia proposto ad esempio

Essendo

w4p+ 1

im , l 1 1
| s —
m — [ ﬂ:+1 1 m+2 + @ #assEew & + km‘:}

{

& =P

'—'E(]—l- ] )__ | 1 ( i )”_1_
e g @Fp 2 “tetp

(%) V. p. es, Tebungabuch rum studium der Hiheren Anolyeis von Dr. Uskar Selltmilch. Loip=-

zig, 1588,
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possiamo porre
z—+p-+1 | A (p)

22l ey 0L
eppero:
1] "
F-1 Y oS T o e
L =2 z—3 g ko=t 1 Al A(2) AMhx — o)
== E$+1+zﬂ:+2+--- ] I h&'}' +(ﬂ?+[)! I {I+E)E+“"+ k!ﬂﬁ'
ka1 A(D A (2) . A(hz—a)
Z z+1 = (@+1)P + (x4 2)* S ONe ) A? x®
ma &
lim . ko= 1
m=m£ c+1 = Lk
ed, essendo 0<a(p) < 2, B:
A (D) A — x) 1 (A— D)= A — 1
0L mrpr + ot wa T aaily £ ——
per cui &
lim . X (1) Mo —ao) [ __
== [(::4—1)9 HESES T g ]"'0
lim . 1 w4
— [m—lr-l T km]-—-zk.

Sia ora proposto

lim . | i
— o (1 -+-umtg +1) (]+ar.ctg -I-E) . (l—i—&rctg H)
HEssendo
oty ) 1 1 1
arc ig &= T @wp 3 (m—!—-p) AT avaer

possiamo porre

1 ] »
- arcig @Tp @+ p T e 0<*"(F’)<T

Avremo cosl:

| adqep4-l  plp) _ @4p+] L (p)
]+H'rﬂtg:1:+p T+ p _(:l::-i—p)?'-_- %+ p '(1 (.::-I-P)E(m-i-p-l-l))
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: 1 1 1
_ o2 @ -+ 3 ka1 ] w(l) - )
1 " w42 " ko ( T @+ 1) (@+2)
(1 * (2) (1 )
' @+ @+3) )" T RExt (ka4 1)

ka1 (1) (l (ko = x)
T a1 '( (m-l-]}"'-'(m-{-ﬂ))'"""' T R (kw4 1)
ma &
lim , hae-1
& = oo -+ 1 k
l
ed, essendo U(F-(p){?, &

w(ho — x) )

(1) ) (1 _
(z4+ 12 (z4-2)/ """ ° ko (ko 4-1)

1>(1

\ 1 1 ] )___ % (242) (km—l)(ka:-FI}
>( <m+1r-°)'"'"( TR @ e
T e

T a+1 Ao
per cui &

=1

(ko — ) )

lim . 1 (1) 1
&= \ (m+1)?{m+2)) ' ( T R (ke 1)

lim .

(1 +arctg ) (1 -+arc tg . ) i Cimi (1 -]-a.rctgﬁ):k.
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(ESmma) F. Grupicr

PICCOLE NOTE E

o

SUNTI DI NOTE

Somma degli angoli di un poligono piano. — Negli Kiemente der
Geometrie der Ebene del Sig. Kruse trovasi esposta questa teoria in modo che
parmi non intieramente esatto. Credo percid opportuno traftare 'argomeonto inte-
ressante con quelle modificazionl che mi son parse necessarie,

L’A. considera un n-gono quelunque come generaio da rotazioni di una relta
¢ da un punto mobile su di essa, in modo che ciascuno dei due moyvimenti av-
venga sempre in uno stesso senso; e poiché la retfa compie un numero intero » di

AT = :
rp e PR

e
poSe



e i S

—_— B0 —

girt (bene inteso nell’ipotesi enclidea), si avra, indicando con S; la sommna degli
angoli deseritti dalla retta, Sy, = 4» R, dove 1 =<+ < n — |. Inoltre la somma
dell’ang. deseritto dalla retta e dell'ang. ad esso adiacenie (intendendosi sempre
per ang., adiacente ad un dato la rotazione positiva che deve deserivere la dire-

zione positive del secondo lato per soprapporsi alla direzione negativa del primo)
¢ 2R o GR, secondoche la retta ruota di un ang. convesso (< 2R) o di un
ang. coneave (> 2R). Ora sin P, la somme di tutti gli angoli adiacenti sud-
detti, cioé degli angoli su di una stessa banda dell'n-gono, dei quali p coneavi;
avremo

Pﬂ-—[—Sﬂ:GT}R—FE{?E—}})R:?(‘?I“I‘EP)R
OYYero
Po=2[n+20—n]R="Puprs « o+ + -+ [1]

cioé P, dipende da »n, p ed . Sz ' i numero dei giri corrispondenti agli an-
goli sull’alira banda; su questa ci sono invece » — p angoli concavi, e quindi

Putn—p,ry=4nR=2[n4+2(p—r)|E=2[n+2(rz—p) —2r'] R,

donde » = »n — 7 (come ¢ facile vedere anche direttamente), e guindi
-PH. (=D, e r] — 2 [ﬂ. + 2 f?' ——P):] = Pn[r_,p), C10€ :

Se netl espressione della somma degli angoli su di una banda dell’ n—gono
si permuiano p ed 1, 8 ha la sommae degli angoli sull'altra banda,

Dalla Iimitazione evidente p (2.F) < Pau(p,r) < (n — p) (2R) 4-p (4 R), si ri-
cava per la [1]

P p+n
92 9

< r<

Tuttavia noz si pud supporre p =r =1, Infatti (°), sia 4,4, .... 4,1 un
n—gono pel quale, se & possibile, p=r=1, ¢ 4, X, 4, X,,..., Ap—1 X;—1
i prolungamenti dei suol lati A, 1 A,, AgA,, ..., As—g An—1 nelle direzioni
positive, Sia A, l'ang. conecavo, ¢ per 4,, A,,..., Ax_32 si conducane le dire-
gionl 4, Z,, Ag Z,y o0 s Ap—p Zn—3 purallele ad A, X, e nelle stesso verso. La
direzione A, A, X, cadrd nell’ang, convesso Ay A, Z,, poiché I'ang. A, 4, A, &
concavo e la somma delle due rotuziont in 4, e 4, dev'essere p. i. < 4 R. La direzions
A, A, X, cadrd nell'ang, convesso X, A, Z,, poiché la somma delle ire rotazioni
m A,, A, A, dev'essere p. i. << 4 R; per cid stesso la direzione A, A, X cadrd
nell’ang. convesso X, 4, Z,, e cosi via, Adunque tutfi i vertici 4,,4,,..., 45—1
cadranno dalle stessa banda delld retia Ay A, X, e proprio in quella ove cade
Ay X, ; 1l che e assurdo, dovendo A;_1 cadere necessariamente dall’altra banda.

Considereremo della stessa specie quegli n-goni pet quali sull'una o sull'altra
banda p ed 7 sono 1 medesimi, Allora per contare gueste specie basterd degli

(*) In gunesin dimoatrazione e nelle seguenti m! distaceo ioteramente dall'A,
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_ . | n
n =1 valori di p (0, 1, ..., 7) considerare soltanto quelli =< 50 perche gli altri
appartengono agli stessi n-goni presi dall’alira banda, Cid posto, sia # pari, —

i3

La hmitazione J2] da allora per p part - | valori di r, e per p dispari

n SRS S .
ne da -5 Ora, se _} & part il numero dei valori dispar di p é i quindi
' " n n .. -
ayramo in tutto (? —— l) (T — l) - —§ °oppe di valori d1 p ed r. Ma
e
per p=—- 1 corrispondenti valori di » s0no
7 ) 7l o % n 4 % ]
W, T T sy ke iy SR S5

7l .
6 1n questa serle la somma di due ferminl equidistanti dal medio - ¢ nguale

ad n; pereid le » di ognuna di queste coppie corrispondono alle due bande dello
stesso »—gono, essendoché in questo caso p & il medesimo per le due bande. Cosi
7 '

Per p = —— possono intanto trascurarsi —:- -~ 1 coppie di valorli di » ed r;

e poiché non pud essere p = r — 1, si possono anzi trascurare -;— di tali coppie.

S1 otfengono percid in questo caso al pize

(F+)(z—)

" - = & ?l w - — e - . W - - ]
specie di n—-gonl. Se inveee —- & dispard, il numero dei valori dispari di p &

o

2
=
2 -2 o _ n iy

5 =+ 1= i e quindl avremo in tutio (?—I—l)(?——l) e o
n—-2 . . 7

i coppie di valori di p ed ». Per p = 5 1 corrispondenti yalori di r sono

n—4+2 92-12 " 7 n-+2 = n—2
4 5 4 | . R ?i 111111 4 | | 2 b

croe 1 numero di —-. Anche qui le somma di doe lermini equidistanti dal
Ly illl 5 - ®
maedio - © uguale ad =, e pereid con lo stesso ragionamento fatlo sopra si

n —2
velde che per p = —5~ 5010 qui da trascurare - 1

r; trascurando inoltre p = » = 1, si ottengono di nuovo al pid

(z+1)(E )

coppie di valori di p ed

specie di n—-goni,

.
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Sia poi n dispari, — La limitazione [2] dA allora per ogni valore di p

n-—1 n—+41 n—1

5 valori di ~. Si hanno cos! in tutto > , 5

coppie di valori di

; _ 4+l n— 1
ped r, e trascurando anche qui p =»=—1, si ottengono al pi 5

— 1 specie di n-goni. Resta cosi provato che in tuifi i casi, diminuendo di 1
il prodotto del numerp dei numeri pari per quello del numeri dispari nella
serie del numeri naturali da 1 o n, si otliene un riswliato non mmore del nu-
mero delle specie di n—goni ().

I poligoni in eni » — p = 0 diconsi rovesciabili (1iberschlagen), perché hanno
eguali le somme degli angoli dulle due bande., I pobgoni, che da quella banda

n
per la gquale p < T8 dinno » — p = 1, diconsi comuni; sono comuni p. e. tutli

i poligoni & contorno non inirecciato, me non inversamente.
Oltre alla guestione fatia nella nota (7) propomgo al lellore la seguente:
Da quali caratteri del contorno del poligono si pub desumere direttamente
il valore di vt
Fﬂgg’lﬂr EEnIlﬂiﬁ 1891. E-}* Rﬂz‘zﬂmn'

ﬁ""'& 1.1 ‘L&Lﬂ_‘{_*:

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
g9, 70", 73", 76, 15™, 6™

e

69'. In un guadrilatero qualungue circoscritto ad wn cerchio, la differensa
dei rettangoli dei lail opposti é uguale al retéangolo della somma e delia drffe-

renza delle congiungenti 1 punti medi dev latt oppostt,
(U, DamneLLI),

Solugzione del Sig. G. M, Nolile, allievo del R. Istituto feenico di Chietfl

Sia AGUD un 1iue1.:1rﬁugulc:- circoseritto & un cerchio e sieno M, N, P, @
i punti medi dei lati AB, BC, CD, DA; M P, NQ, per nota proprieta di
un guadrangolo quaiungue, si dimezzano scambievolmente in un punio O

Essendo OM, O P mediane dei ftriangoli A O B, C O D 81 hanno le egua-
glianze :

[ o - Y — . .
—AB 2 . OM —0A 0B, —CD'+2.0P=0C—+0D
9 2

1
dalle quali, sommando e ricordando che OM = 0 P = 5 M P, si deduce:

(*) Becondo I'A. questo risuitato & proprio i numere delle speele dl n-goni; ma, secondo me,
vesin & provare ohe per clasguna delle copple d valort dl p ed r ammisaibili esiste effettivamente

nn N=-gono,

E

. i e T —— 8 L
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5 (4B% 4 D% )+ MP =04 40582+ D0 1 0D%; i
analogamente:
] ey o e G S S

5 (BC*+ DA% 4+~ NO* =04+ 08+ 00"+ 0D° 5

e dal confronto delle nltime due eguaglianze :

I . . 1 L L
FE_(A'BS—[_CBJE"I"MPE:?(EOH-I—DAE)—FNQQ ..... (:r.)

Ora, essendo il quadrangolo circoseritto a un cerchio, e:
AB4 CD=BC4 DA;
quadrando, dividendo per 2 e sottraendo da (e

MP'— AB.CD=NGQ*— BC. DA. P
Donde £

AB.CD—BC.DA=(MP — NQ)(MP + NQ)
che dimostra il teorema (7),

70'. Sommando la serie finita

l—l—-?—m—l—E:c—"'-l— ..... +ﬁmﬂ—1
1
¢ facendo poi x = g y St ottiene Pidentita:
| ] |2 ] \m—1
]+2(ﬂ+ )+3(ﬂ+.) = s g +n(n+ ) = n%
b1 n n

(U. DaiNpLLa).

Soluzione del Sig. P. Marano studente private a Calania (™).
La serie proposta pud scriversi nel seguente modo:

| =+ =+ ;I'-‘E-i-:t?‘?’—i—...“..-}—,1?"-—5-]-,;,;1#-—3_'_,5312-——1
e o o R LTI, Sy G Sper e

| termini d'ogni riga costituiscono una progressione geometricn il cui quo-

ziente & x. Sommando percid fqueste progressioni ed addizionando le somme oite-
nute. si ha:

(*) Inviarono solmzieni sosianzialmente analoghe 1 Sigg. . Aiello (R. Liceo V., E. Napoli), R.
Benvivanga (Dollegio milliare Roma), 0. Manjredi (it. Totltute tecnlco Reggio Builia),
{¥*) Analoghe soluzioni pervennero dai Slgg, 0. diello (R. Liceo V. E. Nepoli), R. Bencivenga

(Colieglo militare Roma), @, Bitonti (Isthtute teenico Catanzaro), §. Lopriore (R, Liceo Bari), 6, M,
Nabile (R, Isthuto teemloo Chieti).
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n:ﬂﬂ—!l+m+m=+m3+ ...... —I—ﬂ?“_’—!—mﬂ‘—"-]-mﬂ-?t
g — 1 ‘
mﬂgmn—-n-—-ll-l-l A
che g1 riduce ad @ — 1) . Ponendo qui @ = si ottiene,

fatta ogni riduzione, ="
Cosil resta dimostrato che:

]+2(ﬂ+1)+3(ﬂ+1)2+ ....... —]-n(ﬂ—i_l)n_l:?le_

7 n

72'. Pei centri A e B di due civeoli eguali ¢ langenti esternamente in F,
e dalle stessa parte di AB, si conducono i raggi AC, BD parallehi fra loro;
st GD, come diametro, si descrive un messv cerchio esterngmente ai cerchi dati,
St otfiene cost una figura (drepancide) formata dal suddetto messo eerchio e
dagh archi F G, FD. Mostrare che il raggio p del cerchio inscritto nel drepa-
noide ¢ legato al raggio v dei cerchi dati ed all’ angolo ABD — o, dalla re-
iazione
27 sen®o
4 — sen?« (G. Russo),

P:

Seluzione del Sig. E. Bencivenga, nllievo del Collegio militare di Roma ().
S1a O i centro del cerchio inseritto nel drepanovide, Essendo 0 A — 0 B, sara
OF perpendicolare ad A B. Inoltre se si chiama H il centro del mezzo cerchio
descritto su CD come diametro, H O passerd pel punto di contatto di quest ul-
timo semicerchio col cerchio inseritto 0. — Cid pesto dal triangolo O F H, si ha:

OB'—0F 4+ FE' — 2 0F . FH cos OFH,

me OH=(r—y¢), OF = VI:?_B’—:?*!:VPE-FE:-P, FH=—» c¢os OFH
— sen £ I' B — sen «, talché sostituendo risults:

(1-—-[:}5:[:3-{-2?'[9+7‘5——-2r}/F9—|—-2fp.EEIL::L

e, riduecendo:

29:3&[15.}/9’-1-21';:.

Da questa equazione, quadrando egprisolvendo rispetto a p, si ottiene:

2r zen® «
== 4 —sen®a

{*) Inviarono solnziond di qnesta puestione pare . Adislls (R. Licco V. H. Napoll), G, ¥, Nolile
(R. Iatltuto tecnico Chietl).
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76. Trovare una relazione tra i coseni degli angoli A'AB, B'BG, C'CA
che le rette AA’, BB', CC’, fra lovo parallele e situate da una stessa banda
del piano ABC, formano coi lati AB, BG, CA del triangole ABG, supposto
equilatero. - (D. Brsso).

Soluzione del Sig. Prof. R. Betlazsr,

Proponiamoci il problems nel caso pin generale in cui il triangolo A B C s
qualunque. Sieno A, B, C gli angoli di questo, F, Q, B rispettivamenie i tre
angoli B"B (C, C C A, A'A B indieati nell'enunciato; @, B, vy i diedri colle co-
stole rispettive BC, CA, A B, formati ciascuno dal semipiano contenente il trian-
zolo A B C, e da guello dalle due relative semipurallele date.

In A s ayra un triedro le cui facce sono R, 4, 1 — Q ed in cni 1l diedro
opposto ad R & B: in C un altro triedro colle facce Q, &, =— P, 1in eni il
diedro opposto 8 = — P & pure B. Le note formole fondamentall della Trigono-
metrin Sferica danno in questi due triedri:

cos R = cos A cos (m — Q) = sen A sen (x — ©) cos B
cos (7 — P) = cos C cos Q 4~ sen C sen Q cos B

pssig, riducendo,

cos R=—cosdcosQ - senAsenQeosf ....... 1]
—cos P=cosCcos Q4 senCsen Qoosf. .. ... .. [2]

Moltiplicando [1] per sen C, [2] per sen A, sotiraendo, e riducendo coll’osser-
vare che sen (A -+ C) = sen (180" — B) — sen B, s1 ha:

cos R sen C -+ cos P sen A — — cos Qsen f

da cul

sen A cosP+senBeos Q4-senCecosR=0.... ... 3]

che & la yelazione cercata; essa, per uno stesso triangolo e qualungue sia la dire
zione delle parallele, pud indicarsi cosi:

peos P pgeosQopreosR=0 . ... .....:.[4]

dove », g, » sono tre coslanti proporzionali & sen A, sen B, sen C.
Nel caso speciale del triangolo eguilatero, sardh A= B= (), e quindl p=
g=r, ¢ la [3] ¢ la [4] diverranno:

coa P =} cos @ -+ coe R =0

Osservazione. — Nella [4] in luogo di p, ¢, r si possono poire i tre lali a, &, ¢
del triangolo A B C, che sono appunto proporzionali a sen A, sen B, sen C: allora
la [4] diviene:

acos P4 heos Q4 cecos R =10

ed esprime che « la somma delle proiezioni dei lati del triangole dalo su quella
« delle parallele con cui- concorre & formare l'angolo indicato nel problems, &
« nulla, quando si considerino di segno opposto le proiezioni che sianna da
¢« perti opposte del piano » giscché tali proiezioni sono da un lato o dall’altro,

secondoché 1'angolo relativo P, Q, R & sculo od ottuso,

. - 1'-;'. Wit
: =N S A 3:_-'::-i_q.
Rl ™ . |- m.HFE EE I : E I-




Soluzione del Sig. Prof. G. Ribonu.
* Sieno ang. A'AB=ua, BBC=uw,, C'CA = u,, Se si considera il

s
triedro My A (le cui facce sono CAA' —=n — o, A'A P —q,, BAC:_TJ_)’

per la notaglazione fra tre facce ed un diedro, =i ha:
T < —
eo8 ms):msmlm?—i-mnulsen?ms;iﬁ

(A B & il diedro oppostOiglla faccia 1':-—0‘.3). Similmente dal triedro in B (le cui

T
facce sono ABB — = — WMy B'BC=—nu,, CBA:?’] g1 ha-

sen (T = o, ) 8en — cos AB.

€08 &, = €08 (W — x,) €0s 3

3

Eliminando cos A B dalle due relazioni e ucendo s1 ha:

CO8 &, —[—EESG\I—[‘EDEH == ).

2.9 Si consideri ora un poligono regolare A B ... H di n lati e si con-
ducano le AA', BB, .... HH’ parallele e nella ste®ygdirezione ¢ gieno ang.
AAB—«n,, .B'B{-':r:ti, Cel—wu, ...va HHA—1

Dai triedri in A ed in B, analogamente a quanto si é f&
I'eliminazione di cos A B si ottiene:

R pin sopra, col-

7o—2

COS dy -+ 2 cos W Cos &, =+ cos o, — 0,

n
dai triedri in B ed in C, eliminando cos BC, si ha:

n—2

7

COs o, = 2 cos T oS o, - cos oz, =

e cos! di seguito fino a considerare 1 triedri in H ed in A, da cui si otierrd:

n—=o=2
0OS Oy — 1 = 2 08 " T;L'.nsr:zﬂ—l-c:ns::l =

Sommando le relszioni ottenute e riducendo si ha:

Z |1 = cos m—— (cos @, == €08 0l = .. .0 = €08 By) = 0

9 — 2

e poiche 1 = cos —— T non pug essere nullo, dovra essere:

CO3 &, - COB®y o4+ .vvsFCOSUy = ()

ossia la relazione pit sopra trovata si estende al caso di un poligono regolare
(ualunque.

Osservazione. — Se AA', BB, ..... HH sono gli spigoli laterali &i un
prisma ¢ si immaging che un osservatore percorrendo il contorno dells base in



= 0 =

an dato senso proietti ciascuno spigolo laterale sul corrispondente lato della base,
la somms di gueste proiezioni (detta s la lunghezza di uno apigolo) ¢ daia da:

s(cos &, =+ cosot, 4.+ .-t €OS o)
che, in causa della relazione gid trovaia, & nulla ().

msbls. Dimostrare che, se ciascun lato d'un triargolo sferice viene diviso in
due segmenti n modo che il prodotio dei coseni di tre Segmenti non CORSECH-
tivi sig equale af prodotto dei coseni degli altri tre, 1 circoli massin perpendico-
lari ai tre lati condotti pei vispettioi yamti di divisione passano per yh estremi
di uno stesso diametro. (D. Besso).

Dimostrazione del Sig, Prof. F. Viaggi (7).

Sia il triangolo sferico ABC i cuilati AB, BC, CA sieno divisi nei punti
', A', B' in modo che

cos AL coe BA"  cos CR

cos BC  cos CA'  cosAB

=Nu 2 & @ « @

Sui lati AB, BC, CA si prendano i punti C,, 4,, B, tali che C'C;, 4’4,
B’ B, sieno guadranti; si ha
AC=AC, ~ CC, BC =BC, — CC,
donde
cos AC" = sen C'C, . sen AC, cos BO —ssen C C, . sen BC,

e quindi
cos AC" sen A C|
cos BO' senBUl'

In virth della ultima ugusglianzu e delle analoghe la condizione [e] i trasforma
nella seguente

sen AC, sen BA, sen CB
sen BC, sen CA, sen ADB,

Ia quale prova (cf. Tg. del BartzER § 7, 6) che A, B,, C, sono su un eireolo
massimo; pereid i eircoli massimi di cui A, B, €, sono poli, e ¢he sono quind
perpendicolari in A", B', €' ai lati del triangolo date, passano pei poli del cir-
colo 4, B, €.

1

7@, Dimastrare che. se in un esagono convesso equilatero sono egucli fra
loro le congiungenti le coppie di vertiei opposti, queste congiungenti devono pas-
sare per uno stesso punto, (D. Besso).

Dimostrazione del Sig. Prof. S. Ga#i.

Osservo primieramente che si pud giungere ancora & questa conclusione re-
stringendo in parte 1'ipotesi del teorema, — Infatti nell'esagono convesso ABCDEF,

(%) Soluzioni d1 quests guistione vennero pure Inviate dai Sigy. Prof. 8. Cafania, L. Mariscotli,
P. Palatini, P. Viaggi.

(¥%) Altre dmostrazlon! furono inviate dal Prof. §. Catania, 4. de Zolt, L. Marisoulti e dal-
Palnmme 6. Fumanti del R Istitoto teenico d1 Homa,

:'.'-!.r‘.l"' '
- § R,
Fat e

- ) . .-.'I r :.
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siano ordinatamente uguali 1 lati opposti AF, CD, le conginngenti AD, CF le
coppie di vertici opposti A, D; O, F ed 1 lati AB, B(, concorrenti in B, non
che 1 lati " E, KD, concorrenti nel vertice F, opposto a B: dico che la congiun-
gente BE passa pel punto d'intersezione O delle diagonali AD, CF.

Conducendo AC, B0, OF e considerando le coppie di triangol: ACF, ACD;
AOB, BOC; FOE, EOD, la prim:a. coppia, por esserc AF = CD, FC=DA ¢
lato A C comune, mostra che ang, A CF = CAD e per conseguenza che A0 = 0C,
0D = OF. La secondn e terza coppia, costituite dopo cid da {riangoli coi lati
egunli, conducono alla consegnenza che B0, EO sono biseltrici degli angoli
opposit al vertice COA, FOD, e cosi le congiungenii 1 vertici oppost: dell’esa-
gono considerato passano per uno stesso punto,

Osservazioni. — 1. Nel caso che si avverino tutte le condizioni espresse
nella quistione proposta, dalla dimostrazione precedente, discende ehe CF & bisst-
trice degli angoli DOB, AOE e che quindi gli angoli in O sono tutii egnali
all'angolo del triangolo equilatern, come pure che le tre diagonali sono biset-
trici degli angely dell’'esagono ai cul vertici hanno lermine. Sono pol eguali i
sgi trinngoll AOB, BOC,....... , eguali gli angoli dell'eangono di posto dis-
pari ¢ guelli di posto pari ed eguali le distanze da () dei tre vertici di posto
dispari & quelle dei vertict di posio pari.

2.° La costruzione dell'esagono considerato nell'enunciato, dati che sizno il
lato e la congiungente di due vertici opposti, dipende evideniemente, dopo ¢id
che sié detto, da quella del noto problema: cosiruire un triangolo conoscendone
un angolo, 11 lato opposto e la somma degli altri due,

3. Emerge pure dalle considerazioni preécedenti che se nn esapono convesso
equilatero ha uguali gli angoli di posto dispari ed uguali gli altri ire, le con-
giungenti le coppie di vertici opposti devono essere nguali e passare per uno
alesso punto.

1 Sigg. Prof. 8. Catanic e F, Viaggi, che pure inviarono soluzioni di quests

queslione, osservano che 1 due triangoli A CE, DF B sono omotetici inversi ri-
spetto al centro O ().

Si dichiars ineltre ricevimenio delle soluzioni seguenii: quistione 80Q. dal
Sig. A. Baldassarre, S. Catania, A. Ceci, A, Giuffra, L. Mariscotti. A. Ogrnis-
santi, F., Palagtini, A. Perna, G. Ribomi, . Roszolino, . Russe, &G. Santo-
rells, D. Taverna, ¥. Viaggi; 81, G. Calvitti, A, Ceci, €. Lavarello, A. Longo,
P, Marano, §. Marvasi, A. ngissan?:‘, A. Perna, G. Santorelli, G. Trapani;
82'. G. Caleitti. A. Ceri, A, Dal Buono Sidoli, G. Federiei, A. Longo, A. Ognis-
santi, A. Perna; 83. U. Scarpis; 8&. U. Scarpis, F. Viaggi; 85. G. Calvilti,
S. Catenia, A. Ceci, F. Palatini, A, Perna. G. Riboni, G. Russo, F. Viaggi:
86°. A, Baldassarre, . Calvitti, A, Ceci, C, Chigiotti, A. Dal Buono Sidol,

(*) Altre soluzloni pervennero dal Sige. Prof. L. Mariseotti, R. Catani o . Fymanti (alonal
del R. Istitulo teenleo Roma), 4 de Fuleo (alunnoe I, Istidoto teenieo Napell).

10
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A. de Falco, C. Ghetti, E. Goti, F.. La Fianza, A, Longo, P, Marano, A. Ognis-
santi, G. Paoli, A. Perna, P. Viscidi : 87. M. Appugliese. A. Ballassurre,
A. Ceci, A. Longo, A. Perna; 88'. A. Baldassarre, N, Bottini, G. Calviiti.
A. Ceci, A. Dual Buono Sidoli, A. Gandolfi, E. Goti, E. La Fianza, N. Leo, A.
Longo, P. Marano, A. Mucci, A. Ognissanti, G. Paoli, A. Perna, T. Reboilo,
G, Roccheth, G, Santorelli. 0. Seilla, D. Taverna, G. Trapani, P. Viscieli;
89. . Ribomi, F. Viagyi; 90", G. Calvitti, A, Ceci, €. Lavarello, A, Longo,
(. Magreiti, A. Qgnissunti, L. Poce — soluzioni alle gualli verrd dain evasione

nel venturi faseicoli. La Redazione.

QUISTIONI PROPOSTE ©

91% Dimostrare che 134537 — 134527 — 1 & divisibile per
180969757,

O2". Risolvere I’ equazione

o' 440 — 28 — 124 9 — 0,
D. BEsso.

93" Se 4, B, (' indicano gli angoli d"un triangolo, m, m', m”
le sue mediane, e si pone tang 4 : tang B : tang C=p:q:r e
1 l 1 I

|

. ; == —, dimostrare che si la:
¥ i r ¢
2 I ¥} ] | 3 S ( | 3) :|I 3
mom om = (t 'p)'_t_-l_? (_t_..j_;)
A. LyeuL

O<4. Se nel piano di una conica di centro O sono dats due punti
Med N, e Pe (Q sono rispettivamente 1 punti d'iucontro delle polari

d M ed N coi diametri NO ed MO, i triangoli MOP el NOQ
5000 equivalenti.
G. Rozzonmo.

O5. Due recipienti A e B contengono quantits disunguali di uno
stesso liquido, e propriamente A contiene Iitr1 di piit di quanti ne

conticne B, Ora g'immagini che dal recipiente A sieno toltd gli -
fl

() Le gnestioni tontrassegnats con asteriseo sono eselusivaments Indirizzate agll aluoni delle
nosire =enole,




e Y

del sno contenuto e versati in B, ¢ poi tolti da B gli — del sno
n
nuovo contenuto e versati in A; indi folti nuovamente dal recipiente

A gli —:— del suo nuovo contenunto e versati in B, e poi tolti da B

B T ¥ ¥ 5 a
gli — del suo nuovo eontenuto e versati in A4; e cosi continnando

T
fino a fare p volte la doppia operazione di versare gli —_ del con-
i
tennto di 4 in B e gli " del nuovo contenuto di B in 4. Cono-

n
scendosi il rapporto 4 del contenuto di 4 al contenuto di B dopo le

p coppie di operazioni accentate, deferminare la quantitd di liguido
econtenuta in ciascnno dei duoe recipienti 4 e B prima delle suddette
operazionl.

Indicando con @ 1l numero dei Litr di liquido contenuii nel veei-
piente B, s1 deve trovare:

- [“EP — (n— T)E‘p] (1 — 2*) k& — {HEP—F] - (12 }-)2}‘-‘+l]
2 2722 — o (n— 7)22] — [22%P + 1 (n — .?.)E'p—— N(n—r)k

Determinare inolfre fra quali limiti deve variare il rapporto % per

essere possibile i1 problema,
D. Axanzio,

96. Dimostrare che, se la congruenza generale di 2° grado e di
modulo primo p

g + by +cy +doe+ey+fFf=0 mod. p

non & parabolica, se eiogé 6° — 4ac non & 0, mod. p, essa, in generale,
ciot quando ae’ -+ ¢d® 4 f6° — bde — 4acf non & 0 mod. p, ha
#— 1 solnzioni se & iperbolica, se ciok i — dac & resto quadratico
mod. p, & ne ha p 4 1 se & ellittica,

9'7. Dimostrare che, se p & un numero primo e ¢ radice primitiva,

mod. p, s1 ha:

.'Pt—l

=" -~

p—8, 8
2(1-1—9)2(1—1-9”)‘{1—!—9“)*--#(1+:;r - )59 8 mod. p

gl anche

p—38y 8 BT =1
2= (1 — P =g o (1—g ¥ ) =g~ ol p

Dedurne i noti teoremi d&i Fermat, riguardanti il carattere quadra—

tico di 2, mod. p,




O98*. Verificare che ponendo

m=%(m5+3) y=+:—£—(-mf-—t—1)
si soddisfa all’equazione
@t — (*4+4) P =—1 (")

99*, Verificare che ponendo

gi seddisfa all’eguazione

' — (m* L)y =m (7).

. FrRATTINI.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

FERDINANDO DEL CHICCA, professore di matematics, scienze fisiche e naturali,
nella R, Scuola normale femminile superiore di Venezia. — FElementi di arid-
metica teorico-pratica ad uso delle scuole preparatorie, normali, tecniche e
ginnasiali. Venezia, Fervari Carlo ed., 1890, Prezzo L. 2. 50.

Tutti gli insegnaniéy, specialments delle scuole normali femminili, sanno come
me, quanta difficolta ¢ noia provano lo maggior parte delle adolescenii (sic) nello
studio dell'avitmeticn, giudicandolo non altro che intellettuale lorturn. — Gosl
I'autore nella prefazione. 11 vesio s'indovina, Seopo del libro i1 recar uin fuelche
sollievo a quelle poveretie, vaglhiando, facilitando, alleltando, wiereando.

Non si pud negare che l'ssperienza dell’autere sarebbe un bupn argemento
a suffragio dells Jamentata tortora, se frufto dell’esperienza medesima dovesse
credersi 1l libro che ha fatto. Ma che per aver lode 4 un’opera. ch’era meglio
non pubblicare, siasi invocata la testimonianza di tulti glinsegnanty, e, fra questi,
dei professori di matematica, gente alla buons, mite, e che avrebbe a sdegno il
farsi ministra di tortura, per lo meno quanio il dire una bugia per ifar piacere
all'autore, m’¢ sembralo ingenuvitd, per non dir altro.

Vengo al libro. Non isciuperd tempo e fatica in lunghi commenti. Poche cibu-
zioni testuali dirannv 11 tulle nel migliore dei modi.

(*) Sapponentdo m Intero e dlspari, 8l ottiene una avluzlone dell’equazione In numerl intert,
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A pag. 41. — La divisione & l'operazione inversa della moltiplicazione. Esso
serve @ rendere un numero chiamato dividendo un certo numero di wvolte piu
piceolo di un altro chiamato divisore. ()

A pag. T2. — (Si pretende di dimostrare che un numero non si pud de-
eomporre in pit maniers in fattori primi). — Supponiamo il numero non primo
N=aXbXec () e lo stesso numero N=a" X b’ X ¢ (%). Avremo :

ﬂXﬁXﬂ:ﬂ';{b'}{ﬂ!.

1! fattore primo n divide il prodotto a X b X ¢ e (sic) divide Valtroa” X} b X ¢
il fattore &' divide il prodotto 8’ 3 b X ¢ e (sie) Paliro a 3 b X ¢; dungque
a—a ({11 — Ece.

A pag. 73. — (Cito, come saggio di chiarezza): — Perché due numeri siano
divisibili Funo per Vaitro & necessurio ¢ sufficientc che 1l dividendo contenga
tutti 1 fattori primi del divisore elevaii ad un esponents per lo meno eyuale. —
Infatti l'eguoglionsa N =a X q (!) mostra che il divisore n deve soddisfare alle
condizioni dell’ enunciato, altrimenti o sarebbero dwe maniere per scomporre
un numers in fattori primi. (Detto questo, l'autore passn ai corollari).

A paz. BO0. — La grandesse oi una frasions dipende dalla grondesza del
suo numeratore e dualla piccolessa del suo denominalore.

. Gy 8
A pag, 82. — (Si pretende di dimostrare che Té uguale al guoziente 8: 7).
Se T saret i gquoziente della divisione di 8 per 7, avremd:
8
M ¥
8 x =

Ed eliminando (sic) nel secondo membro 7, che moltiplica e divide (!) nello
stesso tempo, otteniamn realmente il dividendo, — (Pelizioni di principio, come
questa, pullulano di tratto in tratto e sono quasi l'abito del libro).

A pag. 84, 85, — Quando st moltiplica il denominatore d'una frasione per un

numero gualungue, la frazione resta divisa per questo numero. — St moltiphchi

3]
ger & il denominatore della frazione 5 eec. Conclusione: Dungus o ¢ mag-

giore (dico maggiors, ¢ non 3 volic maggiore) i 57" (Questo gui pro guo

del § 238, rilorna, mutatis mutandis, ai § 234 e 235, e suggella le petizion di
principio contenute in tutil e tre i paragrafi).

A pagz. 86, 87. — (Subito dopo il titolo gencrale): Questo witimo teorema
(quale?) ci fao vedere che una stessa grandezza pud essere espressa da un -
mero infinito di frazioni differenti diy forma e che i termin di ciascuna (1)
di esse siano (sic) equimultipli dei termini delle altre.

A pag. 109 — (Una promozione & teorema!), — TeorEma. Le cifre suc-
cessive collocate ally destra dell'unitc principale esprimono decimi, centesimi,
millesimi ece. (BEvidentemenie si lraita della serittura del decimall).

(*) Per debito dl glustizia sogginnge ehe, nell’errata corrige, ho trovaio quest’alira verslone :
Essa gerve @ rendere un numero chiomato divideado un cerlo aumero di volle pitt picoolo, cied (slc)
guanfe sono le unila di un slire chiamaio divieore,
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A pag. 131. — Certi corpi hanno una formae irregolare perché (sic) se ne
possa geometricamente deferminare il volume, altri sono troppo voluminesi per
essere pesati, per cui la densila ha per oggetto di rTimedaere @ guesti ncon-
venienti (?!). T poi: Supponiamo di voler determinare 4l peso di un pesso di
marmo di (arrara ece. Sapendo che wn dmd (sic) di questo marmo ha per den-
sita Kg, 2,717 (111), ece.

A pag. 143, — (Brano di scriltura in formole, a mosaieo di controsensi):

14° 19 = (14° % 60) + 19 = 859’

110895

h i -
32 4m 49 = —4550

Segnita il mosaico a pag. 144 e 145),

A pag. 149, — 8@ chiama radice gquadrata di un niemero quel naumero
che elevato al quadrato riproduce guesto numero. — Passi, salvo la forma. Ma
a pag. 150 si legge: la radice di 45 & 5 pin una frazione (1), e quindi 45
non (!!) é un quedrato perfelte, perché ln sua radice innalzata ol quadrato non
rmiproduce 45 ().

Mi pare che basfi. Peraltro & d'aopo riconoscere che, se Pautors mancd d'allro,
le buone intenzioni non gli vennero meno. Ma gueste, purtroppn, non hasiano.
anzi sovente goastano, ed eccone ¢ualche prova.

L’auntore, volendo porgere olle adolescerts materia di studio succulenta e rierea-
tiva provocandone ad nn tempo istesso la natoral curiosith, mette loro guesia pulce
nell'orecchio: se 3 44 sia eguale a 4 4~ 3, @ pin generalmente, se¢ cangi la somma
di pit numeri interi al cangiare dell'ordine delle parti. Qualeuno potrebbe lodar-
nelo: ma nessuno gli menerebbe buona la seguente dimostrazione, che si legge a
pag. 16, pel ecaso di due numeri.

3+4=4-+3.
Infatti
3+4=34+1+14141=7

§4+3=441l+14+1=7.

Ora, i secondi mambri di queste eguagliansze essendo identich, i he:d 4+ 4=
4 4 3. — Lo stesso deve dirsi dell'uso delle parentesi, del quale I'autore s'oceupa,
anzl sl preoccupa, tanio, de imaugurare pei numeri un vero regime cellulare.
Si legge infatti a pag. 16: Allorguando vogliemo esprimere la somma di die
numeri, per esempio di 8 ¢ di 0, e conservarne sempre le parti che la for-
mano (%), seriveremo cosi :
(8 + 6)
E a pag. 31:
(9 X 4) — (6 X 4)

04 —6x4.

E fin qui, nienle di male. 1l male comincia a pag. 95, dove le mansuete eiire,
tanto mortificate per I'innanzi, rompone i gusei e prendone il largo. Ivi s legge,

invece di

k - ".._L',BJ""E;-: e e
o 'y

L '
i ' It
= s i-"‘-"..-r

v,
bld
= r":"-qﬂ-u

it
okl = ,_.-.-'"":
i e p——

!
o g

|'
=t |
R LU
j .-"..J-J‘r = E
5 i 'r--.‘..




¢ per ben tre volie:

invece i

)= 3}

Quet numerl all'aperto mi fanno sentire il bisogno d'un po di avago, B faceio

unto.
p Giovannt FRATTINI.

Pubblicazioni ricevute dalla Redazions del Periodico

(riornale di Matematiche ad uso degli Studenti delle UUniversita italiane, pubbli-
calo per cura del Prof. G, Barrasuint. Vol XXVIN, Novembre-Dicembre,
1890. Napoli, B. Pellerano, editore.

Journal de Mathématigues élémentaires, publié sous la direction de M. pE Lona-
cHAMPS. 3° Serie, XV année. N. 1, 2, Janvier, Féyrier 1891, Paris, librairie
Ch. Delagrave.

Table des matiéres: — N, 1: — L. Béngzmon : Coordonndes quadripolaires.
— C. A. Lasa~nt: Sur Pévaluation des moyennes, — B, Vigarni: Les pro-
grés de la géométrie du triangle, en 1890. — Varidtés: Hummgmr: Essai
sur un programme de mathematiques 4 I'usage de la classs de mathdmati-
ques élémentaires. — Correspondance, — Bibliographie. — Solutions de que-
stions. — Questions proposées, — N. 2: — L. Binezeen: Coordonndes qua-
dripolaires. — B. Visarig: Les progrés de 1a geomdéirie du triangle, en 1890.
— Variéiés: Humserr: Essai sur un programme de mathematiques de la
classe de mathematiques élémentaires. — Lorymav: Des coordonndes angu-
latres, — Solutions de la question 356. — Questions proposées,

Journal des Mathématiques élémentaires, publié par H_ VumerT., 15% annee.
N. 7, 8, 9, 10 e 1]. Paris, Librairie Nony et C., 17 rue des Ecoles, 1891.

Mathesis, recueil mathématique publié par P, Mansion et J. Neuserg. Deuxiéme
serie. Tome 1. Janvier, Février, 1891, Gand, Ad, Hoste, édileur.

Sommaire : — Janvier: — Préface. — Ep, Lucas: Sur les theorémes
anonees par Fermat, Euler, Wilson, Staudt et Clausen, — Nécrologie. J, Casey
— Madame Pani: Questions de géométrie, — Bibhiographie. — p'Ocaene:
Sur ie terme complémentaire de la série de Taylor — Solutions de questions
proposees. — Quostion d'examen. — Questions proposges. = Feéyrier: —
J. NevBere : Sur les quadrangies complets. — P. M.: Questions d'enseigne-
ment. — P. M.: Bibliographie. — Solutions de questions proposges. —
Questions d'examens, — Queslions proposées. — E. Cesiko: Efude inlrin-
serjue des conigues el des cussinoides.

Rendiconti dell Accademia delle Scienze fisiche & matematiche (Sezione della So-
cieth Reale di Napoli). Serie 2%y Vol, 1V, Fase. 12% 1890. — Vol. v,
Fase. 1% 1801,

Kevuz de Mathématigues spéeinles, rédigée par M. B. Nriewesscrowskr N. 4, 5,
0. Paris, Librairie Nony et C., 17 rue des Ecoles,

Sommaire: — N, 4: — Alpébre. — Géomeétrie analytique, — Chimie:
Goneours général de mathémaliques spéciales (1890). — Questions posées
qux oxamens oraux: Feole  polytechnique (1890). — Concours de 1890
Eeole normale supérieure, Ecole polytechnique — Questions proposées, =

——

N.9: — Algébre. — Géoméirie anglytique. — Questions posées aux exa-
mens oraux: Ecole polytechnique (1890). — Corcours de 1890+ Eoole cen—
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trale, Bourses de licence. — Question proposée. = N. 6: Algebre — Geomelrie
analytigue. — Géomeirie descriptive, — Questions proposees.

Zedisehrift fur mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht, heraus-
gegeben von J. G. V. Horrmann, XXT Jahrgang, 1, Hefl. Leipzig, B.
G, Teabner, 1801,

Inhaltsverzeichnis: — H. Geruacu: Zur Definition des Winkels —
Kleinere Mitteilungen. — Sprech — und Disknssions Sanl. — Zum Aufgaben
~ Reperlorium: A) Auflésungen; B) Neue Aufgaben; ) Aufzaben saus
nichtdenischen Fachzeiischriften, ~ Litterarische Berichte, — Padagogische
Zaitung etc..

Rivisia di matematice diretta da G, Peano. Fase. 19, 29 ¢ 3°, Gennsio, Feb-
braio, Marzo, 1891. Torino, Fratelli Bocea,

Sommario: — Fase. 17: — G. Pgano: Prineipii di Logica Malematica.
— (P.) Sommario dei Labri VII, VIII ¢ IX d' Euneclide. — E. NovARrese:
Sulla velocitd di un punto. — Recensioni, = Fase, 20 ¢ 3": Recensioni.
— E. Novarese: Neerolegia, Sofia Kowalevscki. — E. Bermini: Dimo-
strazione di un teorema sulla irasformazione delle curve algebriche. — G.
Peano: Formole di Logica Matemalica. — C. Brmari-ForTi: La risolu-
zione del problemi d'aritmetica, — €. Sgere: Su aleuni indirizzi nelle
investigazioni geometriche.

Bexunaro: (L.) — Euclide. Libro primo con numerosi esercizi e relativi indirizzi
alle soluzioni del medesimi. Appendiee sui metodi di dimostrazione e soln-
zione del teoremi e problemi. Udine, tip, Barduseo, 1801, Prezzo L. 1. 25,

Caprull (A.) — Sulla teorin delle fonzioni algebriche di pid variabili.

Cesaro (E) — Sui canoni del calcolo degli addensamenti e su aleune loro ap-
plicazioni (Rendiconti R. Istituto Lombardo, serie 11, vol. XXIV).

Le Pagr (G). — Un astronome belge dn XVII siécle. — Godefroid Wendelin
(Bullettin de I'Acad. roy. de Belgique, 3¢ sér., 1. XX).

Loria (G.) — Le trasformazioni razionali dello spazio determinate da una su-
perficie generale di ferz'ordine. (Atti R. Ace. delle Scienze di Torino, Vo-
lume XXVI).

Mace pe LEpwvay (A.) — Compléments d'Algebre et notions de Géometrie ana-
litique. Second fascicule: Notions de Geométrie analytigue. — Paris, Li-
brairie Nony et C., 17 rue des Ecoles, 1891,

Mawsion (P.) — NﬂtEﬂ sur la géometrie euclidienne et sur la géométrie non
euclidienne. (Annales de la Socicte scientifique de Bruszelles, t. XV),
Mowiro {G.) — Sul mislemi di due cubiche binarie, (Giornale di Batfaglini, Vo-

lume XXVIII).

NmEwencrowssl (I3.) — Cours d'algébre & 1 usage dus eléves de Ju c]aaae: de ma-
thématiques speciales et des candidals & lLEDlF‘ normale superieure et
1"Eeole polytechnique. Paris, A. Colin et (1., Editeurs. — Prix: 12 francs.

Parammn (F.) — Sopra 1 irisngoli formati coi lati dﬂll esngrammo di Paseal 1
quali possono ridursi ad un punto — Palmi, fip. G. Lopresti, 1891.

Pastore (i) — Avviamente alla risoluzione delle gquestioni geometriche. — Bo-
logna, Stab. (3, Civelli, 1801. ezzo L, 3.

Ricearvr (P,) — Commemorazione ﬂel prof. Felice Storchi. (Memorie K. Ace.
Sceienze, Lettere ed Arti. Modena, vol. VI1il, serie II, 1891)

Scaromior (0.) — Blementi di Geometria metrica. Prima versione italisna dei
professori D. Gambioli ¢ V. Bernardi, — Parte 3%: Stereometria, trigono-
metria sferica e geometria descrittiva — Ditta G. B. Paravia e Comp., 1891,
Prezzo: L. 4,

Tano {F.) — BSur quelques théorémes de Dirichlet (Journal fiir reine u. ange-
wandte Mathematik, Band 105). — Sur guelques points de la théorie des
nombres. (Bulletin des Sciences math:, 2¢ série, t. XIV).

Chiusura della redazione il di 22 marzo 1891.
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SUI LIMITI

(Continuazione: Vedi paginag 60).

2. Molte questioni interessanii sui limiti si trattano con facilith e
speditezza per mezzo delle seguenii proposizioni.

Indicheremo, per comodo, con M (@, b, ¢, . . .. ) un numero medio
ira & b ¢ ...... , ciog pint piccolo del maggiore e pin grande del minore
se questl numert non sono tuiti egunali tra loro ed eguale a ciaseuno
di essi se hanno tulti lo stesso valore.

Teorema l. Se A B k sono numer: aritinetici, razionali od irya-
Swnal, st ha

Ak . B
A— B

— M (% A*—Y, J: Bk—1),

DiMosTRAZIONE. Se p ¢ a b sono interi aritmetici ed & p > ¢
a > b, si ha dail’algebra elementare che sussiste ln relazione

ffﬁ'—ﬁ-i'

q-a—" 2 2 q.

per cui, essendo

(P=1) . aP0> b . (@P-T3 4 @212 e ..o.. + QDP9 11

ch—q — hP—9q
a4 — b

(P—9 P9

(p—q). V"< a.——;

sara pure
ity — M* (a¥P—4q — hv—q

(p__q)ap——q* @ -— B >Qb? ¢ — b

al — 9 (e —190 — Lp— 1

(p_q)bp—ﬂ’_ a— b <Qﬂq' a« — b

da cul 8 ricava

11




s B o

Da queste, facendo a?=a b? =y, sl otiiene

r »

Resta cosi dimostrato che: se A B % sono numeri ariimetici e & e

razionale, si ha

r p 4

P 9 —y1 I
T m > > e '...'-, "
! B4
e, facendo o = u P — v, Q] ﬂttiﬂﬂe #_
o i

g = — i _.

== urF —p P === -

—- . b < < _g_ . P §

A;: f = M (R A*-', R B*—1). 1

Pensando che % percorra una successione (i valori razionali tendenti &

ad un limite irrazionale e ricordando le pit elementari proposizioni sui
limiti, si riconosce che 1'uliima relazione sussiste anche se A & 1rra-
zionale ﬁ,;: a
Teorema ll. S due frazioni con denominaior: dello slesso Segno 'ﬁér
sono disequali, dividendo la somma dei loro numeralori per quella ;l.*;;!_
dei loro denominaiori § oltiene una [razione minore della piv 2

gmnda e magqgiore della pi piccola di quelle.

DIMOSTRAZIONE. Siano 7 7 due numeri dello stesso segno e la fra-
(t 7]

zione — sia maggiore dell’altra —, per Cul Sara :
A
m.n >0 a.n=—5b.m >0 s
St ha eosi: |
(t -0 (w3 — bm i =} b b dn — L
; N o > D + - — a > U
it i e 20 N afm M2 22 wm = n 73 32° —= 017
eppero
a4 b >
i > e —|- ¥l

CoroLrario L. Se pitt frazioni hanno i denominatori dello stesso
seeno, dividendo la somma dei loro numeratori per quella dei loro de-
nominatori s'otfiene una frazione media tra quelle.

Teorema lll. Se due radicali con radicandi aritmetici ed ndict
d’ equal segno sono diseguali, il radicale che ha per radicando



__R3__

prodotio det loro radicandi e per tndice la somma dei loro indici
e minore del piw grande e maggiore del piv piccolo di quelli.
DmoSTRAZIONE, Potremmo ricavare questo teorema dal prece-
dente ma preferiamo darne dimostrazione diretia.
Siano m % due numeri d egual segno; 7 b siano numeri aritmetici

™ _— n
o sia ~ ¥a > "¥b, per cui sarh
w . n > 0 a* > 8=,

S1 ha:
R TR T Ty R
w+“sz.b :1 b= H.-l_jlml'/{r:_z"'i:b”"i > )
per cui, trattandosi i valori aritmetici. &
“Va > “TVas >V

CoroLLario 11, Se piu radicali hanno radicandi aritmetici ed indici
d'egual segno, il radicale che ha per radicando il prodotto dei loro ra-

dicandi e per indice la somma dei loro indiei & medio tra quelli.

1
Teorema V. Se a, b, < 7o crescono indefinitamente ed é

lim .

S Ia =0 lim.b,=0 lim.¢c,=c¢ Im.{(e;+c+...+¢,) =
& pure
lim . i1 byt ae Dy 1~ eoiree =+ tig—q b3 -+ 1ty Iy it b
"= 1+ et e +FC—1+ 0 ¢

DIMOSTRAZIONE. Si ha

(1 byt oo+ tn . I _ tplbp U by— 1 Aar—%-}-1 bp == ...+ ay, . Oy

€1 = v == O T c1 1= c3 <= ...... o ol

»
ard1bn—p + appaby—p—q -+ ... = O —k—1 br g - au_z Dt

C2k41 T 2542 4 veree + Cne1 + Cn

Cek4-1 o AP,
C1 =+ renrean S

S¢ A& ¢ numero fisso, crescono indefinitamente con n anche n — 1,

n—=2 .. ..... n — k& per cul essendo




— B4 —

lim.a,=«¢ lim. b, =8 lim.(e+....+¢,)=om,

I . @1 by -+ ... + 0x On—rkd-t + On—i 31 Bk = o - ay by
n—=w ﬂl+-l---+rﬂ

— 1 (B F ver .« 0L o Ot cusns -+ 01) . =
= st o - Cn

lim . C2 k-1 T - e 0y — 1 (] €1+ .ovee. + Co g .
= N AP ™ o=l Cf T vveer Cn T

per cul, supponendo % abbastanza grande perché ¢y, ChRpn o v ve oo
siano tutte del segno del limite ¢, si ha pel corollario 1:

lim . ety by 4 ..... .y B
= C1 = e .=y
| ‘:JU( k41 b~ Ok by — 7 —1 N On—k D L )
C2 k-1 (k-3 N

dove & pud venir fissato arbitrariamente grande cosicelié, facendolo
crescere indefinitamente, si riconosce appunto essere (')

lim . g by 4+ ... 4 . by b

CoroLLario I1I. Facendo
ﬂﬂ=f';1_f';l—1 f;.l:U fu:f'?n_?ﬂ—l ‘I’B:U bn_-—-]

si trova che:
Se esiste  lim . (f, — /o)t (%0 — $u-1) ed & lim. g, = oo,
osisie anche lim . /3 : ¢, ed & precisamente:

iimn . _ﬁ,,_ L In o fm—1
3 = o ?n o ' ?JI_'?H—I
e se si fa 3, = n si trova che (7):
Se esiste  lim . (f, — fu—y), ¢€:
: l ; .
]1]']'1 . '_?;_ “=-llm '(;ﬂ _}:1_1)‘
i

Si riconosce subito che pud esistere lim . — [ senza che esista lim .

(/» — /n—1) perché, se &, p. es.,

(*) Facendo €5 = 1 sl ottiene un teorema dimostrato recentemente ilal prof, Ceslro che se¢
ng servi per dimostrare molio semplicemente il teorema d° Apes sulla moltiplicnzione delle serie. —
Bulletin des sciences mathématigues. Maggio 1800,

(*%) Cavony. Analyse algdbrigue.
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l
lim . — fa=1Iim . (f, — fa_1) =)

s1 scelga «, in modo che mon tenda ad aleun limile o, — 2, _, ¢ sia

. : I : o

yece lim . — a, == 0, cid che si pud ottenere, p. es., prendendo ca-

priceiosamente futtl i numeri &, % % ... in un assegnato intervalio
l

finito ; lacendo f;, - a, =— %, si avra cost lim . — % ==) mentre non

tendera ad alcun limite ¢, — ¢, 4.

(Continua). F. Giemce,

R e e e

SULLA RISOLUZIONE DELL’EQUAZIONE
g'— (@ +1) 1y =+ N
IN NUMERI INTERI

. o —

(Qui appresso, parlando di soluzioni dell’equazione
' — (¥4 1)y =+ N,

nella quale @ ed N denotano due numeri interi e positivi qualungue,
diversi da 0, si allude sempre a soluzioni in numeri interi e posi-
tivi. 1 valori della 2 e della y in tali soluzioni erescono o decre-
seeno msieme, qualungue sia il speno del 2° membro dell’equazione.
I valori minimi della @ e della y che soddistano all’eruazione mede-
sima ne costituiscono la cosi detta solusione minima.
La ricerca della soluzione minima dell’una o dell’altra delle
ernazioni
=@+ YP =N ... . ..... [1]
—{ ) yYP=—=N......... [2

dipende da un teorema assai semplice, che & argomento di questa Nota.
In cssa si stabiliscono ancora le formole che danno tutte le solu-
zioni dell’equazioni suddette per mezzo di quelle soluzioni dell’equa-




L'insegnamento, che verrebbe press’a poco diviso in due parti
eguali, si poirebbe impartire cost:

Prumo anno. — Generalita - Uguaglianze e disugnaglianze - Rela-
zieni di posizione.

Secondo anno. — Teoria dell’equivalenza, delle proporzioni e
della misura (%),

Quest’idea, che non & del tutto mia mathe in parie dividono per-
sone d'autorita non dubbia, mi pare sia pratica ed utile.

Qualungue sia il suo valore, vorrei che ci fosse chi la meditasse
e discutesse, specialmente fra quelli (e confesso che non so chi sieno)
che sono incaricati di modificare, ahi! troppo spesso, i nostri pro-
grammij.

“Torino, aprile 1891. RopoLro BeTTAZZL

S — Ay T

SULLA TEORIA DELLE PROBABILITA

BREVE RISPOSTA AL SIGNOR GIULIO VIVANTI

T e e Y G e e g™ g™ T

Mi ginnge aperta, pel tramite della Rivisia di malematica (1891,
p. 69), una lettera del signor Giulio Vivanti, relativa alle considera-
zioni da me svolte in quesio Periodico (1891, p. 1 e 49) sul eonceito
i probabilita. Raccolgo subito, in fondo alla lettera, questa dichiara-
zine: presenlendosi wn problema qualsiasi, é possibile porre tal
cura nel formularae Uenwnciato, che il modo pi naturale di cer-
carne la solwzione apparisca in ogni caso senza equivoco. Siccome
questo, e non altro, ho sostenuto nelle predetie consideraziont, poirei
dispensarmi dal rispondere al signor Vivanti, ed accettare la sua let-
tera come un atto di adesione alle eritiche da me rivolte al signor
Giuseppe Bertrand, nelle quali critiche io mi sono appunto ocecupato

— e —

(®*) So ai eredesss essere opportiuno Vinsegnamento della geometria nel ginnnslo, allora con-
verreobe, nel mlo rodo di vedere, porlare nel glnnasio superiore inita Ia geometria, she nel pre-

sénte soritto ¢ assegnata al primo anoo del liceo, e 1 restante dividere fra 1l primo ed il se-
wondo anno,

.l_‘_ ol T et "Ju—ﬁ—.-r-éunﬂz;-;&-:m:
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degli enunciati matematici delle questioni e non dei legami esistenti
fra essi e le quistioni dafe in falio. La determinazione di questi legami
¢ affidata all’acame ed al senso pralico di colui che si propone di stu-
diare una questione, in quanto che 1l passaggio dal faffo all’enunciato
malematico delle cireostanze che lo caratterizzano non si compie per
via di logica, ma ¢ opera del senfizmento, di quel sentimento che Buflon
chiama un ragionamen o implicilo, meno chiaro, ma spesso pi
soltile, e sempre pin siewro dellimmediato prodotio della ragione.
Or come fa il signor Vivanti ad esigere che, non solo I'ennnciato della
questione, ma la sua stessa essenzn lascl scorgere il modo pin natu-
rale di tratiarla matematicamente? Una questione di fatto bisogna
prenderla come si offre, e nulla si pud per mutarne 1'essenza. E se ac-
cade che osservatori, variamnente dotati di quel sentimenfo della realta
delle cose, di enl parla Buffon. pervengano ad interpretazioni sostan-
zialmenie diverse, cid non toglie che una soltanto i esse possa corri-
spondere al fatto osservaio. E perd gquando il sipnor Vivanti, dopo
aver cilalo due questioni, che comporiano due solnzioni differenti, do-
manda il perché della diversith dei risultati in problemi che ogni per-
sona non prevenuvia giudé'cherebba tdentici, io rispondo che basta Ia
diversith dei risultali per prevenire la persona che cosi giudica, ed
ammonirla che le condizioni nelle quali ci si pone per compiere un
esperimento non sono senza influenza sul risultato di esso. Domanda il
signor Vivanti: Se §2 lirasse a capriccio un milione di corde, o st se-
gnasse ad arbilrio un milione di coppie di punii swlla circonferenza,
il numero delle corde non maggiort del lato del triangolo equi-
latero iscritlo risullerebbe vicino a 500000 od a 666666 7 1 facile
rispondere : a 500000 nel primo caso, a 666666 nel secondo, purche
ogni volta si sperimenti nelle precise condizioni imposte dagli enun-
ciati. Suppongasi, per esempiv, che, dopo aver iirato a capriccio mi-
lioni di rette in un piano, si trgeci una circonferenza che ne incontra
un milione. Si puo predire che da circa 500000 rette la circonferenza
stacchera corde inferiori al lato del triangolo equilatero iseritto. Im-
maginando poi che la circonferenza si sposti nel piano in modo con-
tinuo, si ha il mezzo di compiere infinite prove, eludendo cost 1'obie-
zione fondata dal signor Vivanti sulla legge di Poisson. Suppongasi
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invece che si divida in # parti uguali una circonferenza, e si numerino
i punti di divisione. Si proceda poi ad un’estrazione di coppie di nu-
meri da un'urna che racchinde i primi % numeri interi. Tracciando
le corde corrispondenti alle varie estrazioni si compie I'esperimento
nelle condizioni volate dal secondo enunciato, e si & per questo in di-
ritto di aspettarsi che circa un ferzo delle corde riescano superiori al
Jato del triangolo equilatero iscritto. Ogni sabato 1’estrazione del lotio
ci da occasione di tracciare gquarania corde: le due cifre di clascun
nomero estratto individuano una corda, che riesce superiore al lato
del triangolo equilatero iseriito quando la differenza assoluta ira le
dette cifre & 4, 5 o 6. Il calcolo predice che dodici numeri sul qua-
ranta estratti debbono trovarsi nelle condizioni accennate, e 1'estra-
zione del 23 maggio ultimo ne ha forniti /redici. Un esperimento ana-
logo si pud fare esaminando, negli Annuari delle Universitd, 1 numeri
delle abitazioni del personale: le corde individuate dalle ultime due
cifre sono, per I'Universith di Palermo, cenfosessanta, e quarania-
nove di esse, inveee delle guaranioilo indicate dalla teoria, sono su-

periori al lato del triangolo equilatero iscritto. Non vale il dire che

qul non si & pin nel caso di infinite possibilith: facendo, infatti, cre-

scere m, & possibile avvicinarsi quanto si vuole alta probabilita —-, e,

d’altra parte, non esiste un valore di », a partire dal quale cessi l'ac-
cordo fra il risultato dell’esperienza e quello del calcolo. B vero che
1l numero delle prove necessarie dovria anch'esso andare crescendo ;
wa in quel campo pratico, che serve i sostegno alla critica del signor
Vivanti, chi ¢ che conosee 1 infiniio? Sopra una circonierenza lunge
un metro nessuno saprebbe contare piti di poche migliaia di punti, e
solo ricorrendo alla teoria delle interferenze si pnd ginngere ai setle
milioni. Cosi, adoperando i pin delicati mezzi di misura, la probabilita

di trovare una corda superiore al lato del triangolo equilatero iseritto

T - 1 - ] & i
¢ inferiore afl = appena i 51555555 guantita sperimentalmente tras-

curahile. Questa osservazione non differisce, in sostanza, da quella che
lo stesso signor Vivanti fa a proposito del problema dell’ago, tranne
che io la ritengo applicabile sempre, e non a quel sole problema. Non
nego, tuttavia, la possibilith di problemi pratici, che difficilmente la-

—__L——-——- S -
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scino scorgere il modo di fissarne le circostanze caratteristiche in un
enunciato matematicamente fedele e preciso; ma da c¢ié non deriva la
necessita di abbandonare lo studio generale di simili questioni, si bene
quella di sviluppare ed acunire negli studiosi le peculiari quality intel-
lettive che si richiedono per tali studi. Al quale scopo io ritengo
sommamente utile la teoria delle probabilith geometriche, e deploro
sinceramente che un ingegno come quello del Vivanti non sappia ac-
cordarle alcun valore. Non io vado soggetlo a diplopia, come sembra
credere il signor Vivanii, ma siamo tutti piit o meno affelti da una
specie di berirandismo o daltonismo intelleituale, a eurare il quale
nulla & tanto efficace ¢uanto lo studio della teoria delle probabitity
geometriche, perche, come ben dice A. Quételet, les variaiions de la
probabilile sonl pour Uentendement ce que les nuances des cou-
lewrs sonl pour wn oeil exerce, ou ce que Uichelle diatonique serail
pour Uoreille qui pourrail en apprécier tous les degris.

E. Cesiro.

— R AL T O

SOPRA UN PROBLEMA DELLA TEORIA DEI NUMERI

i e

1. Diremo che un gruppo di numeri interi & primo o non prirno
con un numero intero %, secondo che il massimo comun divisore
4

dei numeri del gruppo & primo o no con .

Premesso ¢i0, consideriamo i & numeri sncesssivi

se immaginiamo seritta questa serie n volie, formeremo dei gruppi
contenenti ciascuno »# numeri, prendendo in tutti i modi possibili un
numere in ogni serie. I gruppi che cBsi si otterranne saranno diversi
gli uni dagli altri o per i numeri che li costituiscono o per 'ordine
di questi; il numero di tali gruppi & evidentemente uguale a %,

Si tratta di determinare quanti sono i gruppi primi con %. 11 nu-
mero cercato si otterra quindi levando da A" il numero dei gruppi
non primi con A&,
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2. E chiaro intanto che se % & un numero primo, esisteri un
sol gruppo non primo con %, quello cioé formato di nomeri fuiti
uguali a %; il numero dei gruppi primi con % & quindi in tal caso

rt— 1.

3. Supponiamo £ non primo e Sano @, @, . ... Qy 1 s0ol di-
visori primi; indichiamo con d,, un divisore di & formato dal pro-
dotto di & di questi divisori primi, sicche per ogni valore di § = 1,

‘ = . . ® S H
2, 3, ..., m, il numero di tali divisori & uguale ad (q)

Posto ‘
R=8&. 0.,

e formando colla serie
sy & 0as S i) ¢ & sremavane s Boallowic s 5 & o ww f

nel modo prima dichiarato, i gruppi contenenti » di tali numers,
otferremo k7. gruppi non primi con Z.

Ad ogni valore di § corrisponde un sistema di gruppi non primi
con &; sicche otterremo in tutlo m sistemi che diremo primo, Se-
condo, ece.

Consideriamo uno qualunque di questi sistemi, per esempio 1’esse-
simo. Per formare tutti i gruppi appartenenti a questo sistema,
dovremo operare nel modo detto, separatamente sopra ciascuna delle

(m) serie che s1 deducono dalla [1] variando » da 1 ad (T) quindi

S
I'essesizno sistema conterri

E A R D S S |

aruppl. Ogni serie fornird gruppi tutti diversi o per i numeri che
Ii costituiscono o per V'ordine di questi; ma uno stesso gruppo potra
esser generato da due o pin serie ed apparienere anche a due o pib
sistem.

Supponiamo infatti che il massimo comun divisore dei numers
d'un gruppo appartenente all’essesimo sisterna abbia ¢ fatlori sem-
plici diversi comuni col numero k&, essendo » > s. Con questi fat-

tori si potranno formare (f:') delle serie originanii 1" essesimo sistema,

¢ poiche tutti i numeri del grappo considerato sone multipli dei (E;)

1--—--—!—
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numeri che si hanno moliiplicando s ad ¢ in tutti i modi possibili i g
fattori semplici, segue che fra i gruppi originati da eiascuna di queste

serie, si irovera anche il nostro gruppo, il quale perlanto nell’esse-

I.I'.

s) volte. Dunque nel primo sistema

simo sistema si trovera ripetuto (

il gruppo si troverd ripetuto ¢ volte, nel secondo (S) volte, ecc. nel
4= una sol volta.

Da quanto precede risulta che al nostro gruppo corrispondono
unith di &, (%) unith di Sy, ecc., un'unith di . Osservando poi che
si ha sempre

p-(ﬁ)+(§)— ..... ‘Al =1

i
-

s1 scorge che al gruppo considerato corrisponde una sola unith del-
I’ espressione

la quale pertanto rappresenta il numero dei gruppi diversi non primi
con &. |

Quindi, indicando col simbolo w(i) il numero dei gruppi primi
con k&, si avra in base alle [2]

k _ -
?(ﬂ):k“—[k?1+k§}+k§;+ .....
+ B+ Ak —t..... ‘

S T L % R S !

= (=) =) (-)

Quest'uguaglianza nel caso di n = 1 esprime il noto teorema d’Eu-
lero. Infatti per n =1 il simMblo cp(i) equivale al simbolo ¢ (%)
introdotto nella scienza dei numeri da Gauss, per indicare il numero

dei numeri inferiori a £ e primi con esso. (")
4 Se e k=a.b.c...., essendo @, b, ¢, ecc. numeri primi

(*) DigicHLET, Zohlentheorie § 11,

16
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fra loro due a due, una prima proprietd della funzione % (i) & espressa

dall'uguaglianza
1) =() 2a) 1 G) -

5. In secondo luogo, per brevith, diremo divisore d'wn gruppo
un divisore comune a tutti i numeri del gruppo.

Indichiamo econ 3 un divisore qualunque di &; nella serie 1, 2,

. : . k :
3.... % si avranno 1 numeri 3, 23 .... A5, (ﬁ= a)esnlo questi

divisibili per 3. Il numero dei gruppi aventi con X il massimo comun

divisore 8, coincide col numero dei gruppi primi con A, ottenuti colla
serie 1, 2, ...., A. Quindi ?(:) indica il numero dei gruppi che
hanno con % il massimmo comun divisore 8.

Se 5,87, %", .... sono tutti i divisori di %, posto

}E: ﬁrai" — ﬁ.”a” — dnrﬁru: ----

i simboli ¢ (i) § (i ), ace., rappresenteranno rispettivamente il nu-
mero dei gruppi aventi con % per massimo comun divisore &', 3, ecc.
In riguardo a cid i &A™ gruppi che si deducono dalla serie 1, 2, ..., &,
possono raccogliersi in classi, ed & chiare che ciascun gruppo pren-
derd posto in una classe ed in una soltanto. Quindi, osservando che
1 numeri A', A”, ecc., sono i divisori di %, s ricava il seguente teo-
rema: Se A assume successivamente tutii T valori dei divisori di k, @

e (,) = #

Siano, per esempio, k=20 ed » == 2; i divisori di 20 sono
1, 2, 4, 5, 10, 20. Ora si ha

tz) =1, *(5)=3, #(z) =12 «¢(;)=24
0(3) =12 ¢(%)=1288

e la somma di tutli questi numeri & eflfettivamente — 207,

Landinara, gennalo 1801,
Prof. Luigr CARLINI
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SULLA DIVISIBILITA DEI POLINOMI PER IL BINOMIO =™ — o
e per il polinomio ™ 4 aa™ ' 4-a*a™—* 4........ -+ a" gt a”

g g g

Il metodo da me seguito altra volta per trovare le forme dei
quozienti e dei resti che si ottengono dividendo un polinomio per
z — a, o per & — a" ("), fu fondato sull’estensione ai polinomi in-
teri di uno dei principali teoremi relativi alla divisibilith dei numeri
(V. appresso n. 1, teor. II). Ma poiché agli stessi polinomi si puo
estendere anche un altro teorema fondamentale della divisibilith (n. 1,
teor. 1), non sarh discaro ai lettori di guesto periodico il vedere
(n. 2) la notevole semplificazione che dall'unione der due teoremi
viene arrecata alla ricerca dei resti e dei quozienfi nella divisione
di un polinomio per & — a” (» = 1), e le deduzioni che se ne pos-
sono trarre (n. 3 e 4) circa la divisibilith dei polinomi per un divisore
della forma a™ <+ g™ +a?z™ " 4 ....... + a1 + o™

Mi riserbo di pubblicare in un’altra Nota 1 resultati a cui son
giunto considerando il caso generale della divisione di due polinomi
interi.

I

Intendendo che tutti i polinomi i guali vengono in considera-
zione siano interi e ordinati per le potenze decrescenti della x, si
stabiliscono facilmente i due feorem::

I. Il resio delle divisione d'wna sonuna di polenome per wun
altro polinomio D, é uguale alla somma dei resti oftenutz diwi-
dendone per D i singole termini.

11. 1t resto della divisione per D d'un prodotio di poltnomr,
e uguale al resto della dii)f&fﬂm‘:‘. per D del prodollo der rest
trovali col dividerne per D i singoli fattori.

Per la dimostrazione del primo di questi teoremi basta osser-

vare che se si ha

P—_'—P1+P=+..¢-+Pm

il

(%) ¥. le due Note Inserite in questo periodico (Aeno II, fase, VI e auno III, fasc. Y)

e iy S 1Y
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P,=DQ,+R;, (¢=1,2....m),

troveremo sostituendo :

P=DO+Q+....4+ Q)+ (R 4+ R +.... 4+ R,);
¢ poiché per esserc singolarmente le R, di grade inferiore a D,
tale & anche la loro somma, avremo, denotando con @ ed R 1l
quoziente ed il resto della divisione di P per D:

Q:Ql_l_ Qﬂ+--..+gﬁg
R=31+RE+--..+RH.

La dimostrazione del secondo teorema, in cui si suppone P =
P, P;y.... P,, & altrettanto facile e pnd (ui essere omessa per
brevita, (")
2.
Applichiamo simultaneamente questi due ieoremi ai casi parti-
colari di D=o —a, D—=—o" — 0",
1." D= — a. Supposto

P{ﬂ)_‘—-_ﬂumﬂ—l-ﬂl mﬂ-l"l— ..... T @,y &1,

uno qualunque dei suoi termini a,_, ' aliro non é che il prodotto
della quantitd a,_,, indipendente dalla &, per la potenza 27, e
questa, alla sua volta, & il prodotto di s fattori uguali ad . Ora,
poiché¢ @ diviso per o — a da di resto @, avremo, per il teorema 11,
che * diviso per & — a dara (i resto «°; che a,_,%" dara 1l
resto a,_,a° e infine, pel feorema I, che A diviso per @ — a

dara il notissimo resto :
R=aqad4+aad '4....4+a,_1a+a,.

2." D=z — o’ 1l fattore &* di un iermine a,_, &' in cui
sia § L r, diviso per &” — a” da di resto il fatiore stesso. Se s =17
la divisione di " per &~ — @” dA per resto a”, e se finalmente
& > r allora posto
s=ir4+s§ (L7

(*) Cir, Ja mia Nota: Su alsuni leoremi relativi alle divisione algelrica » (Anno 1T, fasc. VI).




— 125 —
resultera ;
ot = ot = () .
e, per il teorema II, il resto della divisione di #* per " — 4" sara:
(@5 o =a" .

Cid rende evidente che il resto della divisione del polinomio
P =gy =+.... 4+ a, per & — " dev’essere :

(A1 ¥y _gyr AV 0, @ a, )T
o i (aﬂ_kr ah_'_ﬂn_(t__]}, aF== = e T /4 a’ ""{-ﬂ“_],

dove tra =, &, r, ha luogo la relazione

n—=kr—+nh (LhL7r)
Essendo poi
Q=Q1+ Qﬂ+----+am

si possono avere con facilita in ambedue i casi anche le forme de:
quozienti. ()

(Continua). H. Ssnon,
~ IS4

SUI LIMITI

(Continuazione e fine: Vedi pagina BI),

] - - i
Teorema V. Se a, b, — mon crescono indefinilamente ed a,
‘I

prende soli valor: arihinetict, ed é

lim.ag,=a lm.b,=0d lim.¢,=¢ lim.(¢;4...... +¢)=w
b
s ha:

lim <.

esorne 1= Cn ¢ L
' s ba—t by __l/ b
¥ == oD l/a.l - HE o R T ﬂ“ == a .

(*) ¥, la mla Nola: Cendizioni di divisibililc Q'un polinomic per un binomio della forma
x" —a" [Anne 111, fase V).




— 126 —
DIMOSTRAZIONE. 1 -
€1 T soreer =+ Cpn

lim ,
7= ﬂfﬂ . . ﬂ:l
C1 “™ verssones -+ Cyn
= lim . l/(ﬂ': - ﬂ'a)b (D4 bl)ﬂ
[ 02k41 = oo = G R + 5
On—k by l:l €1 1= ssiiaiae -+ C
X1 V Ay v e a " *
b a
‘ -+ € .
—lim. (. e . ay) 2T BN (B« e By) AT
ﬂﬂ'k,_l_l + ....... Cn
On—r Dk 41
X ' ﬂrr::+1 B Gk
per cui., essendo
Im.b:(cy 4+ e + ) =1lim.a: (¢ 4+ ...... ~+ )= 0

supposto k& abbastanza grande perché Caxyy Cyzts ....... abbiano iunite
il segno del limite ¢, si ha pel corollario 11

Gl + LLL LT T + Cﬂ

lim . V af" » ereverse s ai’l

t2k 41 3
= ﬂbn—.t r‘lbk_l-l

k'—!—.’ L LT B R I ﬂ—k

dove & puo essere fissato arbitrariamente grande cosicchd, facendolo
crescere indefinitamente, si riconosce appunto essere (*)

11]11 i | = S =t Gy - ) B ,r_ o

n — l/ﬂf". e n?: '/ a’
CorovLLario IV, Facendo

cn:I'Pn"—L]'ﬂ—l "]’ﬂ={} Hn=f:1:f;l+1 f1=1 bﬂ-:]‘

si irova che:
Se esiste

Yn — fn—1

lim . l/fn &

(*) Facendo ¢ — 0y = 1 sl oitiene nn teorems di CaveHT.
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edd lim.¥Y,— o, esiste ancora

lim ,/ﬁ,,
ed & precisamente

L CN
lim . '/f;=lim. Vﬁ-’ﬁu—1

esesifa y,—n [,=un, Ssitrova che:
Se esiste  lim . %, 1%, _,, siha:

it
hm . U, — Bm , ™
Hn—1

N
Si riconosce facilmente che pud esistere lim . 7} %, senza che
esista (') lim ., :%,_; perche se, p. es., fosse
n

lim . U, = 1im . 0, 2 Uy 3 =— X
si potrebbe scegliere «, in modo che «, :=%,_, non tenda ad alenn

no__
limite e sia lim . 7} o, = 1 ; facendo u, . o, = 2, §1 avrebbe cos)

ﬂ —
lim . V T, = A

menire ¢, i ¥,—; non tenderebbe ad alcun limite: si potrebbe, p. &s.,
fare «, eguale al numero dei divisori di .

Oredo tuttavia opportuno far esservare che 1'importanza dell’e-

n
spressione — Fu, relativamente all'altra u, : 2., . come caratiere
di convergenza e divergenza delle serie numeriche a termini positivi,
non e che apparente perché se si ha

T

e =

Iim . Uy < A < ]
- #

essendo lim . = p/n* =1 si finirh per avere sempre

u, <

l
5?2

(*) V. Rend. Uire, Mat, dl Palermo, — Adanansa 13 hugllo 1890, = CAUCHY : dnatyse nigalrigne,
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. . - )
per cui si potrd riconoscere immediatamente la convergenza della g
Rt

WUy = Ug + Uy

confrontandola colla serie convergente St
] L

l 4+~ ... . 1

4 J iy

no_ 5

Pud quindi restar dubbio sulla convergenza solamente se — p/u,, finisce
per non esser mai maggiore di 1, ma ha questo numerc per limite
almeno quando 7 cresca indefinitamentie percorrendo opporiune sue-
cessioni.
APPLICAZIONL. A

1. Se nel teorema I si fa

A=1—+uzx B=1

41 Trconosce essere

lim , (1 +x)% — 1 — 1 H

g — 1 @ 58

2. Se nel corollario I11 si {a

ﬁl-_' VvT ‘+' t— + ...... + — e Vﬂ %t

s1 trova ('):

_‘[/I . V-;i_—l- V‘J’i—.l
Vn—pn—1 Vn

3. Facende nel corollario 111

= lim .

X k k k=1
fﬂ: H1+a'ﬂ +!i¢t|-!ln+ﬂﬂ ?'ﬂ-___ﬂﬂ-l_

s1 frova, ricorrendo anche al teorema I, che:

(*) D. Brasa. Periadico di Matematica per Vinsegnamento sgeondario. = Gemmalo-Febhraln 1890,
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lim . 8 =+ Qg = vvirens -[-.-:I:f 1
n = a1 T A+ Da

e se si fa q,=—n eppero @ =1, =i trova una relazione, di cui si &
fatto grande uso nelle integrazioni definite che precedetliera la sco-
perta del ealcolo différenziale (7).

4. Facendo nel corollario 1V

f;-:=ﬂ 4‘,,=9ir.

s1 trova essere
L

lim . —l// nt==1.
0. Facendo nel corollario 1V

J‘;e:—i“-(ﬂ-i-b) (A== 25) ciivnens (a4-ndb) d,=n

ﬂﬂ-
e ponendo, come s'usa,

lim . (I -+ ﬂi)n=e

si trova

1

im . —. ) (@+2) (@+20)..... (a+nb) =—

da cui si ledilce

lim ] |
" n L

6. Ponendo nel corollario IV
»

fi=nl{a=1).(Va—1). (EVE —1)......( Va=1)
‘ th=n a1

(*) ¥V, Nota In fine

1T
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e ricordando essere (°)

r/ 3
lim .ﬂ(

si trova, mediante facili trasformazioni,

a_——l)=m

n

S ,/ 1 12 1 r n—1
hm'; (1+a3) (l—l—aﬂ-i-ﬂE) . iowi o (l-|—a“+a“-[—...+ﬂ: » )
it — 1 1

la " e’

Da questa, facendo tendere & ad 1 ed osservando essere

limn . a— 1
a=—1 Tﬂ:

= 1,

come St riconosce immediatamente dallo sviluppo in serie di (1 4~ a),
81 trova di nuovo

N

. ] 1
.l_l_ﬂ]._— ’/ﬂ!:"
i e

Nora. Le origini del teorema espresso dalla

l"+2"+....+m“__ |
mR—1 n -+ 1

i
m—=aqu

gl frovano in Archimede, nel libro: De Lineis spiralibus, Cavaliers, nelle sne
Egercitationes geometricae, lo enuncia per n intero positivo. Wallis, nella sua
Arithmetica infinitorum, considern particolarmente 1'espressione

1% = 2% . w7
(e == 1),

lim . On - = 2% -4 ... W
W=t A - it . e T

= lim .

che per # > 0 non differisce, sostanzielmente, dalla precedente: dimostra che {al
1

n—t 1
Oxonine, MDCXCV); procedendo per induzione afferma successivamente, senza
darne dimostrazione, ehe cid sussiste per qualsiasi valore positivo intero, frazio-
nario od anche irrazionale dell'esponente; osserva che per 7 = — 1 il denomi-
natore, z# -1, divien zero e guel limile infinito: per n < — 1 osserva che il
denominatore discende sotto zero of eghi, intuendo sempre giustamente, afferma
che allora il detto limite & pia che infinito. Paseal ha dimostrata, rigorosamente,
quella relazione per n intero positivo qualungune,

Limite @

per # = 1,2,..., 6 (V. Johannis Wallis; Opera Mathematica,

(%) V. LagnAReR. Théoriz des Jonetions anolyligues, — Pag. 48,
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Il Dr. R, Marcolongo, nel Giornale di Battaglini 1887, la dimostras per n

l . s
= —— con m intero positivo qualungue, Osserva poi essere

TrE
1
1 12 29 4 ., " I
in . o— = ot dae = s
0

e dice d’aver cosi dimostrata guella relazione per % qualunque, escluso n = — |,
¢ forse intendeva escludere tutti gli esponenti negativi a principiar da — 1 perché

lo stesso integrale cid rende manifesto, essendo

L
_ ] Znh -1
T
: 3_?14—-1 L 8 U S
0
]_i_[D J.'Fﬂ_l_]
z=0n41 = PTnL—L

Col presente lavoro resta nuovamente dimostrata elementarmente Ia relazione,
di cui ci oceuplamo, per tuttl 1 valorm® di » maggiori di — 1, cioé per tulti
1 casl in cul sussiste perché il corollario 171 appunto & applicabile con questa

condizione, essendo
w per A> —|]

lim . nk+1! — ] » K= a-]
0 » < ]

Issendo convergente la serie

SR A= 20 L ), per o =

per & > 1, si riconosee subito che o

— & & > 1, diviene infinito dell’ordine 2 — | relativaments ad .

Yoghera, zeftembre 1300,
F. Gropoz,

ALCUNI TEOREMI SULLE CONICHE

(Continuazione ¢ find® V. pag. 91),

S. Dopo le considerazioni svolte fin qui siamo ancora auforiz-
zali ad enunciare il teorema seguente: Condotia wna lrasversale

qualungue MN ad wna conica dala, e tirale quanie si vogliono

secanti b, by, bg, ...., parallele alla tangente in N, le quali in-
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contreranno M N nei punti S, Sy, S, ..., € congiunto Sy coi punti
d’incontro della by con la curva e birata la congiungente delle
due nuore infersezioni della corica con le duwe relle che cosi si
ottengono, la qual congeungenie tnconirere la by m un PURIo
Oy, s2 ha che tulli i punii Oy che cos? risultarno sono in linea
retla, e precisamente sulla langenie in M alla curva.

Si puo di qui dedurre nn modo per costruire, senza ingombrare
la figura, la tangente in qualsivoglia punto di una conieca, nota la
tangente in mno dei punti della medesima. Infafii sia data la retta
a tangente in N e vogliasi la tangente in un punto M qualunque.
Tiro dune secanti gualungque &, ¢ parallele ad a e congiungo A, B,
punti d’intersezione di ¢ con la comica, col punio S in cui M N
taglia & e si ofterranno cofl due nuovi punti d'intersezione C, D.
Conduce poi €D che incontrera & in un punto O ed OA sara la
cercata tangente. Come si vede, le sole rette che & necessario se-
gnare sono le &, ¢ una volta per sempre.

4. B un’immediata conseguenza del teorema fondamentale que-
st altro: Se due poligoni completi inscrilli in una conica Sono
prospellwi, © punii diagonali omoleghi sono in linea rella col
centro di prospeltiva.

(Questo teorema si potrebbe utilmente applicare alla costruzione
di poligoni soggetli a cerie condizioni. Si tratti per esempio di dover
costruire un pentagono completo, i cui 15 punti diagonali si trovino
sulle 15 retie ehe uniscono un punto dato coi punti diagonali di
un pentagono corapleto dato. Basta costruire la conica deferminata
dai vertici del penfagono dato; le retie eche uniscono guesti vertici
col punto dato incontrano la comica nei vertici del pentagono do-
mantlato. Se si lascia indeferminato il punto col quale devono due
a dne trovarsi allineati i punti diagonali dei due pentagoni, allora
si pub assoggettare il pentagono che si vuole costruire ad un’altra
condizione, p. es. ad avere due vertici sopra una retta data, punti
i quali vengono determinati dalla conica circoscritta al pentagono
dato. Se questi due punti sono reali e distinti, allora esistono 20
soluzioni del problema, a seconda della coppia di vertici del penta-
gono dato a cui si fanno corrispondere i due punti considerati. Se

=
! F - i o - L - . Bt . —
L U LA e o T T Ty LN L B i T .
- " a : THi f y i o ol 1
b T r . o 4 g '
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i due punti sono coincidenti, il pentagono cercato si riduce ad un
punto, se somo immaginarii non esiste alcuna soluzione reale. Anche
nel pentagono dato si potrebbe lasciare qualche indeterminazione, ed
allora si potrebbe assoggettare ad altre condiziomi il poligono cer-
cato. Come si vede, si potrebbero moltiplicare gli esempi, ¢ non solo
per i pentagoni ma anche per qualunque altra specie di poligoni.

Si potrebbero poi avers le costruzioni dmali, mediante I"applica-
zione del teorema duale: Se due mullilaleri completi circoscrilli
acl una conica sono omologici, le reile diagonali vmologhe con-
corrono sull asse di omologia.

Un caso particolare del teorema enmnciato al principio di guesto
numero, &: Dati due quadrangoeli completi 4 B C D, 4, B, Cy Dy n-
seritti in una conica, e tali che le retie 4 4,, BB,, CCy,, DD,
concorrano in un punto S, i punti diagonali L, L;; M, M;; N, IVy
sono due a due allineati con S. Se pvi la conica si scompone per
esempio nelle rette B A, €' D, il teorema stesso si enuneia eosi: Dato
un guadrangolo completo, se si proiettano sopra un lato da un punto §
qualungue i due vertici situati sul late opposto ed i vertici di questo
sul primo, si ottiene un nuovo quadrangolo; i due quadrangoli hanno
i quattro punti diagonali non comuni posti due a due in due rette
passanti per S. Questo teorema si generalizza evidentemente in
quest'altro: Dato un guadrangolo completo, unendone tulte t ver-
tici con un punlo dalo S, e tagliando le congiungentt col sex lali,
si otlengomo 12 punti, i quali delerminano tre quadrangoli com-
pleti talz, che ognuno ha vn punto diagonale in comune col dato;
guindi abbiamo 9 puniti dingonali Tiberd, 1 guwale $0n0 noste lre
a ire sopra tre reite passanti per S.

Si potrebbero dalle considerazioni fatte dedurre le gia note pro-
prieti dei quadrangoli inscritti e di quelli circoseritti ad una conica,
ece. ece., ma non ¢ opportuno di consumare lo spazio concesso 1n
questo Periodico, per dedurre déhe proprietd gia conosciute.

Palmi, 18 febbraio 1801,
Prof. PAarATiINt F'RANCESCO.
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TEMI DI MATEMATICA

FER LA LICENZA DISTITUTO THCINICO
NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA

Estave 1891, T). — 8 Aa un cilindro circolave retto chiuso dalle due parti
da due mezze sfere e si sa che in questo solido To superficie esterna é s, e che la
sesione ottenute tagliandolo con un piano condotto per Uasse he per perimetrp
2p. Provare il raggio v e Ualtezza h della parée cilindrica del solido, e tiscy-
tere 1 risultati,

Le equazioni del problems sono evidentemente
4 4 2nrRh=35 Pnrrt 2h = 2p.

Ricavando 4 dalla seconda ¢ sostituendo il valore obienuto nelia prima, faite le
debite trasformazioni, si giunge all’'equazione di 2" grado in »:

Zr(r—2).r' — 2xp, r § = 0,

In cui & da osservare che il coefficiente di »% & pomtivo, avendosi = 3> 2. Di
gqur ssgue

wp_-f_-}/'rr!pg-—Bzr(ﬂ-—Z}.s
— .

2w (m— 2)

Ora perché r sia reale, conviene che sia = p* =25 (n — 2), od anche
PP =s.072..., dopo di che si hanno per r due valori positivi, conformi pereid
alla natura del quesito, dei quali si vedra appresso-.che uno solo aceettabile,

Sostituendo nel valore di A, rieavato dalla seconda delle equazioni fondamentali
del problema, il preccdente valore di #, si ha

— (4 — 1 Pt o 9 — 9) . .
}i:_"-]r}-——.-:r:;n-_—_ ( ﬂ:}}?-—l—}/ﬂ}] “(ﬂ 2) N
Z(nm—2)

der quali due valori quellv che si ha prendendo 11 segno — del radicale & da

rifiutare non potendosi supporre negativa 1'altesza h, onde resta & scegliere il va-
tore cerlamente reale di

h__V?t"p‘*——E:r(n—E!J.ﬂ—— (4 —mx) .p
o 2(m —2)

dietro 1'ipotesi che sia P —2x(m—2).5 > (4 — 7)? .p° 0 pt >4£-3,

equivalente & p* > 5. 0,78...., non essendo il caso i prendere b= 0, percheé
allora uno degli elementi dati dall'enunciato sarebbe superfluo,
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Dopo c10 il raggic » e l'altezza A della parte cilindrica del solido sono dati da

ﬂ_p——VﬂEPE—E'E(ﬂ—E).S

"= 2wt — 2) ’
Vﬂ*p*—?ﬂ:(f:-—ﬂ}.s—-[’Ji—»w).p
A= 2(m— 2) ’

' . . . K
con l'unica condizione p® > 5 - 5

X opportuno osservare che dato p non esiste valor massimo per s e data s

non si ha minime per z.

Esrare 1891, 1I). — Dal vertice A di un triangolo ABCQG, ¢ cui lati sono
dati, condwrre al lato opposto BC una retta AD, in modo che wguacdrato di
A D sia equivalente al rettangolo dei segmenti BD, DC del lato BC., Caleolure
uno dei segmenti, e discutere i dati e il risuitato.

Soluzione algebrica. — Condueasi da A D'altezza AH relativa al lato B
Supposte che D sia un punto interno a B € dai due tmangoli ABD, ADC, si ha:

AB'=AD'+BD*F2BD.DH, AC =AD"+ D +20C. DH
Moltiplicando i due wembri della primae nguaglianza per D O, guelli della seconda
per B D, poi addizionando segue:

AB' . DC+AC: . BO=AD*BD+DC)+ BD. DC(BD -+ DOy,
AB'. DC—HAC'. BD= BC(AD + BD. DE) v i ... [1]
Che se poi fosse D csterno a B O, si avrebbe invece:

AB*=AD*-+BD' L 2BD.DH, A= A -+ DC*X2DC.DH.
Moltiplicando, come dianzi, i dae membri della prima uguaglianza per D e
quelli della seconda per B D, poi sotiraendo, rieavasi infine :

AB' DC—AC*. BD=+ po(ap*— BD.DC)(). . ..[2]

Posto cib, sia BC=—=a, UA=0b, ADB — ¢ ¢ si gssima come ineognite il
segmento B D=, Dovendo essere, per dato, AD°— BD . DC, dalla [1] =i
deduce immediatamente I'equazione di 2° grado
¢ la —az)+bPr=2ax (a — x)ovvero 2 a o -+ (2 — 2 2a')e +act=—,
Risolvendo rispetto ad =, si trova, dopo faeili trasformazioni

2 a? 4 ¢ hfiy[{l/fé_.n-_[-*c)?—bi] [(V2.a— e

b2]
4 n )

W —

Avendosi necessarizmente }/E' .@=¢ > b, poiché a +¢ > &, perché @ sia
reale conviene che sia P2 . ¢ — ¢ numericamente maggiore di b od ngoale a
b. Quando questa condizione & verificata 1 valori della risultano poi posilivi:

(¥) Le relastuni (1] e [2] esprimono precisamente il teorama di SrEWaRT.— V, BauTzgr: Plani-
mebria, § 14,90, — Benvaccomi: dlgebra, vol, T, p.102. — Thmy: Applications remary, du Théordme
de Stewart, p & el 6,

Si pud osservare che la [3] ¢ deduocibile dalla [1] cambiaudo segno ni segmentl 2D o B 0,
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ed invero in tal caso (P2 .a—e)? = B® e quindi 2 a® 4 ¢® > bP: il problema
ammette cosl due soluzioni a cul corrispondono due punti interni a B C.
Ricorrendo alla relazione [2], questa formisce 1'equazione

+ ac?

¢ (@ 4-a) — ¥z — 0 donde w = T

Dei due segni per =z & da scegliere il 438 ¢ > b, il — se ¢ < b. Nel 1.” caso
D & dalla parte di C, nel 2. dalla parte di B. Esiste dungue un punto esterno
a B € ed uno soltanto soddisfacente al problema, a meno c¢he non sin b= c.

Osservasione. — Il problema smmetie in generale tre soluzioni: due ecorrk-
spondenti & punti imterni di B, una ad un punio esterno. Le soluzioni pos—
sono ridursi a due, ad una soltanto o a nessuna. Sono due guando b=rc e
}'2.a— ¢ &in valore assoluto maggiore di b, oppure quando b Zce P2 .4 —
e=0 mase bSce P 2.a—c¢ & in valore assoluto minore di b, oppure
quando b—=—¢e ¢ }/2_.::1—3-_—0, finalmente nessuna se b—«c e VE_.a—c
¢ numericamente inferiore a b.

Soluzione geometrica. — Circoserivasi un cerchio al triangolo ABC e da
A condoezsl pna tangente al medesimo ad 1mcontrare B (' in D, il punio cosi
determindato, esterno a B €, soddisfa al problema, ed inverc st ha evidentemente
AD*=—BD.CD. Per trovare poi i punti inlerni 8 B (¢ ohe risolvono il que-
gito, detto O il centro del cerchio A B €' e descritto il cerchio avente per dia-
melro A O, 1 puntl in cui questo lncontra B € sono quelli ricliesti E chiaro
infatti che il cerchio A O & la fisura omotetica al cerchio A B € con centro di
similifudine esterna nel punto A e eol rapporto di similiftudine 1 : 2, {alché le
due corde del cerchio maggiore che passano per A e pei punii d'intersezions
rimangono divise da guesti punti per metd ed il quadrato dei segmenti che da
A vanno 8 questi punii & equivalente al reltangolo dei segmenti in eni i1 me-
desimi dividono ordinatamente B C.

La tangente per A al cerchio A BC ¢é parallela a BC quando AB —= AC.
Il problema ha poi due solozioni, una o nessuna riguardo al cerchio 4 0, se-

condo che qnesto tagha, ¢ tangente, od esterno a B C,

A. LuaLl,

ALCUNI TEMI DI MATEMATICA

PROPOSTI PEHR L.A LICENZA LICEALRE ()

g e T G o G gy ol gl

1. Inserivere in un cerchio dato un triangolo di cui son dati un angelo e

In lunghezza della bisettrice di gmest’angolo,
2. Dimostrars che, affinché le due equazioni

Bt yprdg=0, P+pr+q¢g =20

(*) La redazione del Perjodiec sard grata a quel Signorf Presidi e Professori di Liceo che
vorramno inviarie | teml di matematica proposti per la lieenza, per rendere la presenles cullezione

la pin completa posaiblie.

¥
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ammettano una radice di comune, & necessario e sufficiente che fra i coefficienti
o G p s ¢ abbia lnogo la relazione

(G—aY=@—2)(pg —p'q);
e quindi risolvere le seguenti due equazioni
2 — 190+ 30a® =0, «* — 390z —4=70a° — |

3. Gostruire un triangolo tale che un suo lato e la bisettrice dell’ angolo
opposto a quesio lato siano eguali a due segmenti dati, e che il rapporto degli
altri due lati sia eguale a quello di altri due scgmenti dati,

4. St & costruito un tronco di cono circolare retto avente per altezza e per
raggi delle sue basi (fra loro parallele) i raggi dei cerchi ex-imseritti COITISpON-
denti rispettivamente all’ ipotenusa ed ai due cateti di un triangolo rettangolo.
Fssendo § T'area di questo triangolo, ed m il rapporte tra il volume del nomi-
nato tronco i cono ed il cubo della sua altezza, caleolare i raggl del cerchio
inseritto e dei cerchi ex-inseritii al friangolo retiangolo di area S.

Prof, S. Gar,

5. Se in un t{riangolo rettangolo si descrivono i due mrchi che sono tan-
genli all’ipotenusa ¢ sottendone i cateti, essi archi sono fra loro tangenti e le
protezioni dun punto qualunque dei medesimi sui tre lati sono vertici 'un altro
triangole rettangdlo.

6. Le somma dei perimefri d'un quadrato ¢ d' un triangolo equilatero &
a m. e la somma del quadrati degli apotemi dei medesimi & b mgq., Calcolare
1 labl del quadrato e del triangolo.

7. Costruire un trapezio che abbia 1'altezza, le due diagonali e la differenza
delle basi eguali, rispettivamente, a quattro segmenti dati.

8. Due sfere dividono il segmento che unisce i loro centri in partl propor-
zionali ai numeri 6, 9, 11 e la somma delle loro superficie e eguale a quella
d'un cerchio che ha raggio di 2 m.. Caleolare i raggl delle due sfere.

Prof. F. Giupice.

Y. Formarc una equazione di 2" grado le eui yadici siano sestuple di gyuelle
della equazions

g
®* — — w4 2=0.
2

10, In una progressione aritmetica il 12° termine & 40 ed il 22° & 70.
Trovare il primo termine, la ragione e I somma dei primi 12 termini.

11. Sis un triangolo equilatero A B (': si divida il lato A B in tre parti
egunali AD, DE, FB, il lato BC in tre part: eguali BF, FG, GO, il lato
CA pure in fre parti eguali CH, AK, KA, e si tirino DK, HE, FE. Dimo-
strare che I'esagono DEF G HK & regolars.

12, Sin un triangolo BA C: si divida il lalo BC in due parti 8D, DC
In prima delle quali sia doppia della secondn: si tiri AD e sidivida anche AD

18
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in due parti DE, EA la prima delle quali sia doppia della seconda; infine si <
conduca la retta CE e la parallela ad essa pel punto D e siano F, G i punti P
5

in cui queste reite incontrano il lato AB. Dimostrare che dei segmenti B G,

GF, FA ciascuno & doppio del seguente,
{Continua). Prof. L. Bosi.

e — = R

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

il e

Un teorema sul triangole. — Sia A B C un triangolo qualunque, 0 il
suo ortoeentro, 4 e B dne punti del suo piano. La perpendicolare ad O B’ econ-
dotta da A', e la perpendicolare condotta da B’ ad O A’ si taglierznno in un
punie €’ e sarh A" B " un trinngolo che avra lo stesso ortocentro del trian-
golo A B C.

Come si vede, di guesti triangoli ne esistuno infiniti, e si deduce molto fa-
cllmenie che il loro numero deve essere finito, se un vertice & assegnato, ¢ gli
altrl due deyono cadere in due reite date, uno per ciaseuna,

Mi propongo, in questo breve lavoro, di delerminare quelli di tali triangoli
¢he sono iseriffi nel dato triangolo, e di ciascun de' quali un vertice cada nel
punfo A’, piede dell'altezza 4 A,

In tali triangoli il lalo B' € risullert necessariamente perpendicolare ad
A A’y e tagliers A A’ in un punto H, che io suppongo rispetio ad A’ situato
dalla banda opposta a quella in cui si trova A,

Pongo

i 11
B L P L] i
1. m g aluba s =
i

HB =2 HA =y, HC =3:
ang. B A'H=f=uang. 0" H; ang. O A'H =+ = ang. 0B II;
ang. CAA' =, ang. AAB=u'; AA =h 04 =m.

Allora si ha;

o=y Lz B, Y=z b B,
do ema
& Y

Y - m 3

mplire
e=(y+htgw; z=(@y+h)iga.

Da queste fre ultime equazioni si deduce :
(fgatge — D+ Rhtgatga —m)y - tgatga = 0.

Trasformo quests equazione. Si ha, indicando con R il raggio del cerchio circo-
scritto al triangolo A B ('

OA—2RcosA, OA =m=—2RcsBeos(, h—2 Rsen BEsen (:

S A'C  bewC , ___ ccosB o e beeos BeosC
ga— E — 3 ig « T fgatpa’ = 7 .
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Sostituendo si ottiene:

(bccusﬂuuﬂﬂ )
1| y?

2bccos Beos C
he

h
beceos Beoa C—I(,

2 R cos Bnns()')y-i-

Inoltre
— 2Rsen B, c=2RsenC
heeos B eos € cos A
h® — sen BsenC
2 bc cos ooz (0

— 2Rceos Beos OC—=—2 R cos B oos (.

I

Sostituendo e ridocendo rTisulia

cos A.y* — 2R cos B cosC senBsenC | y
— 4 R*sen®BsenCoosBeosC=0 "~ """ ' [1]

Questa equazione d4 due valori per y, ai quali corrispondono due valori per
@ e due per z. Gos: in generele per ogni iriangelo A B C esistono due trinngoli
seritti ed isp-ortocentriel eol trinngolo dato, per ciascun dei quali un vertice cade
nel piede A° dell’'aliezza AA'. 13 dird i due triangoli isc-ortocentrict iscritii,

Cerco in ¢uali casi le due soluzioni ora indicate esiztono realmente,

La condizione di realtd delle radici della [1] é&:

cos BeosC(cosBeosCH4dcosd) =0, . .......[2]
A = 90°.
In guesto caso il coefficiente di y® si annulla; upa delle radici diventa in-
finita, e 'alira si ridues a

— 2 Rsen Bsen (= — A,

cioé i duoe triangoli isp-ortocentrict iserittl si riducono al iriangolo dato e ad
un altre triangolo che ha due veriiel all'infintto. Cosi =i ha:

Non esiste alcun briangolo fsp=oriocentrice con wn dato trigngolo retlangolo
e weritio in esso, per il quale un vertice cada nel piede dell’ altessa relativa
all'ipotenusa.

A L 90°,

Se B e O sono angoli acuti, la condizione [2] si riduce s

cos Beos C~~4deps A = 1,
»
Ciome inequazione essa ¢ sempre soddisfatta, come equazione & impossibile,

Si ha cosl:

Pygr ognit triangolo acutangolo 1 due triangoli iso-ortocenirici iseritli esistono
sempre, e sono distinti, 1 lati B Q7 di questi dwe triangoli somo sempre da
bande opposte rispetto al loto B C.

Quest'ultima proprietd risulta da cid che in questo caso le due radici della [1]

sono di segni contrari.
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Se uno degli apgoli B o € ¢& ottuso, e questo sin p. es l'angolo B, posto
B =180 — B, la [2] diviene

¢os B' cos C (4 cos A — cos B cos () < 0,
ciog
4cos A — cos B cos O < 0,
oppure
dcos B cos C 4-4sen B son C < 0
che & huopossibile,

Se B & retto si perviene ally medesima conelusione.

Si ha percid:

Per nessun triangolo rettangolo od ottusangolo esistono i due triengoli iso-
ortocentrict asorith, guando il vertice fisso debba cadere nel pede ar una delle
altesse condotte dai vertici degli angoli aculi.

A > 90"

In questo caso gli angoli B & € essendo neceszariamente acuti, la condi-
zione [2] potrd scriversi:

cos B cos @ -} 4 cos A = 0,

che =1 ridnee 5 S

3 .
ig B igC = —4— ............... [3] :‘

Pongo
B+C=¥ gB=wu 1igM—=ny. 2

La condizione [3] diviene

— ut
Ppu —un :}i‘
I t+pu — 4

da eui
che si pud serivere

(H F-F-Vp“—ﬁ)(u p—Vﬁ*-—*ﬁ)éﬂ ]

8 8
Gonsidero ia (4] come erjuazione. Intanto i due valori di y saranno ez unli.
Se p=4 /3, si avra

7 I —_
H_B—2V3=tg3

. | R—
e risulterd puwre tg € — —1" 3, cioé:
| -
B=C =ang. ig _E_VS = 40" 53" 36" ...

1., _ 12R
ed y = = Dungue :

Di wtti i triangoli isosceli oitusangoli ve ne ha un solo per il quale i due
briangoli ise-ortocenirici iscritti, quenti il vertice fisso nel punto medio della
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base, sono reali e coincidenti, e tale triangolo ¢ quello per il quale lo tan-

1 e
gente trigonometrica di uno degli angoli alla base siu ?}/3.

Se &6 p>4 P 3, ciot tg (B4 C)> 4 373, cioé ancora B4 € S 81° 47"
12% la [4], che si sta considerando come equazione, A :

tg M+ 3 tg? M — 48 B —BM— gt — 48
R S E

Galcolando 1 corrispondenti valori di (7 si ha;:
tg C, =tg B, tg(C,—=tg B,

tgﬂ'l —

Dungque:

Di tutti @ triangoli ottusangoli per 7 quali sia B L G > ang. ty 4 Vﬁ:
assegnata e somma B+ C, ve ne sono due soltanto per i quoli i due trian-
foli isoe-artocentivel iseritti risultano reali e coincidenti.

Per valore di # si avrd in guesto caso

Heos Beos Csen Bsen ¢ Rsen 2 Baen 2 (!

y = — 4

cns A 4 cos A

Considero ora la [4] come inequazione.
La condizione p* > 48 & necessarta. Se essa & verifieata, la [4] da per tg B
la segunente limitazione:

\g M —I—-Vtg‘-‘M-—dB>t”B>tg M —}/t_gﬂﬁf_tlﬁi
8 ; 8

Assegnando a tg M un valore superiore a 4 }/E cioé all' angolo B == C
un valore maggiore di B1®° 47" 12", la precedente limitazione da due limiti fra
I quali deve essere compreso l'angolo B. Cigé:

Per tutti 1 triangoli ottusangoli per i quabi sia B 4+ GC  ang. tg 4 VE
t due iriangoli iso-ortocentrici iscritti non esistono.

Visono infiniti triangoli ottusangoli per i guali essendo B =4 C > ang. tg 4 V'3,
uno i tali angoli si pud scegliere ad arbitrio fra due determinati Limiti, e per
ciascuno i questi iangoli i due triangoli iso-ortocentrici iserithi  esistono e
sono distmti fre lovo.

Raceogliendo guanto fin qui si é detio si ha:

A==B0" , . . . e e Nessun triangolo.
A < 00 B<90, C<O0° ., v i v v s i Due triangoli.
’ B0 EF 00 e 06 05 0 s s e o s Nessun triangolo.
1 —
B—=C=ang tg > ]/ 3. . ORISR Un triangole
BC<angtgd p’3 . .. .. ... . .... .. Nessun triangolo.
tg M+ *M—48 -
tg B = Lo £ Un triangolo.
4> 90° 5
1975 g M+ 3/ te? M — 48
B C=M >ang.tgd /'3 L
- gdp/ 2 > tgh >

tge M — J tge* M — 48 _ _
VBE Due triangoli.
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Osservazione. — Se il triangolo A B € ¢ equilatero, I'equazione in y diviene:

2y —hy — =0

h
che ha per radiei |- h ¢ — 5 51 pud cosi nolare il segucnie caso particolare:

Per ognt triangolo equilatero i due trigngoli iso-ortocentrici iscritti esistono
g sono distinti, Questi due triengoli sono il triangolo ortice, e l'altro ha il lato
B’ G’ distante da B G di guanto A dista da B C stesso, ma dalla parte apposta.

N, CATANIA

E. LLCAS. — Bur les théorémes énoncés par Fermat, Euler, Wil-

son, Staudt et Clausen. (Mathesis. Janvier 1891).
Osserva che, se e be.... sono numeri primi diversied % By ....

g=a%. P, Y. . ... A—a+B+v4....

ot . (a%i0) — 1)

¢ divisibile par g tofte le volte che o & iutero, = (¢) indicondo il numero dei
numeri primi con g ed inferiori a g. Valendosi di questa sua generalizzazione
nlferiore del feorema di Fermat generalizzato da Eulero, dimostra che se &

n—A=hk.o(g) 4+~

inteisl ed &

il prodolto

suasiste la
¥ == s:r+l (mod. g)

per cut analoghe relazioni sussistono tra le differenze, in particolare la

e —1 A
AT S == A’ g {med. g)

Gon fuesta relazione, valendosi anche della nota fermola

aj‘_"o”"‘zq-,_l;ﬁ*“—c;_l.(p—zf’_l-g-.....—f,ﬁj. P gt

dove p & numero primo, dimostra il teorema di Wilson.
Mediante la stessa relazione, valendosi anche della {ormola conoseints

Ay
n— 1

B = ‘;’ : f; i—'* o= (— 1),

dove & Ay, = AY0", dimostra la relazione di Stauwlt e Clausen

B — A 1 I 1
o — 2 b c LR I ]

l
4
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dove » deve prendere il valore I e tutti i valorl, positivi, pari cioé tutti i valori
per 1 guali é diverso da zero Byr, numero n™° di Bernoulli: 2 b ¢ seriases B BONO
tutii 1 numeri primi che diminuiti di 1 danno divisori di #. E Ay & un intero,

F. Giupics.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
80, 81% 82% 83, 85, 86* 87* 88" 89 e 90*

— - - T

80. Risolvere 1'equazione
B dad 20 — 408 — 4 — 2 43 =0,
(D. Besso).

Soluzione del Sig. Prof. E. Sadun.
Poiché la somms algebrica dei coefficienti nel polimonio P®), che ne costi-

tuisec it primo membro, & uguele a zero, Pi®) & divisibile per @ — 1, Ma si pud
riconoscere facilmente se il polimonio stesso ¢ divisibile per @®* —1, «? — 1, ece,.
(V. la mia nota: Condizioni di divisibilith...... Periodico: Anno III, pag. 120).

Se st dispongono i coefficienti su due linee, come appresso, serivendoli ordi-

natamenie in eolenne contenenti due termini

] 2 —4 2
1 —4 — 4 3

dall'osservare che la somme algebrica dei coefficienti di ciascuna linea & diversuy
da sero, st conelude che PO) non & divisibile per @ — 1 (cih che potreble e
dursi anche dal notare ohe il polimonie uou £ divisibile por @ == 1), Lispionendo
mvece i coefficienti su tre linee nel modo seguente

1 —4 3
1 —4
2 —2

»
si verifice che la somma algebrica dei coefficienti di ogni lines & sero e questo
prova che P8) & divisilile per «* — 1, Fatta la divisione risulls

PO = (% — 1) (x* + 42 4~ 200 — 3),
Osservando poi che @3+ 4% 4+ 22 — 3, ammette il divisore - 3, si ha infine

PO=(@—1)(@+3) @ +a—1) =z — 1) (443 @+ 2+ 1) (22 4+ 2— 1),
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Le radici dell'equazione proposta seno in CONSeguenza

, —s, V=3 =L~ 4.3

Soluzione del Sig. Prof. G. Rozzoline.
Poiche la somma dei coefficienti ¢ 0, I'equazione ammelte la radice 1, Diyi-

dendo per & — 1, si ha
2 - 0wt - Ted — 32 —p— 3 =100

Evidenitemente questa non ammette per radice 1 né — 1, come si vede facil-
mente cambiando @ in — w. Percid le sole radici razionali da provare sono

-+ 3. Provando 4 3, si la sucesssivamente — 3 + 3 — — l, —1—1=~2,
che non essendo divisibile per 3, prova che 4~ 3 non é radice: tentando con
— 3, si ha lo schema

1 5 7 3 —1 —3
—] w=® =] 0 =1 ;

0 3 6 3 0 —a.

donde si vede che — 3 & ypadice, e che l'equazione che rimane a risolvere & .‘"_fjj:'
2!+ 2272 - 1 =0, J.

Facciamo sparire da quest’ultima, come si usa, il 2° termine, ponendo =
¥ — 0,5. Col metodo di Horner si ha il seruente schema

| 2 ] 0 ]
—05 , —075 —0,125 0.0625
] 15 025 —0,125  — 0 9375
=05 —05 0.125
1 — 0.95 0
— 05 —0,25
1 0,5 — 8,5
—05
1 0

donde 'equazione y! — 0,592 — 0,9375 =0, ovvero

16yt — Byt — 15 =0,

11 ewn diserimi : ; B+ 16.2
1l el diseriminanie & 82 -4 . 16. 15 = 16*. 1, ¢ pereid y === =

[ +4 -1+ 35 —14+3/—3
= -+ V 2__ . Cosl si ha infine @« — — —2 J/ = _EP/ )
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Si vede di qui che il 1° membro dell’ equazione proposta é decomponibile
nei quattro fattori razionali @ — 1, = =+ 3, B4 1I, vt —] ().

Soluzione del Sig, @. Santorelli, alunno del R. Istituto teenico i Napoli.

II primo membro della proposta equazione pud suceessivamenie trasformarsi
nel modo seguente:

m5+3$"+x5-—|-3.1:’—m‘——3:r3-—a:'*—-3:r?——aﬁ-—3:.::-I—.r+:::—|—-3=
ﬂ:“(.-'r:+3}+.1="{:::+3)—:r“(z:—}-3}—:s‘(m+3)—m{m+3)+r+3:
(e 3) (27 = 2! — 27 x“—m*+])=(:1:+3}[;c"{m"+z~l}—(a:'-’—l—:r: ==

E+3)@—1)(x+e—1)= (z+ 3 @—1 (@4o+1) (@242 — I):

percid V'equazione slessa si seinde nelle alipe:

o4+ 3=0, - ] =0, 2 -1 =10, el — =10

le eni radici sono rispettivamente

3 ] PT_]TL—_I/__—"S__ _liV%’_ "
9 : 5 . 3 (")
Bl'. Verificare Veguaglinnsza
tang 20" . fang 30° . tang 40° = tang 107,
(D. Basso).

Dimostrazione el Sig. A. Ognissanti. alunno del R. Liceo di Bari,
Si ha;

tang 20°, tang 40° = 2sen 20" . sen 40" cos20° — cos§0° 2008200 — ]

Zeor20° . cos40” 0320+ cos B0 2 ooa 20° F 1 !

s1 ha pereid:
sen 30° 2 cos 20" — 1
o 200, tang 30° | 4 == =7 Y,
g 20 . fang LEng:e eos 30° 2eoes 207 4 1
2 sen 30" cos 20 — sen 30° sen 90" < sen 10° — gey 300 .
2 cos 30° gos 20° 4~ cos 30° T cos 5O —+ eos 10" 4+ cos 30"

sen 10" -+ 2 sen 10" cos 40° sen 10° (1 ~+ 2 cos 409 6
c08 10° 4+ 2 cos 10° cos 40° — cos 109 (1 =42 cos 40% = tang 10

#
Dimostrazione del Sig. 8 Mareasi. alliove delta R. Accademia Navale dj

Livorno.

|*} Bolnzioni di questa nuestione pervennero anche dal Sigg, Yrof, 5. Catania, 4. G:uffra, 1.
Mariscolti, P. Palatini, @, Eiéboni, &. Russgo, F. Faggi.

(*%) Solugioni sostanzialmente analoghe vemmere inviate da 4, Puldassarre (alamne del R,
Ist. tec. Barl), 4. Coci e A. Porna (K, Ist. tee XNapoli), F. ¥ariantoni (K. Universita Roma), 4.
Ogmissanti (R. Lieeo Barl), D. Taverna (R. Liceo Catanzaro),

19
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zione [2] nelle quali il valore della y non supera ¥ N, soluzioni fon-
damenialz.

TEoREMA. — 1 valore di y nelle soluzione minima dell equa-
siond [1] e [2] non supera il limile V' N.

L'applicazione éhe di questo teorema puéd farsi alla risoluzione
dell’equazione [1] & evidente. Si daranno alla y dell’equazione i sne-
cessivi valori 0, 1, 2, 3, ecc., non superando 7'N. Se uno di tali
valori rendera (e® 1) y* + N quadrato perfeito, e sard il primo
che soddisfera a questa condizione, si ayra in esso il valor di y per
la soluzione minima della [1]. Se no, si concludera che 'equazione
¢ impossibile in nuweri interi. Similmente dicasi per 1'equazione [2].

Heeo pertanto la dimostrazione del teorema. — Sia (2, y,) la
soluzione minima dell’equazione [1]. Evidentemente, @, > ay,; ed &
fucile verificare che il valore positivo ¥, = &, — ay, conviene, come
valore di y, all’equazione [2]. Si distinguano pertanto i due casi:

2 e+ 1)y o< (a41)y,.

o 4 .N- w ]
Nel primo caso si avra: y, < l/— Nel secondo caso si pud
== 2a

dimostrare che Y, valore di y per 1'equazione [2], non supera il
limite N e che, per conseguenza, il valore di y nella soluzione
minima dell’aquazione [2] non olirepassa il limite medesimo. Infatii, se
Y, superasse ¥ N, detta (X, Y,) quella soluzione dell’equazione [2]
nella quale y =Y, sarebbe X > 2 ¥, perché guesta condizione
equivale all’altra: ¥ > F/N. Per conseguenza X, — aY, sarebbe
(uantita positiva. Ma, com'e facile verificarc, essa & anche valore
di y in una soluzione della [1]. D'altra parte, X, < (@=-1) Y, per-
che questa disugnaglianza si traduce nell'altra: {@ =~ 1)? Yo'+ IV >
(@® <= 1) Y7, evideniemente vera. Percid X, — a Y,, quantith minore
di ¥, sarebbe valore di y in una soluzione della [1]. Questequa-
zione ammetterebbe dunque un valore di y minore di Y, cioé minore
di &, — ay,. Ma, per ipolesi, @, — ay, £ y,. Per conseguenza, quel
valore di y sarebbe anche minore di Y¥,» Dunque l'equazione [1]
avrebbe una soluzione nella quals il valore di y sarebbe minore di y,,
e percid (.. y,) non ne costituirebbe la soluzione minima, contro
1" ipotesi.
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Rimane cosi dimostrato che, quando il valore di y nella solu-

zione minima della [1] sopera il limite l/ ;

==+ il valore di y nella

soluzione minima della [2] non supera }N.
Intanto ne risulta che, in ogni caso, il valore di ¥ nella solu-
zione minima dell'equazione [1] non supera F/'N. Infatti cid & evi-

dente quando il detto valore non supera l/% Supposto ch’esso

superi questo limite, dicasi (@, y,) la soluzione minima della [2].
Si & gi dimostrato ehe y, < P'N. Si consideri pertanto la formola
ay, — x,. B facile verificare che, per essere y. < V'N, essa rap-
presenta un numere positivo o nullo, e che inolire questo numero

¢ valore della y in una soluzione dell’equazione [1]. Ora:
ay,— @, < VN,
perche questa disugnaglianza si traduce nella
v 422, VN >0,

evidentemente vera. Si ¢ adungue accertato che il valore di y nella
soluzione minima della [1] non supera mai P/N.

Resta a dimostrare che anche il valore di ¥ nella soluzione mi-
nima della [2] non supera P/N.

Sia (2, ¥,) la soluzione minima della [1]. 11 numero positivo
&, — ay,, valore di y in una soluzione dell’equazione [2], non su-

pera ¥’ N. Perché la condizione

@, — ay, _<': ;,,"E
equivale all’altra:

v < Ray, VN,

la quale & soddisfatta, perche y, <P/ N, come fu od dimostrato.
Per cid che concerne le formofe generali di risoluzione delle
equazioni [1] e [2], occorre premetterc le seguenti osservazioni.
1. I valori della y appartenenti a soluzioni dell equazione
[1] st derevano dalle soluzioni (X', ') della [2] mediante la for-
mole y —=ay 4+ x', se y non supera VN, ¢ medianie la Jor-
mola y =ay —+x', se y" supera V'N.
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Sia infatil (zy, y;) una soluzione dell’eguazione [1]. Si ponga:
2y = ay,—+ h, essendo A positivo, perché =z, > ay,. Sarh identi-

camente:
(@ay, + A — (a° + 1)y} = N,
Dalla quale;

yw=ah+¥ (@+1)1 —N.

Essendo ¥, un numero intero, la gquantitd sotto radice dovri essere un

guadrato intero %% Percio
Y1 — ﬂh i k:

detta (%, A) una soluzione dell’ equazione [2]. Naturalmente, dovenclo
9y Tisultar positiva, se & supereri al, se ciod sarih 2 > VN, farh
mestieri scegliere 1] segno positivo pel secondo termine. Ma se & non
supererd ah, se ciot sarh A < ¥'N, o che si scelga il segno posi-
tivo o il negativo, la formola e/ -+ & dara sempre il valore di y in
una soluzione della 1]

2.° T valori v’ della v, appartenenti o soluzioni (X', y') della
equazione [2], e per ¢ quali X' > ay, st derivano dalle soluzioni
(X1, ¥1) della [1] medianle la formola

;}’J:ayj _'{_-El-

Si tralascia la dimosirazione, perché analoga a quella che valse
a stabilire il principio precedente.

TeoreMA. — Iniendendo per (x5, v,) una soluzione fondanien-
tale qualungue dell’ equazione |2, ossia una soluzione nella quale
Y, NOR SUPEre V'N, e per k un indero positivo o nullo, helle le

soluzioni (x, y) dell'equazione [1] saranno date dall’ eguaglianza

y V41 4x=(y, ¥Va® 4+ 1-+x) (Fa2 4 1 4 a*+3,

quando si wguaglino fra loro le parli razionali e i coefficienti
di ¥'a® + 1 de’ suoi due membri.

Sia infatii (2, y,) una soluzione qualungue dell’ equazione [1].
Per la prima delle osservazioni fatte dianzi, si potra porre: gy, =
ay =+, cssendo (2", y') soluzione della [2]. Cid premesso, & facile

ricavare quest'allra vguaglianza :

MV 14+m= gy V41 +2YV a2+ 140a).
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Pertanto, se &' non supera ay’, se cio¢ y° non supera V' N, il
teorema & dimostrato. Nel caso contrario, non si dovra porre il
segno negativo innanzi alla & del secondo membro, perché y, non
potrh avere la forma ay’ — «'. Di pin, per la seconda delle osser-
vaziont che furono premesse, si avrd: ¥ == @ yy -+ &y, essendo (Yo, 2%)
soluzione della [1]. E conseguentemente:

Y VA1 =y Vet + 1-+a) (Va1 +0).

D’alira parte, per la prima osservazione, ys=— ay, -+ «;, 0OVVero:

o VB =1 =@e = (1 Va2 +1+a) (Va4 1 + a),

essendo (27, ¥} soluzione della [2]. Dungue:

Va1 4oy = Va4 1tm) (V414 af

Se @y non supera azy., il teorema & dimostrato, perché 4, < V' N.
Nel caso contrario, si dedurro ancora che

Va4l 4o =V + 14z (Va4 1+ a)f,

essendo (273, ) soluzione della [2]. Eec.. — La potenza dispari di
Vat+1-4+a, moltiplicatrice nel secondo membro, non potendo cre-

scere indefinitamente, perche il primo membro e finito, dovra linal-

mente aversi:

nVae+14a=y Va4 1+a)¥ a4 14 af*+?,

essendo {a, ¥;) tal soluzione della [2], nella gquale 2 < @yl o, cio
e’ lo stesso, y, < VN ().
Osservazione,. — Slano

(@ ¥) (@as 9s) oo v-o (2,05 Ym)

le soluzioni fondamentali dell’eqifzione [Z2], dispeste in ordine cre-
secente per rispetio ai valori della 2 e della 4. Per oitenere le sueces-
sive soluzioni dell’equazione [1] disposte in ordine crescente, nella

(*) Che pol la x; e la ¥, forulle da questa nguaglianza costitnisenne una soluzlone dell'aqua-
zione [1], sl dimostra col neto espedienta di moltiplicare I'egunglianza stessa per quella che se ne
iterivn enmbinndo 11 segpo del radicale.
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formola

y Vi1l gao=WVaE+1+a)¥a 414 apt

si porrh prima 2=—10 e si daranno successivamente alla 7 i valori

m, m—1, m—2, .... 1, caleolando col segno — davanii alla x,.

Poscia si daranno alla 7 1 successivi valori 1, 2, 3, .... m, calco-

lando col segno -+ davanti alla x;. Si porrd in seguito k=1, ¢

gquanto alla 7, si seguirh la stessa norma che per 2= 0. Ece.
Esempio. — Debbasi risolvere l'eguazione

o — 20 y* =200,
Le soluzieni fondamentali dell’equazione
@ — 26y = — 209,
quelle ciot per le quali y < 7209, sono (5, 3) e (21, 5). Pertanto

le soluzioni dell’equazione proposta, disposte in ordine crescente per
rispetto ai valori delle incognite, verranno date dalle formole

(5 726 — 21) (726 4 5)*+1; (3 /26 — b) (VEE 1 B3R+
(3 /264 5) (126 -+ 52, (5726 4 21) (F/26 4 yF*+1,
facendo in esse successivamente £ — 10, 1, 2, ece.. Saranno adunque:
(25, 4) (53,10) (103, 20) (235, 46) (2315, 454) ece.

TeorEMA. — Inlendendo per (X, ¥,) una soluzione fundamen-
lale nualvngue dell’ equazione (2] e per K wun ilerc positive o
nenllo, wile le soluzioni (X, Y) dell eguazione [2] st sricaveranno

per mezzo dell equagliansa

Y Vﬂg—l- 1 —]—K:(y; I’/ﬂ.s—l—l i Kj) {Vﬂ.ﬂ T IL)ﬂk.
(Questo teorema & nna conseguenza immediata del precedente.

Perché tra le soluzioni (2, y) dell’equazione [1] e le soluzioni (X, Y)
della [2] esiste la relazione:

yVat+ 142 = (YVa+ 14+ X) (Va4 1 +a)

com ¢ faecile verificare. (r. F'rATTINI.
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ALCUNI TEORENI SULLE CONICHE
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1. TeoreMA: Dala wna conica e dwe fasci di ragqgi col centri
pispellivy ner punti O, S, se congiungiamo t punti, in cui ciascun
raggio di wno der fasci (p. e. di quello col centro in 0) inconira
la conica, col ceniro (S) dell'allro, ed wmiamo fra loro { second:
punti d'imcontro della curva con ogni coppia di ragg: che cosh
st otliene, risulla wn allro fascio di raggi che ha il centro (O
siluntlo sulla rella SO e che & prospettivo al fascio che ha 3l
centro 1 Q.

Dimostrazione. — Sia PO un raggio del faseio 0, R T il
raggio da esso dedotto mediante la costruzione indicata nell’enun-
cialo del teorema; questi due raggi, per un notissimo teorema, si
incontrano in un punto A4 della polare HK del punto S rispetio
alla data conica. Tirlamo M S e consideriamo i quattro raggi M P,
MK, MR, MS. Se si pensa ora che B Q, PT s'incontrano in un
punto - i HK e sl tien presente la costruzione ordinaria, per la
quale, dato un raggic di un fascio, si determina il raggio che &
da gquello armonicamente separato mediante due aliri raggi, si vede
tosto che M P, MK, MR, MS formano un gruppo armonico. Ne
viene che, fissaio mm punto O della P @Q, facendo ruotare intorno
ad esso uesta retta, guella che ie corrisponde in hase alla nostra
costruzione incontra SO costantemente nel punto ¢/, che & separato
armonicamente (a 0 mediante i1 punto § ed il punto in cui SO
incontra la polare di S, ciod deserive un fascio col centro in 0. E
poi evidenie che i fasei 0, O sono prospettivi.

Per dualita abbiamo: Se da’un punio qualungue X $i con-
ducono le due langenii ad wna conica e se deai due punti in cui
esse laglano wna rello assegnala s si tirano le tangenli ancore
possibili alla conica dala, queste s'inconireno in un punio Y che,
al variare di X sopra una retla o, ha per lwogo wna relin pos-

sanile per os.
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2. Immaginiamo ora, riferendoci al primo teorema, di fissare
la retta SO, che sia vna segante della data conica in A, A’, ¢
sopra di essa fissiamo il punto § e vediamo come varia 0 al va-
riare di O sulla SO. Intanto quando 0 & in 4, 0" & in A" e vi-
ceversa. Allontanandosi O dalla curva sul raggio 4 o, se QN &
un diametro conjugato alla S0, quando O arriva in B, punto in
cui SO & fagliata dalla tangenie in M, che & il secondo puite di
meontro della SN con la conica, allora O cade all’infinito. Infaiti
tirando il raggio BM, considerato come un raggio uscente da 0,
in M cadono i snoi punti d’intersezione con la eurva, e tirando poi
la SM, questa vale per i due raggi del fascio S corrispondentt al
raggio BM del fascio O, quindi in N coincidono i secondi punti
d'incontro di quei due raggi con la conica. Ne seque che 0 o sulla
tangenie i [V, la quale & parallela ad S0, quindi 0 cade all in-
finito.

Se poi si tira per B la seconda tangente B P, allora la SP in-
conirera la curva in Q. Difatti per la ragione esposta sopra, la
tangente nel secondo pnnfo d'ineontro della curva con la § 2 deve
contenere O'; ma questo & il punto all’infinito della SO e percid
il secondo punto d’incontro della curva con la S P deve cadere pre-
cisamente in Q.

Queste considerazioni ci forniscono adunque il teorema: Se ned
punty dinconlre di una conica con una seganle MN si condu-
como le tangenti, ad wna delle quali (p- e. a quella che focca la
varva i N) st guada (o parallele de un punto S gualingue dello
seganle, e se dal punlo B d'inconlro & quesla parallela con
laltra lengenle si conduce la seconda tangente BP, la SP passa
per il secondo estremo del diametro delerminato da N, ¢/ quale
¢ conjugato allc SB.

Se poi da § conduciamo anche la parallela alla tangente in M,
facendo le stesse costruzioni indicate dal teorema precedente, chia-
mando € il punto in cui I'ultima parallela taglia la tangente in N
¢ D il punto d'incontro delle due tangenti in M, N, ahbiamo que-
st’altro teorema: Dato wn parallelogrammo BDCS con due lali
DB, CD tangenii ad wna conica in M, N ed il wverlice S nella
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MN, lirando de B, C le due langenli ancora possiele BP, CT,
e unendo i due punii di conlatlo con S, si otlengono sulla co-
nice due punti Q, R, 7 quali con M, N jormano t vertic: di un
paraltelogrammo, le cui diagonali sono conjugale alle coppie di
lali del parallelogrammo daio.

(reneralizzando mediante projezione della figura data dall*ultimo
teorema, da un punto qualungue dello spazio in un piano qualunque,
abbiamo :

Se un quadrilatero completo ha due coppie de vertici opposts
conjugats rispello ad wna conica che locca i luti uscenti da wno
i questi quallro vertici, ¢ punti di conlatlo dei lali uscenti dn
lale vertice coi punti che vengono determinati sullo conica dalle
retle che congiungomo @l vertice opposlo coi punlt ner guali lg
- curva e toccata dalle due langenti che ancora si POSSONO CON-
durre per lu lerza coppin di veriici OpPosti, formano due coppie
di vertici opposti di wn quadrilatero completo, i vertici delle lerza
coppa del quale sono conjugali rispetlo alla conica e Poste Suila
retia che unisce la seconde coppia di vertici comjugati del qua-
drilalero dalo, e le coppie di lati uscenti dao guesit wllimi due
vertice del guadrilatero deto sono conjugate alle diagonali di quel
quadrangolo semplice appartenente al quadrilatero derivalo, il
yuale ¢ mscritto nella conica.

Lasciamo alla cura del lettore il ricavare il teorema duale.

Palmni, 18 febbrale 1891,

(Cuntinea), I’rof. PavnaTini I"RANGESCO.

PICCOLE NOTE £ SUNTI DI NOTE
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Alecuni problemi relativi alla divisione d'un poligono econvesso in
parti proporzionali a piu segmenti dati, da far parte di un corso di

disegno geometrico, — 1. Sin ABCDE un poligeno convessa, 0 un punto
del lato AR e propeniamoci di trasformare il poligono dato in un triangolo
oquivalente di vertice O e base nel lato D, eosieché Ia parto di essp che rimane

- — g s 5 -
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8 sinistra della trasversale OC sia cquivalenle ad OCB e quella che rimane a
destra di 0D sia equivalenle ad ODEA, Si lirino 0C, 0D, OE qundi BF || O,
& laghare UD in F, AG || OF, a tagliare
DE G, GH| OD, a tagliare CD in H,
sard evidentemente OFH il trangolo ri-
chiesto.

2. Posto cid vogliasi dividere i poligono
datu, mediante corde wuscenti da 0. in parti

b proporsionali « piv segmenti dati m, u, p,

R & wm uwn verso prestabilito. Dividendo

- § .—  FH nel senso assegnalo in parli che stiano

& 2 fra loro come m:n:p:,.... » SE 1 punti

di divisione cadono in € ¢ D o nell'interno di CD, le congiungenti O con
questi punii risolvono il problems, alirimenti resteranno giustamnenie collocaie
soltanto qguelle corde uscenti da O che finiscono a punti di C'D. Per complelare
& soluzione in questo caso e posto che qualche punto di divisione cada nell in-
terno di ¥ (' a quaiche aliro entro D H, basterk trasformare il poligono ABCD E
prima in un triangolo eqgnivalente di vertice O o base BC'J, quindi operare
suila base di questo come 81 fece su F'H, e si troveranno le corcle che risol-
vono il problema relative s BO, e in appresso trasformare ancorn il poligono
dato in due altri triangoli equivalenti pel primo de’ quali la base cmda nal
lato DE, nel modo stesgo eome si & fatto per UD, e per I'altro la base sin LEA
ed effettuare su questi le operazioni di divisione eseguite per 1 due precedenti e
si troveranno cosi Je corde che risolvono il problema rispetto ai lati DE, EA,

Come ognuno vede questo metodo di soluziome @& generale cosicché il pro-
blems propostoci pud considerarsi completamente risoluto.

3. Trattisi ora dello stesso problema, scegliendo per origine dei segmenti
che devono dividere il poligono econvesso A B O'D E, ed in senso prestabililo, in
parti proporzionali a pid segmenti dati an, fie Ps »vevey il punto O interno al
poligono dato, con la condizione che la divisione debba effettuarsi pariendo dal
sopmentio (A,

Dastertt 1adicare la costruzione colla quole 1l poligono stesso pud trasfor-
marst in un triangolo equivalente A vertice 0 e base nella direzione di wn lato
qualunrue, ad es. CD, sempre in modo che la parie del triaogolo richiesto che
rimene 2 sigistra di 0D sia equivalente
ad OCBA e quella & destrs sl ODE A,
non restando poi ad applicare che un
processp analogo a quello esposto nel nu-
mero precedente.

Conducansi le DA, OB, 0C. 0OD.

: - : . OF e per Ala AG | OF ad incontrare
F—‘—:;, }3_'__'_"}? DE in G o per G v GH|| 0D ad in-

conlrare CD in H, Similmenle nel verso
opposlo lirisi AT || 0B ad ineontrare CB in I ¢ per I'la 1 F' || OCa tagliare D C
in ¥, sarda evidentemente O F H un iriangole equivalente sl poligono dato o sod-

R FENERY e S
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disfacente alla posta condizione. Si divida ora FH nel senso stabilito in parti
proporzionali ai dati sepmenti e congiungendo i punti di divisione che on-
dono in CD con 0, si ayranne i segmenti che risolvono il problema rispetto al
lato CD. Ripelendo la costruzione accennata, prendendo per base dej triangoli
equivalenti ad ABCDE ol altri singoli lati del poligono, si troveranno i seg-
mentl useenti da O pelabivi o questr altri lati che completano la divisione richie-
sia, ¢ cosi resla interamente risolulo anche il problema: Dividere wn poligono
CONVELSO I partl propo-sionali o pite segmenti dati m, Py oeuey 12 SERSO pire-
stubilito, eon seginenti uscenti du prnto O dnterno al poligono,

4. Proponimmoci ora di dividere un triangoio A BC in parti proporzionali
a pid segmenti dati in un ordine assegmato, con rette i data direzione (paral-
lele ad zy).

Indicherenio la costruzione a farsi per irasformare il dato trinngolo in aliro
a lui equivalente eon un angolo in comune ad un angolo di ADBC, ad es,
quetlo i vortice €, e avente la hase paral-

lela ad . F
Det rimanenti vertiei di A B( sin
quello pin distante da zy, el allora tirisi FT s

per esso BD || wy. Chismata MN lu retta e e
che risolve il problema si avrd perr teoremi e /
nnliMET:B'C’:-NG':BG.M{I.G.-“f——_ b
BC.AC, da cui NC* = A (. DC, sicehs A
il segmento N C é facilmente costruibile. Rd
ora, seguendo un processo che trovasi svolio in quasi tulti 1 manunali di geo-
melria elementare, si potrd dividere il triangolo NMC in parti proporzionali ai
segmentl dati ¢ nell'ordine stabilito con retie parallele ad M N guindi anche ad o Y.
(ueste risolveranno inleramente il problema se tutte parteno da punti di BC,
ma se cid non acecade e lp estremith delle trasversali, dalla parte di M€, Lulte
¢ in parle eadono entro il segmento AL B, dovrd allora trasformapsi il triangolo
ABC in sltro equivalente avente con AR in comune l'angolo A e ln hase
@y, dope i ehe si avranno le trasversali che completano ln solnzione del pro-

blema @ vanno a cadere coi loro estremi noi ratty A 8, 4 D,

9. La eostruzione precedente congiunta a quella che risolve i1 noto problema
dividere un Lrapezio in parti proporzionali g piu segmenti dati con relle paral-
lele alle basi ("), condnce alla soluzione del problema pih generale:

Dividere wn poligono convesso in partt proporzionali a piv segmenti dati
My Ty, Py oonny 17 UN SENSO prestabiliio, r:fgi rete di diresione assegnata.

Sia @y questa direzione, ABCDE il dato poligono e dei suoi vertici A il
i distante e C il pit prossimo ad @y. Gonducansi per ghi aliri vertici B, D, E
le parallele Bb, Ee, Dd agd @y ad incontrare il contorno del poligono in &, e, d,
poi si prolunghino EA, CB fino ad incontrarsi jn O e B0, I'D fino ad incon-
trarst m S, Si tratln di determinare le costruzion; nediante le quali possono

(") V. p. es. queats Periodies, Annn 1V, p 182,
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giunstamente collocarsi le trasversali che cadono mei tratti Ab, AB; bE, Pe,
ED, ed: DC, dC,

Per otlenere quelle relative ai due primi, condueasi EC, per D la DF || EC
a tagliare AE in F, (") poi congiunto F con B st tivi CG || FB fino a lagliare
AB n G: sard evidentemente A FG un triangolo equivalente al poligono dato
avenfe con questo m comune l'angolo A. Si trasformi il medesimo in altro trian-
golo A HL, equivalente ed A F@G. in modo che due lati siano nelle direzioni A E,
AB e sia la base HL || zy (4). Dividendo AH L in parli proporzionali ai dati
segmenti m, a, p, ., .., nell”ordine prestabilito, le trasversali che hanno i loro
estreml in punti di 45, AP resleranno giustamente collocate. Con costruzione
analoga potranno situarsi in modo definitivo le trasversali Ie cui estremiti sono
punii di D€, d C. Bd ora per ottenere quelle i cui termini cadono nei tratti 5 E,
BE si trasformi prima il triangolo 0 A B in altro equivalente O3 N eon 1'angolo
ATON in comune con l'angole O del primo triangolo e colla hase MN ||y e il
irangolo OF € pure in aliro eguivalente OA T con due lali seconde OF, 08
¢ colln base KZ||zy, poisi divida il trapezio MK I N, equivalente al poligono
dato, in parti proporzionali ai dali segmenti, sempre nel senso slabilito. Final-
mente condotta EB ¢ per A la AV || £B ad incontrare €B in V, e tiwata EV, si
trasformi il triangolo ES V in aliro equivalente con due Iati nelle direzioni IS,
VS e colla base RT || @y, e il triangolo HSC in altro equivalente colla base
PRl zy e terminata ai lati deli’angolo DSC: il trapezio RP QT equivarri al
poligono dato e se lo si divide, nell'ordine assegnato, cioé nel senso R 7Ta PQ,
partl proporzionali ad m, 2, p, ...., si metteranno a posto le trasyersali i cui
estrem: cadono nei tratli £D, ed, dopo di che resterd completata la divizione del
peligono dato in parti proporzionali ai segmenti daii, neil'ordine prestabilito.

(") Per semplicit sono omesae nelia fignra alenne linee della costrazlone ehe pon nnoeono slla
intetligenza della dimostrazione,
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E facile riconoseere che la costruzione ora effettuata si adatia con oppor-
tune modificazioni a qualunque poligono convesso, talché anche I'nltimo problema
put considerarsi eome completamente risoluto, soltanto chi voglia rendersi ragione
dei dettogli della costruziome comungue venga scelto il poligono dato e la retés
data converri che ricorra alla effetliva grafica rappresentazione.

A, Luar.
E. DUPORCGH. — Sur la somme des puissances semblables des
7 premiers nombres. (Nouvelles Anwnales de Mathématiques. Décembre 1890).
Pone
| 0 ( 0 T
| 2 0 i &t
| 3 3 : ) o
| : ’
1@ = (1 -+ 1)! A L =
1 1} ( ) : n gt
E -
n=+ 1\ fn41
I-n+1(2):(2)wﬂ+1
¢ trova

B 2Bt Siio (o= 12 a2 = FlaI 1)

(rado opportuno rilevare che dalla precedente relazione si ricava subito il
namero By, #™° numero di Bernounlli o coefficiente di o nello sviluppo di 17 4
27 4 ..., -} a" secondo le potenze di x, e se ne deducono facilmente le note
relazioni simboliche

(B4 1)p —Br—=p (B41)p — B =0

dovute al Prof. .. Cesaro, la prima, ed al Prof. E. Lueas, la seconda; infatti
st ricave immediatamente, come coeficiente di x in f(z - 1) ossia in =% + f(x),

: 2 0 0
1 3 3 : 0
. (— I e e
T - 1)! X I 7 (;) P
n -+ 1 n 4+ 1
1{::—1-])( : )( . )

¢ per le precedenii relazioni simboliche, convenientemente applicate, si ha

1 — By B — 28

2=5By+ 2B — 1 =3B+ 3

3 = By 4 351+ 3 By I [ =48 4+ 6DBs + 4 By
ntl=Bo+(+ ) B+ (") | B~ 1=+ 1) + ("3 ') Bs +
Fon (") Bami ) | Bue (" T Y) B+ (1) B,
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dalle guali, eoll’uso dei delerminanti, ricavansi per Ba, 2 > 1, valori che si rico-
nosecono subito eguali a quello dato sopra,

Le relagioni simboliche ricordate danno valore diverso per By ¢ B’ soltanto,

] ] v a

ovvero rispettivamente i valori < =5 Dalle ullime scrifte delle eguazion

dedotte dalle relazioni simboliche, ponendo per Bp il suo valore 1, 51 ricavia me-
dhante sotirazione

ntp2=14+n+1)(B, —B)

1
la quale relazione, essendo I, =3 gt o

¢ V'equivalenza delle due espressioni simboliche,

. mostra aneh’esza 1 aecordo

F. Giupice.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
74%, T5% T7%, 78*% e T9%

e

74", Sia ABCD un quadrilalero inscritte in una circonferensa di centro O,
Sopru 7l late AB, preso come corda, si deserivano fe due circonferenze che hanno
i loro centri sulla circonferensa O; questi centri, che saranno ¢ punit di mgsso
dell areo BCD A e dell’ arco A B, si indichino con P e con P’ rispettivaniente.
Si operi egualmente suwi Iati BC, CD, DA, si avranno cosi altre sei circonfe-
renize, i cui centri, con notazioni analoghe alle precedenti, s'indicheranno con
QeQ.comR ed R, e con S ed S, Dimostrare:

1.% che gli altri quattro punti in ewi si tagliano le ecirconferense P, Q'
R', §' sono wertici di un rettangolo ;

2.9 che g altri qualtro punti in cui si tagliano le circonferenze P, Q, R, S
soro pure wvertici ' un rettangolo; :

3. che ln congivngente dei eeniri di questi due retiangoli & bisecate dal
punito Q. (G. Pusa).

Soluzione dol Sig. G. M, Nobile allievo del R. Istituto teenico i Chieti.

La somma deghi archi P'S, R'Q' equivale ad una semicirconferenza; quind
'R’ ed §Q' s tagliano ad angolo retto in un punte 77, 1 quadrangolt P Q RS,
P'Q'R'S sono sinumetriei rispetto ad O, quindi PR ed .SQ si tagliano ad an-
zolo Tetto in un punto 7, simmetrico di 7" rispetto ad O. Risulia intunio che
() & punto medio di T7". 1 circoli P e Q' (P e Q) che git si tagliano in B
s'incontrano un’altra volta in &' (b); cosi, le seconde interesezioni dei circol
Qed R, RedS, Se¢P (Red R, Red S, § e P)sieno ¢',d’,a (o, d, a).
Icerchi P' ¢ Q' (Pe @) lagliansi in Be &' (Be D), € quindi P'Q (P Q) bisel-
trice interna dell' angolo BP0’ (B Pb); ed essendo Q' () punto medio dell” arco
B O (supplemento di B€), P'Q" (P Q) & pure biselirice interna (esterns) del-
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I'angole BP'C (B P C); dunque le direzionl Py, P'C coincidono (Pb, P C sono
opposte). Analogamente dimostrasi che le direzioni P'a, P'D coincidono (Pa,
PD sono opposte); e poiché P'R’ (P R) bissea l'angolo DP'C(DPC), biseca
anche 'angolo @' P'b" che coincide con esso (@ P che gli & opposto al verfice)
e divide dunque per meta ¢ ad angolo retto a’d’ (ad), essendo il triangolo P'a b
(Pab) isoscele. — Hstendendo 1'ultima conseguenza, si conchiude che due lali
opposti del guadrangolo «'b'¢’d’ (abed) sono dimezzati ad angolo reito da P R’
(PR) ¢ gli altri dvue da 8'Q" (SQ): dunque per l'osservazione posta a prinsipio,
risulta ¢he a'b'e’d (abed) ¢ un rettangolo ed ha per centro 7" (7).
Che 0 sia punto medio di TT" & stato dimostrato.

75°'. Dimostrare che se A,, B, C,, sono punti dei lati BC, CA, AB d'un

ungolo cosy situati ch ke I Y e 25 —— =1, abbi
rigngolo cosy situaiz cne, posio BC " GCA & }'LB gonig

luogo la relazione
2h—Da?+ 25— )04+ 2I—1)c* =10,

le perpendicolari ai lati BC, CA, AR, condotte dai prnti A, B,, 0,, passano
per uno slesso punto. (D. Bgsso).

Dimostrazione del Sig. P. Marano, studente privato a Catania,

Indicando con a, b, ¢ i numeri che misurano i lati del triangolo rispetiiva-

i ai vertici 4, B, C, dall’ =5 th‘-—-k 2% —
mente oppostl a1 vertiei 4, 0, L, aall essere BC — A * AB 1

si vicava BA, =ah, CB,="bk, AC, = cl. Tiro le perpendicolari ai lati BC,
CA dai punti A, e B,, che si tagliano in un punto 0. Unisco O con 4, BeC
e dico @, y, 5 i numeri che misurano 1 segmenti 04, 0B, 0C. Allora per un
noto teorema di geometris si ha:

@te= 2 4bt =26, B,C, y*=a'+4c*—2¢.AC
t=y*+4a*—2a.A B,

dove €, & il ptede della perpendicolare abbassata de Osn AB, e CB, BA,

A€, st intendono considerati in valore & segno. Sostituendo & CB, e B4, i
valori trovati e posto A €' =¢l" deve provarsi che I =1I
Intanto 1l sistema divenia:

e e B — 20, yi= ot — 2%, =y -+ a? — 2ath.

Sommando membro a membro sigha:
at{l =2+ (1 —2k) 42 (1l —28) =0,

¢he paragonala con la relazione indicaia nel teorema ci dice appunio che ' =1,
cioe che la perpendicolare condotin ad A B dul punto C,, essendo C, il punio
che insieme con A, ¢ B, soddisfa alla relazione data, passa per O, E ¢id ¢ quanto

volevasa dimostrare.
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Osservasione 1. — Se h=k=1= 5 la relazione proposta ¢ identica-

mente verifieals, e si ricade nel noto teorema di gaomalris che: Le perpendi-
colart 1nnalzate dai punti di mezzo de' lati di un triangole concorrono in wn

'.I"-:_..n-l:l_ ¥
=
=l

e,

punto,
Osservazione 2, — BSe dal vertice A si abbassa la perpendicolare A4 sul

lalo opposio, si ha:

A, B
1

b*=n9+c*—2ﬂ.AIB da ocul (2 ])gt_:.;-'!__gﬁ_

Le espressiont analoghe per le altre alteaze sono °* — a2, a®'—¢°, La somma
di queste tre quaniita essendo identicamente nulla, la relazione proposta & veri-
ficata da’ piedi delle altezze di un triangolo, eid che dimostra il {eorems znche
noto che: Le altezze di un triangolo concorrono in un punto.

Dimnstrazione del Sig. G. M. Nobile, alliovo del R. lstitute teenico di Chieti.
La condizione necessaria ¢ sufficiente, affinché la perpendicolari innalzate i
lali ner punti 4,, B, O, concorrano in uno siesso punle, & che si verifichi la

eguaglianza;
ﬂf— IE +ﬁ'_—?—ﬂj.¢1i+m—ﬂﬁﬁﬂ=0

(cf. Bavtzer, Plan, § 14, 2).
Essa pud trasformarsi nella seguente:

BC(BA, — A, 0)+ CA(CB, —B,A)+ AB (A C,— C,B)=10,
e questa nell'alira:
BC (2BA, — BC)+ CA (2CB, — CA)+ AB(2AC, — AB) = 0.

Ora, tenendn presente che BC =a, CA= b, AB=—¢ o che BA = tha,
CB = kb, AC, = le, I'ullima eguaglisnza pud scriversi:

af (Zh — 1) 42 (22 — 1)+ ¢t (21— 1)=0:

¢ cost resta dimostrato ¢ib che si domandava (') }

77 . Dave un metodo per la risolusione del sisiema deguazioni *

A:I:“+E:ry+ﬁy'3—l—ﬂm+ﬂy+E:ﬂ {
A, 2+ B xy +A1y*+DJE+DIU+EJ = [,
(B. GARRARA).

Soluzione dei Sige. A, Daildassarre (R, Islitulo tecnico Bari), . Calvitti,
A. Ceci, A, Perna, F. Grillo (R. Isl. tec. Napoh), R. Calani (R. Isi. tec. Roma,
L. Goti, A, Muceci, G. Paoli (R. lst, tee. Arezzo), F, Marianiont (R, Univer-

(*) Altre soluzionl fureno inviate danl Sigg. 4. Baldassarre (R, Istitolo teenico Buri), 7. Can-
dide (R. Liceo Lecee), 6. Fumanti (K. Istitoto teenico Roms),
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sita. Roma), A. Ognissanti (R. Liceo Bari), P. P. Rissufi (Ist, tec. Catanzaro),
. Trapani (R. Isl. nauntico Calania),
Il sistema proposio proposio pud scriversi:

Ax"+y° )+ D(z+y)+ Boy + E = 0,
A, @ +y") + D, (e +y) + B, oy + E, — 0,

¢ poiché 3"+ = (x +y)* — 2z . esso pud ancorn trasformars i

Ale+y);+DE+yY+(B—20) vy + E =10

15 R
L A (@+y)*+ D, (z+y)+ (B, —24 ) 2y + E, = 0.

Eliminando ay, si ottiene:
(AB, — 4, B) (w+y)* + (DB, — D,B) — 2 (DA, — D, 4)
,(EEJ — F, B)— 2 (4, — E, AJE — !

(o -y} +

Quest equazione, che combinata con una delle [1] da luogo ad nn sislema enui-
valente a quello dato, fornisce per -ty due valor p,, .y 1 quall sosbituili
in una delle [1] dinno per zy 1 valori ad essi corrispondenti g,, g,. Chia—
mande adunque (s,, ), (v,, v,), rispettivamente, lo radici delle equazioni

'—p,s4q, =0, o’ —p,v+g. =0,

s1 hanno come soluzioni del proposto sisiema

| v =1,

o I:":t’l
Y =72,

L = 3 = =
Y = <y Y= 5 =9,

78 Dimostrare lu regolu: un numero & divisibile per 17 s¢ lo é e somma
alyebrica dei prodotti che si formano scomponendo, cominciando da destra, it
numero e periodi di guattro gruppi di due cifre ciascuno, e moltiplicando ordi-
nataments 1l nwmero di ciascurn gruppo per 1, 2, 4, 8 con tal legye per i seqni
da avere, wncormmmciando dal positwo, tre varasioni ed wnae permanersa.

(B, Cangana).

Dimosirazione del Sig. F. Mariantoni, studente nella R, Universith di Roma,
Le cifre del numero proposto, lette da destra verso sinistra, siano 813 Goyavsy My
ed esprimiamo che questo numero & mulliplo di 17 secondo m:

g+ 10a, b 100a, F..... +108=Ligy = 1T o0 o0 1]
&£
Ora supponiamo la condizione di divisibilita posta nelle forma seguenle:

Ay{a,FHa)+ A, (as+10a) + Ay (gs -+ 10a) +.... = 17w . [2]

ove 1 coefficient! A sono da determinarsi e dove la serie degli indici delle A slesse

; : i i n n—+ |
polra spingers: fino ad — 0 ad 7

rispondenze di questi duc casi 'ullimo termine del primo membro della [2] potra

secondo che n @ pari o dispari; in cor-
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avere o U coefficiente Ay .2 0 I'altro Apg1):2 ese le [1] e {2] sono come si sup-
pone subordinaie I'nna a I'nlira, o sussistono contemporaneamente, la differenza
dei loro primi membri & mulfipla anch’essa di 17 secondo un iniero m'’, onde
poiremo scrivere:

(1 —A)) (e, +10a,) + (10— A,) (a3 + 10ay)

+ (104 — Ay (a5 + 10) + o0 = 17" » 19)

Nella [3] I'ultimo termine del primo membro potra avere una delle due forme
seguentis

(107—2 — Az:g) (@n—1 -+ 10ag) od anche (10%—1 — A1 qy:8)

secondp che » & pari o dispari, ma eid non ha influenz sul ragionamento che
faremo poiché in esso considereremo fermini qualungue.

Intanto essminando In [3] si vede che essa contiene implicitamente le seguenti
condizioni :

1 — A, . 10% — A, 104 — A,
T — & (inlerc), 17 ——37 7 . R R
6108 Ay, Agy Ag, ..... dobbono essere rispetiivamente uno gualunque del resti di
1 108 10 _ 100 100%
7 1T e od anche di T T T

Ora ricordando (BALTZER: A»itm, gener. § 13, 20) che se a diviso pel modulo
k da un resto r, a™ diviso per 2 ha un resto »®, e che dato » od »®, totti gli
alir1 resti che &i ottengono eol moduio % nel primo o nel secondo easo, sono
della forma generale r 4+ y&, ™ 4 yk ove y & un intero qualunque, poiremn
formare il seguente sistema:

L

resti di 57 ovvero valord di A, sono I — 17y
10
» :-r—-—l-_fi » »  » A, » —2 + 1Ty
1002
» —e :+ o R o (— 2 4+ 1Ty
| 00
» ¥ -—*]7*— » » » 1'51&—|-1 » (-—:?,)!-_-I__—]Ty
I primi quattro dei quali per y =0, danno A, =1, A, = — 2; Ag=4,
J',.'L{. = — 8.

Ora secondo il teorema i valori delle A debbono riprodursi periodicamente
di quattro in quattro con ssgni opposti in dne quaterne consecutive, e debbono
essere In valore assoluto quelli ottenuti pel primo periodo, ciog 1, 2, 4, 8.

Riflettendo un poeo sullo schema precedente st vede subilo che affinché Ag
siz il primo coefficiente di una quaterna o periodo, esso dev'essere della forma
Ay=(— 2™ 4+ 17y vve m indica ['ordine di successione d¢l periodo acere=
seiuto di 1,

S p—ow
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Pertanto due periedi conscentivi saranno adungue:

Ao= (—24m 4= 1Ty, Asgr = (— 2¢ni1+ 17y,
Aspa=(—28m+2+ 1Ty, Ayrg=(—2im+d 4 179 [o]

As-}-t_t = (— E)""""“-"i l:y, A""I‘ﬂ — (_ 2)1!1-]—4-]—1 i.. 17'.?!.-
Asps = (— W42+ 17y, Aagr= (— =+ 1 17y [

Supponiuno per fissare le idee che 1l periodo {«) sia di ordine pari, e guindi
m sia dispari; allora vediamo se sono possibilii valorn A,= 1, Apg1=—2.
Agpe= 4, Ay g =— 8. Essi sono possibili per m dispari, p{:fn:hé le relazioni:

169+ 1Ty=1, —2.16m+17y=—2,
4.16m+17y=4, —8.16m+1Ty=—8§

sono soddisfatie per valori inleri di y (Bavrzer: L e
Se nella stessa ipotesi consideriamo il periodo (f), per le stesse ragioni sono
soddisfulle per valori interi i  le relazioni

Ifm+l4 1Ty=—1, —2.1604+1 417y =2,
4, 161+ |Ty=—4, —B.16m+1417y=8

dunque nel easo di m pari i coeffictenti A di due periodi conseculivi si suece-
dono nel modo seguente:

I, —2, 44, —8, — 1, +2, —4, -+8 ........

Non offre ora difficolth il provare che per m dispari quei segni sono mutati,
Ma guel che abbinmo detéo basta per provare completamente il teorema, poiché per
il primo periodo A, A; Ag Ay si hanno 1 walori 1, — 2, 4, — 8 onde, in forza
delln dimostirazione precedente, pel econdo periodo deve aversi As=— ], A; =2,
A, = —4, Ay=25, e pel ierzo che & i ordine dispari doyranno ritornare i valor
I, —2, 4, — 8 @ cos1 i seguito.

79°. Donostrare: 1. che le perpendicolari condoitte dati vertici di wun trian-
nolo a éascuno def Ili, Dicontreadosi, delerininane wn esagono fescriétibile o
un cerchios 2. che gli angoli ed i lati opposti di gquesty esogono sono rispetti-
vamente fra loro cguali; 3. che questesagone & equivalente «l doppio del trian-
gofo considerato.

Questa proposisione pud cstenders: o qualunque trianigolp 2

(8. Garm).
» ,

Dimostrazione del Sig. A. Dal Buono Sidoki, alunno del R. Istituto teenico
di Reggio BEmilia (7).

(*; Dlmostrazioni, sostanzialmente analoghe alla presenle, vennerd inviate dai Sige. M. Cunci
(alnnno del H. 1st, tec. di Chiell), €. Ceseri (R. Llceo Modena), #. Marano {stndente privato a
Catanizs), F. Marianieni (R, Unlversiia Homa), 4. Perna (R. Ist. i=e. Napoli): alire dimosirazioni
neno eomplele pervenmero pol dal Sigg. A, Daldussarye (R. Isk we, Barl), R, Calani e & Fumant:
(it. Ist. tee. Roma), @ Paoli (R. Ist. teomico Arezeo', (i. Trapani (R Ist. nautico Catania).

e
] e
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Sia. A B C il trisngolo dato che supporremo dapprima acutangole; 4', B, €' i
punti di incontro delle perpendicolari condotie ai lati dai loro estremi e da bande
tali che questi punti risultino rispetfivamente intermi agli angoli 4, B, C,

Il quadrangolo A BA'C é inscrittibile avendo due angoli opposti retti, guindi
il cerchio circoseritto al triangolo dato passa per A" ¢ similmente si dimosira
che passa per B e par (',

Le diagonali AA', BB, CC dell'esagono si intersecano nel ceniro O del
cerchio e, per conseguenza, i lali opposti, p.es, AC ¢ A C, sono eguali e sono
pure eguali gli angoli opposti, p. es. A B'C, A"B(’, perché iscritti in archi
egnali.

Dalle equivalenze di triangoli:

AOC=ACO, BCO=EB(C0, ABO=—ARBO,
CBO=CBO, BAO=BA'O, CAO=1CA"0,

sl ricaya sommando:
2 . triangolo A B(C =— esagono AB CA'B(

Se, mantenendo fissi 11 laio A B e la direzione del lato A C del triangolo pri-
mitivo, si fa mnovere C sulla eirconferenza O verso A sinché 1'angolo C diventi ~
retto, 11 punto B’ =i confonde al limite con A ed A" con B, L'esagono primitivo
si riduce allora ad un veltangolo pel quale il teorema sussiste evideniemente.

Seguitando il punto C ad svvicinarsi ad A nella direzione primitiva di CA,
il {riangolo diventa ottusangelo in C e le perpendicolari condotte da € ai lati
CA, CB incontrano guelle condoite dai punti 4, B al lato A B dallr parie
opposta di C rispetto ad A B, La figura AB'CA'BC’ & allora un esagono intrec-
ciato pel guale sassistono le prime due parti del teorema e le cquivalenze pre-
cedenti, con la stessa dimostrazione.

In quanto alla 3* parte, se dalla somma della 17, 2" 4" ¢ 6° eguivalenzu si
tolgono la 3" e la 5", si ha, riducendo:

2A AR (= parallelog CY'X — triang AB' X — {riang A'B Y

ove X ¢ ¥ indicano i nodi del perimetro dell'esagono in cui si tagliano le coppe
di lnli ACY, BR'C; CA', OB,
Osservazione. — Se ¢, ¢, .... sono i coefficienti delle singole caselle delle

gquali & costituito un poligono o perimetro intrecciato, ed A,, A, .... le aree

di queste, si definisce come area di guel poligono la somma algebrica:

e, A, A, 4+ ..00. = 2

(V. Bavrzer: Plan. § 9).

Nel easo nostro, percorrendo il poligono nel senso AB'CA'BC ed il trian-
golo dato mel senso A C'B, i coefficienti dei triangoli AB'X. A'BY sono eguall
a =— 1 e uello del purallelogrammo C Y C'X ¢ == 1, yuando # assumano come
positive le rolazioni da sinistra a destra.
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Posginmo dungue dire snche adesso:
2 . triangolo A CB — esagono AB CA'B(C,

1l teorema proposto & dungue vero in generale.

T W B L S

Si dichiara inoltre riegvimento delle soluzioni seguenti: quistione 91°. dal
Sig. G. Calwitt, G. Canclido, A. Dal Buono Sidoli, D. de Blrsi, A. Gandolfi,
S. Lopriore, P. Marano, A. Ognissanti, R, Palna, A Perna, E, G. Ricei,
P. Taverna, G. Trapani; 92'. G. Bariodi, G. Caloitti, (. Cﬁﬁf?idﬁ, A. Ced,
A. Dal Buono Sidoli, D. de Blasi, A. di Bello, A. Gandolfi, S. Lopriore, L. Man-
jredonio, P, Marano, A. Ogwnissamiti, A. Perna, L. G. Ricei, M. Salvadori, .
Santorelli, P, Taverna, G. Trapani; 93'. G. Celvilli, L. Catelli, A. Dal Buono
Sidoli, A. Ognissanti, R. Paima, G, Trapanri; 94. S. Cutania, F. Palalini;
06. U. Scarpis; 98." e 99'. . Ascoli, A. Dal Buono Sidoli, D. de Blasi, G. Fio-
ridia, S. Lopriore, L. Manfredonio, P. Murano, A. Ognissanati, E. . Rieey,
P. P. Rizzuti, P. Taverne, G. Trapani — soluzioni alle quali verra data eva-

sione nel lascicoll venturl.

La Redazione.

QUISTIONI PROPOSTE ©

41 00. Dimostrare che, quando n tende all'infinito s1 ha

. ] ] T
hm(}/ﬂi—[ e = Vﬂ“—-(ﬂ—]}ﬂ) e

101*, A qusale relazione devono soddisfare i coefficienti a, b, ¢
affinche il polimonio @' - aw® 4 bu® 4 cw 4 m si possa mettere nella

9
forma, (:I:E —}——2— m——]—jr.a) ?

B, nell'ipotesi che guella relazione sia soddisfatta, risolvere la
e(TAZI O &

2t 4~ ax® 4 b= cx + d = 0. (*¥)
D). Brsso.

(*) Le questioni eontrasgegnate con asteriseo sono escluaivamente Indirizzate agli alunni delle
nosztre scuale,
(*#) U'n'eguazione particolare dl quesia classe, clod I'equazione

2! b 2" | 82 f Fx = 81600
& glala risolin da Luca FPaeiolt,
1
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1023. Indicando col simbolo (i’) il onmero delle combinazioni i
h elementi presi » ad . dimostrars che
i—k -
m—1y _ fm+hk+1
igﬂ( m )__( -1 )

e farne applicazione a mostrare che

0+ e 0= (1), o= (1) +(57)
C. MArsENGO BasTia.

103" In un tetraedro, se i coseni delle facee d'un triedro sono
proporzionali alle Innghezze degli spigoli opposti, le altezze del tetrae-
dro passano per uno stesso punto: reciprocamente se le altezze d’un
tetraedro passano per uno stesso punto, in eiaseun triedro i coseni
delle facce some proporzionali agli spigoli opposti.

(. Risont.

104*. Indicare la costruzione mediante la quale pnd dividersi

uu pohigono convesso AB C DE .... in parti proporzionali a pill seg-
menti dati m, », p, ..., in un verso assegnato, ad o5, A B (.. ., me-
diante segmenti uscenti da un punto O interno al poligono, a partire da

un segmento O X che termina ad un punto X di un lato, ad es. 4 5,
A. Lo

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

C. ARZELA, — Trattato i Algebra elementare ad uso dei Licei. 2" edizione. —
Firenze. Suceessori Le Monnier. 1891, Prezzo L. 4.

Lo scopo, che si propone quells parte della matematica elementare che ordi-
nariamente si comprende solto il nome di Algebra, ¢ chinramente indicato dall’A.
nel prime paragrafo del eapitolo primo. Tutta Ia tela del libro ¢ magistralmente
esposta in guelle poche pagine, e I'A,, ir tutta I'opers, non perdd mai di viste
Il problema fondamentale dell'Algebra che egli formnla cosi: « non eonoscendosi
« tl valore dei numeri sui guali si opera, non si puo sapere quando uns ceria
« operazione & possibile, e quando ¢ impossibile, ¢ cosi di una espressione algebrica
€ non s poird sempre dire che essa abbia significato: a meno che, intorno ai
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& valorl ds poters: aflribuire alle lettere, che entrano in essa, non si facciano
« le ipofesi e le restrizioni mecessarie affinché ¢ le operazioni ivi indicale e
« quelie altre, che possono essere occorse per pervenire alla dala espressione e
« telle quali in esse non & rimasta traccia, siano sempre possibili; la gual coss
« ognun vede quanto intraleercbbe i ragionamenti e quanto limitercbbe il signi-
¢ ficato delle espressioni algebriche,

« E dunque importante togliere le impossibilita di certe operaziont, che sopra
« sbblamo messe in evidenzn ».

Posto cosi 1] problema I'A. nelle varie parti del libro passa in rassegna tutte
le operazioni che si possono fare sui numeri e, ogniqualvolta il risullato non e
esprimibile con numeri appartenenti alln eategoria di quelli sui quali si opers,
miroduce nuovi enti numerici pei quali stabilisce 1'esistenza di tutti i concetti o
di tulte le proprietd, che I'aritmetica attribuisce ai numeri ordinari, E siccome i
nuovl aumerl possono alla loro volta essere oggetto del ealeolo, 1'A. esplica come
debbano intendersi le operazioni che vozliamo effettuare su di essi,

In seguito & eib I'A. tratia prima di tutle operazioni e problemi che, come quello
delle equazioni di 1° grado ad una e pill ineognite, ¢ come quello delle disugna-
ghianze di 1" grado, non richieggono altra distinzione dei numeri, che quella di po-
sitivl ¢ negativi. Poscia, venendo all'operazione (i estrasione @i radice, & mestieri
esiendere vieppi il concetto di numero e I'A. st oceapa di conseguenza dei numeri
irrazionali ed immaginari. Per definire i primi egli 51 serve del coneetto di Limite
di una grandezza variabile, che pone ogni cura di stabilire con preeisione con
esempl numeriel ¢ geometrici. E, per mezzo det teoremi fondamentali sui limiti
che dimostra con tutto il rigore possibile, dice come debbanc iniendersi tutte lo
operazioni sui numeri irrazionali, ai guali pud cost estendere con dimosirazioni
rigorose tutti i corrispondenti teoremi, che gii si sono visti valevoli per 1 numeri
razionali. E poiché I'A. richiama i principali teoremi sulla misura delle gran-
dezze, pud considerare (uesli nameri non solo ecome enti astratti, ma alires) coms
veri rappresentanti dei valori di grandezze conerete. T questo, valendosi della PR~
presentazione dell'onith immaginarin su una direzione ortogonale a quella delle
nnitd reall, gli permette di stobilive, anche per i numeri immaginar, quelle pil
semplici proprieta che sonv indispensabili per poter sempre interprotare 1 valori
delle radiel di una equazione di 2° grado. Preparato eosi tutto il materiale, che
pud essere necessanp, I'A. ¢ in grado i tratiave clascuno degli arpomenti dell’Al-
gebra colls maggior generelita ed & cos! che la teora dells proporzion, delle equa-
zioni di 2° grado, della funzione esponenziale ¢ dei logaritmi, delle progressioni
sono svoltl con iutlo il rigore desidergbile.

La teoria delle equazioni, come quella delle disuguaglianze, ¢ fatta in modo,
che esea si collega sempre col coneetto fondamentale del libroj e ponendo, come
base 1 essa, il concetto di funzione di una o pill variabili, che 1'A. stabilisce
eonfortandolo con esempi opportunnmente scelti dalla Cleometria, vien fatta di-
scendere dal problema di cercare il valore della variabile, o delle variabili per
il guale la funzione acquista un determinato valore che sia magpriore o minore
di un pumero dafo.
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Anche la parie pratiea del caleolo algebrico, della risoluzione e discussione fq.
dei problemi e trattata dell’A. con gran cora, e in modo da avviare 1 giovani :f

a tutfi gli artifizi, che possono semplificarne 1 procedimentl, ¢ condurre piu rapi-
damente & con maggior sicurezza al risultato. Cost & nolevole il modo con eul -
opli procede perché, nel far sparire 1 divisori da una equazione, non vengano
introdotte soluzipni esfranee alla medesima.

II libro termina con una nola sulla rappreseniazione delle funzioni per mezzo
di curve, ove in poche pagine il metodo cariesinno € esposto cen eccezionale
sobrietd e chiarezzn, e, senza uscire dal campo elementare, é applicaio alle fun-
ziont 41 1" @ 2° grado, in modo da renderne facilissima lintelligenza e, nello
stesso fempo, I modo da dare una idea chiara ¢ precisa della portata e dell’uso
del metodo stosso.

Pregio principale di questo libro, di cu: mi sono sforzaio di dare un’idea e
I'ordine logico, rigoroso e naturale, con cni le varie parti si collegano, dimo-
doche totta la materia si svolge cost in un tuofto organico, retio da un’ idea
fondamentale, che lo guida dalla prima all'nlimoa pagmna. Inollre nell’ordine
elementare I'A. segue lo stesso procedimento dell' analisi algebrica superiore,
nelio stndio di ogni fonzione, dimodoché 1 giovani, che proseguiranno negli studi
matematicl, non dovranno, nelle parti pil elevaie della scienza, frovarsi alle prese
con concetti e metodo affatio nuovi.

Ora non mi resta che esprimere il desiderio che agli insegnanii dei Licei, ai
quall il libro & destinato, sia dato modo di svolgere il loro insegnamento secondo
gli intendimenti del chiarissimo autore. Ma guesto non sard possibile finché
si creda comveniente di proseguire col presente ordinamento, e mnelle condizioni
in cui attualmente & posto 1'insegnamento della matematica nei nostri istituti
classicl,

Anche lo studio dell’Algebra pué mirare, come ha detto il prof. Frattini
nella Kivista bibliografica del faseicolo I, anno VI di questo Periodico a pro—
posite «di un libro d’Aritmetica (*), & due fini principali. Primo di quesli, I'agile
maneggio delle proprieth salgoritmiche delle espressioni algebriche, 1'altro, lo
studio delle loro proprieta chimicke in quanlo che esse possono rappreseninre
unmeri nel significato pin genernle delln parols, 11 prof, Arzelh senza perderc
di vista il primo di questi problemi dell'insegnamento algebrico elementare, im-
primendo al suo libro un indivizzo altamente rigoroso e seientificn, da pura un
ampio svolgimento al sacondo problema, guale non si frova 1o nessun trattato
di Algebra elementare, ¢ senza dubbio come meglio difficilmente si potrebbe fare.

Ma cogl ordinamenti attoali dei Licel & possibile raggiungere I'uno e 1'altro
scope? Al giovani, agli insegnanti, soue dati i mezzi di conseguirli? Con sole
tre ore seftimanali di lezione, possono eon un tal indirizzo svolgere tuito il
programing ? B possibile oltenerc sufficiente agilita nei calcoli, quando manesn il
tempo per opporinmi csercizi, manca lo stimolo dell’esame seritto, manea spesso
pel numere notevole di alunni, il modo di fare frequenti interrogazioni ? D'altra

¥) Prof. 8. Pracusere, — @i elementi dell'arfbmetics ad wuso delle ssucle sscomdarie inferiori,
— Hologna, N, Zanlchelli, 1891,
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parie, finché wvromo un sele programma che deve servire indistiniamente per
i futuri medici, i faturi avvocati, i futuri naturalisti, i futuri ingegneri, 1 futor:
malematici si potrh ragionevolmenie da tutti pretendere uno sindio dell’Algebra
fatio con quella larghezza e con quel rigore di metodo con cui giustamenie I'in-
tende il chiarissimo prof. Arzeld?

E giacch® questa quistione non toeea 1 bilanci, speriamo che una buona
volta si metta mano & dare alla nostra istruzione secondaria classica e tecnica
un assetto definitivo, e pitt opportuno e conveniente per il buon andamento degli
studi scientifici in gemerale e in particolare dei metematici, i quali, se nen mt
fa velo apgli ocehi, l'essere essi i miei preferiti, pio degli altri hanno bisogno
di mrgente riforma.

DEMETRIO VY ALERIL

P, VISALLI ¢ G. MANDES. — Tratiato di Algebra ad uso degli alunm della

R. Accafdemin navale, dells Scuole militar: e sccondarie. — Livorno, R. Giusti
libraio-edilore, 1890, Preszo L. 3, 79.

I} libro, lungamenie meditato, & armonico neli’insieme ed accuralo nel par-
ticolari: preciso negli enunciati dei teoremi e delle regole, sobrio ¢ rigoroeso nelle
dimostrazion..

Leggendolo ¢i si senle qua e la come lispiazione di ruesto o quell’altro
dei pregeveli tratiati che corrono per le nostre seuole; cosa che forse non yoteva
ovitarsi ma che, ad ogni modo, gli egregi A. non han tenuto a dissimulare. Pur
non di rado ei s'imbatte in qualcoss d'originale e citerd ad esempio lo sviluppo
ampio delln teoria delle ineguaglianze ed inequazioni condolta simmetricamenie o
quella delle egnaglianze ed equazioni; e la teoria del numert irrazionali, In guesta
gvolia col metodo del Dedekind, gii elementi della classe minore si suppongono
disposti in ordine crescente o in ordine decresconte quelli della maggiore, e tra
pli clementi delle doe classt, chiamate percio serie dagli Al @ sinbilita una cor-
rispondenzs univoea: il che loglic un poching all’estebica del melodo, ma eredo
lo vanda pin aceessibile all'imtelligenza degli alunni, In gquesta teoris e corsa una
svista, vero lapsus caiami: come quozenie degl'irrazionail (A, A'), (B, B') @ de-
. A 4\ . 1A A
ﬁﬂllﬂ(B ; B') INVECee ch(ﬂ,, B )

Qualche appunto di lieve momgnio si polrebbe muovere al libro, ma non
mette conto notarlo; il meno lieve mi sembra rquesio, che nell'introduzione del
numero negativo gli A. hanno tentennato tra lz via ienuta dal Bertrand nella
sua Algebra, e quella fracciatn dal Betli in una noia alla slessa; in veoro dopo
la definizione puramente formale: « Chiameremo nomerl negativi pgli ordinari
« numeri dell’Aritmelica preceduti dal segno — », e la (efinizione, in conse-
enenza, del posilivi, si legge quanto segue: « Formeremo 1 numeri nogativi con
& la stessa legge con la guale si formano i positivi; cioé formeremo il nu—
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¢ mero —2 contando un'wiil: negetiza dopo un'altra nmilh negativa, ece. » | OT4
{uesta seconda partc mon pnd riguardarsy, 0 10 m'inganno, né come chiosa ne
come corollario della prima, msa presuppone la nozione del contare in dopplo
senso.
(thinde il volume una buona raccolta desercizl.
F. ViaGgei

Dorr. OSKAR SCHLOMILCH. — Elsmenti di Geometria metrica. - Parte 1:
L. 2,40, = Parte 1l: L. 2. = Parte Ill: L. 4. — Ditta G. B. Paravia ¢
Comp., 1801,

Mentre non posso convenire nel gindizio espresso dagli egregi traduttori, nella
prefazions zlla prima parte, riguardo agli Element) di matematica del Baltzer, che
soenndo essi sarebbero assolntamente inadatti qual libro di testo nelle scuole mez-
zane, ché anzi & doveroso debito di givstizie riconoscere esserc i rmedesimi
un‘opera di gran lunga fuori del commune e che ha wmrrecalo all'insegnamento
secondario in Jtalia segnalati servizi, nuovo titolo di benemerenza, se ve ne fosse
bisoguo, per 1'illustre suo tradutiore, il Prof, Cremona, sono lieto per altro di
poter francamente affermare che i signori Prof, D. Gambioli e V. Bernardi hanno
fatto opera assai commendevole voltande nel nostro idioma la Gaometrie dsas
Maasses del Dott. Oskar Schlomileh, noto ed insigne redattore di melte opere
didattiche e scienzirto di fama mon comune nelle diseipline matematiche,

La Geometria della misura dello Schldmilch comprende tre parti: Planimetris
- Trigonometria piana - Stercometrin, Trigonometria sferica e Geometria de-
cerittiva — che i traduttori hanno pubblieato in tre distinti volumi. Per ora
mi limito a riferire sulla seconda parte che ha tratto alla irigonometria piana.

Carattere spiceato della medesima & quello di non dar corpo agli ACCessorl
delle diverse teoriche che contiene, raggiungendosi notabile brevita, pur nondi-
meno senze ommissions del necessario, cid che nmccresce efficacia al Iabrp, Ten-
dendolo specialmente utile alle nostre seuole cavsa la ristrettezza del tempo
incrente allo sviluppo dei programmi. L'A, non parie dalla considerazione dei
rapporti trigonométrici deghi archi com'e fatto nella Trigonometrie del Serret e
segugel, ma studia i medesimi prima per l'angolo supposio aculo, quindi per
I'angolo ottuso o per qualsiasi aliro angolo maggiore, valendosi della conside-
pazione delle proiezioni principale ¢ secondaria d’una retta, cid che, & mio giu-
dizio, ha il vantaggio di non snaturare l'argomento. Singolarmente felice & poi
la sua traflazione quando wmostra (§ 9) come possa effetluarst il calcolo delle
funzioni trigonometriche, in quanto eol procedimento da lul seguilo si entra In
modo cosi piano, e senza il sussidio di cognizioni ulteriori, nel concetto delle
approssimazioni che si ottengono pel seno e coseno diun piccolo angolo fino ad
un certo limite, da rendere di facile intelligenza per gli alunni un soggeilo che
i per s&¢ presenla rilevanti difficolta.

Oltre allo sviluppo delle proprietd delle funzioni trigonometriche ed alle ap-
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plicazioni di queste alla visoluzione del triangolo, cid che forma Ioggetio del
eapitoli 1. e 2., I'A. nel cap. S, si occupa della risoluzione del quadmlaiero
gualungue & in particolare di quello inserittibile, dei rapporti trigonometrici
delle linee spezzate e delle formole fondamentali della pulignnumetria, che 1o
conducono alla determinazione dell’area dell'n®, e nel cap. 4. considern le pin
ovvie ed ordinerie applicazioni della {rigonometria ai problemi geodetici. In ap-
pendice trovansi svolli pol un metodo direito pel ealcolo del seno & Ccoseno di
un angolo qualunque fondato smlle formole che danno la somma dei seni e
coseni di »n angoli in progressione aritmetica e sulls relazione:

lim ]h"l"gh—i—--..-{-fsh___ l
R=230C nhi1 —-ﬁ-[-l

¢ conseguentemenie la rettificazione grafica degli avchi circolari, I'analisi di una
costruzione appressimata del poligoni regolari, finelmente la determinazione del
poligono regolare di 17 lati.

Questo rispetto all’'opera originale. Riguardo alla traduzione e da elogiaro
I'ngziunta fatta a ciaseun capilolo in guesta, come nella prima e terza parte, di
ana serie numerosa di variali esercizi e I'appendice dei traduttori nella quale si
tratta della costruzione delle tavole dei logaritmi delle funzioni ecircolari, della
siduzione a formole caleolabili con logaritmi di espressioni NOn MONOMIe, SONG
dati esempi pumeriei di risoluzione dei triangoli, finalmente sono risolute alcune
equazioni trigonometriche, argomenti tnttl che fan parte dezli ordinar programni
di trigonometria per le mostre seuole e nell'opera originale hanno syiluppo man-
chevole o mullo. Da segnalare nell'uliima appendice, per la sua grande utiditi
pratica, una tabella in cui son raccolti 1 valori dei 5 elementi di 12 diffe-
renti triangoli rettangoli e dei 6 spettanti & 12 iriangoh obliguangol,

[l mio giudizic non sarebbe peraltro completo ove paseassi sotto silenzio wn
grave inconveniente, comune anche alla prima e ferza parte, ossia b molteplici
errori di stampa e talvolta Vimperfezione del periodo. Ora u me pare che se
cosa di tale natura & grave per qualsiasi libro e gualunque sia l'argomento a
eni si viferisce, pit lo sia in un libro destinato & scolari i quali sempre dub-
biosi di s& possono cost esser trathl a false interpretuzioni del soggetto che 1
interessa ().

Terminerd col manifestare Vopinione che ln Trigonometria piana dello Schli-
milch, colle aggiunte arrecalevi dai signori traduttori, & un libro che sl adatla
assai bene come testo per lo studio di guesia parte della matematica nei nosir

stituti tecniel.

&
A. Lyl

(%) Per debllo di rinstizia debbo dighiarare che avenlo copfrontata Ia traduzione sol teslo te-
desco, ho potalo verificare che diverst degli errori noiatl nolle formolo salstono pure in questo,
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Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico ()

BeLracem (G.) — Leziond di algebra elementare. Vol, 3° — Parle [I: Tooria dolle
equazioni, — Firenze, Tip. Berbéra, 1891. — Preazo: L. 3.

Birrignasr (A) — Le principali proprici delle grandesse proporsional, nova-
menke esposts, — Acireale, Tip. V. Mieale, 1891,
Carrozzist (A.) — Seile leziom di trigonometiria dal punio di vista delle coor-
dinate cartesiane. — Leere, R. Tip. Salentina, 1891, = Prezzo: L. 1,20,
Cesiro (B.) — Sul calcolo della dilatazione e della rotazione nei mezz elasticl,
(Rer:d. R. Istitnto Lom., 1801, Serie II, Vol. XXIV).

De Amicis (E.) — Introduzione alla teorin matematicn della propagazione del
calore (nei corpi solidi atermaniy. — Torino, F. Looscher, 1891, — Prezzo: L. 3.

oE Losceoaanps (G,) — Sur les déterminants troude. (Journal de Mathématiques
spécinles, Paris, 1891). = Intégration dec l'equation de Brassine an moyen
des fonctions hyper-bernovilliennes. (Associalion francaise pour I'avancement
des Sciences, Congrés de Limoges, 1890). |

pe Kersenz (E.) — Sophie de Kowalevski. (Rend, Gir. mat, Palermo, Tomo V,
1801).

Gronice (F.) — Dott. G. Petersen: Teoria delle equaziont algebriche. (Rivista
di malematica, Anno 1, 1891).

GoB (A.) — Sur guelques transformations des figures. (Association frangaise pour
I'avancement des Scicnces, Congrés de Limoges, 1890).
Lizzert (G.) e Bassam (A) — Elemenh di geometric, Libro di testo per la

R. Accademia navale. — Livorno, R. Giusti edit.-lib,, 1891, — Preuzo: L. 6.

Lomia ((.) — Cenni mtorno a la vita e le opere di Felice Casorati. (Bibl. math.
di G. Encstrom, Nou. Série, Vol. V, 1891).

MiLiosevics (E). — Sulle maree. (Neptunia, Anno 1, 1891).

Pavtating (F). — Sopra una trasformazione delle figure del piano in figare dello
epazio & quattro dimensioni fondatn sopra una corrispondenza univoea del
punti resli ed immaginari di Kg coi punti reali di Ry, — Palmi, Tip. Lo-
!_'Il'ﬂ'ﬁtui. 1881,

Rogaws () — Compendho i aritmelica elgmentare, corredato di ollre 1900
ssoreizi o peoblemi graduatli. — Firenze, Tip. dei Minori corrigendi, 1891,

Tuiry (C) — Lg troisime liyre de Géemétrie & I'usage de I'Enseignement mo-
yen i de 'Enseignement normal. — Gand, Ad. Hoste. - Prix: fr. 1.

— — Applications remurquables du theoréme de Siewart et théorie du baryeentire.
— (and, Ad. Hosle. = Prix: fir. 2.

— — Distanees des points remarquables du triangle. (Bulletiing de 1'Académie
royale de Belgique, 1891),

(%) Per deficenza d1 spazio si rimanda 4l faseicolo venturo I'elenco delle pubblicnzioni perio-
diche ricevule dalla chinsura del Il inscieolo.

Chiunsura della redazione il di 24 maggio 189i,




ILLINHGNENANTO DEILA GEDUETRIA K1 LICH

La recente pubblicazione di un nuovo tratiato di geometria, quello
dei sigg. Prof. Lazzeri e Bassani (7), mi suggerisce un'osservaziene
<ul modo con cni si impartisce V'insegnamento della matematica nel
nostri Licei. Git su questo giornale (Anno V, fasc. 2-3) il Prof. Valer:
si oceupd di tale questione, rilevando principalmente Vinsufficienza tlel
aumero delle ore di fronte all’ampiezza del programmia; io intendo
qui considerarla sotto un altro punto di vista.

1l metodo di trattazione della geometria elementare, col guale
syolgesi contomporaneamente la geometria piana e la solida, va pren-
dendo sviluppo fra noi, giacché dopo il trattato rel De Paolis, cle tra-
pianto fra noi l'idea altrove gia nata, ne sono apparsi in Italia altri due
(che io sappia), quello del Prof. Andriani e l'altro citato in prin-
cipio, che hanno seguite le sue norme. Si discusse sul nome di fusione
dato a guesia contemporaneith dei due rami della geomeiria, e che
realmente non & il piti adatto, consistendo esso il pill Spesso in un Tav-
vicinamento di teoremi simili nel piano e nello spazio; nonostanie non
si pud negare che, sia o non sia_ fusione, essa presenta vantaggli non
dubbi. Sarei dunque ben contento se, seguendo il consiglio dato dai miel
ottimi amici Lazzeri e Bassani nella prefazione del loro hbro, potessi
nel mio insegnamento liceale adottare fuella fusione. Ma iaccio osser-
vare ad essi che. come hanno defto poco prima nella stessa prefazione,
\ule fusione « a causa dei programmi restrittivi del Ministero delln
Pubblica Istruzione non ha ancora potuto essere attuata nel nostr
licei » e che guindi il loro consiglio pur troppo mon si pud seguire.

O perché non dev’essere possibile tentare nell’insegnamento clas-
sico officiale un metodo che dg, piu d'uno & tanto caldamente racco-
mandato? 11 guaio sta nei programmi, ¢ sono appunto quelli che 10

propongo i modificare.

(¥} G. Lazzext e A. Basaawi. — Elementi di Geometric eco, — Livorno, Ginstl, 1881.
Segnalo all'atienzione del miel eolleghi quest’opera scritla com gerletd d'iatenillment]l ¢ con
lodgvollgsimo rigore, Dell'opera slessa 1l lettore troverd pin olire nna recensione,

15
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Se si pensa allo sconcio notato nella predetta prefazione, che cioé

« 1 giovani del liceo arrivano al ferzo anno senz’avere nessuna nozione

« di geomeiria solida, mentre assai prima il professore di fisica e quello

« di scienze naturali hanno bisogno di presupporre tali nozioni special-

« mente nella cosmografia e nella cristallografia », si vede che, adot-

tando nei licei la fusione delle due geometrie col mantenere la divi-
sione dell’ insegnamento in tre anni di stndio, si scanserebbe il guaio
accennato, per cadere forse nell'altro di veder traftate le teorie delle
proporzioni, della similitudine e della misura in terzo corso, mentre
nceorrono certamente prima al professore di fisica. lo penserei che si
poiesse provvedere a tufto dividendo il corso di matematiche nei soli
primi due anni di liceo, assegnando, ben infeso, ad essi tutte le 9 (%) ore
che 'orario liceale da alle matematiche. Sento gih muovermi 1’obie-
zione che I'insegnamento delle matematiche & cosi gravoso nel liceo, da
nop dover pensare a peggiorarlo condensandolo in un minor numero
di anni; ma io rispondo che la mia riforma vorrei accompagnata da
un’altra da cui mi riprometterei molto bene. Io credo (e non sono per-
song sospetta, come insegnante di matematiche) che I'attuale pro-
gramma si possa alquanto ridurre per il maggior numero dei giovani
del liceo, quelli che devono dedicarsi ad altri studi. Come me la pensa il
Prof. Valeri (vedi articolo citato) e so che cosi la pensano altre persone
autorevoli; certo & che meglio dell’attuale programma costretfo a mala
pena nelle 9 ore settimanali del liceo varra un programma pin modesto,
ma svolto con cura nelle stesse ore, Daltra parte non pud chi debba
seguire all'Universita i corsi di matematiche contentarsi della prepara-

zinne che oggigiorno riceve nel liceo, la quale & di per sb officialmente
imcompleta, e riesce incompletissima per il modo con cui & fatta a
scolaresche generalmente avverse agli studi scientifici. Penso dungue
che si potrebbe nei primi due anni di liceo impartire a tutti gli alunni
un insegnamento di matematiche pit breve dell’attuale, lasciando da
parte la irigonometria tutta, in algebra i logaritmi e le progressioni

¢ magari 1 numeri irrazionali, e resiringendo la geometria al puro
necessario,

(*) Menire enrraggo 1o bozze di wtampa apprendo con piacere che un'opportuna modifieaslone
dell' On. Villarl porta da © ad 11 le ore setflmanall per la matematlehe sel Licel,
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I'esame di matematiche per la licenza si potrebbe dare al secondo
anno (*), e nel terzo, per quei soli alunni che fossero destinati alle ia-
colia scientifiche dell’ Universith, si potrebbero completare gli insegna-
menti propri dei corsi secondari, preparandoli a seguire con frutto le
lezioni universitarie: il che non & possibile con l'attuale ordinamento,

com' universale lagnanza.
I giovani del terzo anno, che sarehbero certamente 1 migliori nelle

scienze perché destinati a quelli studi superiori che generalmente non
s'impongono ma vengono sceitl per inclinazione naturale, seguirebbero
con prontezza nel suo corso il professore, e questi potrebbe con minore
sforzo e maggior rapidita insegnare quel che ordinariamente richiede
gran tempo e gran fatica e non da frutto. Due o tre ore seftimanali

eredo basterchbero allo scopo.
Con questa proposta 1'intero insegnamento della geometria (ristretto

nel modo indicato) si farebbe nei primi due auni di liceo. Ho detto in-
tero perchd, secondo me, il primo libro d’Eunclide (almeno c¢osi solo)
non & al suo posto nel ginnasio superiore. Infatti i giovani che si
trovano nel primo corso liceale provengono da divers] ginnasi e da
istruzione privata, e si sono quindi preparali su tesii differenti; o, se
anche hanno studiato tutti sul medesimo libro, guesto pud non essere
quello preferito dal professore di liceo. Ne viene, come osserva il Pro-
fossor Valeri e come pur troppo fa il sottoseritio nel suo insegna-
mento, che il professore di liceo & costretio a ripetere anche il primo

libro d'Euclide, perché I'insegnamento sia dato con nniformita (7).
1.’ intero corso di geometria si potrebbe dividere in modo da asse-

gnare parte della piana e parte della solida tanto in primo che in
socond’anno, talehd fosse possibile all’insegnante sia di tenere anno
per anno il solito metodo della divisione della geometria piana dalla

solida, sia di adottarne la fusione.

(¥) ge pure non fosse meglio adotiare Igiden pik espressa da altrl (mi pare dal Prof. Mastica)
di dare I'essme di Meenza al secondo anno, dividendo Ll terz'anno in due, letterario e sclemiifion,
a saconda dell'indirizzo degli mudi sniversitari degll alnnnl.

(#%) Quand'anche non el fossero altre raglomi, ml pare che basterebbe a rlehiedere che ve-
nisse modifieato il programma di Geomeiria nel ginnasio superlore Ul falto che il primo Ubro i
Enclide non contiene un complesso determinato e pompleto di tenrie che possanc atare da s, 11
nome nuguste del Geometrn greas non DaslA A rendere i anof diversi libri di geometria adattabll
uno per ogol anno ('lnsegnamento. L'ineonveniente oitato fa s che | phi del professori, per non
ingannarsi cirea 'estensione da daral all'insegmamento 53 un rliro libro di teato, sono costretti & sar-
viral degll ¢lementl d'Euclide, anche aa non corrlspondone al loro destderi didaiticl; il professors
Ai loeo ohe suecede ad essi sl trova pure imbarazzato da guests scella gia fatlta,
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Posto tang 60° = A e tang 20° — P'equazione che di « in funzione di 4
¢ (V. SerrET: Trig. Lib, 2°, § 71):

o' — 3Ax? — 37 4= A = 0;

ma quest’equazione ha tre vadici le quali oltre il valore di tang 20° dinno
anche i valori di tang 80° e tang 140° = — tang 40°, e si sa dell' Alzebra che
il prodotto di queste tre radici & ugnale al termine noto cambiaio di segno diviso
pel coefficiente del primo termine, dunque:

tang 20" . tang 80° . tang 40" = tang 60°,
da cui
tang 20° , cot 10° | tang 40° = eot 30°
2 finalmente
tang 20° . tang 30° . tang 40° = tang 10°, e, d, d..

Dimostrazione dei Sigg. P. Marano (studente privalo a Cataniz), €. Lava-
rella (alnnno del R. Istituto tecnico di Porto Manrizio), A. Longo (R. Liceo
Acireale), . Trupani (R. Ist. nautico Catania), G. Caleitti, A, Ceci, A. Perna,
G. Santorelii (R. Ist. tec. Napoli).

Sviluppando tang 20° = tang (30° — 10° e tang 40° = tang (30" 10% e

1
sostituendo per tang 30° il suo valore 5 si ha:

1 -—3/3 . tang 10° 1+ 3/ 3. tang 10
tang 20° = 1/ : o tang 400 = E i S
V 3 + tang 10 V' 3 — tang 10
Inolre: :
3 — tang? 10
- p— 0 . 0
tang 30" = tang (3. 10°") = T — 3 tang? 10° tang 10°,

Moltiplicando membro & membro le tre ultime eguaglianze e riducendo si ha

appunio
tang 20° . tang 30" . tang 40° == tang 10°,

3 4

82, Dimostrare che log 2 (base 10) 2 compreso fre ]—'U- T Trovare

mediante gueste limitazioni, il monero delle cifre delle potense B4" di 2,
(D, Besso).

Soluzioni dei oigg. G. Calvitti, A. Ceci, A. Perna (alunni del R. Istituto
tecnico di Napoli), A. Dal Buono Sidoli (R. lIst. tec. Reggio Emilia), G. Fede-
rer (Ist, tec. Spezia), A. Longo (R. Liceo Acireale), A. Ognissanti (R. Liceo Bari).

Posto log 2 =, s ha: 102—2, con =« < 1. Si potrd porre adungue

= dove ¥ > 1, quindi:
1
10y — 2 oss=la 10 = 27,

y , l
Da qui risulta 3 < y < 4, ciot y=3 +— dove 2 > L




1 1
34— — :
10=2 *=—8.2%  da cui: 2—_-(%)
¢ pereid 3 L 2 4
Riassumendo s1 ha:
] ]
| < w < 1
a+? 3+-'4—

¢ riducendo:
3 4
o <2 13
Moltiplicando 1 membri delle disnguaglianze precedenti per 64, risulta:

3 4

o finalmente, poiche 64 o — 64 log 2 = log 29

192
10

200
log 2% & ——.
8 13

La parte mfera di quesie due frazioni essendo 19, fale sard pure la parte
intera di log 2%%, opssia 2% avra 20 cifre,

83. Dimostrare che, s¢ 3,y 943 oue. oo $ON0 funsioni lineari a coefficienti
interi delle 1 incognile x,, X, ..., Xp; ¢ g le letiere a, leb, e ¢ le A signi-
ficano numert intert, dei quali w, & primo com A, ®, primo con A,, ecc., il
sistema delle n congruenze di 1° grado con n incognite:

8 3, =D, B X, (mod. A))
B8, 9o = b, — W, X, (mod. A,)
An on =— by — pn Xn (med. Ag)

e sempre risolubile quando wna potensa di 8, sic divisibile per A, ; una po-
lense i n, Sie divisibile per A,; e via cosi. (G. FraTTINT),

Ihmostrazione del Sig. Proif. U, Scarpds,

Supponizamo dimestrato il teorema pel caso di » — 1 congrnenze con # — |
meognite e dimosiriamo che esso pure susiste per # congruaenze con altrettante
incognite.

Ponendo

T]=u1ml+aﬁmﬂ+ ""_I_I:llmﬂl__l_mﬂ—l—];

la prima congruenza del sistema proposto diventa:

(a8 4 1y) &+ (%g2g +vvo @) = by — ay %, |, (mod. 4,) [1],
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Poiché per ipotesi esiste un potenza di o, che & divisibile per A4, (i, Sara
divisibile per tutii i fattori primi che compongono 4, ; essendo inoltre 1, primo
con 4, il coefficiente {z, 2, - ,) sara primo con A, e quindi Ia [1] si potra
sempre risolvere rispetto ad #, qualuncue sieno i valori che si possono attri-
buire ad @,, %,. .... zy. Avremo allora, indicando con 5(A,) quanii sono i nu-
meri inferiori ad 4, ¢ primi econ 4,, la seguente espressione per z,:

) =jb, — q ‘:"':;-]-1 — (’Iﬂ N N "‘:: ’“u)] (“1 oty —- 1”“1):?(}1')—1
la gquale per semplieits & pud porre nella forma :
$I = Bimﬁ + erﬂ?a + e + B“.I?ﬂ -+ Bﬂ_'.]_

essendo By, By, .... Ba 41 numeri interi.
Sostitnendo ora tale espressione di @, nelle successive congruenze si ottiene
i sistema di # — 1 congruenze con » — 1 variabili:

Ty l.IJl — E?g — e B (:I'ﬂﬂfl .‘15)
dy Yo =l — pg @ (mod, Ay)

On\Yn—1 = by — Pn @, (mod. 4,)

nel quale W , Boge 557 Ys—1 rappresentano funzioni lineari a coefficienti 1nteri
i @y, @y, ..o @y, il quale sistema essendo simile 8! dato ¢ per ipotesi risoln-
bile. Risolto quest'ullimo sistemna e determinati cosi i valori di @y, T4y .. .. @5 D

ricaveremo subifo il valore di Zy, @ quindl =ari cosi risolto anche il propesto.
Consideriamo ora il sisiems : |

ay (% %) = g 2 + %) = b — uy @, (mod. 4,)
&g (ur R .::; By =f -:13) — by ~ pym, (mod. 4,)

e dimostriamo che esso & solubile nell'ipotesi che una potenza di @, sia divisi-
bile per A, , una potenza di ¢, sia divisibile per A, o che ey U, SlENO rispel-
uvamente primi con A,, 4, Infaili dalle prins ennrruenza si ha s

# r ! = _;_"1 e ]
By = (&1 — ) Ty — a, % '“i) (ﬂl 2, - [-ll)ff ‘) — Bz Y S = Bﬂ
e sostituendo nells seconda -

(2% By + a0y e ) By = by — g0y — a, %, B, (mod. A,)

ed essendo il coefficiente dj @, primo con A, in quanto che e, & divisihile per
tutia 1 fattori primi di Ay, 8 W, primo con A,, quest' nltima CONGruenza € sempre
solubile e ¢i somministrera i1 valore di %, dal guale ricaveremo poi quello di 2, ,
Essendo quindi solubile un tale sistema di due congruenze con due variabili, sard
pure solubile, per quanto abbiame da prineipio dimostrato, un sistems di lre con-
gruenze con ftre variabili ¢ cosi di seguito,
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85. Determinare i numeri di due cifre dali che i loro valori siano mul-
tipl del prodoito delle loro rispettive cifre. (5. GATTI).

Soluzione del Sig. Prof. F. Viaggi.
Sin = la cifra delle decine ed y quelln delle unitd d'un numero: si yuole
determipare @, ¥ In modo che

E i e A8 e e D)

sl Mumere intero, |
Si tenga presenie che la somma di due frazioni irreducibili non pud essere
numero inlero, se le frazioni non hanno lo stesso denominatore.
(ii0 posto possiamo farc tre ipotesi sn y, che & < 10;
1%: o primo con 10, quindi y =, e la [«] diventn

=

< H

che non pud essere intero s¢c non quando ¢ =1, — 11, donde =1, =11
la seconda soluzione & da rifiutare;
2%: y ¢ divisibile per 2, quindi y =2z, ¢ la |%] divents

i

J

¢che ¢ intero per ¥ =1, =2, = 3, —6, donde é y =2, —4, =6, = 12;
la quarta soluzione é da rifiutare;
3": y & divisibile per 5, quindi y=>5a, ¢ la [«] diventa

3

che non pud essere intero se non quando é =1, = 3, donde y =5, — 15:
la seconda soluzione & da rifiutare.
Riassumendo: [, 12, 24, 36, 15 sono i numeri domandati ().

86'. Dimostrarve che esistono due soli trignygotr asosceli, foli che il punto
metio aella vette che congiunge il vertice del trianyolo col punto di concorse
delle altezze, e 1 piedi delle medesime, sono i vertici d'un quacdhrato.

(G. Russo).
&

Soluzione dei Sigg. A. Pernae, A. de Faleo alunni del R. Istituto tecnico di
Napoli.

Sia il triangolo A B O isoscele per avere egnali i lati AB, A C; sieno AA',
BE, CC le altezze, 0 0 loro punto & incontro, M il punto medio di OA.

(*) Altre soluzionl pervennero dai Sigg. Prol. 8. Calania, F. Palglini, &, Riboui, G. Russo,
e dagll alnant &, Calpitli, & Ceoi, 4. Perna (R. Ist. tec. Napoli).
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Risponderemo alla gnistione, dimostrando che la condizione necessaria e sufficiente
affinché il quadrilalero M C' A" 8" sia un quadrato & che 1'angolo BAC sia

] J . .
3 03 di angolo retto.

Tale condizione & necessaria, In effelti, supponiamo che M ("A'B' sia que-
dralo. L'angolo BA € non pud essere retio, giacché alirimenti i punti B, €', 0, M
st confonderebbero con A, e non poirebbe esistere il quadrato. Esso angolo dungque
¢ o acuto, od oftuso. Nel caso che sia acuto, M B, come medizna dell’ ipotenusa

nel triangolo rettangolo A B0 é ugusle ad MA, dunque il treangolo MA B’ &

I
isoscele, e I'angolo MAB' & meta dell'angolo esterno OM B, eioé & Ji di retto,

1 :
quindi I'angolo B A C doppio di MAB' & - retto. Nel caso che BAC sia of-

1
tuso la stessa dimostrazione prova che 1'angolo B'0C" & 5 Tetto, quindi: BAC =
3
BAC = 2retii — B OC = - di retto.
La condizione & sufficiente. Infatti sin BA ¢ = < retto, I'angolo OM B’ ri-

|
sulta anch’ esso > retto, e quindi (" M8 ¢ relto. Nel triangolo retiangolo

BB'C la mediana A'B’ dell'ipotenusa ¢ nguale ad A'C, quindi il triangolo
A'B°C & isoscele, ¢ svendo un angolo alla base di comune con A BC ¢ ad esso

: : , 1 gyt
efiniangolo, parcid l'angolo B°A'Q0 — BAC — 5 Tetto, quindl MA' B, comple-
e r r = ]' . ] - & [
mento d1 B A C & anch'esso o> retio, percid nel triangolo B'A'M si ha: B'A

= B’ M. Similmente & dimostra ¢'A’ = (' M d’altra parte ' M — B'M, perché
ambedue eguali ad M A, dungue il quadriiaiero M B A’ ¢ equilatero, ed avendo

3
un angolo refte ¢ quadrato. Se si suppone l'angolo BAC = o di retto nel

: !
triangolo BOC del pari isoscele, Pangole B0 C = — retto, od il quadrilatero

MBCA ¢ guadrato,
Cosi resta provato interamente l'enunciato ().

87'. §i assegnine in mode penerale @ due limiti del numero delle eifre del

guostente di abe.... 1 per a'b'e ....1, 0 6@ 1" essendo i numero dei -
tore di clascun prodotio, =, By oo hoed «, B,y oo X i numeri delle eifre
dei differenti futtori, (B. CARRARA).

(*) HMammo risoluto 1a medesima quiatioue | Bigg. A, Beldawnrre (aluono del R. I, tac. Barl),
. Calvitéi, A. Ceci, E. Lu Mansa, F. Viseidi (. 1st. teo. Napoli), €. Chigiodti (R, Ist. tec, Chietd),
A, Dal Busno Sirioli (R. 1at. tee Reggio Emilla), ¢ Ghetsi (R. Liceo Sinigallin), & Oati e (3. Paoli
(B. Ist. tecnieo Arezzo » 4. Lomgo (R. Licen Acirealel, P. Maranos {stndente privalo g Uatania), 4.
Ognissanti (R, Liceo Bart).
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Soluzione del Sig. M. Appugliese, alunno del R. Isiituto tecnico di Chieti.
Pongo per sempliciti

e+ 4. ... A =u, & =B iR =,

Il piu piceolo numero di « cifre & I'unita seguita da &« — 1 zepi, i) pin grande
é formato da o cifre uguali & 9; quindi un numero qualungne di « cifre & uguale
o maggiore di 10%=1 apualo o minore di 10% — ]; percii possiamao scrivere

le disnguaglianze
10% > @ > 10¢=1, 10f > = 10B—1, ,...... 10A > 1> 10A—1,
dalle quali, moltiplicande membro a membro, deducesi la limitazione
WO > abe ... = 100—2 ... [1]
In guisa analoga si otliene 1'zltra limituzione

]D*Tr"‘“gu'b’c’ ..... J"::]D"'r.---------[z]

A & DEC.uoss f
c—& +n G0 =—n
10 > 5 = > 10
U _ . .. abe....... P
quindi il namero delle cifre della parte intera & R ;- non potrd es-

sere minore di 6 — 6 — n [, né superiore di 6 — &' 4 n': ossia non potra
essere minore di

@t+ft+..FN) =@ +F+..... +A)— a1

ne maggiore di

@FBd el — @ B F e )+ 2

Con qualehe esempio numerico & agevole mostrare che sia l'uno, sia 'altro
U \ - - " : e vouaT
hmite pub essere raggiunto: cost con I'ainto dei logaritni si trova che 107

. 1 LD _
ha nella parte intera 21 cifre, e gopor ~ be ha 8 (7).

8B8'. In wn cerchio di raggio R si tiri un diametro AB, sul guate 8i prendn

s¢ conduca o corda CD

un punto H in modo che sia HA =

perpendicolarve ad A B, e dal punto mf’dm Gpdi HD tirisi la corda BF per-
penclicolare @ GD, Caleolare Iz diagonali e U'area del quadrangolo convesso GEDF,
¢ dimostrave che 1 lati FC, ED sono 1 cateti 'un treangolo rettangolo di cwi
Fipotenusa & 1l diametyo. (S. CATANIA).

(¥) Soluzioni soslangialmente analoghe pervemnero dal Sigg. 4. Beldessarrs alunno del It,
[sfitnto tecnleo Barl;, 4, Cecie A, Perna TR, lstlinto taenico Napoli), A. Longs |R. Liego Aelreale),
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Soluzione del Sig. N. Bottini, alanno del R. Istituto tecnico di Chieti.
La cords CD & divisa per metd in H dal diametro perpendicolare A B e
CH ¢ cateto del iriangolo rettangolo CHO (0 centro del cerchio), di cui la

ipotenusa ed un cateto sono misurate da R ed 5 quindi

K

)H_ 4;:? 7
YV 2

l segmento HG, quarta parte di CD, ¢ misurate da -—— R; esso rap-

e

presentn la distanza fra il diametro AB e la corda EF, ¢ quindi anche la di-
stanza della corda dal centro, percid

— 2 ¥ eyT
EF=2V R —HG =5VRE (Va R)—— }3 R.

Poiché 1e due diagonali del guadrangolo sono perpendicolari fra loro, I'area
del quedrangolo & wguale al semiprodotio di queste due diagonali, ossia

o 1 42 2y T 13 14
5 DPXEF =5 - —3—R.—5—2R 5 — .

CEDF—

Dal punio £ lriamo la parallels a €D, che incontri di nuovo in S la cir-
conferenza; l'angolo FES & retto e perd SF & un diametro,

Il triangolo rettangole FCS, che ha l'ipotenusa eguale al dizmetro e per
caleto CF un lato del qnadrangolo, ha il secondo cateto SC eguale al lato ED:
infatti, le corde SC, ED sottendono archi eguali eome guelli che sono eom-

presi fra corde parallele ().

88, Iimostrare la disuguagliansa

s
V ntl IJ+
it

n-{=1

2 1
,/n“l- 1)—1-" ______ :)_;

31 == |

| | 1
= | == 1.5
& 7]

(¥, Grupice).

Dimostrazioni identiche dai Sigg, Prof. F. Viaggi e (3. Riboni.
Dalla nota identita
am — |

ah—1 . qm—2 4 =t = 1

G — | =

(*) Mavndarono aolozioni di nuesta guestione anche i Sigg. 4. Baldussarre (nlumno dv1 R. Ist.
i0c. Bariy @. Caleitli, A. Ceei, E La Fianza, A. I'erna, T. Relollo, 0. Beitla, P'. Viscidi (alunni
Uol R. Ist te¢ Napoll); A, Dl Brons Sidoli (R. 1st tec. Reggio Emilia); A. Gundold (R. 151
ieo. Placenza); E. Gofi, A. Mueei, &. Paoli (R. Isl, tee, Areszo ; N, Léo ¢ 6. Rocoheiti (R. Iet.
tec. Foggla); A. Ognissunts (R. Liceo Bari), P. Marenc (sindente privato a Cstania); D, Taverns
\R. Liceo Catanzare); &. ?rupani (R. Ist. nantico Cetania),
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si (leducono, nell'ipotesi a > 1, le disnguaglianze

a% — | :
a— 1< g i VG o A [«]
an — | am — ]
@« — | — > SR S R e [£]
™m
i I
Dalla [u], ponendo « = l/ m:: . §1 ottiene
™
o =4 | ] I 1 ] )
|/ e = < in® <_u?:_!h 2 (m—l ﬁr—l—l)

¢ da questa ponende wm = n. # <4 1. cvinay M=+ R, e addiwonando

n n41 ]
n—+] l/ﬂ-i-? T !
(l/ n o ])+( n+1 ])-I- < 2 (?i‘"‘] n a4l n-th+ l)

<i(' f])

2 1n — 1 N

3|

¢ cosi & dimostrata la 1° disugnaglianzs.

i
m—41
Dalla [B] ponendo pure a — l/m = 3l (educe
il
T
i 1 - l ) ]
l/ m - 1 ™ _
m m (m -4 1) m m = |
e quindi
m
m -1 1 |
| = -z
i il m -+ |
e da questa ponendo successivamente i = . w41, ...... %0, sl dedace
5 | n-1 =+ A
n—-1 ,/ 7% 4= '/J:-a-}-ﬂ-l—l I ] .
(l/ n =4 ?l-{—l_])_l_"_i- n -+l = }_?;_?i+fl-|-l T e

1 W,
ora col crescere di %k verrd momento in #ui e YA < & e quindi & di-

mosirata la secondn diseguaglianza.

90°. 8 A, B, G, D, E sono prunti d'una circonfirenza e con eentri rispet-
tivamente in B, G, D, E ¢ raggi BA, GA, DA, BA si deserivonn allretiaie
circonferensze, dimostrare che i punti in cui quesle §'iniersecano sono tre a tre
m inea reli, (A. Luewu).

20




S 17,

Dimosirazione del Sig. Z. Pece, alunno del R. Istituto tecnico di Chiets.

Le sei intersezioni sono i vertiei di un quadrilatero completo.

Per dimostrare cid, considero tre delle circonferenze costruite, guelle p. es.
che hanno i centri in B, C, D; esse, che gid passano per A, s'incontrano a due
a due di nuovo in altri tre punti, che sono simmetrici di A rispetto a1 lali del
triangolo BCD: tali punti sono per dirilto, perche 1 puntli medi dei segmenti
che li eongiungono con A, in viriti del teorema i Snisox (Cfr. BaLrzER : Plan.
§ 4, 8), sono in linea retta ().

Dimostrazione dei Sigg. A. Ceci e G. Calvitti, alunni del R. Istituto teenico
di Napolt.

Siano F, G, H rispetlivamente gli ulteriori punti d'ineontro delle coppie di
circonferenze (BA, CA), (BA, DA), (CA, DA). In virtd del teorems sull® ao-
golo inseritto, e poiché ¥ ed H sono simmelrici ad A rigpetto &8 BC e D ordi-
natamente, gli angoli AGF, AGH sono eguali agli angoli esterni del (uadri-
latero inseritin A B CD, aventi rispettivamente per vertier B, D; guindi guelli
come (uesti sono supplementari e i punti F, G, H stanno per divitto, il che

prova 1l teorema enuneiato.

Il Sig. A. Ognissanti (R. Liceo Bari), che invid pure uma dimestrazione del
quesito, osserva che: In generale se si prendono » punti su una circonferenza
e s1 descrivono, con centri in guesti punii, uno eccettuatp, n — 1 eirconferenze
con raggl eguali alle rispettive Toro distanze da questo, i punti d'intersezione
delle circonferenze ultime, presi tre a fre sono in tante rette 1s cui totalith @
(r—1)(n—2)(n—3)

2.3

Si dichiara inoltre ricevimento delle soluzioni seguenti: questione 91°, 92,
93, 98" e 99'. dal Sig. A. Buldassarre: 94. S. Catania. F, Palotini; 96 e
97. L. Searpis; 100. #. Mariantoni; 101°. A. Baldussaire, . Candido, A.
Dal Duone Siioh, £. Marano; 102. G. Bernardi, L. Bosi, S. Crtania, I,
Mariantoni, M. Martone; 103 ¢ 104". G. Trapeni — soluzioni alle qual:
veria data evasione noy fascicoli venturi.

La Redazione.

(*] Soluzioni sostansialmunte analoghe pervennero dal Sige. . Lararello [alummo del R. Tat.
tec. di P'orio Maurizio), 4. Longo (R. Liveo Acireale), C. Margreth (R. Ist. tep. Regglo Bmilia).




QUISTIONI PROPOSTE

105. Determinare i triangoli eiaseuno dei guali soddisfi alle
seguenti condizioni: un vertice cade in un punto dato, i due vertici
rimanentl cadano in due date rette, umo per clascuna, ¢ l'ortocentro

sia mn punto assegnato.
3. CATANIA.

106", Dimostrare che se @, & sono (ne interi qualunque primi
tra loro ed 2 & pure un inters primo con a, le doe serie

a+b, 2a+0b, Ba+10, ..... , Ndf~b
(8 2, R 97

contengono lo stesso numere di termini primi con .

U. Scareis.

10'?". Se n & una potenza intera di 2 se clod n — 2%, la somma
delle prime n potenze di un numers nualsivoglia a, la potenza zero
inclusavi, ¢ data del prodotto dei % fatlori

(I+a)(14a) (1+a)(1+a)...... (1 a7,
F. P. PATERNO.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

G. LAZZFRI e A. BASSANI Professori nella R, Accademin Navale, — Llementi
di Geometria. = Libro di tesio per la R. Accademia Navale. —— Liverno.

Tip- di R. Giusti, 1891,

I. Eeco un libro ben fatto. Sebbene g autori lo presentino come testo per la
R. Accademiz Navale, nonostante io eredo che eli sara fatio buon vizo anche
m altre seuole, e stimo quindi non inutile il dirne qualche parola in questo
periodieo destinato rll'insegnnmento seeondario.

Bl — T — —— —— i i

e e e B

(*) Le questioni contrassegoale con ssterlsco sono eselusivamente fndirizzate agli alunni delle
nostre secmole.
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Liberi gli autori di sesuire 1'ordine delle materie da essi preferito, e incos
rageiati, come essi dicono, dall’ esperienza di 4 apni d'tnsegnamento, hanno (e
con ragione) seelta la trattazione simultanea della geometria piana con la golida ;
le linee generali del libro sone quindi naturalmente quelle stesse dol magistrale
lavoro del De Paolis, le pit raziomali, & mip credere, e le pin logiche, accet-
tato che sin quel metodo. Dicendo cos) non  voglio accusare gli auntori dj
mancanza di originalith; e d'alironde ua libro di testo per essere stimato non
oceorre che sia un'accolta di cpse nuove, bastando che in esso siapo accetiate
le buone idee di altri e messe o frutto migliorandole, perché lo si debba rife—
nere un lavoro interessante. Neil'opera dei professori Lazzeri o Bassani sl trova
qnesto e meglio ancora, alvune sue parti avendo realmente impronts di origi-
nalita ; essa & dunque di unImportanza non ordinaria,

I pregi di guesto lavoro si avvertone facilmente. I postulati sono stati secell
ron maggior cure che altrove e minore & i nurnero di quelli tacitamente am-
messi; la fusione della geometria piuna con la solida ¢ piit intima che nei libri
consimili: ¢ finalmente la teoria delle Proporzioni & resa piti facile col trattarla
dal punto di vista arilinetico, che, come dicono gh autori stessi, & I'unico che
ne riveli 1'essenza,

Poiché sono queste le caratteristiche piti salicati del libro, mi s1 permetta
i intrattenermivi un poco.

Del postnlati gia ho detto come slano stati scelti con cura-: per sllro é
d'uopo aggiungere che quelli eitati non sono tuiti i necessari, ¢ che alcuni di
essi sl appoggianp a parcle il cui sigmificato, non esplicitamente definito, deve
lacitamente essere attinto all'esperienza. Ne faremo forse un grave carico agli
egregi autori? Chinngue per poco abbis meditato sni fondamenti della geomelria
CAPITA come, su tale argomento, la perfezione sia davvero un ideale, {anlo pid
quande un fibro ¢ destinato alle scuole, dove mille esigense impongono limiti
assal ristretli. Del vesto gl autori stessi non pretendono (¢ una lore frase),
« di aver detto 1'ultima parola su questa qnestione »; ed io eredo che ['ultima
parola potré dirsi solamente dopo che sia stato dimostralo quali sono i postulati
selentificamente necessari e sufficient; per svolgere intera geometria elementare,
grestione che, se studinia g conm amore (7), non pud dirgi nncora completa-
meute rsolindie,. Tolta quesle sieurs buse selentifica, g'intende come la soelta dol
postndatl assuma earaliere pratico, e dipends dalla naturs deli” insegnamento e
dall'mdole dei wiovani a cuj questo e rivolto. 1 postulati soelti dai nosty] aukor
mi sembrano prestarsi assai bene ad ung facile intuizione da parie degli scolari:
essl mon presentano quell’egcessiva minuziositd, la (fuale nelle scuole medie va
sempre scansate anche, io Credo, & spese di un po’ di rigove, trattandosi di un
tale argomento.,

Quanto alla fusione dells geometria piana con la solida, stimo inutile mo-
strarpe i vantaggi: sc non foss’aliro, 'antorita delle persone che 'hanno accolla
¢ diffusa e 1'asserzione di chi ha potulo farnc prova nell'insegnamento, devono
logliere ogni dubbio anche & coloro che, per rigore di regolamenli e di pro-

{*) V. p. #8. 1 lavorl i Pascn, Praxo,
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grammi, non I'hanon potuts giudieare nella scnole, GII awtort © sono studiati
di cavare da questa fusione il massuno  frutto, ed hanno realmente ottenulo
qualche notevole risultato nuovo: cito, come un esempio, 1l teorema del § 144,
nel quale le considerazioni stereometriche permetiono di fare a meno della teoria
delle proporzioni.

Non bisogna nascondere per altro che (uesta fusione delin geomelria piana
collie solida consiste spesso unicamente in wun ravvicinamento di teoromi simili
nel plano e nello spazia; in ial easo, inveee (i coslifuire un vero pesso  al
punto di vista scientifico, non é che un artifizio idatlico, col quale por allyp
sl abbrevig 11 lempo & la futica, lasciando iracee pin profonde nella mente dei
giovanl e dando alla tratbazione un certo aspetio di eleganza, I nostri aulori
ne hanno opporlunamente profittato unendo addirittura | teoremi analoghi per
tl piauo e per lo spazio ¢ dando lore un cnunclato unico: ma devo dire che
yualehe volta si sono lastinti trascinare da fquesto desiderio, dird cosl, di con-
densazione, unendo leorewi che per loro natura sono algnanto differenti. Cito
per esempio il § 189 relativo ui punti comuwl a due circonferenze o a due
superficie sferiche, nel qunle I'analogia fra i dug punti e la eirconferenza co—
muni mi sembia un po’ artificiosa,

Un'innovazione del libro in (uestione o, per dir meglio, una coss che lo
distingue dai tratiati che intendong informarsi al metodo cuclideo, sta nell’avervi
esposte le proporzioni col metodo aritmetico.

Gl awiori spiegano nellg prefazione perché si siano attenuli a (uesto. Per psgi
le proporzioni dipendono essenzialmente dal conectto i numero, ed i risultati
POSSONO essere espressi completamente solo eon 1ides di rapporto, che frae seco
quella del numero. I un fatto che se s potessero tratiare le proporzioni con
mezzi puramente geomeirici, spogliaadole dalla difficoltd di cui lo circonda Eu-
clide e mettendone o nudo l'essenza, sarebbe preferibile syolgerle econ un tal
metodo, innegabilmente pilt cduentive dell’aliro. Ma & un fatto altresl, che allo
stato attuale della gzeometria e nonostante 1o semplificazioni che i moderni hanno
poriato alla definizione A'Enclide (p- es. De FPaolis, Faifofer) gli alunni male &
fanno -un'ides del fatto geometrico & cul alludono le proporzioni: ¢ di pit rimane
cost gravosc lo svolgimento dolla lore teora, du ohbligare spesso Vinsegnante
(s1 ritenga pur questa uns confessionn di ehi serive) a passar sopra alle dimo-
strazioni dei teoremi pii complicati. Trovo yuindi come sia accetinbile I'idea i
bratiire numericamenta 1o proporziosi. tanto pif in ‘fuelle sewole nelle quali
poi della geometria metrica doved farsi largo uso.

S1 consideri inoltre che la differenza fra 1 metodi geometrieo ad aritmetico
di tratiare le proporzioni consisto Emﬂllﬂslm[‘:‘nﬁﬁ in questo: che nel 1° non s
definisce il rapporto in sé, ma solo "ugnaglianza o disugnaglianza di due Irap-
porti, il che oquivale a daro il neme di rapporto ad un nuove ente, del guule
con le proporzioni si stabiliscono e relazioni coi syoi consimili, cioé 1'uguy-
clinnza o In hsuguaglianza, mentre nel 2° esco si definisce dando quel nome
ad un ente gia noto, il numero, Ma il processo tenuto mel 2° metodo per 1o
proporzion, non per esse soltanto comparisee in geometria, Per ¢semplo 1l segmento
si definisce ordinariamente come 1na parte di retia, cioé come un certo onte gia
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noto, mentre per farne la teoriz basterebbe, allo stesso modo che Enelide fa per
I rapporti, definire 1'uguaglianza o disugzuaglianza di due segmentl come la pos-
sibilit o impossibilita di portare a coincidere il gruppo dei loro estremi. Cosi
per angolo, la cui definizione & cosi controversa, si pud fare la teoria defi-
nendo in medo consimile 'ugnaglianza o disuguaglianza del gruppo i due rette.
seuza curarsi di attribuire a tal gruppo il significato di un ente a sé: e lo
stessd si ripeta per i diedri, le striscie, ili strati ecc.. Se si coneeds allo scolave
' atutare la propria ments a concepire 1'nguaglianza o disuguagrlianza del gruppi
lormatl da due punti, o da dne vette convergenli ece. eon I'unire ai loro econ
cetti quelli a lui gid noti di parte di retta o di parte di plano cec., perché non
s potrd concedergli di aintarsi & concepive i rapporti o le ragioni di due gran-
dezze associandovi 1'idea a lui gia famigliare di numero? Ognl concetto nuovo
¢ una nuova fatica per l'alunno; se la difficolta dell’'argomento richiede che
scansl, non c¢'é motivo di farne assoluta proibiziong. Piuttosto, a corso terminato,
sl potra (apzi sara wutile il farlo) accennare come sia possibile fare a meno di
molii enti gid definiti (segmenti, rapporti ece.) e mostrare allora come un'alira
definizione della proporzione (quelle eunclidea) conduea agli stessi pisultati, Sa-
rebbe cuesto un dezno coronamento del corso di geomeiria: esso aprirebbe ai
giovanl pin vasti orizzonti (),

Del resto la traftazione aritmetics delle proporzionl pud unicamente combat.
tersi per la introduzione che essa fa del concetto di numero, gindicato come

esiraneo alle geometria. Ma io osserva che il concetto di numere non é da rite-

nerst come tale; giascché se per estraneo s'intende non concrliabile, si dice cose
evidentemente falsa: se s'intonde ftile, & chiaro che tale iden & inesatta per 1'ime-
portanza che ha 'applicazione dell’algebra alla geometria o per 1l fatto che il nu-
MeTo serve, per mezzo dei rapporti, delle proporzioni e delle misure, & mettere in
luce proprieth importanti delle figure geomeiriche: se pol s'intende non neces-
3671, sl osservi che almeno il concetto di numero intero (se non si voglia dire anche
41 irazione) & indispensabile per parlare di multipli e di sottomulti pli, ed & poi
necessario il concefto completo di numero nella teoria della misura. Altri con-
cettl sl usano in geometria, ¢ da certi punti di vista sarebbero pure da dirsi
estranel ad essa; i Limilo o citare fra 2li alied quello del moto. Secondo me la
discussione non ¢ da portarsi sull'introduzione fel pumero in geometria {ailta
priima o dopo, ma sul nwodo rigoroso o no eon eni il numero viene introdoklo.
Se I'ammiissione di lale econcetto & fatta osattamente, le ragionl didattiche pos-
SO00 avere un gran peso per complerla in wn momento piuttosto che in un
altro (*).

<. Le osservazioni che ho fatte fin qui mostrano chigro come io approvi
senza restrizioni ln struftura generale del libro: quanto allo ayolgimenio di esso
non esito a dirle lodevolissimo, e questa lode & tanto pini apprezzabile, in guanto
n ttalia cgregi antori c1 hanno ormmai abiluati a trattati eccellenti per rigore

(*1 1% ip proposito 11 mie artieolo « Sul oonestio & ua numero - (questo Giornale, Anno Il)
¢ Ia min « Teoria delle grandezse > (Pisa, 1857

[#% M1 ai worri perdoncre Ia broppo lunga digressione : V'importanza dell’argomento mi ha con-
dotto ad esporre le mie Itee, il che del resto erm aneho necessario per dissutere gquelle degl! antori.
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e per purezza di concetti. Nel libro di cui parlo gli argomenti sono trattati in
modo completo, esponendovisi all'occorrenza leoremi raramente dati ne trattati
(p. es. §§ 168, 346 e segg.) o altrove dati inesatlamente (p. es. teor. del § 154 <ui
prismi parallelepipedi) : dei teoremi, quand'é possibile, si danno gh inverst, usando
spessissimo, e con sommo vantaggio della brevita e dell'efficacia, In legge delle in-
verse, sulla guale opportunamente ¢'insiste nei primi paragrafi. Alcuni teoremi sono
origmali o dimostrati in modo originale (V. p. es. quelli dei §8 52, 142, 143,
144, 358 ecc.): fra essi si vogliono particolarmente ecitave quelli che, per la
fusione della geometria piana con la solida o per l'opportuna dispostzione delle
materie, possono esser dimostrati con un numero di principii minore dell'ordinario,
Per esempio In teoria dell'omotetia, quells dei piani, assi ¢ centri radicali, che di
solifo &1 trattano con le proporzioni e con Pequivalenza, sono gui svelte indi-
pendentemente da questa e da quelle con evidente vantaggio teerico. Debbo per
altro confessare, giacehé ho parlato di vanlaggio teorico, che io sono convinto
come in un libro destinato all'insegnamento, stabilito quali sono le teorie da
svolgersi ed 1 concetti dn introdurre nell'intero corso, si debba cereare non di
dimostrare 1 teoremi col minor numero di principii, ma con la maggior sem-
plietta e facilith possibili, anche a costo di ricorrere a tooric non stretta-
menie necessarie, visto che di quelle prima o poi s dovra fare uso, Si osservi
che ho felto « un libro per I'inssgnamento®», essende una dimostrazione teori-
ciomente tanto pil apprezzabile quanio minore ¢ il numero 4 principit che
mvoen ; mentre l'insegnamento dal yunle, per gquanto ¢ compatibile col rigore
assoluto, devest allontanare la pccessiva complicazione, richiede che le dimostra-
zioud sieno le pid semplici, le pii accessibili, (uelle che meglio rivelano I'essenza
det teoremi. Per ragioni consimili non ineontrd favore |'ides giz da aleuni accolta
di ritardare nelin geometria piil che si possa l'ammissione del postulato d'Euclide,
col dimostrare dapprima tutti i teoremi che ne sono indipendenti, parendo nel-
I'insegnamento inopportunc lo sdegnare il sussidio che viene alle dimostrazioni
di varit teoremi da quel postulato che, non potendosi bandire dalla geometria,
devesi prima o poi ammetierc: e fecero quindi bene i nostri autori che quel postu-
late enunciarono fin ds prineipis, profittandone all'occorrenza.

Mi sembra ben condotta la teoria della similifudine, che & presa cda un punte
di viste generslo o comuue alle figure piane e svlide: per quanto 10 siuny che
essn, sireftamente connessa com’d alle proporzieni sulle quali essenzialmente si
fonda, sin i un insegnamento secondario pin efficace se tratiata del tullo ndi-
pendentemente dall’omotetia. Questa essendo un opinione mia, non toglie meno-
mamente valore al bel eapitole del libro, che torno sinceramente ad Bpprovare,
Solo mi domando perché, mentre, dopo aver irattato in generale la similitudine,
si danoo per i poligoni teoremi che li dirfostrano simili guando sono soddisfatte
certe condizioni, che sono quelie che sogliono cestituire le ordinarie definizioni
den irattali (8§ 38D, 390), non si faceia poi altrettanto per i poliedri, come
ayrebbe richiesto, se non altro, I'analogia.

Lodo gli autori per I'interessante eapitolo sull'equivalenza del circolo e dei
corpl rotondi, dove le ricerche sono fatte con tutia generalila, riferendosi psse
alle superficie ed ai volumi generati dalla votazione di linee e superficie sem-—
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plici quando rotano di an angolo qualunque «, invece del solo intero gire di 360°,
come si fa ordinariamente. E faccio plauso anche, vedando in tal capitolo inclusa
la superficie ed il volume del toro, dell’anello solido poligonale e dei lorp set-
tori: giacche tali figure rientrano evidentemente nel dominie della geometria
elementare, ¢ completano la serie di quelle ottenute facendo rotare attorno ad
um asse le figure tutte che studia la geometria piana, cioé segmenti, spezzate,
cirepli. .

Fra 1 pregi del libro va annoverata la rieca ed importante collezione di pro-
blemi e (i esercizi da svolgere, la guale fa nascere il desiderio che gli epregi
autorl, dovendo fare un’allra edizione del- libro, vi aggiungano un capitolo sulla
soluzione dei problemi peometrici, argomento {anto pitt interessanie in quanto
non esiste un metodo generale per detta risoluzione.

Nelle dimostrazioni trovo usata giusta sobricta di esposizione, Talora, per
altro, giudico che questa sia eccessiva: perché se di cose di dimostrazione facile,
si, ma non breve si dica, come fanno talora i nostri antori: ¢ frcilz vedere ecc.,
temo ehe 1 giovani prevdano I'abito non lodevole di sopprimere le dimostrazioni,
troppo spesso appagandost di guello che all’'oechio mostra In ficura.

L'awmore di unsa certr brevita, che in ginsta misnra & da ritencrsi come un
pregio, ha condotto gli autori a citare dei corolluri, apparlenenti a teoremi assai
lontani dal luogo ove guelli sono esposli, senza convenienti singoli richiami o
qualche parola di legame. Ne risultano lunghe liste ¢1 corollarii (come p. €8,
al § 383) che per qualche alunno potrarno sembrare aride enumerazioni le quali
Ip tenting ad impararle solo macchinalmente. E vero per altro che un abile inse-
gnante pofra evitare un ftale sconcio; come & vero ehe tutie il libro per il
rigore e l'ampiezza d'idee che lo informa dev'essere affidato all’'opera di un pro-
lessore 1ntelligenie ed esperto, perchi din i frutti che se ne possono giustamente
aspetiare,

4, 1 tre argomenti principali del libro, ciod i postulati, la teoria dell'equi-
valenza, e quella delle misure, hanno gli antori seriamente medilati e di essi
hanno intesa limportanza : ed infatti si trovano esposli in modo ordinariamente
rigorgse, benché fra i tre il terzo, quello delle misure, mi sembrr condotto meno
robusiamente. In questioni cosi capitali e delicale era per altro inevitabile che
gualche rcosz sfuggisse sgli eprewi antori: e mi permetlo i esporre brevemendte
le mie osservazioni in proposito, aleune delle quali sone frutte i vedute mie
pevsonali ¢ non accennano percid a censura del libro,

Wuanto ai pestulati gida ne ho detto qualche cose in genernle ; e, anche per
le ragioni allora esposte, non credo dover fare singole analisi minute. Mi limito
a poche idee.

I postulati del moto (I, 11, VIII) hanno la forma pit comune e piit intui-
tiva e, dal punto di vista didattico, sono ottimi. Ma & bene avvertire come in
essi interviene (in modo, se si vuole un po’ velato) un elemento davvero estraneo
alla geometria, il fempo, se almeno bon si abbia cura di definire opportuna-
mente Ia parola percorrere (*) che, interpretata nel semso ordinario, richiama

(*) P. es, esprimendosi cosi: « Dire che nn punto si meove da uns | vsizione 4 sd ooa posi
* Ziome B percorrendo una Ilnea dl cui 4 e B sono gl estrsml o descrivendn quesia linea, signl-

1:"
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Iidea di momenti successivi, ides, oltreché non geometries, difficile s mettere
in chiaro,

Yedo con piacere citato in modo esphicito il postulato 1V, che fin gui si
soleva ammettere tacitamenie: soltanto esso non appare completo, come si nota
al momento di applicarlo ai teoremi dei §8 76 ed 81 nei quali si dimostra che
i contornl dei poligoni sono linee complete, ed aliri simili, Infaiti al § 76 (po-
ligont convessi) si dice che 1a linea incowmpleta suddivide la superficie in due
partl, ¢1d che non € richiesto nel postulnto. Ed al § 81, dove si traita dei
peligont gualanyue, considerando le due spezzate come formaenti una linea s0la,
restu dubbio cirea al nnmero di queste pacti. Che se &l § 8] s'intende di ap-
phicare il postulato prima por una spezzata e poi per 'alira, ne ¢ legitlina
Fapplieazione per la prima, non per la seconda. Osseryazioni gnaloghe si fac-
cine per 1 corrispondenti leoremi sugli angoloidi, sui pohiedr: ece, Per altre &
da aserivere & merito degli autori 'aver riconosciuto come il futto che i contorn;
dei poligoui o le superficie degli angoloidi eee. sono completi sia da enunciarsi
esplicitamente e da teniare di dimostrario, guando non si rilenga opportuno di
prenderlo come un postulato esso stesso (7).

Noto l'aspetio che assume in questo libro il postulate d'Buclide (post. X il
guale, fuso con ywello dello scorrimento del diedro, prende una forina nssai
semphice ed intuitiva.

Ll postulato XIII (postulalv della continuitd) & ammesso per tufle le gran-
dezze sotto la forme che si usa in tuiti i tratlatih, A me sembra che sarebbe
conveniente l'ammetterlo o solo per i segmenti, o almeno solo por ess1 e per le
alire grandezze elementar: (angoli, striscie, stratl, diedri): prima di tutto perché
si dimostra poi facilmente per le altre grandesze, secondariamente poi perché
per le grandezze non elementari (superficie, solidi) =i afferra male 1esistenza di
un tal limite, cecetlto per seric speciali di variabili che pure s! possono ri-
condurre al caso dei segmenti. Per esempio, prendendo due variabili eonvergenti
formate da convenienti poligoni in cui il numero dei laii voda continuamente
ereseendo e non siano regolari, il loro limite non si imuaging bene quale possa
¢ssere, se prima non si trasformano in triangoli o parallelogrammi di eguale
allezza, nel qual caso l'esistenze del limite risulta dimostrata solo che si applichi
il postulate alle sevie convergenti dei sezmenti delle basi.

4. PPassando alla teoria dell egquivalenzy, la quale ¢ condotta in modo simile
a quello deilla Geometrin del De Puolis, eredo dover notare che le condizioni
citate nel § 270 come caratteristiche per le classi di grandezze non sono suffi-
cienti, perche da esse discenduno tutte le altre (). Di pii per le elassi ehe sono
prive della seconda e terza proprieth carattoristica non puo asserirsi, come é
detto nelle slesse paragrafo a pag. 249, ﬁhe percid solp non godone neanche

¢ fica copalderare insieme il punto 4 e ruesta lines >, Cosi per le saperficie € per i salidi, In tal
modo & due postalatl I1, Tl somp suppliti da woa definlzione. 11 pozinlato VIIT resia postniato e
diviene: « Una retta pud seorrere in modo che elasenn ena puanto deserive vn sup segmento ».
Hoto per aliro eoe questo modo di considerare 1l movimento eoms apuompagnete dn un ente ge-
nerate non ¢, & wio eredere, il pin opportuno in geometria,

(*) Come fanno i professorl Sannia e 4'0Ovidio ncll’edizions & della loro Geomatria.

(*%) Cfr. o mia « Teoria delle grandesze .
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le altre proprieth: poiché se queste si dimostrano mediante quelle, non pud
dirsi @ priori che non si possono dimostrare anche senza. Cires la proprieta
ciiata nel § 273 (quella che per due grandezze A, B si verifica necessariamente
uno dei tre casi A % B) ¢ sfuggita agli autori la frase « che essi dimostrersnno
« che taie proprietd non vale per cerfe classi, p. es. per i poliedri », mentre
in seguilo non solo cid non si dimostre, ma di pit con lo definizioni ampliate
di equivalente, maggiore e minoze si prova che le classi dei poliedri la godono
esse pure.

Cosi non trove opportuna lu distinzione delle grandezze nelle fre classi
del § 275, giacché grandezze della tersa specie sono dette quelle per le quali
fino al punte in coi si elassificano come tali non si sa se sono o0 no della
prima o della ssconda specie: e quindi mentre sono determinate le proprieta
che servono a caratierizzare nna classe come di prima o di seconda specie, non
¢ data la proprieta che da esse dietingua quelle di terza specie, altro che sotto
forma di una proprietd megativa ed accidentale, Anzi pud darsi (diremo di pid
che realmente succede cosi quando s1 ampliano i concetti di equivalenza eee.
per mezzp der 1hniti) che, in seguito, le grandezze che in un certo momento si
chiamano di terza specie, si possann chiamare almeno di seconda godendo tutte
le proprieid di esse, quando almeng gueste proprietd si ritengono esposte come
nella definizione 2° del § 275. Si vede infath in seguilo, per le grandezze limiti
di serie convergemii (guelle che aggiunte alla classe di seconda specie cambiano
questa_in uns di terza specic) che date due gualnnque di esse, 0 una di esse ed una

delle grandezze di seconda specie, 4 e P, sl ha sempre anche per esse uno ed

une solo det tre casi A% B. Su quesio argomento preferisco come piu corretta

la distinzione faite nella Geometria dej professori Sannia e D' Owvidio (§ 2I5,
8" edizione); ma devo osservare che forse l'inesattosza ch’io rilevo ha la sua
base unicamente nella definizione delle grandezze di seconde specie, nella quale
non e al certo vesa completa 'ides degli autori.

9. Due parole sulla teorin delle proporziont ¢ della misura.

La definizione del rapporto di A a B (8 373) come « il nunero che si ricava
« dall"unith per mezzo delle oporazioni medisnte le (quali dalla grandezza B si
« pud ricavare una grandezza equivalente ad 4 » mi sembra weonplela; giacchs
visugnerebbe indicere 18 nstura delle operazioni che sole in questa questione
sono lecile per oftencre A do B (sornme, mulliple, sumanultiple, limiti di variabili
convergenli) & mostrare che osse od il loro ordine di successione sono determinati
0 almeno che la loro diversa scelta mon infiuisce sul rignliato, perché non st
ovesse a questa definizions 'obiezione che si fa all' ordinaria definizione di
prodotto (). Tale insufficienze s siflotte naturalmente sul teorema del § 376:
« Dati 1 rapporti di una prima grandezzs ad una seconda e di questa ad una
« terza, 1l rapporto della prima alla terza & uguale al prodotto dei due rapporti
éati ». Inoltre la dimostrazione di quest'ultimo ieorema si fonda su un circolo

vizioso. Infatti: che se r, & il rapporto di A a B ed r, il rapporte di B a C, per -

\®) Cow™ rifecita nel lbro stesso al § 876 (Cfr. PeraNo. Rivista Matewmatics Fase. 4. ¢ d.
dell’anmo I).
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eseguire su C le operazioni per mezzo delle quali si passa da 1 ad (r, % )
basti eseguire prima su ' le operazioni con eni da 1 si ottiene », (avendosi cosi
B) e poi su B le operazioni con cui da 1 si ottiene r,, ossia che il risuliato
della operazione (r, r,) fatta su una grandezza sia ugeale al risaliato delle sue-
cessive operazioni r, ed 7, faite su di essa, mi sembra un teorema che deve essere
dimostrato e che, se s1 guards bene, equivale a quello proposto.

Perché il concetto di rapporio fosse poi stabilito senza ambiguitd ed appa-
rissg uniforme per il caso delle grandezze commensurahili od incommensurabili,
oceorreva che gli autori avessero agginnto il teorema che « se una grandezza B,
« commensurabile o no con un altra A, é limite di due variabili convergenti,
« 1l rapporto di B ad A & il limite delle serie (che risultano convergenti) dei
« rapportl ad A delle variabili convergenti ». Cosi si sarebbe stabilito con esat-
tezza che ad una certa grandezza data ogni altra grandezza non ha ehe un rap-
porto solo, da eul disconde Vunicith delln misura rispotto ad nns datn unita.

Circa poi alle misure, sebbene il dire (come fanno gli autori) che sono rap-
port: includa che godono lp proprieta di questi, sarcbbe stalo wutile i mstters
in cvidenza che le misure delln somma, della differenza, dei multipli ece. di
grandezze si ottengono somnando, sottragndo, moltiplicando ecc, le singole misore.

Tacelo di altre poche osservazioni di imporianza secondaria, facili a farsi
dn chiungue, e c¢he non allerano in nulls il rigore generale.

6. Al termine di guesta rassegna del libro, credo dovere accennare che la
minuzia delle osservazioni fatte depone in suo favore, poiché solo nei lavori ben
fatti colpiscono 1 piccoli difetti. Ci auguriamo che esso sia studiato ed apprez-
zato da quanti s'interessano agli studi geometrici: e che, resa possibile dai pro-
grammi la fusione della geometria piana con la solida in tutte le nostre senole
secondarie (), l'otlima opera possa entrare in queste a recarvi i frutti che un
insegnamento robusto e rigorosn deve necessariamente dave.

E giuslo por dire che, & renderla pii pregevole, contribuisecono come fattori
non trascurabili cosi la bells stampa e la buona scelta del diversi caratieri che
agevolano 11 compito dello studioso, come le accuratissime figure, molte delle
auali, specialmenie nells parie sterecometrica, haono una chisrezza ed una ele
ganza alla guale pur troppo gli editori italiani non ei hanno abitnati. Anche
all'egregio tipografo livornese sia dunque data la lode che si merita.

Torino, maggic 1891,
RoboLvo BeTTazzl,

Daorr. GITISEPPE M. TESTL — {orse rIL' Matematiche. — Vol, 1: Aritmetion
raswnale. — Livorno, Giustiy, 1891, L. 2,50,

Con guesto primo volume di un Corse df Matematiche 1) Dott. Testi da non
dubbie prove di possedere eccellenti disposizioni. sussidiate da forti ed aceurati
studl, per riuscire ottimo aulore di opere scolastiche.

e — — i 3 — —

(*) ¥V 1altro mlo arl. Sull'insegnamento della geomelrin nei Lieei a pag. 118,
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Egli comineia col definire collezione poi dimostra tre importanti teoremj
relativi: uno allo seambio di due oggettl in una stessq collezione, e gli aliyj dne
all'indipendenza dall'ordine, nell'esaurirsi assieme, ovvero no, gl oggetti di due
collezioni che si fanno corrispondere due a due: espone convenientemente il oop-
cetto di grendeszza discrein e fquello di eguaglinnza e i cispgunglianze tra due
grandezze discrete omogenee, e, relativamente a queste, dimostra con molts Opportu-
nila le propesizioni che negli altri trattati appariscono sotto il nome d; ASSIOMY,

Osservato in seguifo che le relazioni, considernte sulle grandezze discrete,
sussistono indipendentemente dalla natura intrinseca degli opwetti ehe formano
le grandezze stesse, passa a dare il concetlo di sumero intero riguardandolo
come la collezione di elementi astratti (unita), e quindi gradatamente estende aj
numeri interi le proprietd dimostrate per le grandezze discrete.

Parla poi della numerazione decimale, dimostrando nella nimerazione seritta
cinque propogizioni le eni veritd sono in quasi tubti gli altri trattati solo feci-

lamente ammesse.,
Appoggiate su basi cps salde, non rechiera meraviglia che 1o diea che tutle

le teorie seguenti procedono senza sottintesi e co! massimo rigore, E sebhene
PA. si riservi di traftare delle fanzioni e der Ineiti in altro volume del sno
Corso di Matematiche, nondimeno, anche senza il sussidio di queste nozioni,
egli é riuscito a svolgere convenientemente cid che rignarda le generatrici dei
numeri decimali, ricorrendo (dopo aver definito che cosa s'inienda per ridotte
successive d'un numero periedico) ai seguenti due teoremi:

1° La differenza [ra una data frasione ordinaria e o ridotte successive
del numero periodico corrispondente & minore, guando ¢ maggiore il numero
dordine delle ridotie considerate.

2" Ogni numero decimale periodico ha una sola generatrice.
che naturalmente ha priroa dimoestrati,

Garatteristiche, che s notano in tutio il corso dell’ Aritmetica rasionale del
Dott. Testi, sono: wmite di metodo, chiarezza dy esposizivne, logica sempre
rispettata in i) che s mferisce ad ordine, indusione » dedusione ; inguaggiv
procizo ed in giusta misurn, g procedimente nelle dimostrazioni sempre infor-
mato ol debito rigore.

Tutlevia mende non maneano, ma spno di eps) poca entitd o di tal genere
da non togliere pressoche nulla all'importanza ed al valove del libro. Passiamole
I ressegna.

Trattandosi di Aritmoties razionale, mi sembrano superflue la taveln di Pi-
tagora e la regola per servirsene, non che le regole in esteso per eseguire le
quatlro operazioni sui numeri interi

Noto ehe nella rogola 73, pag. 42: « Per togliere da un numero un allro,
del quale lz cifre sono tutte minori di quelle deflo stesso ordine del primo, st
scrive sl secondo numero sotto il brimo per modo ecc. Si sottragyons poi ordi-
nalamente dalle cifre del primo queite del secondo (comincigndo da quells deile
nnitl) e §i serivono ece. » che Ia paric racchiusa fra parentesi ¢ perfettaments
inutile, gincché, per # caso contemplato, torna indifferente il cominciare da si-
nistra o da destra ece,
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Vorzei pitl chiaro 'enunciato del teorems M, pag. 53, il quale, com'd, mi
sembra possa lasciar dubbio se nel dover moltiplicare, per es. T0BO00 per 15,
basti ii moltiplicare 708 per 15 ¢ fquindi scrivere alla destra del prodotto tre
«erl, oppure moltiplicars 7R per 19, scrivendo poi alla destra di tale prodotio
uattro zeri.

Inoltre, rigpetto all'ordine. csso doyrebbe essgre posposto ai n. 95, 98, 07
nel quall si tratia rispettivamente della moltiphieazione di un mumero di pii
cifre per un nomere di una eifin sola: @ un namero d; pu cifre per un altro
composto da una cifra signifieativa seguita da zerly o di due numeri i pio eifre,

Umelterer altresi la proposizione 268, pag. 204: « DI due unita frasionarie
di differente denominatore é minore quella che ha denominatore A0,
MAGGIORE L'ALTRA », la cuale, evidentemente, & inclusa in questaltra n. 269,
pag. 150: Di due fraszioni che hanno equale numeratore g disegunle denoini-
nelore, € minore quelln che ha il denoniinatore mAgI0Te, MAGGIORE L'ALTRA,
In entrambe poi & 2 notarsi che & perfettamente inutile 1'espressione MAGYIore
Caltre con cui esse terminano.

Quanto agli esercizi propostt in fin del libro, esservo che sono tutli hen
adatti. Solo vanno ecorretti i due ai 1. o3 ¢ 93, i quali, per errori tipozrafici,
Cosl, come s0no enunciati, non possono stare. Nel primo di questi bisogna serivere
ira L'ho pensato e Aggiungic, quest'altra espressione: Raddoppialo. = L'ho rad-
doppiato; e nel secondo: Dimostrare che il prodotto n (n— 1). dove u "pPIe-
senla un memero intero maggiore di 2, ¢ sempre divisibile per 6, bisogna
serivere # (n2 — 1) al posto di n (n — 1), e sostituire U'espressione non minore
i 2 all'altra maggiore di 2,

Come ognun vede, le mende da me notate sono poche, lievi e facili a farsi
scompartre i alire edizioni: mentre invese j pregi sono molii ¢ tali che, a
giudizio mio, 1'Aritmetica rasionale, di cul serivo, merita di essere classificata
fra quei lavori che si possono dayvero dire pen pensatl et otiimamente compiuti,

Mi auguro intanto di vedere presto gli altri volomi, oltre al secondo Zih
pubblicato, del Corso di Matematiche Intrapreso dall’egregio Dott. Testi, e che
U volume di 2ui ho parlato abbia nej nosiri istitufl elassici e tecnici diffusipne
Pari a’ suo) meriti,

STEFANO (GATTIL

Prof. STANISLAO TAMBURINL. — Guida pratica di Disegno geometrico, esposta
a tavole sinottiche ad uso delle Suunleﬁennjche, normali, professionali, epe..
— Parte I, T.. 1.25; parte 1, L. 1. 25; parte 111, L. 1. 25. Anionio Val-

lardi, editore, Milano.

Questa Guade praticn consta di XXX tavole, delle quali dieei spetlano
alla 1% parte, dicei alln 2° ¢ le timaneati alla 3° Delle tavole appartenenti a
cisscuna parte alecane sono dedicato alla soluzione grafica i problemi, altre alle
applicazioni, Accompagua le tavole un breve Testo complementare in cui sono
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descritte le costruzioni dei problemi praficamente rappresentati in quelle, il che
& senza dubbio opera utile, quantungue nomenclatura per le singole figure con-
siderate ed accenni alle costruzioni medesime si trovino in ciascuna tavola, Ecco
il principale contenuto della Guida:

I parTE. — Preblemi relativi a tracciamentn di parallele ¢ perpendicolars,
divigiono in parti uguali di segmenti ed angoli, costruzione di quadrangel e ret-
tnngoli, soddisfacenti & determinate sondizioni, ¢ di poligoni regolari, Descerizione
di fascie ornamentate o meandri, di rosoni, soffitti e pavimenti,

11 PARTE. — Inscrizione e eireoscrizione di poligoni regolari e poligoni sem-
plici e qualche trasformazione di figure, divisione della circonfevenza in 2, 3, 4,
5, 6, 8 e 10 parii uguali e divisione approssimaia della medesima in qualsi-
voglia numero di parti uguali, costruzione d'un poligono regolare qualungue
datone il lato, deserizione d’un cerchio iangente a refte o circonferenze Adate.
Raccordamento degli archi circolari, costrnzione dell'evoluta, delle ovali e degl
ovoli: amcora faseie, rosoni, soffitti e pavimenti variamenie ornamentati e di pai
difficile osecnzione di quelli eonsiderati mella 1* parfe: ruote dentate, inferriate,
anfore e vasi di syariata forma, colonmelte per balausira, spirall, cece,

11 parTE. — Tracciamento dolle sezioni coniche, della eicloide ¢ delt eliea :
svilappe di =olidi geometrici, rappresentazione su due pasni ortozonali di solid:
e delle loro sezioni. Le applicazioni riguardane la costruzone della vite o pane
triangolare, delle seale metriche e della meridiana orizzontale e verticale.

Varie, 4i difficolth graduzie e di molto bucn gusto le applicazioni le quali,
considerate le seuole a cui la Guida ¢ particolarmente destinata, né teoriche,
né d'arti e mestieri, mi sembrano tenute in giusta misura. Quasi fuite le tavole
illustrative dell’ opera sono a pitt tinte, eid che da risalto al disegno ed @ st-
molo ed insegnamento ai giovanetti per lo studio dell'acquerello, sicché per la
parte applicativa la Guida stessa parmi opera perfettamente Tiuscila.

Ma rispettando anche le esigenze richieste dallo sviluppo graduale delle appli-
cazioni, non pud dirsi altrettanto bene della parte tecrica, relativa cioe alla scelia
dei problemi trattati, poco ordinata ¢ manchevole. I breve iesto complementare
alla Gadda & poi redattv von lingnaggio pratico si ma nltrettanto scorretio.

11 probleme delle fig. 1", lav. X1 ¢ shagliato, in quanto la figura che st
otlicne nen & un triangolo eguilaiero ma isoscele. Tutle le albre costiruziony,
verificate una per una, anche col sussidio dell’analisi, sono esatle. Per me [rovo
inatili certe costruzioni complicate, di diseutibile utilits pratics, quale ad es.
quella della fig. 6°, tav. XI, relativa all'mserizione d'un pentagono regolare In
un trisngolo equilatero: vorrei maggiormente estesi 1 problemi riguardanti 13
trasformazione delle figure rettilinee in altre equivalentl e m piacerebbe veder
introdotte aleune delle costruzioni che richiedono 1'uso della sola riga, che st
siudiano nella geometria proiettiva, almeno quelle elementarissime relative 8
tracciamento delle polari di un punto rispelto a due date rette e ad uns Cir-
conferenza o ad una conica data (gineché A, insogna a costruire le coniche con
moto continuo), non foss'aliro come ulile esereizio di disegno manuale.

Meglio che la costruzione data dall’A. per la divisione approssimata delln
circonferenza in # parti uguali, varrebbe cilare per n > 5 la seguente: Divi-
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dasi il diametro in » parti uguali, si descriva il raggio perpendicolare ad esso
e 81 prolanghino diameiro e raggio di - del diametro stesso. Congiunti i due

punti cosi oitenuti si ottiene una retta segante il ecerchio in due punti, il sez—
mento congiungente quelle dei due punii maggiormenie prossimo al diametro
col 3" punto di divisione del diametro stesso é con grande approssimazione il
lalo del poligono regolare inseritto di » lati. L'errore che si commaetie con iale
costruzione nell'angolo al centro, corrispondente all'ennesima parte del cerchio,
non arriva a 3° pei poligoni regolari inseritti di 7, 13, 13, 17, 19, 21,..... 101
lali ¢ a 4" per I'ennagono e 1undecagono () dunque non raggiunge in ogni
i

1350

cuzione manuale, comungue aceuratn, A giustificazione del mio asserto basterd

caso del quadrante, errore di mnollo inferiore a quello che si ha dall'sse—

notare che colla costruzione insegnata dall’A. per la divisione del cerchio in 9
parii ugual (fig. 23" della tav. XIII), si ha un errore nell'angolo al eentro, cor-
rispondente al lato dell'ennagono, alquante superiore ad 1° 2', dunque presso a
poco 10 volte tunto I'errore proveniente dalla costruzione sopra riporiata.
Chiuderdo col notare che la divisione della Guida in tre parti, che si ven—
dono separatamente, e su per gil rispondenti ai programmi da svolgersi nei tre
corsi «i studio teecnmico & normale, rende Tepera pin adatta per le seuole =lle

(quali & particolarmente destinata.
A. Luoara.
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*) V. ScuLosmLon : Plani. § 80, Trig. Apps 111,
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Elasticitd dei solidi. Milano, F. Vallardi, 1891, = Prezzo: L. 1.

Murer (V.) — Nozioni di aritmetica pratica per il 1° e 2° corso elementare, —
Spezia, Tip., Matuells, 1890. - Prezzo: L. 1.

— — Nozioni di geometria intnitiva per il 3° ¢ 4° corso elemeniare. — Spezia,
Tip. Matuella, 1890, = Prezzo: L. 1,20.

PappLuerrr (D.) — Sul movimento del pendolo semplice quando si tien conio
delleffetto della rotazione terrestre. (Remd. Acc. Scienze fisiche e mat. Na-
poli, 1891).
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RETTIFICAZIONE. — ] Bignori Prof. P. Visalli e (. Mandes avvertono la Reda-
zione che I'errore segnalato dal Signor Prof. F, Viaggi. a pag. 109 di questo Perio-
dico, pella recensione del loro Trattato dAlyebra, pel quale come fnoziente degli

A A’) (.Fl A')
, vero lapus

mveee (i

H 3 B‘ B-’ . | E
cadant, irovasi corretto nell’errata in fondo del Traitato stesso,

irrazionali (4, 4°), (B, B') ¢ definito (

Chiusura della redazione il di 30 agosto 1891.
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UBLLANALIS NDETERMINATA DI SECONDO GRADO

R e T g e e

Con questo seritto mi propongo i frattare in maniera affatto
elementare, e sopratiutio senza ricorrere alla teoria delle frazioni
continue periodiche, il problema capitale dell’analisi indeterminata
di secondo grado, preparando gli elementi principali d’un capitolo che,
nei libri d’algebra per uso delle scuole secondarie, potrebbe far se-
guito a quello che suol dedicarsi all’analisi indelerminatla di primo
graco. Non tacerd che il presente lavoro, pur non guardando al suo
fine didattico ¢ al metodo seguito, mi sembra contenere gnalche cosa
(i nuovo sul vecchio tema, che fu diletto ai sommi matematici:
EuLEro, LacraNGE, LEeeNDRE, Gauss, DiricHLET. Vegeansi su tale
proposito le note in fine,

Il problema principale dell’anulisi indeterminata di secondo grado
a due incognite « ed y consiste nella risoluzione dell’ equazione
#° — Dy*=—=+ N in numeri interi e positivi (le lettere D ed N
indicano numeri interi e positivi). Perché, quando per risolvere in

numeri interl equazione generale di secondo grado a due incognite
@ ed y ea coeflicienti interi, siasi trovato il valore d’una incognita
per mezzo dell’altra, occorre anzitutio imporre a questa seconda
incognita la condizione di rendere quadrato perfetto la quantild sotto
radice. S'incontra cosl un’equazione della forma a? -+ Dy? — ~+ N,
da risolversi in numeri interi, e possiamo dire, osservando la [orma
dell'equazione per rispetio alle incognite, in numeri interi e positivi.
Se il coefficiente della 3* & 4 D, possono darsi due casi. O il secondo
membro ¢ — NN, e 'equazione non ha soluzioni. O esso & + N, o
Fequazione si rignarda come risoluts, perché, non potendo il valore

della y superare il limite V?ﬁ‘ le soluzioni dell’equazione possono

trovarsi con un numero pili 0 meno grande, ma limitato, di tenia-
tivi (). Quando il coefficiente di y* & — D, la cosa procede altrimenti.

(*) T, p, ea. Luasspre; Thiorie des nombres, toroe 1, pag. 1060,
22
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Il numero delle soluzioni, se non & nullo, & infinito: eppero non é
possibile accertare per mezzo i tentativi I'impossibilita dell” equa-
zione, o trovarne con lo stesso mezzo tutie le soluzioni. Tuttavia
si comprende la possihilita i assegmare alla y dell'equazione che
sl vuol risolvere un limite superiore B (dal quale conseguird un
limite superiore anche per la ) e di assegnarlo in maniera, che
I"insieme delle soluzioni (@, y) nelle quali ¥y < B oppure y < B,
formi un sistema [ondayneniale, vale a dire cost fatio, che 0gmi
soluzione dell’equazione proposta possa esprimersi per mezzo i quelle
del sistema, senza che alecuna soluzione si ripeta, Cognito che sia
il limite superiore B, in un con la formola che esprime tutie le
soluzioni dell” equazione proposta per mezzo (i quelle del sistema

fondamentale, & chiaro che il ecaso del coefficiente — D si ridurri,-

quanto a difficolth, al caso del coefficiente <= 7. Basterh infatii
irovare per tenfativi quelle soluzioni che soddisfano la condizione
y< B, o ln y<B, il numero delle quali ¢ limitato.

Dicendo («, B) una soluzione dell’aquazione Pelliana 2% — Dyf=1
¢ supponendo B diversa da 0, il limite superiore sopra detio &

B VN, per la y dell'equazione 2* — Dy* — N;
ed & )

N (u-+1)
2D

» per la y dell'equazione a* — Dy® — — N,

Di pin, deita (X, H) una soluzione appartenente al sistema fon-
damentale (nella quale, come si vedeh, il valore Z della y deve
assere minore del primo limite sopra asseennto, so il secondo membro
(ell’equazione & N, e non maggiore dell’altro, se il seenndlo membro
dell’equazione & — N) le formole generali di risoluzione sono:

24+yVD=(K+HVD) (x+5s VD"
per lequazione #% — Dy® — ¥
e+ yVD=(+K+HVD)(=+¢ VD"
per U'equazione #* — Dy® — — W,

Ponendo nella prima formola consecutivamonte 77 — 0, 1, 2, ecc.,
¢ per ogm valore dato ad s eguagliando fin lore le parti razionali

[
= o
e e s g T

— T

PHESE .
=

Tar T
i

gl Ay

ol i e s
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e i coefficienti di ' D dei due membri, con Vavvertenza di estendere
il procedimento a tutte le soluzioni fondamentali (&, H), si otterranno
tutie le soluzioni dell’equazione z* — Dy* = N. comprese le fonda-
mentali, senza che alenna soluzione si ripeta. Similmente si ricayve-
ramo dalla seconda formoia () tuite le soluzioni dell’eqnazione a® —
Dy® = — N.-Questo & cib che sarh dimostrato qui appresso, Per leo
applicazioni pratiche occorrery tuttavia conoscere una soluzione (x, p)
dell” equazione Pelliana, e di preferenza la mininma. Quantungque il
Canon Pellianus del Desex e la tavola X unita al 1° volume dulla
Theorie des nombres di LEcENDRE forniseanc quest nlfima fino a

grandi valori del coefficiente D, tuttavia assegnerd anche un metodo
per la ricerca d'nna soluzione e gencralmente di {utte le soluzioni
dell’equazione Pelliana. Tale metodo, in una trattazione elementare,
puo supplire laltro, notissimo, el discende dalla teorica delle fra-
zioni continne periodiche. Come corollario delle cose esposte dimo-
strero infine il segnente teorema di TcHEBIGHEFF: Se « ¢ il valore
detln x nelle soluzione minima dell’ equasione di Prry, 71 ralore
della x nella soluzione nunima dell'equazione x* —]) ¥ ==~
nown puo superare il limile

,/N {:x;: ) )

1. La risoluzione dell’equazione

;I-’E—-E‘yg—_—N L RO SR
dipende, come vedremo, da quella dell’ equazione
o — ({IE — }) y‘? =N, . .0 .. G L::ﬂ

Si consideri adunque quest'equazione. Siy (61, ¥1) una sua soluzione
qualsinsi. Si avra identicamente: #

2 2 .2 F
Vp—a@ Y1 =N—yi.

(*) Per si=10 ¢ solo pPer m = o hisogna rifiutare ilsegno — davanil =lla & della formoln, Per
ognl alire valore il m Yisogna caleolare tanio col 4~ fuanto col — davautl alln .

(**) V. 1a memorin « Sur 125 fories Quadraliques > pel Journal de matherialipies jusres el appli-
ffieees, sono 1851,
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Supponendo che y, non sia minore di F/N, dovrd aversi: oy < ay,
e sl potra porre:
Lr—0Y; — h!

intendendo per 2 un numero positive o nullo. Dall’ identita

ay, —hyf — (@ — 1) y* =N
Y

s1 ricava:

Y1 —ah —+ V(EEE — 1) 2* 4+ N.

Bssendo y; un intero, la guantith sotto radice nel secondo membro
dovri essere un (uadrato intero A% ed oltre a cib:

yl — I }{. -_"': k—.
Ora si avverta che, avendosi
B —(a®— 1) =N, ......... 3]

(%, 2) & una soluzione della [2] in numeri interi o positivi. Si osservi
ancora che il segno negativo davanti alla % della penultima vgoa-
glianza non & ammissibile. Prendendo infatti il detto segno, dalle
uguaglianze

ml-:{-fyl"—}d; yl——_ﬁ}ﬂ—-k

seguirchbe :

a:l—l—yil/&?—].:(h}/ﬂﬂ—]—k)(ﬂ—l-l/aﬂ—]).

Questa uguaglianza & assurda, perehé i1 suo secondo membro @
negativo (& > h Pa® — 1, per virth della [3]) mentre il primo &
positivo. Si avrd dunque, sempreché y, non sia minore di ¥'N,

Iy =ayy—h; y=ah+Fk;

Btp Ve —1=Ek+h¥Ve—1)(a+ V& — 1)

Ora, poiche (k, k) & soluzione dell’ equazione [2], se & non & mi
nore di IV, si avrad anche:

EthVeat — 1=k ~+ W Vdd —1)(a+Va* — 1),
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essendo (&', £") una nuova soluzione della [2]. Moliiplicando fra loro
le due formole precedenti e semplificando, risulta :

Bty Ve —1=F 4+ Ve — ) (a+Va — 1),

Se /' non & minore di /N, detta (7, A7) an’altra solnzione della [2),
SATA. ancora:

E4h Ve —~1=F"+ 1Vt — 1) (& + Va* — 1),

eppero :

Oy Vo —1 ="+ 1"V —1) (a4 Va — Iy

E via cost. — Se fra i numeri /4, %', A" ece. non se ne trovasso
finalmente uno piti piceolo di P/, il secondo membro dei succossivi

valori del binomio &, =4 y4 Vat — 1 supercrebbe ogni limite, nonché
il valore del binomio stesso, conclosione assurda. Indiecando dungue
con (K, H) una particolare soluzione dells, [2] (particolare perche
soggetta alla condizione < ¥’ N) e con 7 un numero intero o posi-
tuvo oppur nullo, dovrd sussistere 1'sguaglianza :

n+yp Vet —1=EK+HVE — 1) (@ + ¥ a® — 1)=.

Si ¢ cosl dimostraio che ogni soluzione intera e positiva (%, y) della [2]
soddisfa 1'equazione

x4y Vo —1 :(!f-f—HVr?—-—T) @+ ¥Va? — 1)~

nella quale K ed A sono gli elementi di una particolare soluzione,
scelta fra guelle nolle quali 7 < P/ NV.

2. Passando all'equazione [17] ricorderemo ehe 1equazione di Priy -
' — Dy* =1, oltre alla soluzione evidente (1, 0), ammette infinite
soluzioni intere e positive (feorema celebre (i LAGRANGE) (7). Sia («, B)
una di cotali soluzioni, cosicchd susssita 1'identith: «2 — D B = 1.
L'equazione [2], moltiplicata per 8% 'pmm scriversi cosi:

(8 ) — («® — 1) y? = N §#;

(*) Bnpporremo chie D non sia quadrate perfetto, e notereme che nuesto riehiamo del te oroma
(il Laonaxe® non Infirma P'indole elementare del preseale lavoro, perebé, noile Vortesungen uebar
Zahlentheorie (Supp. YL, DimicExreT dlwostra il tecrema suddetto, avendo cura d1 evitare qua-
lanque ricorso slla teorica delle frazion! eonlingpe,
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e per ¢io ehe si & concluso nel numoro precedente, si avra:

prt+y Ve -1 =0BK4-gpa — 1) (24 Va2 — 7)™,

indicando con (K, H) una tal soluzione deila pennltima  equazione
(0 della [1] che le ¢ equivalente), nella quale s verifichi 1a con-
dizione: H < g ¥ N. L'uliima eguaglianza, divisa per &, diventa -

@—+yVD=(K+ HYD) ¥ Dy, . ... [4]

Si ottiene cosi per Pequazione [17] la formola annunziata nell’esordio
i questa nota. Naturalmente, per otienere le soluzioni (2, 4), bastera
eguagliare le parti razionali dei due membri, nonché i coefficienti
dell’irrazionale §/D. Che pol cosi facendo si ottengano vers soluzion
dell” equazione [1], qualunque siano il valore dell” infero m e la
soluzione particolare (K, H) che si sceglie, si dimostra moltiplicando
membro a membro la formola [4] e quella che se ne deriva cam-
biandovi ¥’ D in — p/D.

3. Le soluzioni particolari (K, H) sono, non che sufficienti, ne
cessarie per la risoluzione dell” equazione [1], e perd costituiscono
un sistema  fondamemtale. Per cliarip (questo punto, mostreremo
che se alla o della formola (4] si danno consecutivamente i valori
0, 1, 2 ece., e se Per ogni valore che si di alla 7 si ha cura di
sostituire nella formola le soluzioni (&, H) dalla minima alla mas-
sitna, il valore del binomio a ~+y ¥ D andri erescendo. Col valore
del binomio cresceri ancora la soluzione (2, y), epperd non saranno

possibili e svluzioni ripetuto.

Che per ogni valore my attribuito alla sn il binomio eresca col
crescere della soluzione particolare (A, H), & evidente. Siano dungue
(X', H'), (K", H ") le soluzioni particolari minima & massima. Si
dovrd dimostrare che il valor massimo che il binomio prende guando
M =17ny; € piu piccolo del valor minimo ch’esso prende guando
M =1y 4+ 1. Ossia che:

K"+H VD) ¢+ VD" (K" + B VD) (a+ sy Dy,
ovverp:

K'+H"VDL (K + H VD) (u+ V' D).
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Ora, poiché dalla H” < ¥ N discendo: K <2V N e consegnen-
temente

K'+H'"VDL VN (x+3 VD)

basterd dimostrare che

VNL K +R VD

Poieli:
N=(K'+H'VD) (K — T VD),

s1 trova che la lisuguaglianza da dimostr

ars] si risolve in una pro-
posizione evidento.

4. Rimane a trattarsi un easo alquanto pit difficile: quello
dell’ equazione

llllllllll

2 = I]yﬂ = - Y. [5]

Incominciando come per la [1], si consider dapprima |'equazione

(@ —NyP=—N.........[6]

e si chiami (z,, y,) una soluzione (quesia. K opportuno premetiere,
lasciandlone al lettore la verificazione, che, posto

F

L= VE{H_?:T- 1)

i, —;_5- L, secondoché =, -; (@ — 1)y, ;

Sara :

¢ VICAvVersa.

S¢ y4 < L, non diseuteremo pit olire. Ma se ¥1 > L, essendo
per virli della [6] 2, < ay,, si Ponga: &y =ay, — h {h positiva)
Sostituendo nella L6] e risolvendo per rispetto alla "1
tante, si ofterrd -

i

I'identith risul-

b
Y1 —ah V(af" — 1) ¥ — N.

Dovendo il secondo membro essere

che la quaniith sotto radice sia wn quadrato intero %% Serivasi
allunque

un mtero, eome il primo, bisogua

i=nalk-+k,
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e quanto ai numeri %2 ed A, si noti che essi forniscono una soluzione
della [6]. Se A < L, dalle formole

&Ly = @&yy — h; Yy —=ah+k

s1 dedurrd:

ey Vo2 — 1= (Fk+hVa —1)(a+Va — 1).

Ma se 2 > L, come la y;, nelle formole precedenii dovra rifintarsi

il segno negativo davanti alla k. Perché, se fosse
Xy —ay; —h;: yw—=ah—2~k,
sarebbe ancora:
& —(e— DNy +k—(a—1) 1 =0,

eguaglianza assurda, perche da y, > Z ed /> L segue: o, > (a— 1),
ek >(@—1)h Sedunque A > L, si avrh:

Gy Ve —1=E+h Vi —1)(a+ Va*— 1)

Ancora:

E+hVae —1=(+F+KVad—1)(a+ Vat—1)

e dovra rifiutarsi il segno negativo davanti alla &', se 4’ sarh mag-
giore i L. In questa supposizione:

Gty Vo —1=F +1 Ve — 1) a+ Vit — 1)

Ece., ecc. — La serie delle soluzioni (2, 4,), (k. &) (&', &) ece. pro-
cederd verso una soluzione (.}f, M) nella guale si avveri la condi-
zione H < L. Se non fosse cosl, il secondo membro dei successivi
valori del binomio a7y 4+ y; #/a® — 1 erescerebbe indefinitamente, €
¢cid & assurdo. Si conclade che si deve finalmente arrivare a una
egnaglianza della forma

Tty Ve —1=F K+ HV& —Da+ ¥V —1),

nelln quale K ed H sono i valori della a e lella y in una soluzione
della [6], e di pii: H<L L.

|
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O. Applicando 1"ultima coneclusione alla [5], dopo averla scritia
sotto la forma

(Bo) — (2 — 1)y = — N g

e procedendo come nel n. 2, si oftiene per la 5] 1
1 risoluzione :

a seguente formoln

& = y Vﬁ:(—!_—fi'—l-ﬂl/ﬁ)(z—i—ﬁl’ﬁ)“ SR

Per K ¢l A dovranno intenders 1 valori della & e del)
soluzione soggetta alla condizione

N N(x3 1)
B s X =¥+ 8]

6. Per dimostrare che le soluzioni (K, H) nelle guali

a ¥ In una

/N |
<) i;)

sono fondamentali per ¢io che riguarda la risoluzione dells |5], bastera
accertare che la [7] non comprende soluzion; ripetute. Cosi accade
per l'appunto, eceetto il caso limite in cui pella precedente disugna-
glianza debba prendersi, oltre al segno i minoranza, anche quello

li eguaglianza, vale a dire il caso in cui la lmitazione superiore

N(e+4-1)
20

1a essa stessa valore della y in una soluzione della |5]. Infatti il
alore del secondo membro della | 7] erasee col crescer della 1. e,
er ogni singolo valore di m, col crescere del valore algebrico della
wantita =+ A. Per ben fissare questo secondo punto, bastera provare
he il valore del binomio HpV D — K cresce al diminnire dj A, che

log, dette (K, H'), (K", H") due solugjoni della [5], e supposta 1a
econila maggiore della prima,

HYD—K >H'VD—K"
10 risulta dall’identith
TVD+K)(H' VD—K)={"VD+K")(H" VD — &)

23
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nella guale

HYD+EKE <H' VD+K”
€ conseguentemente

HVD—~K >H' VD — K"

Resta da dimostrare che il massimo valore che il secondo membro
della [7] prende quando 7 = m,, & minore del minimo valore che
esso prende quando 7 == 7, —+ 1, Dicendo (A, ) la massima delle
soluzioni che verificano la [8], si tratta adungue di dimostrare che

(K + H, VB) (“"I"ﬁVE)ml {(—£;+H, ’/5) (“+F|V_ﬁ)ml+l’
0ss1a che :
Es+H VDL (—K,+H VD) («+bt VD)

od anche :
(K +H, V' D) < N (x4 V D).

Ora, escludendo il easo m cui

Nia+1D)
= V 20

H, & I/N (;;- l)!

s ha sempre:

€ conseguentemente:

Nia—1)

Ky < =

—

Dalle uliime due disuguaglianze si ricava per |"appunio:

2

LR NG R | V= Ve | =N (z=+6 ¥'D).

Osservazione. — §i riconosce facilmente che nel caso limite poco
fa escluso, Ia massima 11 le soluzioni fornite dalla [7] per m —m
comeide con la minima di quelle che se ne otiengono per m =
My 1. Nel caleolo pratico, trascurando o 1'una o l'altra, si evite-
ramc le soluzioni ripetuie,

— e e —

= e e

&

=t

=Y e

12
™A

le
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6. Esempr: a). Debbasi risolvere 1'equazione

- 12 % = 52,

Relativamente alla soluzione [7, 2] dell’equazione @® — ] 2y =1, si
ottiene 2]/5 come lumnitazione superiore per la y delle soluzioni
fondamentali, Ia guale percid non supera 14. Le soluzioni fondamen-
tali si pitengono con poehi tentativi, & sono le quatiro seguent;:

(8,1) (10,2) (22,6) (32 9)
Il secondo membro della [4] prende quattro valori, che sono -

B+ #12) (74 2V 12", (IU+2VT§)(T—-2V_1§_)“;
(BR+-6112) (7T+2712)". (32 2+ 9V 12) (T4 27/ 19"

Facendo consecutivamente m = 0, 1, 2, ece., si ricaveranno a quattro
& quatiro, e schierate in ordine per ragion dj grandezza, tutte le solu-
zioni della equazione proposia.

D) Debbasi risolvere la

x* — 13y = — 12.

ielativamente alla soluzione (649, 180) della a® — 1835 =]

;. i

. 620
ittiene l/ 5 come limitazione superiore per la ; y delle soluzioni

ondamentali. In queste la y non pué adanque superare 17. Da cid
isulta che le soluzioni fondamentali sono - (1, 1); (14, 4); (25, 7).
| secondo memhro della [7] preade 6 valori. o questi sono:

(— 25+ 7§'13) (649 + 180 ¥ T3)™;
(— 14+ 477 13) (649 + 180 P/ 13)",
(— 14 P'13)(649 + 180 ¥ 13)™
(
(
(

(
1 4+ 2713) (649 4 'RDVM)
14 4+ 4 7/13) (649 —-1@0;/ 13)™;
25+ TV 13) (649 + 180 /' 13)".

onentlo m =1, 2, 3, ecc., si ricaveranno a se; a sel, in ordine per
gion di grandezza, tutte le soluzioni dell’ e uazione proposta (escluse
fondamentali, gid trovate).
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¢) L'equazione proposta sia
o — Dyt = — 1],

Supponendola possibile, se ne dica (2. &) la soluzione minima. La so-
Inzione minima della 2 — Dy? =1 sard (2a* 41, 2ab). Relati-

vamente a questa, il limite della y per le soluzioni fondamentali della

proposta & l/ HE;; 1 , cloé &, valore della y esso stesso. Le formole di

risoluzione per 'equazione @* — Dy® =1 sarebbero:

+yVD=(—a+bVD @a*+1~+2ab¥ D)
e+ y¥VD=( a—+ bV D Rae*+1~+2ab¥V D).

Ma poiché la soluzione che viene falla seconda formola quando vi si fa
m = iy coincide con quella che viene dalla prima per m=m,—+1,
per l'osservazione fatta nel n. 5, le due formole si ridueono all' unica

4+ y¥VD=(@a+bVD) (Ra*+ 1+ 2ab VD"

(Continua). (+. FRATTINI.

SULLA DIVISIBILITA DEI POLINOMI PER IL BINOMIO =" — o

e per il polinomio «” + ax™—! 4~ a2pm—2 4 ., + a?—1g 4 o™
(Contmuasione v fine: V. puy. 12.3).
3.

Ai caratteri di divisibilith per " — a” possono sempre essere
ridotti quelli della divisibilith di un polinomio per ) ¥ o
X, 0™+ a” in virth del seguente teorema :

La condizione necessaria e sufficiente affinché wn polinomio P
si divisibile per x® +ax®—1 - pigm—2 4 4 om—1g._f a® ¢
che devidendo P per x™+! — a»4+) o abbin per restv C (X" +
BXT T LA a® T x o am)  indicando con C una quantila che
non dipende dalla x.

__1:,,
3

',:‘;
it

Lo i e i
[ ot P
e el g Sk gy
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Infatti, se P ¢ divisibile per 2™ 4~ aa™=1+ ., . 4 g™~ g - g™,
s1 puira porre:
P — Q4+ ago™14,, . + a")
donde
Plw—a)= Q(a>+ — Q™1

& PET conseguenza
P (e — q) L
ame1 ﬂ']'il'l+_'l-_ - Q

Di qui rilevasi, — essendo @ un polinomio intero —, che la
divisione del prodotto P (@ — a) per o™+ — g™+ deve farsi esat-
tamente. Ura, supposto 7 intero e maggiore di zero, il resto della
divisione di @ — a per 2™+ — g™+ b @ g stesso e percid se R
¢ il resto della divisione di P per 2™+! — ¢»+1 dovri, (n° 1. teor. 1),
R (x — q) esser divisibile per 2™ +! — g™+ ¢ guindi aversi:

Rx—a)=C @ — gt
0s8ia, :
BR=C@"+ea" =4 . . 40" g+ o)
con € indipendente dalla @, perché R dev’essere di grado inferiore
a m=1.

Reciprocamente se la condizione imposta dal teorema & soddi-
sfatta e si ha pereid

P=Q, (@™ — o)+ C (2" + aa™= + ... + a7,

sostituendo (2 — a} (@™ + a2™ ' 4 ...+ 6" in luogo di o™+

— f.‘f."”‘l‘l, s1 trova:

P=[Q (@ — a)~+ C] (5" + aa™ + ...+ o

e questa uguaglianza dimostra che P ¢ divisibile per @™+ ga™—?
—I_ e —I- aﬂit 4
In particolare, e nell'ipotesi di agz—=1, @l polinomio

nm—1)

(m) 2)
p=ua" + A+ oot g gn® e

che ha m =1 termini e tulli ¢ coefficienti positivi ¢ vguali al-
Vunila ¢ divisibile per x™ 4 x—"14- ., . 4+x-1 ge gle m—-1

numer
AP, pim=1) n@® 1) 40)
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costituiscono wn sislema completo di wumeri IMCoONGTUE rispetlo
al numero (modalo) m 4 1.

Infatti, cid significando che i numeri #®(h=0, 1, 2, oo TR)
divisi per s —+ 1 danno resti uguali a /uifi i numeri interi infe-
viori ad m -1, la divisione successiva dej singoli termini di p
per @™+ — 1 riprodurrd come resti (n. 2), in un ordine qualun-
que, feit 1 termini del polinomio 2™+ ™14~ ... 42 -+ 1.

Uome esempi notevoli di classi di numeri 2 si possono citave :

1°) 1 numeri
mbk,(m— 1k ..... ok, 2k £, 0

k& ed m 1 essendo numeri primi tra loro;

2°) 1 numeri
gm—lr gm_ﬂs s _92, .9': 1’ ()

Supposto che 7 -1 sia un numero primo e g una sua radice pri-
mitiva. (')
4.

Non essendosi fatta nessuna vestrizione circa al segno di @, e na-
turale altresi che i caratieri di divisibilith d°un polinomio P per o™ —
aag™ 4o gm -t — . - a" (dove il segno megative dell'ultimo
termine si riferisce al caso di m dispari e il positivo a quello di m pari)
siano riducibili, nel modo espresso dal teorema dimostrafo, ai caratteri
di divisibilith per a™+1 — gn+1 ga m § dispari e per 2™t 4 go 1

== @™ — (— ay" 1 5@ 9 ¢ pari.
Nell'ipotesi di ¢ = — 1 ed essendo ancora

7™ g™ =10 gt RO

un sistema completo di numeri incongru® rispetto al modulo m =+ 1,
determiniamo i casi particolari in cui il polinomio

i —_ i
m:imn{}imﬂfm ni---"_‘ﬂ-‘“ﬂ}im"“

(*) Gli enuneint del teorem! che 8! riferiscoro a questi due caal speciall, si trovano negli eser-
eizl 1° @ 2o dell'dtgebra del BrrTrASD (brad. del prof. BerTe) 2 pag 170, Ma 'ultims linea del 3°
espreizio va corretts, ed invece che: & divisibile per t— 2P, vi ai deve leggere: & dipigibite per

1424 2%, o],
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¢ divisibile per
bl et o7 Lo TSR
se m & dispari; o per
EF — g™ =l =2 __ —= il i ]
se 7 & pari. Pongasi
A = (m 1) ) = %) (A =190, L2...m) ... [1]

indicando con ¢ il quoziente e con »M i] pesto della divisione i
™ per m —- 1. 1 pesti M Gualungue sin 2, non possono differire
m altro che nell’ordine dai numeri 0, 1,2 .... m.

I Se m ¢ dispari, e conseguentemente m -1 & pari, si dovra cer-
care 1l restn della divisione (i Py, per &t — 17+ Opa & facile
vedere (n. 2, 2% che ™" diviso per g™t _ 1m+1 g8 g resto
z™, A inché dunque il resto delln divisione di p, per a*v1
1+ gia gm— gm—1 +& — 1, 0o questo polinomio ecam-
biato di segno ("), vale a dire affinché py sia divisibile per x™ —.
Pl ey — 1, ¢ recessarin e Sufficienle che ¢ lernying
dei quali Pesponente o™ diriso per mi+=1 da di resto un numeys
parz aella serie 0, 1, 2, .... m. abbiano segno conirarip g quelli
dr cui Uesponenie diviso per m + 1 gda di resto urn numero dis-
par: della stessa serze.

La [1] pone in chiaro che la mets degli %<+ 1 numeri p®
sara pari e l'altra dispari, e che dovranno avere lo stesso Segno

quelli della medesima specie.
II. Se m & parl, € percid m—a-1 & dispari, il resto della di-
visione di py per g+t — 1" deve essere (@® — gm—1 4

B e L — g 1), e poichd (n. 2, 2) ™ diviso per gm+1 _
(— I)**! d& per resto (— 1)+ ¢® 2" i trova che dev’ essere
== 1 e si conclude che aﬁnc@ Pr Sia diwisibile per x™ —
AP Mo T 1, & necessario e swfficienle che i
termand @ quali hanno pey esponente un numero 1™ pgri. gb-
bimnmo segno contrario o quelli che hanno peyr esponente wn ny-

—

(*2 In tal easo, Infatti, In quanthia o gel ‘eorems generale nvrebbe il valore — 1.
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mero dispari. Dalla [1] rilevasi, in questo caso, che non v’ha aleun
legame necessario tra il numero dei termini aventi lo stesso segno
e quello dei termini che hanno il segno contrario, e che percid &
anche possibile che tutti i termini di p, abbiano uno stesso segno,
per essore gli esponenti o tutti pari o tutti dispari,

Una serie speciale di numeri n™ per il caso I (m dispari) &
data, per esempio, dai mumeri

m ky (m— 1)k, (im—2k.... 2k k 0

nell'ipotesi chie % ed m~ 1 siano numeri primi fra loro.

Questa serie vale anche per il caso II (m pari) supponendo che

k sia un numero dispari e primo con m = 1. Infine, nello stesso
caso 1I, possomo essere presi per esponenti #® i numeri

(m 1) & =4~ (m + 2)m, (m~4-1) &+ (m + 2) (m — 1),
(m=1) k4 (m~+2) (m —2), ... (m4+1)k~+(m—42). 2
1)k~ (m+2), (m=+1)k

dove k & un numero intero qualunque ; ed in corrispondenza di queste
serie sussistono 1 feorem :

1. Se m & déispari e i numeri k ed m -+ 1 SON0 primi fra
loro, il polinomio

A I L LTI S |
¢ davisibile per il polinomio
P gl g = i — 1]
2" Se m & paii e k & wn numero dispari e primo con
m- 1, il polinomio
gk mplm —1) &y mfm—-ﬂ}k _— .."I";TEJ'. B, + 1
e divisibile per il polinowmio
mm_mm—l_l_wm—ﬂ___ __i_wi_a-_l_ ]_
3.° Se m é pari e k & un numero intero qualunque, il po-
lenomio
a4+ 1) k4 (mt2)m e 1) B - (m2) (i — 1) 4 DR Fin18) (m—4)
... pmE1) k4 (n43), 2 = pim41) k- (m42) . g1} &
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e divisibile per il polinomio
P — g g e 4 — g1

I teoremi 1° ¢ 2° combinano con due dej teoremi dimostrati
per altra via dal signor prof. Gatti. ()

Roma, aprile 1891, BEvrcia Sapon

TEMI D'ESAME

-‘—I'l-_.—--ﬂ—l'\_u-‘_-_-.

L. Un corpo percorre une distanza con velonita costante. Se la velocita si ap-
menta di G metri, il corpo percorrendo la medesima distanza impiega due secondi
di meno. Se la veloeith si diminuisce di 10 melr: impiega 6 secondi di ptu, Tro-
vare la velocith e lo spazie percorso dal mobile.

2. Divist per metd gli angoli esterni di un quadrato, le quattro bisettrici
formano un altro guadrato le cuj diagonali sono parallele si lati della prima
figura e la euni superficie & doppia di quella del guadrato dato.

Prof. A. Morta,

3. In unn progressione geometrica a termini positivi, il primo termine & 5
e la somma del secondo e dal terzo termine 2 100. Trovare la ragione.

4. Nella equaziong »* — Ope<+5p*=0, determinare P in modo che la
somma da1 guadrati delle radiei sia eguale a 104,

O. In un triangolo isoscele dal punto di mezzo di uno dei latj eguali si con-
duce la perpendicolare alla base. Dimosirare che Ia base resta divisa in due
parti una tripla dell’altya.

6. In un cerchio si conduce nna cords A £ e dal punto &i mezzo gdj uno
degli archi in eui In circonferenza & divisa dalla corda si conduce un'alies corda
CD che tagli la prima in un punto £, indi si tireno A D, B D, Dimostrare

che si ha la proporzione AT : BB .. AD - DB,
Dott. 1. Boar,

7. Col calcolo algebrico & senza ricorrere alle tavole trigonometriche, {ro-
vare gli angoli acuti pei quali ha luogo ]ﬁ proprietd che la somma della tanp.
gente e delln cotangenie sin 4.

Risposta: 15" e 75°

8. 8i ha un tronco di cono retto nel quale I'apotema é uguale alla somma
dei raggi » ¢ R delle due basi, Dimosirare che la meta dell’altezza dal troneo

(*) V. Anno J, fase, YI, pag. 191, teoremi I1 o ITI.
24
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¢ media proporzionsale fra i due raggi r e R, e il volume del troneo é il pro-
dotto della sua superficie totale per il sesto dell'altezza; e conoscendo I'angolo
(acuto) che I'apotema fa con una delle basi, trovere il rapporto fra 1 due raggi
R ¢ r e quello fra I'apotema e nno di guesti raggi,
Risposte: detto « I'angolo acuto fra I'apotema a # una delle basi si ha R :» —
o o

PICCOLE NOTE E SUNTI DI NOTE

Sulle somme delle combinazioni dei numeri naturali. — 1. Indico
00n E;‘ la somma delle combinazioni (prodottl) dei primi n» numeri naturali a
p o p o la dico dell'ordine pesime, Cosl p. es.:

Eg=1.2.34+1.2.44+1.2.54+1.3.44+1.3.54+1.4.54
2.3.442.3.54+2.4.54+3.4.5,

Somme di 17 ordine:

Ei:l =(§)

Ef: | 4= 2 =(g)

Ki—=1424+3 n =(”_I2_1)

Somime i 2° ordine

Ky=—1.2 . . =2 K

Ko=1.241.3+4+2.3 . =K;+ 3K,

:i’f;,':-l. T =K} '+ n K77
Sommando e riducendo:

Ky =2 13 K] A KA v o s ciceunansers n Ky

Somme di 3° ordine:

K —=1.2.8. . inacen e :33:
K3—1.2.341.2.4+1.3.44+2.3. 4—=E} 4K}

- —1
Ki—1.2.341.2.44 ......... =K, '+nKg
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Sommando e riducendo:

ﬂ:3H§+4ﬂg+ ................... ﬂ‘-ﬁ';_l

E in generale poi:
Somme del p#™"" ordine (p < n):

F 2o [ - e :p]g'_'f}
E£+1= ------------------- :E;_l—@"'_l)ﬁ'i—d

- [ J -
lllllllllllllllllllllllllllllll

Sommando e ridacendo:
B=p R i@+ E_ gdiie vonisee. n K*—1

Le quali relazioni permettono di caleolare la somma di un certo ordine
mediante quelle dell'ordine precedente.

2. Applicando le formole ora trovate, che si compendiano nella K=K, '+

:uK;:i.. s1 trove il seguenie prospeito dei valori delle somme di 19, I
ordine. La prima riga di unild é posta per dedurre anche le somme di 1° ordine colla
stessa legge con cwi si deducono le altre: ogni numero ciod si ottiens agzingendo
al precedente della riga il prodotto del numero immediatamente superiore a questo
pel numero d'ordine della colonns: cosi p. ss. 735 =— 285 4 85 ¥ 6.

I T 1 ] 1 ] 1 ...
loordine . 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 . . .
2 ordine . . .2 11 35 85 175 322  E4s 870 1320 . . .
3' ordine . . ... 6 50 225 735 1060 4536 0450 18150 . . .

4 ordine. o v e e 24 274 1624 6760 22440 63273 157773 . . .
oY DIAIBE = « a2 w5 g 120 1764 13132 67284 269325 902055 . .
2. 1a soris Ei EIB, ... K & una progreseione aritmotien di 2° ordine, Ia

- - L] i s ] "1 r "2 H - ——
cut 2" differenza ¢ 1: pereid la sevie: 24K, 3K, 4K ..... 2 K} L & uns
progressione aritmetica (i 37 ordine, la ewr 37 differenza & 3, 1 =— 3 ().

So ne deduce che la serie:
2K (2K +3K) HR+3K+4K) ... (2Ki+ ... n K1
cioe la serie
K, K. K3 # o K"

¢ una progressione aritmetica del 4° ordine, la cul 4* differenza é ancora 3:
infatii le prime differenze di gunesta serie non sono altro che i terminmi della

progressione di 3° ordine considerata prima (ecegtto il 1° termine).

(*) V. BavTzeEn : Elemendi di matemalica. (Traduz. Cremona). Aritmedica generals. (1870), 8 28, 1. 9,
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Collo stesso ragionamento si prova che la serie: K4 H‘; -ve. K3 & ung
progressione aritmetica del 6" ordine la cui 6" differenza & 5.3 — 15. Simil-
mente la serie: E’i A i ..+ K4 & una progressione aritmetica dell’8° ordine,
la cui 8" differenza &: 7.15=105: ed in gemerale la serie: K¥ KZT! .
K; ¢ una progressione dell' ordine (2p)"° la cui (2p)*™ differenza &:

(2p— D)degp—1y; dove dagp—1y € V'ultima differenza della progressione pre
cedente.
4. Si possono avere delle formole che dieno direttamente il valore di gueste

: n n—+1
somme. Gosi: M| = ( o )
Per avere K3 si sostituiseano nelle formole trovate i valori di X } i
e si avrd: E§=2(§)+3(§)+n(g)
Ma (come =1 e osservato) 1 termini di quesia somma formano una progres-
sione aritmetica di 3" ordine, di cui il 1° termine & 2 e le differenze iniziali
7, 8, 3; percid la sommsa deghi (n — 1) lermini cousidersii (*) & dala da:

P—=2n— 1)4-7 (’"jl)—i—s (‘“El) +3(" 1)

o

la gquale con facili {rasformazioni diventa :
2 (41 n—+ 2
gy=("7")+2("7

ove si tenga conto della formola: (ﬂ' ; 1) 4 (i - }) = (2)
Cosi per Ky si sostituiscano nella formola trovate i valori di K3, K 95« v oo
K3 ™' dedotti da guest'ultima e si avrd:
n n—+ 1
(@) +2 (T

K?:S}E(i)(+4](3)+z (i)‘l— -

Ma 1 teranni di questn somma formano wna pregressione aritmetica del 5°
erdine, di eui il primo {ermine & 6 e le differenve iniziali sono: 38, 93, 111,
6o, 15; percid la somma degli n — 2 fermini considerati & data da:

n— 2

Ky=om—2+38 ("3 )+ ("3 ) +11 ("7 )+

n—2=2 B o—— 2
65( - )+15( - )

che con facili trasformazioni diventa:

K= (1) 4o (E) 4o (1Y)

(® 1d, Id., n. T.
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Con analogo procedimenio si iroverebbe:

K= (T ) e (T (Y (1

e cosi di seguito per le altre somme.
G. Rimox1.

—E L ITIT) e

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
91%, 92*% 93% 94, 98% e 99*

= T R e S e PN

91", Dimostrare che 134537 — 134527 — | ¢ divisidile per 180960757

(D. Bzsso).

Dimostrazione del Sig. D, de Blasi, alunno del R, Liceo di Lecece,
S1 ha successivamentie

al —a@—1)—1=Ta"—2]la"+35a* — 3549 +21a® —Tqg —
Ta(@ —1)—2la®(a®— 1)+ 35a% (a — 1) =
Tala—1)la? — 2a% 4+ 242 4 p? — 251—1-];:7[.5{{1— 1) la (a — 1)4—1?

Sostituendo ad a 1l numero 13453, poichd allora a’ (a 17 — 1 riduces:
all' espressione data, devesi dimostrare che

7. 13453 . 13452 . (13453 . 13452 + 1!

e divisibile per 180969757, Ora questc numero é primo con 7, con 13452

con 13453, per cui esso deve dividere l'aliro fattore (13453 . 13459 - 12 Si
trova infatti che 180969757 — 13453 . 134521, ()

Il Sig. P. Marano ad una soluzione algebrica della quistione fa seguire la
spguenin osservazione.

al —(p—1)" — 1 , ,
Che 1 rappresenil un ntero, qualungue sia 1'intero «.

pud maostrarsi ancora come segne.
S1 ha:
e{fe— 1)+ 1=a®*—a+1=

. (; : ;;/E.y:‘;) -{a—(—;——%;@.y:—l)g:

iﬂ — (cos 60° 4 7sen 60"){ aa — (08 60° — 7 sen 50“)!.

(*) Dimostrazloni sostanzialmente analoghe nlla presente pervennero dai Sige. 4. Buldassarre
(alunne del R. Ist. tep. Barl), &@. Calvilli & 4, Perna (R, Ist. tec. Napoll), }. Oandido e . Patma
(R. Liceo Leece), 4. Dal Buons Sidoli (R, 1si, tee. Reggio Bmilia), A, Ganedolfi (R. 1st, les. Pia-
cenza), 0. Taverna (R. Liceo Oatanzaro), G, Trapani (K. Ist. nauntico Catania).

e 4

L
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Posto ¢ = oos 60° 4= {sen 609, quindi & — | = cos 120" 4~ igen 1207, pel feorema
d1 Moiyre, risulta

a7 —{a—1)7 == | = c0s7.080°+ 2sen7.60" — cos7. 120" — 1800 7.120° — |
== 08 60"+ {sen 60° 4 cos 60° — igen 60" — 1 = 0

dunque a” — (@ — 1)7 — 1 & divisibile per a — (cos 60° ~-75en 60°).

S1 dimostra similmente che la stessa espressione & divisibile per ¢ — (cos 60" —
v2en 60°%), guindi sard divisibile per il prodotto delle due ultime espressioni che
¢ afle—1)41,

Il guoziente che & un polinomio intero in a, dard un valore numerico intero
per @ intero.

92". Risolvere I eguazione

'+ 4a? — 22 _ 1224 9= 0.
(D. Brssn).

Soluzione dei Sigg. L. Manfredonio, alunno del R. Liceo di Foggia: G. Bar-
oli ¢ M, Sulvadori, alunni della R. Aceadenis di Livorno; G. Candide, alunno
del R. Liceo di Leece; A. Dal Buono Sidoli, alanno del R. Istituto tecnico di
Reggio Emilia; P. Marano, studente a Catania; E. G. Ricei, alunno del R.

Liceo di Bari; D, Taverna, alunno del R. Liseo di Catanzaro; . Trapani,

alunno del R. Istitnto nantico di Catania.
Poiche la somma dei coefficientt & 0, I'equagione ammetis la radice 1. Divi-
dendo per » — 1, si ha:

Db+ 30— 0 =1,

Quest’ equazione, per la medesima ragione, ninmetite la radice 1, ¢ dividendo di
nuovo per @ — 1, a ha
a* 4+ fy+0 =10
&

1l cui diseriminante é A? — 4 . 0 — N, e pereib a2, — 2, == - —— 3. Quindi

it

Fequazione proposte ke duo coppie i radici egnaly ad 1 ¢ — 3.

Soluzione dei Sigg. A. Ognissanti ed E. G. Ricci, alunni del R. Liceo di Bari.
Pongasi 2 = y— 1. Tatte le debite sostituzioni e viduzioni si ottiene 'erjua-
sione biguadratica
A Byi -+ 16 = 0,

le ewl radici somo 42, 42, — 2 — 2, Dalla posizione fatta per « si ricavano

conseguentemente come radiei dell’ equazione proposta i guattro valori 1, L
—3e —3.

Soluzione dei Sigg. A. di Bello, G. Culvitti, A. Ceci, A. Pernn, G. Santorell,
alunni del R. Istitutn teenico di Napoli: A. Baldassurre, alunnoe del R. Istifuto
tecnico i Bari; G. Cundida o D. de Dlasi, alunni del R. Liceo i Lecce.
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L'equazione proposta pud scriversi sueccessivamenie

! — 2208+ '+ B — |22 B 0 182 -} 9 —=
o (@ — 22 4+ 1) 4 bz (2 — 204 1) + 9 (2 — 22+ 1) =
(> 4+ B2+ 9) (° e+ 1) = (#+3)% (w— 1)* = 0,

percid cssa ammette due radici eguali 8 — 3 e dge eguali ad |,

Soluzione dei Sigg. A. Gundelfi. alunno del R. lstituto tecnico 4 Pincenza
e 8. Lopriore, studente privato a Gapurse.

Dividendo per ®? tuili i termini della data equazione e raccogliendo secondo
le potenze della @, si avra

] t) 3
'-‘ﬂ"'i' .1"]""1 L — ——2:0
i 4
3 .
Ora facendo = == Y. msultn 22 - oL = y® == 6, talché sostituendo a1
giunge all’ equazione
v:+4y+4 =0,
3
le cud radici somo — 2 ¢ — 2. Sostituendo guest) valorm di  nella o = )
@

sl oftiene due volte I'equazione x* 4= 22 — 3 — 0, che ha per radici 1 ¢
— 3. Le radici della proposta equazione sonc per conseguenza I, }, —3 ¢ — 3,

93". 8z A, B, C indicano gli angoli @ un triangolo, m, m’, m” le sue me-
' | 1 l
diane, ¢ si pone tang A : tang B . angC=p:q:r E_I_J_+__-+_=_l_'
i P

dimostrare che si ha:

(A. Luvau).

Soluzioni sostanzialmonto nnaloghe da A, Ognissanti, alunno del K, Lieeo di
Bazi; A. Baldassarre, alunno del R. Istitoto tecnico di Bari; G. Bartoli, alunne
della. R. Accademia di Livorno; G. Caleitt, alunno del R Isiibulo feenico di
Napoli; L. Catelli, alunne del R, Istituto teenico di Como: A, Dal Buono Sidoli,
sinnno del R. Istitufo tecnico di Regeio Emilia: R. Palma, alunno del R. Liceo
di Lecce; G, Trapani, alunno del R. Istituto nautics di Gatlania,

Indicando rispeitivamente con a, b, c & lati relativi alle mediane m, m’', m"
del tmangolo ABC, si ha:

dm? =20+ 20 =a%, 4wt = ¢t 4 2% — 52,
dm" = 2a* 4 2p% — ¢, v s 1]

Dn a = bcosC~4 ¢ cox B, s ricava I"'vguaglianze &% — a ¥ sen € cot O -+
ac sen B col €' = 2.8 (cot C ~+ cot B), dove S reppresenta 1'area del triangolo.
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Similmente 3* = 2.8 (cot A + cot C), ¢ — 2.8 (cot B =+ cot A). In COnseguenza

20° + 2¢* — a* =28 (4 cot A < cot B 4~ cot C) =

5w B B e e e E | = ve ar 2)
2813 cot A + (cot A =+ cot B + cot ['I)I
con due relazioni ansaloghe.
1 ]
Dall'ipotesi tand :tan B :tan C=gp: g : r, deducesi cot A :.EE, mtB:g_u’
I
Eﬂtﬂ:;, avendo posto tanA : p — «, onde si ha:
3cotA +cotd +cotB 4+ col C =
1 (3 1 1 1 A - B TR 3]
(Bl 1y 1l
@ \p P 7 r 2 \ ¢ b2

con due relazioni analoghe.
Dalle [1], [2] e [3] segue poi immediatamente :

m'*’:m"i:m"?._—._(—-]r—-]-g) ! (L_I_E) : (‘L_]_i)

94. Se nel piano di una conica di centre 0 sono dati due punti M ed N,
e P e Q sono rispetbvamenie t punti d'inconiro delle polari di M ed N coi dia-
melri NO ed MO, i friangoli MOP ed NOQ sono equivalenti.

(G. RozzoriNn).

- Dimostrazione del Sig. Prof. I7. Palatini. _

Ricordiamo che due triangoli reciproci rispetto ad una conica sono omologicl
(Cnasves: Sections conigues). Ora M O N &, nella figura definita dalla quaestione,
il triangolo reciproco, rispetto alla date comiea, al triangolo formato dalle &5,
[J'V, polari rispettive di M, N, e dalla retta all'infinito del piano, polare di 0;
pereid, indicando con %, la retta all'infinite del piano, si irovane in linea retta
retta 1 punt:

(MO, UV)=1Q, (NO,RS)y=P, (MN, &)

Dungue la rette PQ & parsllela alla M N, pereiv 1 due triangoli wpo,
N QO sono eguivalenti perché sono tali i triangoli PQM, PQN costruill sulla
stessa base ' Q e compresi fra le stesse parallele 7 Q, M V.

Dimostrazione del Sig. Prol. G. Sfirsa.

Siamo M, N i punti dati nel piano della conica di centro O e P, Q le inter-
sezionl di M 0, N O rispettivamente con le polari m, »n di 4, N, Dico intaulo
che OP ., ON=0Q, OM. Iofatti, sin p la polare di P; allora p ed n sa
ranno parallele, perché P ed N sono sul medesimo diametro. Se M, @ sono
le intersezioni del diametro PN con p, » rigpettivamente, saranno (M, P), (€' N)
coppie di punti coniugati di una inveluziene di centro 0, ¢ percid sara

OM . 0P = 01 . 0ON.
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Ma 1 due triangoli MOM, QOQ sono simili e si ha
OM O M
0Q — 04Q°

dungue sard anche .
OP . OM = 04{.0ON.

Segue da eib che i due triangoli OP M, OQ N saranno equivalenti, c. v. d.

Dimostrazione del Sig. Prof. 8. Catania.

Se M degerive il diametro O, la sua polare descriverd un faseio proiettivo
alla punteggiata (M), i1 quale fascio taglicrd i1 diametre ON in una punteg-
giata (P) prospettiva ad esso, e quindi proiettiva ad (M), Quando M ecade in Q,
P cadra 1n X, perche la polare di IV passando per Q, viceversa, la polare di Q
passerh. per IV, L'inviluppo delle rette analoghe alle M P ed NQ & percid una
comica, della qurie O M ed 0N sono tangenti, Questa coniea & un’iperhole, perchd
quando M coincide con il punto all'infinito di O M, il punto corrispondente P
cadri 1n O, perche OM & wun diametro, e gnando N eade all'infinito su ON,
allora @ cadra pure in O, Perianto i punti contatte delle tangenti OM, ON
sono all’infinito, ¢ quelln conica & un'iperbole della quale OM ed ON sono
gli mssintoti. E allora, per un noto teorems di Apollonio, ¢ cosiante Varea dei
trisngoli annloghi ad QM P, ed in particolare sono equivalenti i due triangoli
OMP, ONQ, che ¢ quanto volevasi dirnosirare.

Soluzione del Sig. C. Aiello, studente nella R. Universith di Napoli.
Sin OM—m ¢ ON—#n e stano ON e OM gli assi delle z ¢ della y
rispettivamente. £ chiaro che l'equazione della curva riferita a questi assi &

ax® +2hxy by -Fe= 10
e (uelle delle polari di M e N, rispetiivamente, souo

hmx-t+=bmy+ec=0 ¢ ano-+hny-4ec=0.

La parte che la polare di M taglia sull’asse delle @, cioé OQ, & data dalla
prims di gueste equazioni facendovi y = 0 e similmente dalla seconda facendo
¢ ¢
z = =i ottiene O P, ¢ proprianwnte s1 ha ghe 0 Q —=— por @ (0P == . P
1L i
Ora si sa che i triangoli aventi un angolo in comune stanno fra loro come
I reftangolr der lati che comprendone 1'angolo comune, dungue

¢ C

AMOQO: ANPO=0M . 00:0N.0OP—m L —3 [
firi hn
e pereid AMQO=ANPFOD. }
1
98" e 99'. Verificare che pomendo x = 1;:1 (m® == 3) y= 5 (m*+1)
st soddisfa all'equasione
EEF—(IT]E"[‘"-‘D}'E:—- 1 (').

|*) Supponendo m intero e dispari, si otilene nna soluzfone dell'eqursione in pumeri interi,

25
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m?e—m-42 m — |

Verificare che pomendo x — - y 5 st soddisfa al-

Fequazione
X'— (mP4-4)y? =m (")
(G. Framym),

Seluzioni dei Sigg. G. Ascodi, alunmo del R. Licoo di Ancona ; A. Bal-
dassarre, alunno del R, Istituto tecnico di Bari; A. Dal Buonoe Sidoli, alummo
del R, Istituto tecmieo di Reggio Emilie 1 5, De Plasi, slunno del R. Liceo di
Lecce; G. Floridia, studente a Ragusa; 8. Lopriore, studente privato a Ca-
purso 3 L. Manfredonio, alunno del R. Lices i Fogzia ;: P. Marano, studente
pravato a Catania : A, Ugrissanti, alunno del R. Lices dj Bari; E. G. Rice,
alunno del R. Liceo di Bari: P. P. Hizzuti, studente privato a Catanzaro :
P, Taverng, alunno del R, Liceo di Calanznro: @, Drapan:, alunno del R, Isti-
tuto nantico di Catania.

S1 ha invere :

5 02 +3) [ — e+ ) [—21- 1) | =

(m? == 6 92! - 0 m?) — (13 4 6 m? 4 O m® 4)
4 e ———

m* — m -+ 2\2 91— 1\2
Y w2

(mt — 2 m3 4~ 5 m? -~—4m—l—4)—(-m"—Ema—I-ﬁm"—Bm—i—'iJ -
y == m.

— 1

Se m & intero e dispari m* 43, mi4-1, m? —m—2 ed m — 1 sono
evidentemente pari, onde

m ] mt m 1+ 2 m— 1
?(-m’-l-ﬁj, -E('m?-}-]), 3 e 5
80n0 numeri interi.
i
4
Sone perveunte inoltre le soluziont seguentt: qgunistione 102. dal Sig. &G. Rosz- g
solino; 105, R, Dettaszi, I, Pulating: 106, N. DBottini, G. Trapani; 107 . i

G. Candido, (" Chagiotti, D. de Blasi, P. Marano, . Paelbma, G. Trapani —
soluzioni alle quali verrs date evasione nei faseicoli venburi,

La Redazione.
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(*) Supponendo m intere e dispari, si oltlens una solazione dell'aquazions in pumeri interi.
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QUISTIONI PROPOSTE ©

108*. Bein un quadrangolo, le eui diagonali sono perpendicolar
I'nna all’altra, & inseritto un quadrato coi lati paralleli a queste dia-
gonali, il doppia del lato del quadrato & medio armonico fra le diago-~

nali del quadrangolo,
A. DALDASSARRE.

109" Se dal vertice d'un triangolo si tirano alla base le dpe
rette formanti con essa angoli uguali o quello al vertice, si hanne
due triangoeli simili fra loro e al dato: un poligono costruito .sulla
base sta alla somma dei poligoni simili e similmenie Jdescrifti sugli
altri due lati, come lo base sta alla somma dei due lati dei due nuovi
triangoli, che giacciono su di essa. (**)

. AMALDL

110* Posto

b2 ("TY) 2 (P 2)

: ' . P 7 |
dove il 2" membro finisce col termine 1 se % & pari e con : .2 ge
n & dispari, dimostrare che si ha:

b —1 ~+ by
by '

M=o

111, Posto

e, = (Z2a)’ 4+ (n—1) (2a)*2% . b -+

(A—3(rn—4)(n—5 _
o 33 —-1 8 . £ L v V) o Y= fi .
('_lf‘!r) - b : 1 : ::i {-ff_!) 1 E",I._!_ "h by

(m— 2) (e — 3)
1.2

oo

con ¢ >0 e b >0, dove il secondo membro deve finire eol termine

i n—|

T : g | .
b se n & pari e col tﬂrnmlef;.zu.b

L . . .
se n ¢ dispari, si ha:

Vit b—ag—131¥m oy

nt— o &y

(¥) Le questioni contrassegnate con ssierisco sono esslusivamende indirizzate agli aluoni delle
nostre scuole,

(**) Qnesia proposizione pud considerarsi come una generalizzazione del leorema di Tiingora.
Gla una genernlizzazione del teorema stesse trovasi In Paero, nel libro IV dells sue Collezioni
malemaifehs, Queslo 1eorema A Vappo viene riportato anche dal Comusamnive nel suo Euelida in
una nots alla prop. XXXI de! VI libre, Vedl a queslo propogito gli Efementi of matenatica del
B uTaer. Plan. ¢ 9,7,
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o la differenza tra P a® 4 b ed a— 1 lim D% & minore
n—o Un

‘ on

i Un—1 . Up F. Grupice.

112. Se a, b, n sono interi qualunque ad «, b primi tra loro, e
s1 indiea oon D (2, y), ¢ (%) rispettivamente il massimo comun divi-
sore di x, ¥ ed il nnmero degli interi minori di x € Primi con esso,
il numero dei valori interi di z, minori di », che rendono il binomio
az ~- b primo con n, ¢ dato da

dldﬂ*"'dm'?(d.d = fﬂm)
1 g -

sssendo dy =D (n,a), dy= D (2, 4,), 4, = D( ) o

ey d.‘l d‘i‘ . :
Tl .
d, —D(d‘, R dm_l) & posto che sia dm_,_IIJ_S(l:. )
. ARPIS.
———#—‘-—-!'—L_#_.___,

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Cuemest THIRY. — Applications remarquables du théoréme de Stewart et
théorie du barycentre. — Gand, Ad. Hoste; Paris, Gauthier-Villars; 1891, =
Prix: 2 fs.

Il teorema di Stewart stabilisce, com's noto, una relazione fra tre punti A,
B, O in linea retta ad un punto qualunque . Tenendo conto dell'identitd di
Bulero, ossia: BC -}~ €4 -+ AB = 0, essn & espresso (all’eguaglianza

04" . BC+ 0B . CA+DC®. AB— B0 . C4 .48 — 0.

Le parole che I'illustre Chasles soriveva a proposito del medesimo fin dal
1837 : « colle proprigte, gui est 4 peu pres mconnue de nos jours, mériterait
« bien de prendre place dans les &ldments ou s moing dans les compléments
« de geomstrie » (') non cessano dall’avere il pregio dell’attualita e il libro
del signor prof. Thiry & Ia migliore glustificazione possibile da darsi alle me-
desime, in quanto, anche tmeendo dell'opportunity di trovar svolto in modo ele
mentare 1a teoria del baricentro con numerosi particolari ed applicazioni, I'A.
valendosi guasi esclusivamente degli elomenii della reometriz, con esposizions
facile ed ordinata, & rinseito a mostrare nel modo il pia felice di quale possente
ausilio sis questo teorema nells frattazione di uestioni moltoplici e come serva
mirabilmente alla deduzione di numerose relazioni metriche,

(*) Onasies: dpergu historiqus, pp. 175-175.




— 197 —

I1 libro consta di sel capifoli i cui titoli sono: — Diverse forme del teorema
di Stewart. Ordinarie conseguenze classiche di questa proposizione. — Applica-
ziom diverse relafive al triangolo. — Applicazioni relative al quadrilatero ed
al trapezio, — Applicazioni relative al circolo. — Luoghi geomeirici. — Ba~
riceniro o centro delle distanze proporzionali.

Da notarss, fra 1 moltl particolar: derm) d'interesse, nal

I Cap.: quattro differenti dimostrazioni del teorcma di Stewart due delle
gualt proprie dell’A.: le applicazioni al calcolo della biscttrice, delln mediana e
della simediana d'un triangole in funzione del lati; nel

n—1
{I. Cap.: la formola >, & — —ﬂ—; : [g,e + c® it
1 37

somma del quadrati delle » — 1 rette «; conginngenti il vertice 4 di un triangclo
A B C coi punti del lato opposte che dividono questo laio in » parti ugnali; le
proprieti che risultano dalla eonsiderazione delle congiungenti i vertici di un
triangolo eol punti che dividono 1 lati opposti mnello stesso rapporic ¢ in par-
ticolar modo 1] caleolo delle distanze dei punti noteveli del Iriangolo, quali il
centro del cerchio imscritto, il ecircumecantro, il baricentro, I'ortocentro, il punto
di Lemoine, 1 punti di Brocard, distanze derivanti tutte da una formola gene-
rale, che I'A, propone di clhiamare ominiformola meirice del oriangolo, che da
la distanza d™un punto qualungue P al punto d'inlersezione K, delle retie divi-
denti 1 lati del triangoio nel rapporto delle potenze »®59¢ dei lali adiacenti, cssia

:| che di la

W . PAR . PBE . PO
a% <= R == ¢»

PR} =

an—2pn—2 4 pm—Fm—8 o C:H——ﬂaﬂ—ﬂj.

abe 2
( @ == BB <= R )
e diverse applicazioni fra le quali la soluzione del problema; condurre pel ver-
tice d'un triangolo A 8 € una tal retia A D che determini due triangoli A B D,
ADC di uguali cerchi inscritti. Questo capitolo va considerato quale un con-
tributo assai felice a profitte della recente geometria del trianeolo,

I Cap.: Espression: delle dingonnli del trapezic in fanzione dei lati, otte-
nute con grandissima semphcity, come pore ln soluzione del problema: date (uattro
circonferenze conceniriche fagharle con una scgante W modo che il segnento
staceato dalle prime due vguagli quello deierminato dslle rimanenti.

Da notarsi nel cap. V, fra gli ofto luoghi studiati, quelli dei punti M pei

quali le distanze da due punti fisst A e B soddisfano alle relazioni m M A -+
nMB*=K* ¢ nel cap. V1 la dimostrazpne @i caratterc puramente geometrico del

teorema di Lagrange (7).

Termina 1l libro una raceolta di 34 esercizi a risolvere, alcuni dei quali
accompagnntl da un cenno di soluzione,

Voghamo sperare che questa breve rassegna invoglierh molti celleghi a
prender cognizione dell'importante lavoro del signor prof, Thiry, convinti che

(¥} Mém. (e Berlln 1878, p. 200.
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vi troveranno materia da trasportarsi nella senola qualunque sia il grado d'in-
segnamento da essi impartito.

Nota. Il teorems di Stewart trovasi dimostrato nelle Lezioni d'Alge. ele, del
Frof. Bellacohi (vol. 19 p, 101) e negli Elementi di Mat, del Baltzer (Pla. § 14, s,
p- 201). Nella prima di queste opere I'A. ne fa applicazione al ealeolo dalle
lunghezze delle bisettrici interma ed esterna di un triangolo e della medisng. I
[nogo corrispondente alla formola i . MA*n . U B— K%, considerato tanto
dal prof. Bellacchi (vol. 3°. p- 43), quanto dal Baltzer (Pla, § 14, 23, p. 201),
L'applicazione del sig. Thiry alle proprietd che scaturiscono dalla considerazione
delle rette congiungenti i vertici dal trangolo 4 B €' ai pmti che dividono i
lati opposti nello stesso rapporto, si pud leggere ampliata nell'articolo del pro-
fessor Besso: DY aloune propriete del iriangole, pubblicato in questo Periodico
(vol. I, p. 1 a 6). Si pud osservare, cosa del resto nofata altrest dal signor
Thiry, che la omniformola sopra citats non & che un caso particolare dell’ alira

My« MAY = m, « WA 4 .... = (m; — my 4 ....) . X2 -
??11??!-.3.AJA,E—I—mlmﬂ.Alﬂﬁ—l—.,._
m, —I—mg-{—....

che stabilisce una relazione fra 12 distanza del baricentro X d'un sistema di
punfi 4,, A,,...., gravati delle masse Phys Wyye..., ud UD punto qualungue
M e le distanze dei punti A fra di loro e di M da questl punti, ed invero &
facile veders che X, non & in ultima analisi che il centro di gravith di ire
masse applicate ai vertici del triangolo 4 B € proporzionali ad an, B*, ¢8, Cid
non toglie per aitro all’A. il merite d'aver stabilito la sua formols indipenden-
temente da ogni coneetto di ecentro di gravitd, in maniera facile e spedita, e di
averne fatte applicazioni originali degne di particolare elogio,

A. LuoaLi

e ™ g g s i gl

Pror. AUGUSTO BIFFIGNANDI — ZIe principali proprieté delle grandezze
proporsionall novamente esposte, — Acirveale, Tip. V. Micale, 1801,

Tra il metodo, che chiamasi puro, adottato da Kuclide o dai suoi segusei
nolla trattazione dell’ importante argomento delle grandezze proporzionali, ed il
metodo del Legendre ¢ dei suoi mmitatori, quello del Prof. Biffignandi tiene un
POsto 4 mio parere pressoché intermedio,

Se infatti da una parte I'A. segue 1l Legendre nel ricavare le principali rela-
ziomi di proporzionalitd non operando direttamente sulle grandezze stesse, ma
bensi invece su loro rappresentazioni convenzionali; dall'alira perd se ne allon-
WA e con notevole vanlaggio poiche, rappresentando le grandesze con segmentl
di rette invece che con numerl, non ha bisogno di aleun sussidio dall’aritmetica
¢ si vale alluopo opportunaraente delle pilt elementari proposizioni di Plani- -
metrin che in tutti i trattati sogliono precedere il capitolo delle proporzioni.

Il lavoro in questione nel suo complesso & ben condotto, 1'esposizione ne é
chiara e mostra nell’A. Jlens cOnoscenza dgell'argomento: venendo ai particolari mi
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limiterd ad osservare che il Teorema 2° non si puo, & mio credere, far dipendere
unicamente dal Teorema 1°,.ma che esso ha pure bisogno dell' 11° al gnale senza
inconvenienti pud essere posposto. Sotto 'aspetto didattico non mi sembrerchbe
utile, a dir il vero, seguire nell'insegnamento della teoria delle grandezze pro-
porzionali un fal nuovo indirizzo: e cid non perché manchi di chiarezza ma, al _
contrario, perché rende pressoché intuitive certe verita che & preferibile vengano
conquistate dai giovani anche con uno sforze ma mediante i soli strument] della
Logica.

Quesia rais opinione perd uon ioglic che un Trattato di Geometria nel guale
In teoria delle proporzioni fosse svolts secondo le idee del Prof. Biffignandi, pre-
senterebbe su molti altri compilali ad imitazione del Legendre, il vantageio della
omogeneitd ¢ sarebbe convenieniissimo per quelle scuole nelle qualt lo studio
della Matematica non & esclusivamente consideralo ecome uns ginnastlica intel-

lettuale e come parte di un’educazione filosofica,
U. Searpis,

Pubblicazioni ricevute dalla Redazione del Periodico

Biblwtheca mathematica. Journal 4’ histoire des mathématiques publié par @.
Exzstrom, Nouvelle série. 5. N. 3. Stockholm, 180].

K& Progreso matemdtico. Director Don ZoeL G. pg Garpeano. Afio I N. 1" 4
J9°. Epero & Septiembre de 1891, Zaragoza,

Giornale di Matematiche ad uso degli Studenti delle Universita italiane, pubbli-
cato per cura del Prof. G. Barraciini. Vol. XXIX. Lugho-Agosto 1891,
— Napoli, B. Pellerano,

Journal de Mathématiques élémentaires, publié sous la direction de M. pe Long-
caamps. 3° Série, XV année. N, 8, 9, 10: Aoat, Septembre, Octobre 1891,
— Paris, Librairie Ch. Delagrave. *

Journal de Mathematiques elémentaires, publié par H. VuserT, 16° année. Nom-
bres 1, 2, — Paris, Librairie Nony et C., 17 rue des Beoles, 1891.

Mathesis, recueil mathematique publié par P, Minsion et . NzusEre. Deuxigme
serie. Tome [. Qectobre 189]. — Gand, Ad. Hoste, éditeur.

Rendiconti dell' Accodemin delle Seiense fisiche e matematiche. (Sezione della
Societd Reale di Napoli). Serie 27, Vol, V. Fase. 7° o R". Luglio & Agosto 1801,

Revue dz Mathématiques spdeinies, rédigée par M. B. NigweneLowskr, 17 année
N. 12 Septembre; 2¢année, N. 1: Octobre [B91, — Paris, Librairie Nony et
C.. 17 rue des Ecoles.

Rivista di matemaotica diretta da G. Peano. Fase, 8 e ¥, Agosto e Bettembre
1891, — Torino, Fratelli Boeea.

Zeitschrif fur mathematischen und naturssenschaftlichen Unterricht, herans-
gegeben von J. G, V. Horrmany. XXW Jahrgang. 5, 6, 7 Heft, — Leip-
zig, B, G, Teubner, 1891,

amanzic (D.) — Trateato di algebra elemeniare. — Napoli, B. Pellerano, 1892,
- Preszo: L. 4,50.

BERNARDT (G.) — Aleuni teorvemi di poligonometria relbilinea e sforicu. (Gaor,
di Mal. di Battaglini, Vol. XXIX, 1801).

Berrazzi (R.) — Osservazioni sopra l'articolo del Dott. G. Vivanti: Sull' infini-
tesino attuale. (Rivista di Matematice, Anno I, 1891).
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AT 7% “Bogl (l) ~.Solution: de I, gbestipn 1587, (Nouvelles Ann. de: Mathd, 3'061:}'9:1{ e
oLt Tome X, 1891 v RN
f{ 7 DR DMQEAND (Z. G) = Problemas de aritmética y a'#ab_m con las nociongy kT B
By e b _ correspondientes de critica algoritmica, Toledo, de Fando, 1885, — Precig: Y
A 4, pesetas. . ERE _ -
. - == — Owitica y sintesis del dlgebra, — Toledo, J. Peldez, 1888, — Precio: 6

- — Bstudios oriticos sobre la geperacion de los concepios matemdticos, — e

Madrid, de Fortanst, 1890. — Precio: 2,50 pesetas. RO

" DeL Re (A)) — Sulle coppie di forme bilineari ternarie. (R, Ace. Lineei, 1891).
— Di cinque superficie del 5° ordine con rette semplici e doppie ed wna . - -
reitz tripla (id., id.). — Su upa superficie del 5° ordine dotata di una refta
iripla, di rette doppie e di ratte semplici (id, id.). - -

Enestatnt (G.) — Eit par formler for verakning af mortaliteten inom pensions-

kassor eller andra sluina sillskap. (Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens
Iorhandlingar 180], Stockholm), = Om de befolkningssiatistiska formlerna s
for berikning af dddligheten under forsta lefnadsfret. (id., id.). |

Fiore (V.) — Primi elementi di geometria. — Napoli, L. Chiurazzi, 1892, — ] .
Prezzo: L. 2,50, :

-Gruvice (F.) — Rivista bibliografica. (Riv. di mat., An. I, 1891). = Prodotti
nfiniti, — Palermo, C. Glausen, 189]. — Sglla corTispondenza tra due

. iperspazii. (Gior. di Mat, di Battaglini, Vol. XXIX, 1881),

Leson (E.) — Sur I'arréte de rebroussement d'upe developpable. (Bullettin de
la Sociétée Mathe. de France, 1. VIII; 1880). — Note sur I'intersection d’une
droite et d'une quadrique de révolution. — Mémoire sur I'épaisseur des ber-
cesnx horizontaux. — Note sur Pintégration des equations diffirentielles de
la forme F(p, p@ — y) = 0. (Bulletin des aniciens Eléves de PEcole dé Cluuy ;
[884). — Sur I'angle des lits oblique et normal de la vis Saint-Gilles. (Nouv.
Ann, de Mathé., 3¢ série, t. IlI; 1884). — Constroction nouvelle des points
("intersection d'une droite et d'une conique. (Nouv. Ann. de Mathé., 3° série, B
t- 1V; 1885). — Sur le caleul de quelques intégrales, (Journal de Mathé. spé- - B
ciales, 1888). — Sur les surfaces admetiant les plans de symélrie du tetras- &
dre regulier et du cube. (Jour. de Maths, speciales, 1880). —+Sur les’ demons- - i
trations de gquelyues propriétds métrigues du iriangle. (Mathesis, t. IX ; 1889). w
— Solution du Probléme de Malfatii. (Rend. Cir. mat. Palermo, t, II1; 1889). =
— Sulla determinazione degli ombelichi delle superficie tetraedriche, (Rend. N
Cir. mat. Palermo, t. 1V ; 1890). I W

Loria 6. — Cenni intorno .a la vits e le opere di Felice Casorati, (Rend. Cir. - e
mal. Falermo, €V 1891). — 1 teorems fondaimentale dslla teoria delle -
efuaziont algebriche. Contriboto slla Storis eritiea dell’Algebra. (Rivista di
mat.,, An. 1; 1891). _

Nanwngl (B.) — Elementi di Geometrin, Parte 1°: Planimetria, — WMilano, Dot- 4
tor F. Vallardi, 1801. — Preso: L. 3.

Risonr (G.) e Gammiowr (D) — Elewnents di Geometria, a nso delle Scuole secon-
darie inferiori, corredati da wna raccolta di circa seicento esercizi. — Bolo-
gna, N. Zanichelli, 1892. - Prezzo: L. 2.

Testt (G. M) — Corso di aritmetica, con numerosi esevcizi o problemi, ad uso
degli alunni delle scuole teeniche e dei ginnasgi inferiori, secondo gli ultimi
programmi governativi, 3" edizione. — Livorno, R. Giusti: 1891. _

— — ZLlements di Geometria, con una raccolta di 510 esercizi e problemi, ad
uso degli alunni-delle Scuole tecniche e nofmali, seeondo gli ultimi pro-
grammi governativi. 2% edizione, — Livorne, R. Giusti, 1891.

Chiusura della radnziu_rm il di 15 novembre 1891,




