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CONTRIBUTO ALLO STUDIO DEL TETRAEDR(

Sia 84 B(C un {etraedro, e pongasi:

Nd:=¢;, SB=0, SC=¢, BC=a;, A=Y, AB=—1,,
iedro S4 = A, diedro SB — B, diedro SC =1,
diedro BC = 4,, diedro C A — B,, diedro AB — (.
area ABC —= Sy, area SBC=2_,, area SC4 — 8., area SBA—S;.

Si conginmga un punto interno O coi verfici e sieno M, M, M, M,
I punti d'incontro delle SO, 40, BO, €' 0 colle faccie opposte. Unendo
clasun punto M coi vertici delle rispettive faccie, queste congiungenti
s inconirano a due a due sugli spigoli del tetraedro (ad es. le S M, ed
A M, s"incontrano sullo spigolo B €' in un punto 4,). Chiamo 4, By, Co,

|
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A,, By, €, i punti cosi determinati sugli spigoli B C, C A4, AB,SA, 8B,
S €. Di questi 6 punii, 2 presi su due spigoli opposti sono allineati con
0 e 4 presi su due coppie di spigoli opposti (come A, 4, B, B,) sono in
un piano: reciprocamente se un piano taglia due coppe di spigoli op-
posti d'un tetraedro, unendo ciascun punto d’intersezione cogli estrem)
dello spigolo opposto, si determinano sulle faccie 4 punii M, dei quali
le congiungenli coi vertici opposii passano per uno stesso punto.

Tra i rapporti dei segmenti determinati sugli spigoli e sulle rette
S M, A M, B M, C M, esiste una relazione, per la ricerca della quale
giova ricordare un teorema sul triangolo, ‘che trovasi nel nmumero del
15 ottobre 1887 del Jowurnal de Mathématiques élémentaires.

Teorema. In un triangolo 4 B C, se le 4 4, BB, C (' terminate
ai laii opposti passano per uno stesso punto 0, si ha:

AOD AB AC

+—— (1)

Na' B C C'B

Si dimostra applicando ai triangoli 4 4" C, 4 4' B (tagliati rispet-
tivamente dalle B B, € €") il teorema di Menelao e ricavando 1 valori
_AB AC
di 0 e FE
Prima di applicare il teorama al fetraedro mi sembra non inutile
considerare nualche caso particolare.
1. Il punto O & centro del cerchio iscritto. Per la nota proprieta

della bisettrice la relazione (1) diventn:

A0 b4 ¢
0A *

2. 1 punti A, B, C' sono 7 punti di conlatlo del cerchio iseritio.
Si ha:
l
=

3. I punti A', B, C' sono i punti di contatto dei cerchi ew-
iscritti, Si ba:

10 _ ooy [ 4
0O A o p=-b

A0 p-b p-c a
04 p-a p-a p-a




Si pud verificare che in questo caso ¢ nel precedente si ha :
44' BB , CC

| I 1
f F— I = —s
04 0B @ 0C p (p-n | p-b p-c

4, Il punto O ¢ lale che da esso si vedono i tre lati sotlo lo stesso
angolo. — Allora le 0 4', OB, 0 (" bisecano rispettivamente gli an-
goli BOC, C04, 4 0B e per la proprietd della bisettrice 1a (1)
(liventa:

A0 A0 40 . 1 i 1

—— pssia = —
o — o T oE e - o0C " 0

simimente :

1 1 1 1 1 1
OB oc T o4 OC o4 T 0B

Sottraendo a due a due queste relazioni s1 ricava

SIS T TR S 1
0d 04 0B ' OB 0c ' o0OC

afl addizionapdo le stesse tre relaziomi :

1 1
04 GB'+DL" '

1
= —

1 1 1 1
04 0B = OC 2 (

la quale sta anche quando il punio O & il bariceniro del triangolo.

Venendo ora al tetraedro S 4 B C, considero il triangolo § 4 B,
da cui pul leorema precedente si ha;
5 M, s4,  SB,
M. C, 4,4 BB

¢ dal triangolo S €y €
50 § M, 5C;
OM, M, G, R

| —

50 54, 5 B, §E

— Vi .
OM, 4,4 B, B - 2,C

(<)

da cul:

Analoghe relazioni si hanno per le 4 My BM; C My,
Considero aleuni casi particolari: ometto perché assai noto il caso
che i punti 4, 4, By B, sieno i punti medi degli spigol corrigpondenti.
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1. I punti Ay A, By B, sono i piedi comuni delle altezze nelle
Jaccie corrispondenti. Allora 1 punti M sono i punti d'incontro delle
altezze (ortocentri) delle faceie e le due coppie di spigoli opposti (e quindi
la terza coppia) sono ortogonali fra loro. Inoltre poiché i piani S By B,
S Ayd, sono perpendicolari alla faccia 4 B C, la retta S Af, & 1'altezza
relativa a questa faceia e similmente 4 M,, B AL, C Al le altezze vela-
tive alle faccie SCB, SA4 C, SB 4, onde in questo caso si ha che le
4 altezze del tetraedro passano per uno stesso punto. Ma allora & noto
che la somma dei quadrati degli spigoli opposti & costante e reeiproca-
mente. Laonde 1l feorema:

Se in un tetraedro & costante la somma dei guadrati degli spigoli
opposti, le congiungenti i vertici cogli orfocentri delle facce opposte
(altezze del tetraedro) passano per uno stesso punto e reciprocamente.

I 6 punti 4, By €y 4, B, (', sono su di mma sfera che interseca le
faccie del tetraedro secondo i rispetiivi cerchi dei nove punii.

2. I punli Ay A, By B, sono gli estremi (comuni) delle bisettric:
degly angoli opposti nelle faccie corrispondenti. Allora 1 punti M sono
i centri dei cerchi iscritii nelle faceie, e per la nota proprieta della bi-
settrice si ha:

B A ¢ B A b . ¢ b :
L ! @ 9 - _ da ecui L — — ossia bd, = cey.

4,C b, A, C ¢ b, ¢

Similmente si ha aa, = b b, Reciprocamente se aay=b b, —=ce,
le bisettriei degli angoli nelle faccie s'incontrano sugli spigoli. Laonde
il teorema :

Se In un lefraedro & costante il prodotto degli spigoli opposti, le
congiungenti i vertici coi ceniri dei cerchi iscritti nelle faceie upposte
passano per uno stesso punto e reciprocamente. |

La relazione (2) diventa

c aa, (@ + b - ¢) @ a

S0 b

0 _!fu ¢, @, b, o4 bl &y 2 RU Yo

dove Ky, r sono i raggi dei cerchi circoseritto ed iseritto alla faceia
A B C. — Noto che in gquesto caso si ha (%):

(*) Cir. Bavrzer, Elem. di mat, — Trad. CGremona. Trigonom. § 6. n. 6.
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@) La somma dei coseni delle inclinazioni degli spigoli opposti &
nulla cioé ;

COS (ﬂ-' ﬂﬂ -+ Co8 (b bl) - COS (G 6'1) ==,

b) Le sezioni medie del tetraedro sono proporzionali ai seni delle
suddette inclinazioni, ciob :

s (aa,) s (02} s(cc,)

==

sen (a a,) sen (b b)) |

| —
—

sen (¢ ¢))

¢) 1 seni stessi sono inversamente proporzionali alle distanze dagli
spigoli opposti, ciod :

sen (a ay) d (@ a;) = sen (b by) 1 (b b,) = sen (e ey) 1 (e e,).
d) I seni dei diedri opposti sono inversamente proporzionali, ecioe:
sen A.sen 4, —=sen B ., sen B, —sen (. sen .

3" I punli g4y ByB, sono i punti di contatlo (comunt sullo
stesso spigolo) dei cerchi iscritti nelle faccie. — Allora si ha

Bdy=p,— b ("e Bdy=—mp,— ¢

dacui: ay =+ ¢;— b, —=a,+ b — ¢ ed anche: b= b, =c¢—+ ¢,. Si-
milmente si ha: a 4+ a, = p 4 b,. Reciprocamente se @ - a, — & + b,
== €~ ¢; 1 cerchl iseritti nelle faccie hanno comuni i punti di con-
tatio collo stessp spigolo. Tn questo caso i 6 punti 4y B, €, 4, B, C,
sono sopra una sfera tangente agli spigoli del tetraedro: e reciproca-
mente se vi & una sfera tangente agli spigoli del tetraedro, si ha a4 a
= b4 by = ¢ 4-¢,. La relazione (2) diventa :

S0 SPTRSrra S-U
—_— — y  — 0 1 - L
0O M, 3 Py - & o~ Y Pn'ul)

1" I punti 4y 4, B, By sono 7 punti di coniatto (comuni sullo
stesso spgolo) dei cerchi ex-iscr¥iti alle faccie. Siha: B A 0 =1 — D
e Bdy=py,— ¢, da cui: ¢ +ay — b = b, + ay — ¢; ed anche
C~~¢ =0+ by. Similmenfe si ottiene & } b, = a + a,. Recipro-
camente 8@ ¢+ 0, =0+ b, =a-+ a, i cerchi ex-iseritti alle faccie

(") Indico con p, il semiperimetro della faceia (A B C) dove giace il punto M7, .
Analogamente per le altre faccie,




i

toceano gli spigoli nei medesimi punti. Questi cerchi a due a due deter-

minano 6 sfere tangenti ciascuna ad uno spigolo ed ai prolungamenti

dei 4 spigoli concorrenti negli estremi di questo. Reciprocamente

dall'esistenza di queste sfere si deduce: a4 a,=b—4 b, = c+ ¢,
La relazione (2) diventa:

S 0 S Py

0 M, ﬂ+b+ﬂ—3}u-

Da quanto & detto in guesti due casi si ha il teorema:

Se in mn tetraedro & costante la somma degli spigoli opposti, esiste
oma sfera tangente agli spigoli del medesimo ed altre 6 sfere tangenti
ciascuna ad mno spigelo ed ai prolungamenti dei guattro spigoli con-
correntl con questo,

Usserrvazione — Se si conviene di chiamare »efe del tetraedro il
complesso dei 6 spigoli e retle della rele le 6 rette sulle quali giac-
crono gli spigoli, il teorema precedente si pud enunciare cosi:

Se in un tetraedro é costante la somma degli spigoli opposti esiste
una sfora iserifia nella rete del medesimo o 6 sfere ew-isoritie tan-
gentl a 5 rette della rete.

Credo opportuno poi di agginngere che:

Se in un tetraedro gli spigoli opposti sono eguali esistono 4 sfere
ex-iscritte alla rete del tetraedro e tangenti alle 6 rette della rete.

Ciascuna di quesie sfere & tangente a tre spigoli ed ai prolunga-
menti degli allri tre.

2° Il punto 0 ¢ cenlro della sfera iscritta. — In questo easo ey
la proprietd dei piani bisettori dej diedri si ha:

S 4, S SB & S %

44 S5, BB S5 €C S

e percid la (2) diventa
S0 5985 +5

6° I punti M sono ¥ punii di contatlo della sfera iscritia. —
Posto che le SMy A My B My C My passino per uno stesso punto si ha:
S.ﬂfﬂ _—_Sﬁfg: SMH ’ AMH = dﬂfg — -Aﬂfg ece. e cosl pure Au Mu=




.
= Ay My, By My = By M ecc. . .. Ora dal triangolo S4, C, taglinto
dalla By, pel teorema di Menelao, si ha:

5 M, C B §C

—_— 1

b, 4 .
M, 4, A, B GG

Similmente dal iriangolo 4 4,( tagliato dalla B B,, si ha:
A M, C B A B,

W

- 3¢ —
My 4, Ay B B, C

Dividendo membro n membro le dune relazioni e yid neenslo, si ha :

S M, Se B, C

—_—

b d ;
A M, CC, AB,

Ma dal triangolo S 4 €, pel tcorema di Ceva, si ha :

5 4, 5 B, C
A4, CC, AB,
pereio
5 M, sS4, . SMy  Sa4
— 08814 ==
A M, A4, A M, Ad,

cioeé M; 4, & bisettrice dell'angolo S My A. Similmente M, B, & biset-
irice dell'angolo S M B: d’onde risulta che i tre angoli SM 4, 4 M, R,
BMyS sono eguali.
Lo slesso dicasi per le altre faccie del tetraedro, Laonde il teorema:
Se in un fetraedro le congiungenti i punti di contaito della sfera
1seritta col vertiel opposti passano per un punto, da quei punti si vedono
1 Inti delle faccie sotto il medesimo angolo.

Fard da ultimo un'osservazione sulla ricerca del baricentri nelle
figure considerate (triangolo e tetraedro).

Ricordo anzitutto che il baricantro del contorno d'un triangolo si
ha nel centro del cerchio iscritto nel {riangolo che ha per vertici i
punti meii dei lati del primo. Con analogo procedimento si pud dimo-
strare che: Il baricenlro della superficie d'un letraedro é il ceniro
della sfera iscrilla nel telraedro che ha per vertici i baricentri
delle faccie del tetraedro dato. Infatti supposte concentrale le masse
delle 4 faccie nei rispettivi baricentri (il che non altera la posizione
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del baricentro del sistema) la questions & ridotta a trovare il baricentro
dei 4 punti M, M, M, M, aventi i coefficienti S, 8, Se Sg. Ora per la nota
propriefd dei piani hisettori dei diedri del tetraedro, risulta facilmente
che questo & il centro della sfera iscritta nel tetraedro M, M, M, M,
come si & defio.

Ma la ricerca di questi baricentri si pud fare anche altrimenti
Ed infatti tornando al contorno del triangolo, ¢ evidente che la posi-
zione del baricentiro non cambia, se si suppone che in ciaseun vertice si
conceutri la massa della metd di ciascun late concorrente in esso
vertice ; dimodoché la questione & ridotta a trovare il baricentro dei tre
verticl aventi coefficienti proporzionali alle somme dei lati eoncor-
renti nel medesimi. Pereid nel triangolo 4 B(' se si dividono 1 lati
AB, BC,CAwm (', 4", B in modo che:

AC c=+a B A a+b Ch h—c¢

AC a+e’® B A b4+a

=== 2

' B e+ b

il punto O comune alle A4’, BB, C( & il baricentro cercato e si avri:

40 b4+c+2a A4 2
— = ed anche - = — -
04 h—¢ 04 —2—{3‘.'-{—:]

Collo stesso metodo si ha che il baricentro della superficie (el
tetraedro coincide con quello dei guatiro vertici, ciascuno dei guali
abbia un coefficiente proporzionale alla somma delle ire faccie che
hanno in comune guel vertice. Percih nel tetraedro S 4 BC se si divi-
done gh spigoli 4B, B, C4 in modo che:

ACy  S+5+5 B4y, S+5+8 CBy S+5+5
Cy B 5n+5:+5513nc So+ 5+ Sy By 4 S + Sy + 5,

Ul punto My comune alle 4.4, , BB, , C'Cy ¢ il baricentro dei tre punti
A, B, C, e percid sulla SM, si trovera il baricentre cercato. Ripe-
tendo le stesse operazioni per le alire faccie e determinati quici i
punti M; M, My, come si e faito per My, il punfo 0 comune alle
SMy AM, BEM, CM & il baricentiro cercato: e si avrd

SO 35 4-2(5 + S5+ 5)
0O M, S, 4+ 5, + 5,




ossia anche

S M, somma delle faccia

——

DM, L@ ES

Cosi pure il baricentro della rete del tetraedro coincide con quello
lei 4 vertici aventi ciascuno un coefficiente proporzionale alla somma
(legli spigoli concorrenti in esso vertice. Pereid con un procedimento
somiglianie al precedente si delerminano 4 punti M sulle faccie: le
congiungenti quesii panti coi vertici opposti s'incontrano nel baricentro
cercato, Indicando guesti punti colle solite lettere 1 ha:

S0 et btc42(a b +¢,)
0M, a4+ b4 c
o) anche
S, somma degli spigoli
0M,  Ll@+b+o

E evidente che se il tetraedro ha le faccie eguali gli anzidetti ba-

ricentri coincidono con quello del tetraedro.
G. Rironi.

SUL NUMERO DELLE DIVISIONI
nella ricerca del massimo comune divisore di due numeri

Una nota del prof. Gatti, inserita in questo Periodico (Inglio-
agosto, 1889) con lo slesso itolo della presente, mi ha suggerito
le considerazioni che seguono. #

Sieno 4 ed R, due numeri, pei quali la ricerca del massimo
comune divisore dia luoge ad # divisioni, e sia A > R,. Dino-

lunilo con

2 con




ordinatamenie le parti intere de' quozienii ed i resti delle succes-
sive divisioni, sarh R,— 0 ed R, il massimo comune divisore dei
numeri dati. E si avranno inoltre evidentemente le seguenti egua-
glinnze :

Rﬂ = Rﬂ-i QQ+B‘II*5‘I Rﬂ*] =Rﬂ-ﬂ QH+RH-H‘! L Rﬂ;--R! Qﬂ-] +R]| Rﬂ= Rl an'

Da queste eguaglianze, se alla R, ed alle @ si danno i pit
piccoli valorl che tali guantith possono avere, cio® se si pone

R.'I.: ]i Qn:?": Qﬂ-:I: n.ﬂz- Ca e — Q&zﬂlz ]p
s1 ottengono i minimi valori delle R, e guesti sono:

Ri=1, By=2, BRy=3, R,=5, B;,=8,
Ry =13, R; =21, Ry=34, Ry=1>55, R,y =89, ecc.

ciascuno de’ quali & Ja somma dei due precedenti, sicché la serie pud
facilmente prolungarsi guanto si vuole.

Ogni lermine di questa serie rappresenta dunque il pit piccolo
valore che pud avere il minore di due numeri perché la ricerca del
massimo comune divisore di essi dia Inogo ad wn determinato numero
di divisioni. Cosl, per 9 divisioni, il minore dei due numeri non pud
essere piu piceolo di By =55; o altrimenti: se il minore di due nu-
meri ¢ minore di 55, la ricerca del massimo comune divisore dei
e numeri non pud dar lnogo a pitt di 8 divisioni.

Aleune facili proprieta de’ lerndni della serie considerata per-
mettono di dimostrare molto facilmente i teoremi citati dal profes.
sore (Gattl o d'introdurre in essi medificazioni vantaggiose.

In primo luego & chiaro che la serie & crescente e che ciascun
termine di essa ¢ maggiore del doppio di quello che lo precede di
due posti. Da cio segue che, essendo Ry — 2, sarh

R>O2 R >2, ..., R D>2"...... (1):

3 .
ed essendo By =8 =2, sari

Re>2 R >2° .. ... s Dbt PR a0 s (2).

4 i -
Wy ] -
el By e T




—a il =

Dalle (1) si deduce il teorems :

Se 2" & la pit piccola potenza di 2 la quale eguagli o
super: il minore di due numeri dati, nella ricerca del massimo
divisore comune a questi due numeri non si possono [fare pin
di 2n — 1 divisioni, (n > 2). |

Questo teorema & quello citato nelln nota (lel prol. Gatti

(art. B), ma in esso si sono apportate modifieazioni di grande van-

taggio.
Dalle (2) si deduce poi quest’altro teorems: pitt utile del pre-

cedente:

Se 2" & la piv piccola polenza di 2 la gquale eguagli o
superi i minore di due numeri dali, nella rerca del massimo
dwisore comune « questi due nwmer: mon si pOSSOn0 fare piv
di 2n— 2 divisioni, (n > J).

Finalmente & facile dimostrare che i termini della serie eon-
siderata soddisfano alla relazione

Ryia > 2% (n 4 2) (3)

per n > 2.
(Questa relazione pud verificarsi pei primi termini della serie:
OS] ;

2" (8+2)=20 < Ry, 2*(442)—48 < Ry, ece.

Ammesso poi che la relazione s sia verificats per Reg,;, ciob
che siu

Fogry > 27 (K+2)
s1 imostra che dovrh essere vera per foxys. Infatii si sa che
Ryg1s = Roxyy =+~ Rag E{i Roxys = Ragyg—+ Ryryq:
ed eliminando Bogys si hn
Reg =2 Rygyy 4+ Ryx.
Ora, per ipotesi
Rogps > 27 (K4-2)
@ per le (1) Ry > 25
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quindi chiaramente

Raxys > 2 | 2 (E+2) | + 20,
DY VEro
Raxys 2 g { (K4 1)32 ‘

Dopo ¢id la (3) & dimostrata, e da essa si deduce 1l teorema :

Se n & il pie piccolo nwmero intero lale che 2°" (n -+ 2)
equagli 0 superi il minore di due numeri dali, nella ricerca del
masstmo divisore comune a guesti due nwmeri non $i POSSOND
fare pin di 2n divisioni, (n > 2).

Napoli (Collegio Militare), settembre 1380,
T. FUORTES.

SULL'EGUAGLIANZA 2" =" CON « E b INTERI E POSITIVI

1. Se a ed m sono inleri ¢ positivi ed ¢ a = 3, s2 ha

i mo ms

i
]+T+1.2+1.2.3+""+1.2..,.n<“ (1)

Perm=—1 si ha

] | I l |
1+T: 1.2 T 1.2.3 aEEERR. I 8 e a<l+
| | ]
—i—(] : > : Ej + ------ } En-l)
ORS1A
I l | 1
l+7+13 123t Fgm—g 1+
__ [
[ 1 2" v :
| ! = Eu-l
V=g
gppereio

1 I , , :
e S T iy ey FT e <e (1)

1
:
y
:
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Ora se si ammette la (1) per un valore di m2, e la si moltiplica
per la (17), si ottiene

1 m e | s | ) mit |
( R I e R e v b P T gl
| l ! |
' ' ' ' m+1 (9
(I o T i o it Y W TR ‘ 1.2.....a)<"- (<)

Se i termini del primo polimonio si indicano con %y, %, %g, ... %,
e quelli del secondo con g, 3. Tps w. Ta, i prodotto dei due polimoni
sari evidentemente maggiore della somma

"u'ru‘}‘(‘3‘01'1+%Tn)+(ﬂn1'3+ulﬁl+ui ‘I'U.)—I—....

e (2 Ty = % Tgor T oie e ~+ Ug_y Uy~ Ug Vg);
ma o
Hni'n:I
Uy Uy - Uy Yo =m —+ |
e L W, W (m I)B
Ug Ty = Uy Vo = U ¥y T+ U Vg =
1 m l m? I, w8 (m~+1)"
=188 T 1B " 1.8 ™ 1 v 2%  1I.B.B
Ug Ug =+ Wy Vyoy = vven e T Vs Oy = U Ty =
1 ., m | 1 an? i
- Al 1. 8ua=) ' 1.2 Il ..(.z—e::""”"
' ma=-E ] » m a~1 | o Mo
""" TR E=8 1.2 " .20 1 ViR owe B
(_'.-n-i-]_]u
i - Y a

Quel prodoito & dungue maggiore di

m -+ | {m--]—l}E : | (m_I—l]ﬂ'
I+ 1 .3 | ¥ SR T T % er
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eppercio dalla (2) risulta

e (m4+1 = me? L (m 1)
@==" 2> 1+—= T . T " 1.2 2

cioe, ammessa la (1) per un valore di 7 essa deve pure verificarsi per

quel valore di m aumentato di 1.
<. Se a ed ra sono interi e posilivi, ed ¢ & > 3, ha luogo la
disuguaglionsa

(a_}__m)u { aﬂ+1ﬂl

Sviluppundo si ha

E-l':t'l- 1) n-9 g

(a—i—m)“—_—_a“-}-a.a"'lm-l- 1.2 & m 4....

T a (ﬂ'- I) — (ﬂ—r+l)

R a mr+““+mﬂ
ma ¢
R
ala=1)..(a=r+1) ... a al a a*
.27 e 1.2 . r <1 Py

in conseguenza, e in forza del teorema precedente, sarh

(a + m)ﬂ < ﬂn.-] 'm.
3. L equaglianza
a!ﬂ — 3"

con a e b inter: e positivi, ha luogo sollanto guando uno dei gue
numert & eguale a 2 e I'allro a 4.

Supposto & > a ed egnale ad a -4 m, & chiaro, pel teorema pre-
cedente, che I'eguaglianza non pud verifiearsi se non & a < 3.
Ora per a =1, si ha

=1, F*=14mnm.
Posto poi a =2, | eguaglianza. diviene
(2 +m)2 — 2!-4—11:
08sin
4

m
l+m+ 4 —2"1
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dalla quale si rileva che il numero 7 dev’essere pari. Fatio m = 2,

risulterad
(1~ 1Y =— 2™

0ssia
7 - 1 — 2“,
& in conseguenza 7 = 1, poiché, per > 1 si ha
2"—1 > n.
D. Bgsso.
UN PROBLEMA D’ ARITMETICA

1. Dato il numero N—=aa....a,,incua, Bg, . ... @y 5000

numeri primi, tratlusi di trovare il numero dei modi differenti mnei

quali 2V pud decomporsi in due, tre . ... m fatior; coniugati, ciod tali

che il Joro prodotio sia ugnale ad N. La tratlazione che segne viene
pui a mostrare come potrebbero ottenersi i singoli prodoiti corrispon-
llenti ad un numero assegnato di fattori coniugati.

2. Consideriamo prima il caso che i fattori coniugati debbano es-
sere due. La decomposizione relativa pud venire effettuata coms segue.

SI prenda come primo fattore una delle e e come 2°. per conse-
guenza, il prodotto delle rimanenti n -1 a, poi per 1" fattore il pro-
dotto di due @ e come 2" quello delle rimanenti n — 2 a, e cosi via:
finalmente come 1° fattore il prodotto din—1 @ ¢ come 2° la rima-
nente . Il numero dei successivi prodotti che cosi si ottengono, sard

(e (B)reerprenenn ()

essendo (T) U numero delle combinazioni di » elementi 1 ad 1. (;‘)
quello delle combinazioni di # elementi due a due, ecc.. giacchd in
Ogmi caso le rimanentt ¢ sono da comporsi in un fattore unico.

Abbiamo cosi che il totale numero di questi prodoiti ¢ dato, per
la formola del binomio. dalla somma

(D+E) + (1)) =2 -2
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Se ora osserviamo che i prodotii stessi sono uguali due a due,
per la proprieta commutativa del prodotto, segue che il numero dei
modi differenti in cui N pud decomporsi in un prodotto di due fattori
coniugati & 2°=1 — 1 (7).

3. Passiamo ora ad esaminare il caso in cui i fattori coniugati
debbono essere {re, procedendo analogamente a quanto 8" & fatto pre-
cedenternente.

Si prenda cioé come 1° fatiore una lettera @ e mantenendo fisso
questo fatiore si raggruppino le rimanenti n—1 a in due fattori co-
ningali differenti, in tufii i modi possibili, poi prendendo come 1° fal-
tore il prodotto di due @, si ecompongano le rimanenti 7 — 2 a in due
fattori coningati differenti in futte le maniers possibili, e si proeeda
cosi finché si giunga a scegliere come 1° fattore il prodotio i n— 2 &
e per 2° e 3" fattore I'una e 1"altra delle due @ rimanenti. In questo
caso per avere il numero dei prodotii e¢he si sono ottenuti ¢ chiaro che
saranno da moltiplicare i numeri delle cornbinazioni di n elementi ad
lad 1,a2a2, ....ad n-2 ad n— 2, ossia i numeri

b G s o]

rispettivamente per 1 numeri

et ], 20 ]

L] - - 1 . - & W B —

che indicano (n. 2) quanti siano i modi differenti in coi un prodotto
din—1, n—2,....dune fatiori primi, pu) scomporsi in due fatiori
comingati; poi dovramnno addizionarsi i risultati ottenuti. La sormma
che cosl si ricava é

(T) ?_n_e+(;) gn_n+__‘__‘+("jz‘)2_

sempre per la formola del binomio.

(*) Questo risultaio trovasl, ottenuto in altro modo, uelle pregevolmmime Lezioni di Algebra
elementare del Prof. Giapode Beruaccsmr, vol I, n. 34, libro del quale sismo leti 4] anunoziars
prossima la pubbliecazione di una analisl pelle pagine di quesio Perindico,
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Se poi si osservi che col metodo seguito per la formazione di
questi prodotti, uno stesso prodotio figura tre volte, per es. es<endo
N = ay ay ag ay a5 ag 1 prodoito a; . (o ay) . (a, a; @g) riappare sotio
le (lue altre forme (ay ag) . ay . (a; a5 ag) e (ay a5 a;g) . a; . (@, as); ¢ da
concludersi che il numero dei modi differenti in cui il numere ¥ —
My Qg . . - . 1y, pu0 Tisolversi nel prodotio i tre fattori coniugati, &

3" — 2" 4 | - rt—09, 91

iy I'z

4. Passeremo ora a dimostrare, col metodo (i conclusione da m
ad 72 1 1, che il numero dei modi differenti ne' quali il numero N,
che & il prodotto di » fattori primi, pud scomporsi in un prodotto
m faitori coniugati, essendo m < n, ¢ dato da

t.i»:.g,,]_[m_ 5 ; . (-m]_l) (m—1)" "+ (m;]) m—2* =1 —

A questo scope conviene premettere il seguente teorema:
Se g, Uy, Ugy.... Uy S0N0 71 numeri qualungue e se con Aw,
s indica la differenza v y — w;, con A*x; In differenza A (Aw) =

(Wpsp = Ugyg) — (W4 3= ;) & cosi via, si ha

n n
AT Uy = U, — (1) Un —1 -l— (,) U g ™ vuna

Ittt S

AU ==y — Uy, A%y = (Up— 1) — (t6g — Up) = e — 2 2y - up,
A%, = A (AT 1) = (ug — 2 %y —+= Uy —
(2g — 2wy~ wg) = uy — Bug = 31y — 1.
AY g =— (uy — Bug - 3wy — ull — (Usg— Bug+ Buy — up) =
wy — 4 Uy 1 6%y — 4wy = u,

¢ in generale, per la notissima legge di formazione dei coefficienti bi-
nomiali che va sotto il nome di triangolo di Tartaglia la relazione [2].

(Continua).

A. Luawi.
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
27, 39, 40, 41, 42, 44 ¢ 45

27. Dimostrare che, se I’ equasione

& — A gt — 4 p =0

ha lo quatiro radici positive, dee’essere w =0, p= 1. (D. Bessn).

Dimostrazione del Prof. ‘I, Scarpis.
Sieno ¢ tg ty #4 le radici della data equazione ¢ Py Py Py Py le loro fan-
zioni simmetriche elementari: sara intanto
Py =4, Pag= 12, Py — 4, Pq,:ﬁ.

Ponendo ora 4y = 147 ity = | +re, =147y, tai= 147, od
indicando con pq ps Ps ps le funzioni simmetriche elementari delle quantitd
ry rg 7y rq 81 otterranno facilmente le relazioni -

Pi=d+4p1 Py=6+ps+3p
Pa=4-+43p +2p+ps Pa=1+p + pz + ps -+ pq

dalle quali si dedncono subito lo altre:

n=>0 2py4pg=0n
e ll — 1+m+pﬂ+p4=ﬂ.

Da cib si vede che qualungque sieno le radici dell equazione proposta, la
quantitd ry r3 rs 4 devono soddisfare alle precedenti condizioni, la seconda delle
quali, osservandn che da py — 0 s pud tearre

—2pe== i ry 475 + 0]
o 'S & A |

assurne la forma:

. 3 i B
Py=1] g 7y s

Essendo py = 0 i scorge che in gualunque ipotesi le »y g ry 74 non po-
tranno essere tutte positive o tutte negalive, ¢ se supponiamo poi che le ¢ 3 03 14
sieno tutte positive si vede pure che quelle delle 7y rg 75 74 che sono negative
devono perd essere in valore assoluto minori dell’ unita.

Esaminiamo quindi i tre seguenti casi.

(I) Sieno

n>0 00 rd0

e pongasi




e
Ricavando dalla pr — 0 il valore di r; ¢ sostituendo nella:
=il v )

51 hn:

[} Fa - —‘—
"1_='E+='3 ' F'I

lpg + g5 1 06) (B By + 74 8, + B4 B) = Py By £, =

= (% + Py + £° -+ & + F5 + F5.
Essendo ora per ipolesi ge < li g, < lig, <1 sara:

Pa by Py Py T Fafy < B+ Pyt ¢,
da cul =1 deduee subito I'impossibilita della precedente eguaglianza,
(2) Siano » <0 ¢ >0 75 >0 » >0 e pongasi », — — %, ayremo
analogamente:

=y TN,
— (78 = 75 = 1y) (ro vy 4= 1y Ta e vy) < Ve vy T =

- | r 2 a 9 2
_{rﬂ -, - r_j_] +rE+rﬂ—|—r4_

Ma per ipotesi é: ¢, < | e quindi tali pure saranno rg r3 #y per cui anche in
questo caso risulla subite I'impossibilith che sussista la predetta relazione.

(3) Smnnrl >0 % >0 P <0 r < 0 e si [aceia: Py =—p, 'y ==—¢,.
Ayremo allora:

ror, = fg 7
(fa T8 b Pu— M r) =ri+ i+ H+ 6

Ma essendo ¢, < I, g, < | il fattore (z, g — r r.), anche se positivo, sara
minore di P, 8 di fy © risulta poure come sopra I"impossibilita dellr predetin

condizione.
Ora se l'equazione proposta ha le radiei positive, dovranno essere egual-

menle soddisfatte le relazioni: p1 = (h, Py = Ff—l—r; i I':-j : r:'; ed in (uesta

ipotesi non potranno ry r= ry 4 essere diverse da (), e guindi dalle due:

I',iEl.l]tﬂr& m=ﬁ! Ia= I

&
39. T rooare il numero delle radici reali dell’ equazione

art+434+2aw* —4dor-ta=0

tn cwi a ¢ compreso fra 0 ed |, ¢ separarie. (D. Besso).

Soluzione del prol. 'Ll Scarpis ().
Anzitutto dalla forma particolare dell'equazione =i scorge che se essu ¢ soddi-

— -

(*) Altre soluzioni pervennoro dai Sig. prof. &. Gaiti, F. Palatini ¢ F Fiagoi
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i
efatla da o —y lo sard pure da e=— per cui potremo rappresentare le
4
sue radici con « —-%-, i, ——]ﬁ- Essendo poi — — la somma delle rette
2
radicl, ¢ -ﬂ—ﬂ la somma dei lora prodoiti due a due, avremo;
] s
T = B =2
1 o 3
e e e § 52D
2 %. 3 5 2
OVYVEry :
| L _ 4
:—-—:—-i-fs—- B~ a
l 1
_—— =4
=)
1 1 o A
Ponendo ora 1——#.-::;,{5 B — o abbiamo: ¥ 4+ ¢ = —

%.v—4 dalle quali:

S (—24+2P1—a), u=—l(—2—2y’] —al)

a
¢ sostituendo questi valoridiw e o nolle 2? —uwa — 1 =10, B — B —=1=0,
si ottiene :

t:—l—(—-l—]— Vl—ﬂ’iVE(l—Vl—a’))
y=2 (c1—yi=@ ) 20+¥T=),

a

! due valori di = danmo per prodotto — 1, e se uno &indica con 4 I'aliro

l . - o
sarh — — considerando che lo stesso vale per i due valori di §, si scovge

che le radici dell'eqnazione proposta saranno :

Dall' ipotesi 0 < a < 1 si deduce subito che le radici sono tutte reali e
I'osservazione fatla in principio ci dimostra che due saranno positive e due

negative,

Il
==

e .
a _ll:-_.‘ =% ]

- .
—. - .___.l_ u-,‘:"__,{'-.-__-.._ 2 Ly
s o i P e T ey i

"':“'l' o "'.}-'-:

re— -
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Le precedenti espressioni delle radici sono perd susceftibili di una sempli-
ficazione e queste si ottiene facilmente giovandosi della nota formula :

'/“iﬁ= l/ﬂ—l—\"uﬂ—b :f_"' '/fa— Vad — b

2 2

Si ha allora:
|

n—=—| 1+ YT =t + V1i+a —¥Y1—a)

i
— :r.__' {1: (— 14 /1 — a® —FV1l+4a —|—V"1—n_)

L_l( 1 VYi—a + V1+a +yYT—2a)
——lla—::—l—(—l-—u}/l—ni—}/l+a —Vl—a]

e ponendo
Vi+a =9, V1—8 =g

1-+g 1+~ VI —a 1 14+ Vi+a
m_"'*‘?’__1-1—&«'1+a1___7"_—'__|+v'1—u

p— 1 Vida—1 1 Vi—a + 1
= wI T yt—a+1 P Viga-=1i

Queste formule ci dicono intanto che le due radics positive «. f sono com-

prese tra 0 ed 1 e che le radiei negative si trovano quindi tra — 1 ¢ — O8.
La media aritmetica

a—l-p_ 1
2

] + V1+4a

s somministya un valore atto a separare le radici positive: l'inversa di questa
quantith, presa negalivamente, sorvirk a separare le radicit negaove.
Considerando poi 1'equazione proposta si Lrova subito come limite inferiore

a o
delle radici positive il valore = © quindi come limite inferiore delle yadicl

_ E
neguiive — . i

40, Fliminare %, ¥, ¢ dalle Ire equasicnt

Acr:—|—By—|- Ea=—10
A B C

@ Wy -

Agz? 4 Boy® + Cgs? = 0. (D. Besso).
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Soluzione del Prof &. ‘€atlania.
Le prime due equazioni, dopo di avere seritio nei secondi membri i ter-

m "
mini in 2z, si moltiplichino membro & membro, & vi si ponga o= %; siavra;

Y
ABjuw' + (44, 4+ BB, — CCy)u + 4,B = 0.

Nella prima equazione si scriva Cz nel secondo membro, e posvia si ip-
nalzi al quedraio, Si paragoni indi 1'equazione ottennta con la ierza, allo scopo

H )] ) .
di eliminere 3, e si ponge anche qui ?:u; s avra.

(A*Cy + A,C*)1° + 24 BCyu + B Gy + By " = 0.

Con uno gualungue dei metodi notissimi eliminando u, da gueste due equa-

zioni qoadratiche, si avrA la relazione cercata, la quale, dopo aleune riduzioni,
si pud meitere sotto la seguente forma:

A 4 By Cy — 2 4° 4y (BB, + CGy) By Cy +
+ A2 (BB +C () By Cy+ 43 B C +
+ BBl 4, —28B, (CC,+ A44,) Cy Ay +
+ B (C*C 4 4% 4]) Gy 4, + Bi By C' 4 +
+ C CdyBy—2C°C, (44, + BB;) 4, By +
4 (AL + BB}) 4B, + CI G 4 B =0,

41°. Se con (m) s’ indica il numero delle scombinazioni di m elementt
T

ad r ad v, ha luogo la relasione

-l | 7=-2 n
(EF) + ':’l"—_f- (Jr-ﬂ) o (E’r)‘ (D BE:.-‘;:-_—:U)_

Soluzione del Sig. &. Zopriore, alunno del R, Liceo di Ban.

Si ha infati:
n-1 n-1 n-2\
(2r)+ 2r -1 '(Er—ﬁ) o
(n-1)(n-2)..... (n-2r) I (n-1)(n-2) ..... (n-2r41) —
— 1.2 .....2r [.2.... B2r-2)2r-1)
m-1) n=2) ..... n-2r + 1) n-2r ] e:(n)
= 1.2 ....(2r-1) ? 27 2
soich —o ot A | =

ot
= o - i
o T S L)

i
-
B
b e
L alf
s
e
e
[}
5
L]
-
e
"-
=11
L)
IJ'J
A
|5k
|
L]

Lo ey o AR = L -
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42« Se in un esagono AB CA'BQ" inseritto in un cerchio, le rettv
AA’, BB, CQ' che uniscono i vertiei opposti, si incontrano in un punio,

il prodotlo dei lati di posto dispari ¢ uguale al prodoblo dei lati di poste
part. Si ha cio¢ AB'.CA’ .BC' =A'B.C'A.B'C. (A. SAuve).

Svluzione del Sig. 9P, Patrassi alunno del R. lstitoto teenico di Terni ().
Chiamando O il punto d'intersezione comune delle rette 44', BR', CC,
conginngenti i vertici opposti, & chiaro che i triangali C" 04, CO A’ sone simil;
poiché ang, C O 4 = CO A4, siccome opposti sl vartice, e ang. 4C' 0= 04"C,
perché angoli al cerchio insistenti sullo stesso arco. Per ragioni analoghe sono
simili i triangoli A" OF ad AO0B" ¢ BBOC a BOC'. Da gueste tre coppie di

triangoli simili &i hanno le uguaglianze
CA"  VA=0C4.0C, 48 . 08=4"B.04, BC .OCRBC.0DB

che moltiplicate membro & membro, dopo la soppressione del fattore comune ai
ilne membri O4d . OB . OC, danno

A AR B =0A.48.8C
¢iv che d. d. *).

44%. Se si circoscrive un cerchio ad un triangolo eguilatero ABC,
dimogtrare geomelricamentbe: 1" che la somma delle distanze di wn punio
qualunqgue P, dell'arco BC, al vertici B e C & eguale a PA; 2" che la somma
PA 4+ PB~+ PC ¢ massima quando P ¢ il punto medio dell'arco BC.

(A. Lueu).

Dimostrazione del Sig. U. Grossato, alonno del R, Istiluto tecnico di
Girgenti (™).
Essendo 4 BFPC un quadrilatero insecriltn, pel teorema di Tolomeo, si hsa:
AP . BC—=0CA.BP 4 AB,.CP

e poiché, per ipotesi, si ha 8C — CA4 — 4 B, sopprimendo i fatiori ugoali,
visulla;

AP — BP + CP.
Se poi £ & il punto medio dell'arco 8C, é manifesio che 4P & diametro

e percid maggiore di qorlsiasi corda, In tal caso la somma P4 4 PB4+ PC =
—=2P4 ha il sao massimo valore.

»

il

(¥} Solnzioni anmioghe Ul guessn quistione von jero inviate dal Signori ¢, D' dadia (R, Istituto
teenleo Girgentl), 8 Jogiao (R Lstituto eonice Barf), 8. Lopriore (H. Liceo Bari), @, Piuma (Regio
Liveo (lulombe Genova)

(*¥) Come, giustamente, omerva Il Big, 7" dndic 18 proposlzions sussiste tanio per un esagono
nomvess ) quante por unoe lutrosciato

(***) Altee dimostrazion], sostanziaimente aguall all'una od all'alira delle due qui pubblieate,
veunerv lovlate dnl Signos] G. 2° Agdfe (R, Isthoto wenleoo Girgentl |, &, Jot#no (R. Istisuto wecnico

Barl), 8, Lopriore (R, Licoo Barl), @ Piuma (R. Llceo Colombo Genova), . Palrasri (B. Istitoto
tecnico Ternl ).
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Dimostrazione del Sig. ‘€. €acaterra, alunno della R. Seunola tecniea
di Velletn. '

Prolunghisi BP in P cosi che sia PP'= P C e congiungasi P' con C.
Gli angoli ' PC, BAC, che hanno lo stesso sopplemento CF B, saranno uguah
o poicht BAC & angolo di un firisngolo equilatero sard pure tale 1'angolo
P'P C onde pud concludersi che il triangolo P* PC & equilatero, per conse
puenza CP' = P C. Falto I'angelo 8 CP comune, & chiaro che sard la somma
degli angoli 4 CB+BCP—BCP-+PCP, onde I'intero angolo 4 CP =
— BCP' e i due trinngoli 4CP, BCP' sono eguali per avereil latn 4C = BC,
CP=CPF ed uguali gli angoli compresi dai lati uguali. Risulta cosi che
AP=—BP' — BP 4+ PP — BP 4 CP, '

Per la 2° parte il ragionamento & quello della dimostrazione precedente.

Wsservasione — Sa P, M, N sono i punti medi degli archi BC, CA4, 48
I'esagono ANBPCM & regolare e il suo perimetro vale tre diametri, risulia
vosi che il suo lato ¢ nguale al raggio, com’ & notissimo,

45. S A’ 8 il punte del lato BU di un triangolo ABC pel quale
si ha BA" ; A'C=m ¢ P il punto in cui AA' inconira la circonferensa
circoscritta al triangolo, dimostrare: 17 ehe

€ (aept)+mb (a4 D)
P ——
Lo R B V (1 4 m) (nd* 40%) — a2 m

2° ehe il owlore massimo della somma delle tre disitanze del punio P

at tre oerlici del iriangoly si ha guando guesla somma wguaglic

2V R(R+2r),

done R e v indieano il raggio del eerchio eircoserttto al triangolo ¢ guello
tlel cerchio ex—inseritto relatioo al lalo a. (A. Luel).

Dimostrazione del prof. L, Merante (*).
1. Chiamiamo ¢ e ¢ gli angoli B A P, C AP, che la rotta 4P forma rispet-

tivamente coi lati adiaeenli ¢ ¢ 0, sard

..'ff:q_.-i—l_}j‘ — -

C sen

m b seny

Bliminando l'angolo ¢ si ottiene
csenp = mbsen (4 — ),
syiluppando sen (4 —g) e dividendo per cos g, otteniamo

a m bsen A
7t = ¢ 4 mbeos A

(*) Ahre solnziom vemnero Inviate uai sig. prof. §. Catamin, &, Ciabd, 5 Gathi, G. Ritoni, ¢
F, Viaggi,
Svilupparono 1a sole 1* parts § giovani G. Gallucei e (). Aiteati nlunni dell'Tsilinto irenfco di

Catan-arn,
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Eliminando invece l'angolo % sl troverd con processo analogo

¢ sen 4
Eﬂql  mb = ccos A

Dall'esprossioni delle fangenti degli angoli ¢ e ¢ si deducono immediata-
mente quelle det lore semt e cesenl, 0ssia:

m b sen A ¢ 4+ m b cos A
Ry = T BOERT— -
I/m"’-' D242~ 2Zmbeeos A ]/mf b3 = f 4 2Zmbcoos A
¢ gen A mb -+ ¢cos 4
Sen p=— _ Ty (OB - 1
Vm“ -+ 2mbe cus A Vmﬂ b == ¢ 4+ 2inbe cos A
Ora, essendo
P A P B al 63 1
sen (C—+4+3)  seng — seniy — sen.d’
ECTRY
@ \ )

PA 4+ P2 4+ PC =

- ~ ThEUE
send |0 (C+%) 4 sen 3 -+ sen .

Spstituendn a sen g, sen b, cos 4, cos € 1 loro valori, abbiamo
¢ {n+¢c) +=md (a4 0U)
VI+m (mbh2+ ) — a? -

2, Per determinare il valore massimo di questa espressione, poniamo

e la+c¢) 4+ md la—+10)

V(4 m) (nd2+ef) — a?m

PA 4+ PR + PC =

=3

¢ cerchiamo per quali valori di y l'equazione in m

bﬂg (@ b)F — y* lmf—l— 2be(la4-D0) (a+rc) — (b* =4 2 — a®) ¢* | m

\ . S ] p—
+ ) (@ o) 2 =10

ha radiei renli. Per la realitd delle roadici basta che

i

; 2h¢la+ b)lato) — (U2 b 2 — ) y= t -

— 4 B2 2 ) (g H)2 — 2 i # (@ = c)? — y* i:

) |
= 4 y° (ug”, ' Bplp—0)(p—ec)+abe t —43)(1?—::) (p—b) (p—r0) yﬂ)

non sie negativa. Quindi il valore massimo di y ¢
&

l/ﬂbﬂ} Bp (p—0) (p—c)—i—-abrrl l/ a? bt ¢® 2abe
dp(p—a) (p— b (p—¢) . 4 A P —a

=V&R”+8RT1 I?-VR[R—l"ET]_j-
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QUISTIONI PROPOSTE (%)

a). (**) Se i raggi dei civcoli inscritti nelle quatiro facee fun te-
traedro somo fra loro egnali, & necessaric che le facce stesse s1ano

fra loro egnali?
D. Besso.

b). 11 luogo dei punti, del piane d'un triangolo dato. tall che
i piedi delle perpendicolari, condotte da uno gualunque di essi ai
tre lati, formino un triangolo di data ares, & una circonlerenza cOn-

centrica a quella ecircoseritta sl ftriangolo dato.
(G. LoRIa.

¢). Fre quali limiti devono essere compresi gh angoli ' an

triangolo affinehd si possa costruire un triangolo colle distanze del
centro del ecircolo circoseritfo ai tre lati?

46. Dimostrare che, se 1'equazione

2" 3:1:1:5-1—(3:19-—£)m‘—20.u3+bm?+nm+d=ﬂ

b

ha tutte le radici positive, esse devono essere egaali ad 1.

A%, Verificare le disngunaglianze

m (b—a) 1 ] m (b - a)
E}m+1 < m ™ < l(i:l'l-l-l

(g L

nelle quali & b > a >0, ed 4 significa un Infero positi v,

48, Assepnare il limite al quale tende la fonzione
1 1 | ;| 1

— 1
Hm |

(h+1)"* ' @+2)" " (a+3)" > T atar

(") L& questioni contrassegnale con asterisco sono specialmente destinale
agli alunni delle nostre Scuole e di esse si pubblicheranno goltanto le solnziom
inviate dagli alunni stessi.

(*) Le goistioni a), ¥) e ¢) furono gid proposte a pag. 9= e 00 del Vol, L
ed a pag. 59 del Vol Il del Periodico, ma rimasero insolute, & percid che se
ne ripstone gli enuneiati.
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quando 7 tende all' infinito, nell’ipotesi che wm sia un intero positivo
costante,

49. Dimostrare che, quando n tende all’ infinito, si ha

I 1 1 1 . 1 " . 1 "
L —— ' — e e — 2.
V-n( LY )

/1 ) 2 V 3 ¥

50*. Dimostrare che in un decagono stellato, quale si ottiene
prolungando i lati d'un pentagono convesso, il prodotio dei lati di
posto dispari & sguale al prodotto dei lati di posto pari,

1. Risolyere 1" eqnazione

b haxt 4+ bata 4 b= 0.

2. Risolvere 1’ equozione

o' 4 Toa® + 1422 4+ Ta'w 4+ b =),
D). besso.

B3*. Dati di posizione nel piano u punti, costruire un peligono
i cui lati passino per i punti duti e sieno diviei da guesti, nel me-
lesimo senso, in parti aventi um rapporto ugnale a quello di due

segmenti dati.
Mostrare che il problema ammette un’ infinith di soluziom1 se n

- pari e i segmentl dati sono ugnali fra loro, una solnzione anica 1o

tutti gli altri casi.

7

r) 5" indica il numero delle combinazioni d1 n

B54*, Se con (

dlementi ad » ad r, dimoestrare la relazione

e - —h 1 3
™ + (071 amg = T ()

B55*. Dimostrare che 1’ espressione
g —3n+1 L3 20 —1
¢ multipla di 6, qualunque sin 1'intero positivo n, e che il quoziente

della sua divisione per B & > 0 per ogni valore d » > 2.
A. LuoeLi.




RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Pror. ANTON MARIA BUSTELLL — Linsegnumento dell’aritmetica e della
geometria secondo 1 muori prograimi ufficiali per le scuole primarie e
popolari. — Cittd di Castello, S. Lapi fipografo editore, 1889.

Questo libro del Prof. Bustelli ha per oggetto I'insegnamento dell’ariimetica
e della geometria nelle souole elementari; ma, come I'A. dichiara nella prefa-
zione, molle delle cose discorse in esso sono anche applicabili allinsegnamento
della matematica clementare nelle scuole preparatorie alle norimali, nelle seunole
tecniche e nelle ginnasiali inferiori. Si divide in cingue conferenze. La prnma,
salyo lievi modificazioni, & la ristaropa di un opuscolo dello stesso A., opuscolo
che meritd il plauso di raggmardevoli persone e una lettera onorifica del Pro-
fessor Cremona, come risolia dai documenti che accompagnano la pubblicazione
della quale i ocenpiamo.

All’autorevole voce del Prof. Cremona aniamo di gran caore la nosira nella
lode di maestro espertissimo di cose pedagogiche e di afficace espositore di eccel-
lenti norme didattiche, tribotata al Bostelli; e oi gode aliresi 1" animo per ghi
insoliti onori che il Ministers della pnbbliea istrnzione rese al Libro di guests,
sebbene ¢t paia che il libro stesso, come d'altra parte ogni bella e buona cosa,
non sia seevro di difelti e di mende, né potremmo, e forse a torto, far nostro in
tutto e per tutto il pensiero dell’A. in fatto di metodo. Ci sembra, per esempio,
che pur facendo ragione alle necessarie atlinenze che gli studi della scuola ele-
mentare hanno con quelli della scuola secondaria, | metodi dell’ una non 8180
d'ordinario appleabili all'altra; tanto & vero, che riducendo di mole nn eccellente
libro pei grandi, non si riescirebbe davvero a fare il buon libro dei picceli.

Frattanto non verremmo che il metodo proposio dal Bustelll per la trat-
tazione di talun argoments, se oftimo per una scucla secoudaria, non fbese con-
venevole ad una scupla elementare, dove l'attenzione degli alunni non s volge
alla materia @ al moestro che a tratti e fogacemonte. Derivare 1l concetto ge-
nerale del moltiplicare e del dividere dalla discussione di quesiti della stessa
specie & certo oltima cosa, ma l'esame paziente e la sintesi dei vari casi non
¢l sembrano facili a otlenere da giovanetti delle scnole elementar. Piottosto,
dacché I'A., a pagina 118, consighs e molto opportunamente, la sostilazione
momenlanea dei dati interi ai dati frazionari, a fine di scoprire quali sieno le
operazioni da fare per risolvere queslo o quel problema, non si potrebbe, in pro-
posito del moltiplicare o dividere per frazione, limitare 1'insegnamento pressoché
alle sole regole, e verificare di yuando in quando la giustezza di taluni risnl-
tamenti facendo ricorso al metodo di riduzione all’unita?

Aleuni sostengono, e con valide ragioni, che l'insegnamento della matema-
tica nelle scuole elementari debba contenersi entro i limiti delle quattro ope-
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razioni con gl'interi e co’ decimali, ¢ di quel tante di geometriea ch'é indispen-
sabile al vivere civile di ogmi ceto di persone. | programmi ufficiali delle nostre
scuole dispongono bem altrimenti. Pertanto ci sembra che non sia proprie il casoe
di rincarare la dose, aggiungendo e la misura dei solidi, e uno studio abbastanza
minuzioso dei medesimi, coms vorrebbe il Buostelli, E a quesio proposito: mentre
riconoscipmo di avere 1mparato molto dalla lettura delle pagine dello stesso
Bustelli in argomenlo di geometria sperimentale, non possiamo tacere che taluni
det metodi sperimentali der quali I'A. fa cenno ne hanno lasciato in qualche
dubbio e nel desiderio di una esposizione sistematica e psriicolareggiate dei
medesimi, Leggiamo per esempio a pagina 27: « Qui sard vtilissimo che il maestro
dimosiri, sempre per vie sperimentali, essere cinque e solo cinque le specie di
poliedro regolare ». Gi sarebbe paciuto che I'A, avesee tracciata egli stesso la
vie sperimentale che il maestro dovrebbe seguire per metiere in chiaro le dupe
proposizioni, e specinlmente la seconda,

Opportonissime e sagaci parecchie osservazioni del Bustelli in proposito della
legge di proporzionalitd, Ma siamo di parere che egli esageri algvanto le diffi-
eoltid del metodo dell’unith di contro a quello delle properzioni, in questione di
taluni problemi dipendenti dalla regola del tre semplice. Gli esempi a pagina 120
del libro non ci eonvincono pienamente. Gi é sembrato che, nella discussione de
medesimi, un soverchio amore della test abbia sospinto I'A, a gualche artifizio,
altrimenti evitabile. Quanto alla definizione della proporzienalith quale egoa-
rhanza dei rapporti fra gli stati corrispondenti di due grandszze che dipendono
una dall'altra, definizione che I'A, preferisce a guella eomnnemente in wuso,
adoitata dal Baltzer, osserveremo che, nella pratica dei problemi, ove fosse me-
stierr accertare la detla eguaglanza, s'incominciergbbe, nsturalmente, ad asse-
gnare 3 uno dei rapporti 1 piu semplici valeri, quali sone 2 o e 3 0 /5 ece.;
¢ conseguentemeénte a sopporre doppia o metd, tripla o terza parte ecec. una delle
due grandezze. Se tale divenisse contemporaneamente anche l'altra, si potrebbe
rignere senz’altro essere le due grandezze proporzionali, com'é facile dimostrare.
La definizione degli uguali rapporti (interi, fratti o irrazionali) contiene percid.
piit del neesssario, @ quando ne la si spogh, si riduce a quella, semplicissima,
shie 1'A. vorrebbe evitare. Crediamo finalmente che, ad una nuova ediziope del
Libre, sarebbero da omettere i paragrafi 61, B2 e 63. Non pare si according con
I'indole elementare del resto dell’opera

Se l'egregio A. nel riordinare il suo lavoro, che per la lieta accoglienza
fattagli dal pubblico sembra prossimo alla ristampa, vorrd tenere in debito
conto le nostre osservazioni, ¢i parrd fortuna l'avere, benché in si scarsa misura,
sonlribuito con lui all'incremento della bugna pedagogia delle nostre seoole.

Riccarpo pe Paous,
GiovasNt FRATTINL
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E. GELIN (' Abbé) — Eléments de Trigonométrie Plane et sphérique — Namur,
Hoy, 1888 — Prix: 5,40 fr.

Quest'opera del prof. Griiy, noto per reputati allri lavori scolastici, oltree-
ché ad uso degli allievi dei corsi professionali, dei candidati alle scuole speciali
delle Universith ed alla scuola militare di Bruxelles, come leggesi nel fronti-
spizio, sarebbe a min gindizio du chiamarsi ad vso dell'istruzione di s medesimi,
aum Selbstunterricht come dicono 1 tedeschi, tanto la malera ¢ preseniata con
ordine al letlore, le dimostrazioni vi sono chiare senza pregiodizio dell'esattezza
e le diverse teorie sono illustrate da ben seelti esereizi a problemi risolnti.

Divise seno le opinioni se un libro di lesio debba piutlosio essere nn sunto
sucoso delle lezioni che impartisce 'insegnante, lasciando alla viva yoce di questo
la cura d'eliminare quelle difficolid che I'alunno polesse incontrare alla perfetta
intelligenza di questa o guells verita, o se meglio non valga che il libro di testo
spiani quasi la via all'allieso e possa considerarsi come una riproduzione ina-
nimata della parola del docenle. Per chi opina come in quest'ultimo caso il
libro del prof. GeLix, pub citarsi a modello e nuesto fatto non dev'essere staio
ultimp fra quelli pei quali Accademia Reale del Belgio, assegnd a quest'opers
I'alta onorificenza di un premio.

Il libro contiemn sostanzialmente le teoriche che trovansi nella Lrigonometria
del SereeT ed & diviso in gnmatiro sazioni, i cui titoli sono — Teoria delle linee
trigemomecriche (%) — Trigonometria rettilinea — Trigonometrin sferica — Com-
plementi di trigonometria, — In pisscuna son svolli eon molta larghezza gl
argomenti che vi si riferiscono e I'A. non trascura occasiope di dare anche pin
dimostrazioni d'uno stesso tevrema o diverse deduzioni d'unz melesima propriefa,
Questo accade ad es. per le formole relative all’addizione degli archi; per la

1
formola che rende monomia la somma cot @ + cot &; per la formola g 5 (A + B):

l &
tg 5 (A— B) = a4-4 : a0 — b, che stabilisce la nota relazione fra due angoli

d'on triangolo ed i lati opposti: per la formola che esprime l'area d'un tran-

: : : : sen A
golo in funzione dm lat. per lu formoela dells trigonometria sferica —pa—
sen B en l
— — . per la formols del Luviaer che di la tang. di - del-
sen p sen ¢ 4

I'eceesso sferico d'un triangolo in funzione dei lali e per l'espressione di questo
eCCess0; ece. ece..

Non poche somo le cose notevoli contenute in yuesto volume, che difficil-
mente saprebbaro trovarsi in altra opera sulla stessa materia, essendn introdotti
nel medesimo gran parle dei perfeionamenli edei progressi realizzati dalla tri-
gonometria negli oltimi tempi ed aleune novild dovute allo stesso A.. Noto ad

(*) Vi sara ohi p'impuntera alla parola fines, che veramente non @ 1a pii propria a/l Indlcare
yuel rapporti chie la trigenomewia cunaldera, ma in fondo ¢ quistione {01 parols e pon o'¢ da farne
Ersn (£0s0.
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es. gli sviluppi di sen (@ 4 b 4- € +4-...), €08 (8 - b0 +-...), 1g (3 + b 4-C -...),
sen ma, cos ma, tg ma, ricavati nella loro forma generale fino dalle prime pa-
gine; i valori delle tangenti, cotangenti, secanti e cosecanti di tutii gh arch
multipli di 3°, dati con denominalori razionali; molti esempi di verificazione
di identitd trigonometriche con largo contribute all'analogia fra queste e le
identitd algebriche; molti e interessanti esercizi di risoluzione d'equezioni trigo-
nometriche ; una serie assai copiosa di relazioni fra i tre angoli d'nn triangolo
obliquangolo; poi an gran numero di formole riferentesi ai cerchi eirepseritto,
inseritto ed ex-inseritii al trangolo réitilineo e sferico ed alla risoluzione di
gnello, allorché i dati non sono lati ed angoli, come pure relalive al guadrila-
lero piano gualungue e’inscritéibile, e la trattazione di parecchi problemi non
nsuali di frigppomefria sferica.

E non meno sviluppale sono le applicazioni praiiche della trigonometria
propriamente detta, prima con numerosi esempl numerici di risoluzione dei trian-
goli si rettilinei che sferici, por colla risoluzione di problemi relativi alla mi-
sura di altezze e distanze e con un cenno sulle triengolazioni geodeliche.

La 4* sezione dell'opera comprende le teoriche che fanmo parte dea comple-
manti della trigonomelria del SErrET ¢ in parte anche delle nota della edizione
italinna di questa di A. Ferruces, ed ollre a ¢id il metedo delle proieziom, con
applicazione alla dimostrazione generale della formula che di il seno e coseno
della somma di dues archi ed alla deduzione della relamione fondamentale della
trigonometria sferica; la somma dei seni e eoseni d'archi in progressione arit-
metica ; la trattazione di diverse quoistioni di massimo & minimo e di questioni
varie di trigonometria. E da segnalare poi qui una semplificazione della risoluzione
trigonometriea dell'equazione 2® 4+ p # 4= g= 0, nel caso di una radice reale e
due immaginarig, per cui non viene in eampo la coosiderazione delle radici im-
meginarie dell'unitd, Tulls la materia vi é svolta sempre in guella forma piana
o cui sopra accennammo in modo da darle un valore altamente didattico,

Non possiamp esimerci perd da un appunto all'intera opera cioé che essa
non sia provveduia di nns serie opporlunamente scella di esermizi per gli seolam
sul quali questi potessero esercitare la loro sagaeifd,

La leftura del libro del I'rof. Gmrix persuaderd chl non ne losse ancora
convinto che anche le matemaliche elementari non sono immobilizzate ma ubbi-
discono pnr esse alla legge genersle della natura per la guale tatto & moto e

progressu,
A, LuGLL
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Pubblicazioni ricevnte dalla Direzione del Periodico

Lirornale di Matematiche ad wso degli studenti delle Universita ilaliane, pubbli-
cato per cara del professore G. Barrasuixt. Vol. XXVII. Novembre-Dicembre.
Nupoli, B. Pellerano edilore, 1889,

Journal de Mathematiques édémentaires & 1'usage de tous les candidats sox écoles
du gouvernement et des mspirants au bacealaunréal és sciences, publié sous
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la direction de MM. pE Losacaames, professeur de Mathématiques spéciales
au Lycée Charlemagne, Lucten Lavy, agrégé des sciences mathématiques,
directenr des étndes & I'Beole préparatoire de Saini-Barbe. 3° Série, Trei-
ziéme année. N. 12. Décembre, 1889. Quatorziéme année. N, 1. Janvier, 1890,
Paris, libraire Ch. Delagrave.

Journai de Mathématiques élémentaires public par F. Vumerr, 14 annee. N. 6,
7, 8. Paris, M. Nony et C., 17 rue des Kcoles, 1880-1880.

Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. Tomo lll. Fase. VI. Novembre-
Dicembre, 1889.

Rendiconti dell’ Acoademia delie Scienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Societd Reale di Napoli). Serie 2%, Vol. I1l, Fase. 12. Dicembre, 1889,

Famrorer (A.) — Elementi di algebra ad uso degli Istituti tecnici [1° biennio)
e dei Licei. 8" edizione, migliorata. Venezia, Tipografia Emiliana, 1890,
Prezzo 1. 3.

Gropice (F.] — Geomelria piana ad uso dei gianasi e licel. Palermo, Remo
Sandron, editore, 1800, Prezzo L. 3.

— Lezioni d'Algebra dette in un corso libevo (litografate). Palermo, 1888-89.

Gremrext |M.) ueclide. Libro sesto novamente esposto. Appendice sulla Misura
delle Grandezze. ln Firenze, 3. C. Sansoni, editore, 1889, Prezzo L. 1,50.

pe Lozaeuamps (G.) Les fonctions pseudo, et hyper-bernoulliennes et leur pre-
midres applications. Contribation élémentaire & Vinlégration des éguations
diffirentielles. [Mémoires publiés par 1'Académie royale de Belgique, 1880).

Razzasont (A.) — Sulle rappresentaziom dello spazio sopra sé stesso che con-
setvono le aree delle supeficie corrispondenti. (Rend. della R. Ace, delle
Scienze dell'Istituto di Bologna, 1889),

Tmssam1 (D.) — La Cinematica applicata alle macchine ad uso della Seuola di

applicazione per gli ingegneri, degli ingegneri, e costruttori meceanic:

Torino, E, Loescher, 1890, i

Torweiy ((3.) — Su qualehe proprietd degli integrali definifi trinomi che sod-
disfano all'equazione diff:renziale lineare di 2° ordine illusirata da Gauss
(Memoria della Societh italiana delle scienze, Napoli, 1889).
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A p, 184 del Vol, 1Y, lin, 4, dal basso, 1 luogoe di lf/ z
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| : I/H:J.- & [ % r\ | ® r - I 9 in luowo
&fr Zus) 5 ° 5 (‘.-.‘ - 4) (2 4). stessa pagina a lmea 2 1n luog

di @ = V13, leggasi 2= - ol a linea | ai tre valori riportati sosti
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SVILUPPO DI ARC. SEN X.
Una formula di trasformazione per arc. tg «

1. L'area del segmento, del cerchio di raggio 1, limitalo da un
diametro e dalla corda parallela che ha da esso distanza @ &

@.V 1-a®-4 are. sen ..

Tal segmento & pure limite della somma dei retiangoli inseritti eol ten-
dere a zero dell’aliezza d’ognuno: per cio e

2.V 1-a8 -4 arc, senaw —
] l/ _ me
. (] o o l/ - =y - ... —— 1 j‘:‘r_)

dove n & variabile intera ed m esprime, per ogni valore di », l'intero
definito dalla

lm .
n=00

2| o

m 4= |
L

i

- L uL

Sviluppando i radicali del secondo membro della precedente ugua-
glianza, si otfiene

@.V 1—a® 4+ arc. sena =

llllllllllllllllllllllllllllllllll

Sommando per colonne, si ottiene

2.V 1—=2° 4 are. senz —

: m 1 1+ 28 it m® wmd l 1*42'+ vt m°
m.2.l=——s Nt S : 2 : —
no 2 T nt 2.4 o no
1.8 | R A CI et m® ol
S = ™ i e Wi e S )
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epperd, (V. Bavrzer, Ariim. Gen., § 12).

2.V 1—a*+ are . sene —

] 8 1 o 1.3 &' 1.3.5 a° )
2_(;5 v g

2. 4' 5 =2.4.6 7 2.4.6.8 9
per cui €

| ] -3 e 1 2
arc.saﬂm..—.?.(.r-— e o = ----)—ﬂ-‘.V]—.fr:’

i a9 I el 1.3 T )
2 3 '

:2.(:r-

-—( —l.ma Y

2 2.

] 9 1
e I
=l " e

Essendo
are , sen (— &) — — arc . sen

abbiamo cosi

a L ] 533 1.3 IF‘E' l
r{:.s.enm_a'+2-3+—-—?-? >

™ S SSrenRces

tlove deve essere

|
—

< 1
ed are. sena indica 1’areo, positivo o nogativo, di minor lunghezza
assoluta avenie per seno 2. Dal precedente sviluppo si pud avere

iL

quello di are. tea essendo

7 [ 2x
arc, 1g &4 =— arc. Sen Vita 2 arc, sen .3
2. Posto
tgy —_— tgy':ﬂ;"
s ha
n__ tgyd-tgy 42
15(”"-3’)_' | —tgy.tgy’' = 1l—2o.2

da cui, essendo

y=—arc.igxe ¥y — are. ig 2’
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si ricava
: T -+ o
are, ig & -+ arc. & = arc. i 7

Da cuesta si deduce immediatamente la relazione, ufile in molti

casi
| o ; |
arc. tgu_*_(ﬂg_f_lj‘k—ﬂm- 8 @ FD. A+ (a+ 18 A+ (a4 1)
|
-+ arc. ig e+ @4+D.A+1)

Sl I‘ica\’ﬂi p- €8.,

T I ! r : t :
3 = arc. tg -+ arc. g 5 e are. 1§ sz arc. g 7455
o ]

221; arc. ig 2. 42’

! :
are. B L.

o
,EJ. are. 1 s -G —1p. i—n 4]
oS !

ot WL By = 3 ey g e

Con un po’ di pazienza, si possono deduvrre formule convenienti

quanto si desidera per il calcolo di = .
F. Grunice.

UN PROBLEMA D*ARITMETICA

{Continuazione e fine).

Prendansi ora per g, %y, ceooe.. u, le potenze m™** dei primi
n -1 1 numeri natorali: 1%, 2%, ... (i<~ 1)", le quali, com’ & noto (%),
formano una progressione artimetica d'ordine m, ciot sono tali che
le loro differenze m™™ sono costanti ed ngualipoi ad 1.2.3..... m
@ quindi le differenze degli ordini superiori tutte nulle.

(") Bavraen, Arie, generale § 8, 10,
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Segue da cio ¢ dal tcorema precedente che

A  up = (n -+ 1)*-(’;) n“—l—(;) (m—1)—.......

....... + (— 1y (’;‘) on 4o (— 1) 1=,
1.2.8.m=(m1p—(T]|m+(5) tr— 1 — ...
e +(—-1p~-1(’;‘) 28 4 (— 1) 1™ 3]
e che |'esprassione
(n—l—l)’j‘—(’;)n"—i—(;) (e 1Y — e
...... -|-(—1)"-1(’;') om L (— 1), 1" (4]

¢ nguale a zero tutle le volte che sia #n > m.
In pariicolare posto n =25, per m =4, 3, 2, 1, si ha:

6! —5.5'410.4t—10,.3' 5.2 —1 =0,
6°—5.5"4-10.4"—10.3°45.28 —1 =0,
6°—5.5"410.4*—10.3° 5.2 —1 =0,
6 —5.5-410.4—10.345.2—1=0,

com’ ¢ facile verificare.

Posto cid si ammetta che la formola [1] rappresenti effettivamente
quanti sieno i modi differenti in cui IV pud risolversi in m fattori coniu-
gai, quando m < n — 1, e dimostriamo che essa rappresenta questo
numero di modi anche quando il numero dei fattor: coniugati & m - 1.

Procederemo come al n. 3. Moltiplicheremo cio® i numeri delle
eombinazioni di # olementi, ad lad 1,a2a 2, ..... ad n —m ad
# — m, ordinatamente per le espressioni

-:—’, ! ma2 — () (m— 1t g = (— D) () 208 g (— L, 2 E ’

= z w8 — (") (m— 18 ey = (= 1)1 (75) 208 o (— 1yt | 0 ! :
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addizionando i prodotti ottenunii, La somma, ordinata per le verticali
del precedente complesso di termini, prescindendo dal comun fattore

] l

n— | (.8, o n—1) 2=

------------------------------------

—ers (T () e @) 2 () 2
e () e @) 1m0 () 1

Ma, pel teorema del binomio, si ha in generale

(T) (m — h]“‘* -+ (;) (m - h)ﬁ-ﬂ ¥ aa ik (n j m) (m L_ h)n-l -

F:_h } (m-h—=1)" - (m=-h) - (;1) (m-"h)%»1 — ...... —_— Cli) (m=Ah) -1 {.
cosicche facendo h=20,1, ...... m — 1 potrk darsi altra forma alle

m espressioni entro le graffe.
Immaginando esegnita la trasformazione, poi effettoati i prodotii,

finalmente addizionati, per colonna, i termini delle m linee che possono

otlenersi, risulta :

(") o — e () g e T
() e () o T
= (me1) i o -(mfl)(n:_}:d+...:(—1)"--1 (") 2 =1y
01 Wl = e R Ly
|

L -.l"ll-._-l.;"
e e Sl
T el o . f .

1 ezt
3 -lll'""-'...-l—-u::.".

B e ol

e
we "l"'.-"'-'

-
-y
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Eseguendo le ritluzioni pei termini delle espressioni entro le graffe, 8 g

st riconosce subito che le espressioni stesse sono della forma [4], e per /IS

esse & soddisfaita la condizione 2 2> m, onde saranno tutle nulle e i %

complesso precedenti di termini si ridurrd, raccogliendo le potenze
simili dei numeri naturali, a:

Quando poi si osservi che

7)) ==t (2o o S

e che i diversi termini delle quattro prime linee dell ‘espressione [5], ec-
cettuat il primo ed ultimo, hanno la forma del 1° membro della [6] e
S0N0 per conseguenza esprimibili mediante il 2° membro, ponendo in
6880 successivamente 1 = 0,1, 2, ..... (7 — 2) e ammettendo che il

simbolo (m ;1) rappresenti ' unith, si concluderd che il numero di

. : I :
modi cereatn, sempre prescindendo dul fatiore m—1 ° anche

BSPresso da

m:;lg(m-l—ll"'-"—(T)m"_l-l— .....
------ — (=1 (5] 3 (= -2 (7)1
L) e e oy N A )
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Ora fermiamoci ad esaminare qual sia, in quest’espressione, la
somima algebrica dei termini delle due ultime righe, le quali chiara-
mente possono anche scriversi

=12 ()= (3)

...... +(— 1)1 (’;‘)-—(— 1ym—1 (T)}

5]

distinguendo 1l caso i m pari ed m dispari. Nel primo caso il
polinomio entro parentesi, che ha allora 1'uliimo suo termine posi-
tivo, & uguale a 2, avendosi

(1—1)"'=0”’=1—;(T)—(:)+...—(’;)+(”')l+1;

e la [8] riducesi a

. m ] 2 a Mt
T om 'm+; (— 1) m

Nel caso invece di 7 impari i fermini in [8] entro parentesi sono
due a due uguali e di segno contrario, talché la [8] diviene

m | (— 1)® m - 1
m m m

Per avere cosi il valore definitivo della |7] si dovrd in ogni caso ag-

giungere ai termini delle due prime righe la quantita (— 1)™ m: 4
Rammentando adesso che in [7] fu ommesso i1 fattore T

el osservando, analogamente a guanio si disse al n. 3, che con guesto
metodo di formazione dei singoli prodotli uno stesso prodotto viene a
comparire m -1 volle, sarh da concludere che il numero dei modi
in cui il numero N pud risolversi in m -+ 1 fattori coniugati & espresso
dalla formola »
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che puh dedursi dalla [1] ponendo m <1 in luogo di 7. E poiche
la [1] fu dimostrata vera per m = 3, cosl, quando sia m < n, essa
¢ vera sempre,

Rigulia poi senz' altro la regola seguente:

Il numero dei modi differenti ne’quali un numero N =2, 8y..8,,
dove 8y, Bs,....8,, SON0 fatlori primi diversi, pud risolversi nel
prodotto di m fallori contugali, si ottiene moltiplicando le polenze
n — 1% dei nrimi m numeri nalurali 1,2,....m per i coefficienti
dei lermini della polenza m — 1*™ del binomio, ellernativamente
cambiali di segno, incominciando col + se m ¢ dispart, col — se m
& pari, poi dividendo il numero oltenuio per 1 . 2....(m —1).

Volendo poi considerare anche il caso in eui uno dei fattori sia la
unith, coe pud talvolta occorrere, al numero espresso dalla formola
[1], per un dato valore di m, conviene aggiungere qualld che si ha
dalla stessa formola sostituendo m — 1 ad m.

6. Possiamo poi osservare, a verifica del risultato ottenuio, che

per la formola [3], questo numero di modi, com’@ naturale, uguaglia ;f.-:

I"unith tutte le volte che m — n.
7. Se il numero N anzich® della forma a, as. .. @, fosse uguale ad

a*ay ... a , dove a, as, ... @, stanno sempre a rappresentare numer
primi diversi, poiché due fattori coniugati che debbono essere primi fra
loro non possono contenere la stessa lettera, si ha che il numero dei
modi nei quali il nuovo numero & decomponibile in m fattori coniugati
primi fra loro, & ugualmenie ottenibile applicando la regola del n. 5.

Cos! ad es. 11 numero 232848 = 24.3*, 7. 11 & risolvibile in
un prodotio di 3 fattori coniugati premi fra loro in

5 — 2,25 4 28

1.2 =0

modi hiﬁmmti, escluso il easo del fattore 1.

Questi prodotti sono poi
(24.8°).7%. 11 — 432.49 . 11; (2*. 7%. 3°. 11 =784 . 27 . 11;
(2¢.11).3*.7* =176.27.49; (3°.79).2'. 11 =1323.16.11;
(3%.11).2%. 7% =207.16.49;(7°.11).2:. 3= 539 . 16. 27.

A. Lyen
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UNA OSSERVAZIONE

RELATIVA AD ALCUNE QUISTIONI DI PROBABILITA

11 Sig. BerTrRAND nella sua opera Calcwl des probabilités (Paris,
Gauthier-Villars, 1889) metie in guardia il lettore contro gli errori
nei quali si pud incorrere applicando il eoncetto ordinario di probabi-
lith al case in cuol il numero delle sorti ¢ infinito, e porta gquattro
esempi, uno aritmetico e tre geometrici, a confermare le sue osserva-
zioni. Mi pare non inutile aggiungere il seguente molto semplice.

In un piano orizzoniale « abbiasi un segmento A B, e sia C il suo
punto di mezzo. Per la refta AB si conduca un piano verticale B e
sinno A M, BN le verticali dei punti A, B. Se si fa cadere nella siri-

sein (A M, BN) un punto pesante 2, in modo che la caduta sia rimesssa

al caso, la probabilith che 2 cada in AC & nuguale ad _jf; = ; -

Facciamo ora una proiezione cenfrale da un centro 0, situato nel
plano x, SOpra un pianc Y passanie pvar AM, e gsin AB la proiezione
di AB, B'N' quella di BN,
C’ quella di C e P quella

di P, 1l rimettere al caso
la caduta di P nella stri-

scia (A M, BN) eguivale a

rimettere al caso quello P e
della proiezione 2 nella

striscia (A M, BN'), e la o 7B
probabilita che si veda la [P

. = » " -A _:__,-- - C F
imagine P’ cadere in AC, 3 ‘ v 4
AC

espressu dal rupporto Vs /ﬁ G\

l
non si pud pitt prendere sempre uguale ad —- ma pud acquistare infiniti

valori differenti facendo solo varare la posizione dell’ oechio.
La proiezione centirale porierebbe parimente a fare osservazion
analoghe nel easo in euni invece di segmenti si trattasse di aree.




Y -

Non é dunqgue sempre permesso, neppure in casi molio semplici,
quando il numero delle sorli & infinilo, sostituire alla considera-
siwome di un caso quella di un aliro, in cui le sorti paossibili e le
Javorevoli corrispondono una ad wna a quelle del primo.

Aggiungerd anche |' psservazione seguente.

A rappresentare le forme possibili di triangolo si possono prendere,
mvece dei punii interni ad un triangolo equilatero (V. Cesiro, Volume
AXIV del Giornale di Battaglini, 1886: La roftura del diamanie, @
Mreer, Anno TV di questo Periodico, 1889, pag. 161: Dei poligon:
che corrispondono ai iriangoli retlangoli ed agli acutangoli ed al-
cune quistione relative di probabilild), i punti P interni ad un trian-
golo qualunque A B C, facendo corrispondere ai possibili angoli le su-
perficie dei triangoli PBC, PCA, PAB la cui somma & uguale alla
superficie 4 BC, ehe si fa allora corrispondere all’ angolo di due retti.
In tal modo si troverebbe facilmente che Ja cosiddetta probabilith che
un tnangolo formato a caso sia isoscele sta a quella che esso sia ret-

tangolo non come » 3 : 1 (V. la nota citata dal MURER), ma come
(m 4+ m" 4+ m") : p,
essendo 72, mi’ m” le mediane e p il semiperimetro del triangolo.

S, RinnI.

ALCUNE FORMOLE RELATIVE AL TRIANGOLO

I. Sia A B(C un triangolo. Conducansi le altezze A A'—h, BB’
=N, CC"=A"e si descriva il triangolo A" B' ', del quale, com’&
noto, le A' A, B'B, €' C sono bisettrici degli angoli interni, e siauo
A", B, €' i punti in cui queste incontrano B'C", C'A", A'B' ¢ D, E, F
quelli in cui incontrano il cerchio circoseritto ad 4 B (.

Pongasi BC=a, CA =6, AB=¢, BC =a, CA' =1,
AB=¢; Ad"=e, BB =8, CC"=v; A'D=d, BPE—=c,
C"F=/fe siano R, r, R, " i raggi dei cerchi rispattivamente cir-
coseritti ed inseritti dei triangoli A BC = A, A'B' (" = A",
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Se 0 ¢ 1l punfo in eul 8" intersecano le ire altezze del iriangolo
A EC, si ha

JdO0=m=2RcosA, BO=n=2RcosB, CO0=p=2Rcos(C,
AO0=g=2RcosBcosC, BO=¢t=2RcosC cosA,
C0=1=2Rcond cos B,
¢ = Rsen2 A4, b) =Rsen2 B, ¢ =Rsen2(C,
AtaA=2R2¢cosd cosBeosOC=7v»":R (*)

Mostreremo ora che fra 1 divarsi elementi precedentemente notati
esistono altre relazioni non prive affatto d’ interesse.
2. Si ha intanto " = Rsen2 A = 2 R sen 4 cos A, onile:

[1] o' =acosd, ¥’ ="bcosB, ¢ =¢cosC.

Inoltre poiché A = %?' A ed s BA'=(a' 4= b+ ") v/, segue;
[2] CA=(a' +b+c). R

ed anche

2A = Rfacosd-+beosB4ceonl) =
R*(sen 2 A 4 sen 2 B <+ sen 2 ()

e poiche il fattore ira parentesi, com’ ¢ noto, ¢ — 4 sen 4 sen B sen C,
infine

[3] a=2 R*sendsenBsenC = Rr .tang: tang B tang C.

Dalla relazione ;
A:A=2cos.: cos B cos C

r

a' b'e abe

e dall’ essere A’ = T GA =5 deducesi
a e iR 2a b
e -F—ELU:&A‘C{)SB cos () T
L_lIlfl'I':‘!
[4] R=2FR.

(¥) Bavrzee. — Trigonomeiria § 4, 10,
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3.S5iha: d=B.A'.cotC=reos B el =2 R cosB cos C = q,
quind; :

[f.l] a b ¢ a b c
P 2 B s o o e
~ sen A sen B : sen U
cos & cos C cos CcosA ° cosAdcos B

602 A 4802 8 4 sen2 €
Z2cos 4 cos B cos O

== 2 tang .1 tang B lang C.

Inoltre evidentemente

6] ma—+nb—-+pc—=2R a acosd =4 becosB ¢ cos(C ‘ —_—
RR (@40 +¢) =4A.
7] ail +blg 4 cgi—
4 1? cos_| cos B cnsﬂ'z 2cosd 4 beosB =+ ceos C l ==
4Ar = 4R\

8] map —8Rcosd ecosB cos (0 = 4 B2y’ —
4R .A.cotd cotBeotC = abe coid col B cot

[9] anp -+ bpm -+~ cmn =
4 R? ; acos BeosC 4 HeosCeos A =4~ ¢ cos 4 cos B E —

BRE? sen A cos B cos C =+ sen B cos C cos A — sen € cos .1 cos B ‘:

8R'send senBsenC=abe,
per essere ¥ sen cos B cos C == sen A sen B sen (.

[]0] _{__i__;__l__f__ cos B eos C cos Ceos A cos 4 coa

h" sen 4 sen O sent Csen A senAsen B L.
1112 n D cos A cos B cos U _
[ } h + A sen B sen O + sen (Csen A + sen A sen B 2.

[12] hh'h"’:é—(ﬁak’ Wtnh"h-=phh)y=A.(a +¥ -+ ).

[13] a +b_'+_c_._ ﬂ'+b'+ﬂ’.
it

Infatii:
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a o' ¢’
i -~ =0084 = cos B 4 cos C =

i 1 1
1 44 san?zi sen 5 B sen —- C,
per una formola nota di trigonomeiria, e

¢ 4+ 4

san 4 coe A + sen B cos B -+ sen (' cos (

144. T =144, o Ay R e
. sened 4-sen2 B+-sen2( gson A sen B sen (7
= Ik sen A -f-sen B--sen =142, : !

cos-i-zlunsiﬁ cns—i— (

I l |
= ] 4+ 4. sen?.-i ben?B SCH —- (

dove si & fatto uso della relazione

| ! |

san .l 4+ sen B —- sen C = 4 GGS?J cﬂs—z-ﬁ' cos—- C.

[14] a.sen(BA4A" — CAA Y+ b.sen (CBB — A BE) +
¢.sen(4C0C — BCC)—=0.

Infatti 1l primo membro & nguale ad

a.sen(C—B)+b.sen(d—C)+c.sen(B— )=
2R {send sen (C— B) =~ sen Bsen (4 —C) 4 sen Csen(B—A4) { = 0.

4. Chiamando (' il centro del cerchio inscritio nel triangolo 4B C,
dal triangolo O B O, si ha:

00 =08 +0B —20B.0Bcoxc0B0 —
1 Rcos*B4+ RP— 4 Rcos Beos 0BO'.
Ma si ha: cos 0BO' = cos (0BC — 0'BC) = cos BBC cos O' B C
—~+ sen B BC sen 0'BC = sen C sen A =+ cos C cos 4 = cos (4 — C),
g uindi »
[15] o' =R*— 4R*cosB [ﬂﬂs(A—C)—m}sB]=
| R?— 8R*cosd cosBeosC=R(R—4r)=4R (R — 2.

Considerando infine i triangoli 4 B' ', A’ B’ €, aventi la stessa
base, abbiamo che AB'C" : A'B'C = AA” : 4" A'. Ma
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16 2ABC=da.1C .sen ACB =a' .beos | ecos Cl_ 1" =

, h
abcosAd. - = ahcos® A =2A. cos® A,

onde: A 4" -A"A"=47r.co8 4 A MaA'A"=&" A4" = h—2,
eppereid :

[17]

h—e' | h—f | h—y

x' p’

= cos® 4 : cos®* B cos® (.

D. GanBloLL

SULL INSEGNAMENTO DELLA MATEMATICA

NELLE SCUOLE CLASSICHE

La matematica & per gli alunni delle senole secondarie classiche - o

uno degli scogli pitt arduni a superare, piu di quello che non sia lo stesso
greco, il quale se poco si studia, se ne deve cercare la causa, pil nella
poca persuasione che gli alunni e le famiglie hanno della utilith di
uesto insegnamento, anziché nella difficoltd intrinseca della materia.
L'utilita della matematica invece non & messa in dubbio da alcuno,
appena appena qualche genitore alla vigilia dell'esame fara timida~-
mente osservare al professore, che il suo figliolo vuole studiar Legge e
quindi che snl suo sapere rignardo alla matematica si potra non cssere
tanio esigenti. La difficolta e il poco profitto qui derivano tntti dalla
natura della scienza stessa, alla quale i giovani si sentono in generale
poco mclinati perché per ascoltare con profitio ogni lezione occorre uno
sforzo notevole della mente, una continna riflessione, uno studio assi-
duo, un esercizio continuo, ed & assolutamente necessario che 'alunno
abbia sempre presente tutto quello che prima ha studiato. — In questi
studi una piccola interruzione, un momento di distrazione, fanno si che
lo seolare trovi subito gravi difficolth a seguire il maestro, e se non
¢ dotato di bnona volonth, che 1'aiuti a riparare prontamente alla mo-
mentanea deficienza, esse si aceumulano in breve e viene presto il
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giorno in cui il giovane se ne trova avvolto come in una rete intrica-
tissima della gquale non sapra liberarsi, perché gli manca il tempo di
riprendere lo stadio metodico ed ordinato della materia fin dai pri-
mordi; e se anche lo assiste il buon proposito di mantenersi in correnie,
al maestro che I'inferrogheriv dovri rispondere: che sebbene abbia stu-
diato tanto, non ha potuto capire. Una volta che il giovane sia convinto
che la maiematica non la capisce, ¢ inutile ogni esortazione, ogni
mnmonizione perche ne coltivi lo studio con amore; nella migliore
ipotesi non se ne occupera che quel tanto da poter mostrare all'in-
segnante che ha fatlo quanio ha polulo, sperando che il professore,
¢onvinto di cid, lo tratti con indulgenza e gliene tenga conto il giorno
dell’ esame. Del resto a che mai & ora ridotto 1'esame di matematica
nel Ginnasio e nel Liceo? Abolito, o quasi, 1’esame scritto; che criterio

dell'istruzione i un giovane pud dare la sola prova orale? A questa &
assegnato un limite minimo di quindici minuti per la licenza, di dieci
per la promozione; & difficile, per la huona distribuzione degli esami,
che guesto limite possa essere superato, dal momento che in molii licei
le commissioni esaminatrici sono occupate tntio il mese di Inglio anche
sedendo le ottp e dieci ore al giorno, e nell’ ottobre debbono affrettarsi
per poter riprendere le lezioni il giorno fissato. Nei quindiei minuti &
quindi necessario: preparare la figura, scrivere le formule algebriche,
correggere gli errori che il candidato commette, che per poter andare
innanzi non si possono lasciar passare in silenzio. Queste cose, insieme
acl altri piceoli perditempi inevitabili, minaccerebbero di assorbire tutto
il tempo disponibile, se per evitare ogni complicazione non si ridncesse
I'esame a domandare qualche definizione, a far essguire qualche ope-
razioncella, a far dimostrare qualche teorema semplicissimo.

D'altra parie colle disposizioni che attualmente regolano 1'insegna-
menlo secondario, la matemalica sembra che sia slula messa affalio
in seconda linea, e mentre una volta teneva colle lettere il primo po-
sto, ora trovasi in condizioni tanto difficili da far temere che il profitto
diventi pressoché nullo.

Infatti per cominciare fino dalle prime tre classi del ginnasio,
mentre cogli ordinamenti entrati in vigore nel 1870, e che durarono
con leggere modificazioni fino al 1883, erano assegnate due ore di
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aritmetica pratica per settimana e per classe, ora queste due ore sono
divise fra I'aritmetica e le nozioni di scienze naturali. La maggior
parte di questo tempo non resterd certo all’aritmetica, perché le no-
zioni di scienze naturali essendo cosa affatio nuova per questi scolari
e comprendendo wn programma abbastanza vasto, dovranno prendere
il maggior numero di lezioni. Per 1'aritmetica basterh accontentarsi di
assegnare gli esercizi di casa che il regolamento prescrive, e non re-
sterd molto tempo per farne in iscuola una correzione a viva voce,
assai pili efficace (i quella fatta seenando gli errori sulle pagine pre-
sentate, essendo molto dubbio che i giovanetti ritornino sul layvoro
fatto per correggerne gli errori. Non sard quindi possibile assicurarsi
se gli alunni hanno lavorato del loro, e per poco che la scuola sia nu-
merosa la maggior parte di essi potrd impunemente farsi fare da altri
il compito di casa; e l'insegnante che correggera questi temi potrebbe
credere, se l'esperienza non 'ammaestrasse, che i suoi alunni sieno
espertissimi nel calcolo numerico e nella soluzione dei problemi, men-
tre in realth, quando saranno giunti alla fine della terza ginnasiale,
dell'aritmetica avranno dimenticato la maggior parte di quanto ne
sapevano uscendo dalle scuole elemenfari. — Anche Ja disposizione
del nuovo regolamento, che in tuiti gli esami del ginnasio inferiore
I'aritmetiea e le nozioni di scienze naturali costituiscano una sola prova,
e quindi sia umo solo il punio di merito che esprima il profitto com-
plessivo nei due rami di insegnamento, & tutto a seapito dell’aritmetica.
Poiché i giovanetti, e per la novith dell'insegnamento e per le sue
maggiori attrattive, daranno certamente la preferenza allo studio delle
nozioni di scienze naturali e potranno col buon profitto in guesto ramo
rmparare alla deficienza nell’aritmetica, senza che si veda come uns
cosa possa supplire all'altra.

Al Ginnasio superiore, sempre cogli ordinamenti del 1870, erano
assegnate sei ore setlimanali, tre per classe, pel solo insegnamento
dell’Aritmetica ragionata. Era questo un tempo sufficiente allo scopo,
ma non eccessivo, perché 1'Aritmetica ragionata & forse la parte pin
difficile della matematica elementare o per oftenere qualche risultato
hisogna insistere, insistere molto su ogni dimostrazione, e non bisogna
tralasciare gli esereizi, perché non succeda che imparando 1" Aritmetica
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ragionata gl alunni scordino la Tavela pitagorica. Ora nel Ginnasio
sono riserbate solo due ore settimanali per classe, e queste per inse-
gnare non solo 'Aritmetica ragionata (di cui il programma & quasi
sempre il medesimo, giacehé difficile sarebbe diminuirlo), ma anche il
primo libro degli Elementi di Geometria dell'Enclide. Come si potra
fare a svolgere in modo proficuo.il programma in quel tempo? Sard
necessario sorvolare su tutto, limitarsi alle nozioni pit semplici, ri-
durre la materia allo stato di scheletro, fare pochissime ripetizioni,
interrogare appena quel tanto che & necessario per poter segnare per
ciascun alunno un punto di merito per la votazione himestrale. Di
assegnare esercizl seritti in iscuola non si parlerh: neppure, perché
-come si potrebbe in fanta angustia di tempo, sacrificars per essi qual-
che ora di lezione? Dei compiti di casa non se ne poird fare in iseuola
che una correzione sommaria, senza potersi assicurare della loro aun-
tenticita. E poi, dal momento che & abolita la prova secritta d’Aritme-
tica nella licenza ginnasiale, come far entrare nei giovani la convin-
zione che la matematica non si pnd imparare, se non esercitandoli
con temi seritti, sinceramente fatti e senza aiuto, allo sforzo necessario
a trovare da se le relazioni fra i termini di un problema, o la ragione
‘necessaria (i nn teorema?

La maiematica non si impara con un semplice sforzo di memoria,
e anche per poter ricostruire la dimostrazione di un teorema o la so-
luzione di un problema spiegati dal maestro & indispensabile che il gio-
vane sappia li per Ii scoprire quei legami logici che ne segnano la via,
el in guesto non potra divenire esperlo se uon con continni esercizi.

(Continua),

DeMrETRIO VALERL
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI - &
b), 28, 37, 43, 45, 47 e 50
gL
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b). £l luogo dei punti, del piano i un trinngolo dato. tali ele 1 piedi delle _; *; 1
perpendicolari, condotte de wno qualyngqua di esti ai tre lati. forminoe un iruan- ‘;é. )
yolo di data aren, ¢ wna circonferensa concenlricn a quella circoscritia ol tran- 1. ,?E
golo data, (G. Loria). ks %

Dimostraziope del Prof, F. Viegp. () |

Sieno 0, R centro e raggio del cerchio circoscritto al lriangolo A BC; M
un punto qualunque del suo piano, M O = Ry, el A, B, i piedi delle per-
pendicolari condoile ai suoi laii da M.

11 quadrangolo M B'A (" & inscrittibile nel cerchio di diametro MA4; in
easo e nel cerchio A BC le corde B’ €' e B C lagliano archi simili, quindi sono GESghy,
proporzionali ai diawetri; dalla quale osseevazione, estesa agli altri quadrangoli -
inserittibili che si presentann nella figura, si deducono le relazioni -.;-':

SR . BC =a. M4, 2R.C4'=h.MB. 2R.AB =c.MC. [1]

.
.
. NLTT
ey * i

ERE OLEEE o S

Condizione necessaria e sufficiente perché A4', B', C' sieno in linea retta, nel- quale
caso formano un triangolo d'ares nulla, & che uno dei segmenti A" B, R (7, - '
(' A" eguagli la somma degli altri due, ossia, per le [1], che nno dei rettan-
goli a. MA, b, MB, ¢.MC eguugli la somma degli alti doe, o quindi (pel i
teorema di Tolomeo) che M sia sul cirecolo 4B (: e questo forma il teorema o
di SimMsoN, Al

Sia 3 1'ares del triangolo 4’ B’ C'; esprimendo I'avea in funzione dei lati
@ ricorrendo alle [1], =i ha B

056 '8 —— L WA — 1. JB — A M = 24°0% . MA® . MB ... [2]

Si costruisea la circonferenza di eenivo () e che passi per M: essa incontrl

in Ay, By, €1 le direzioni 04, OB, 0C: la formola [2] relativa alle proiezioni

di M sui lati del triangolo Ay By €y, i coi lati sono proporzionali ad «, b, e,
pel teorema di Spwson, di luogo alla seguenie:

— A= uB = O 2470 MA,  MB+...=0. [8]

Sia A I'area del triangolo A B (': & suppongast, per fissare le idee, che M
sia interno all’ angolo B; 4y Cy del triangolo, epperd M4y . By Oy = MBy . Cy 44
-+ M (), Ay By percid

(%) Altre dimostrazion) pervexmero dal Blgg, Prof. S. Catania, 8, Galti, F. Palatini, L, Mariscolli,
G@. Russo.
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Be (— A B+ B G+ MO BL) =
—2(M4 B B G o dy) . (MBL MO B (y)=
— B (:fl By {_'1) . (ﬂf 1] ['1) Ri’

el altre due velazioni che si deducono dalla precedente con cambiamento di
leltere @ prendendo positivo 1'ullimo membro: dalle dette relaziomi, nella quali
Ay By, By (4, (y A, si esprimano in funzione di ¢, a, b, By, R, si deduce:

0 (—u'-m§—1— y2 . LB, + 2 . ALCY) + b (u?lﬂ?—bﬂ;mf-l-fg.ﬂfﬂjg)—k
R

— (4y By (1) =32 B &% |4]
1

¢ d (uﬂ ! ﬁf‘!?—l-bg -mf—c‘ : ﬁ{):’di :

Fra i quadrall dei segmenti MO, MA, M4, uscenti da U, @ le distanze dei lore
estremi, che sono in linea reits, sussisle la relazione

B
g

per mezzo di guesta e delle due analoghe, elimino AfA, MB. AT dalla [Z]:

A = My + (R — k)

’R\2
e, riduzion fatta, come coefiiciente i (-R_:l.-) comparirii il 1° membro dells (3],
2R(R — RpE
R
coefficiente di (B1 — R)* il quadrato del quadruplo dell’aves 4 BC; dunque

gl ha:

come coefficienie di compariri il 1° membro della [4] & come

256 Rt 3 — 64 R R, (ﬂ:—RJEﬁi-i- 16 (I — By* A®

dalla quale
8 2
Ky =N -
5 — A
=X Tp [3]
ad anche
=R l/ 1 + __‘1: . 6]

Ora se M si muove nel piano su di una circonferenza di centro (), essendo

Iy costante la formola [B], nella quale sceglieremo il segno in modo da rendere

posilive il 2° membro, prova che 3 & costante; e, se 3 si mantiene costanle,

dalla [B] si dedace che M muovesi su due circonferonze di centro 0, e di queste
A

nna pud mancare o vidursi al punto # e 6 > =

La formola [B] che pud scriversi cosi:
4 (4" B C)= “+ (41 By Cy — AnBC)

soggerisce una costruzione molio semplice per ottenere il luoge quando =sia data
'area di A" B C.
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28+, Sc da un punto, interno ad un poligono egwiluiero, si guidano seq-
menti terminati ai lati, wno per ciascun lato, & tutti egualmente inclinati sui
rispettiol lati, la somna di tuthi guesti segmenti & indipendente dalla posizione
di gquel punto, e, per un dato poligono, essa ¢ minime quando 1 segmenti sono
perpendicolari ai rispethei lati, (D). Besao),

Dimastrazione del Big. C. Asello. aluanmo del R. Liceo V, E. di Napoli.

Sia n il numero dei lati del poligono, ! la lunghezza di ciaseun lato. Nel-
I'interno del poligono prendansi due punti O, (O e si conducano da guesti, in-
nanzi tuiio, le perpendicolari ay, as, ... ... ay: by, Be, . ..., By al rispettivi
lali. Congiungendo O ed (Jy coi vertici del poligono, guesto resta diviso in due
clagsi di triangoli, quelli che hanno vertice comune in 0 e guelli e¢he hanno
tuthi il vertice in O, Esprimendo che la doppia somma delle arce dei triangnli
della prima serie vguaglia quells delle aree dei restanti triangeli, equivalend.
ambedue &l doppio dell'area del poligono dato, si ba 1'eguaglianza:

by 4 bne == .. .... + loy =ty 4+ ibg 3- ...... + Lby,
da cw, dividendo per 1 deducesi:
[1] ag+m+ . ...ty =0 Do ..... = Py,

Conducansi cra per O ed (4, rispetiivamente, i segmenti ay, a3, ... .. @,
o P1, f2,.... Pa vgualmente inclinati sui lati del poligono per uu sngolo che s
suppone non retto. | segmenti « e fl insieme coi segmenti ¢ e ¥ e coi Jali d:l
poligono, delerminano dei triangoli rettangoli futti simili, per avere uno stesso
angolo acuto. Segue da cid che

N B — % B .- e __ Pn
@y g — AR R e ﬂ,“ — b_l Sp— bi —-.-l!i-—_k:
e quindi
0 ~ X3 = cvevine = Uy Bi =+ Pet ccoicnen +Ba
aj + oy 4= ....... —+ Gin by —==bg == ooouu... -+ b, ‘

Mz per la [1] essendo eguali 1 denominatori dei due membri. saranno ugnali
anche 1 numeratori, onde

ﬂl+ﬂ!+*'-*--+%|=ﬁl+PE+ ------ -—E—Fu
¢ cosl la summa dei segmenti « ¢ indipendente dalla scelta del punlo O, . d. d.
Essendo poi «y > ay, ag > ag, ...... % > g segne che la somma delle o

6 minima quando i segmenti considerati sono parpendicolari ai lati,

Dimostrazione del Sig. . D" Asdie, alunno del R, Istitoto teenico di Girgenti.

Se ¢ rappresenia la misura del lato del polipono di » lati, O un punto
interno qualsiasi del medesimo, « I'angolo costante che i diversi segmenti ay,
a3, -..+.. p tirati da O e terminali ai lati, formano coi lati stessi, 1'area di
uno qnalunque dei triangoli che si ottengono congiungendo O coi vertici del
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poligono, sard evidentemenfe —- la; sen «, onde &i avra 1'eguaglianza

3 -
I ' l
S=? lay sen a ~ bag sen @ = . . . . <4 la, zen « =?£san*: 50
dove & rappresenta I'area del poligono, Di qni ricavasi
2.5
> W
{.sena

e poiche S, / ed a =ono costanti cosi la somma dei segmenti ¢ & indipendente
dalla posizione di O. '

37 Trovare il resto della divisione per 13 di 739, (A. Lueui),

Soluzione del Sig. P. Marano, studenie privaio a Catania.

Applicando alle successive potenze di 7, ciescuna considerala come il pro-
dotto della precedente per 7, il teoremn che se due numeri si dividono per lo
stesso divisore, il prodotto dei numeri dati e il prodotto dei resti divisi per
questo divisore danno resti vgnali, si avri:

T=muil 1347, TB=m. 13410, 7* =m. 13 4 5,
MN—=m 1349, "=m 13411, 79 —=m. 13 + 12,
NM=m. 1346, B=m 1343, 7T"=m. 13 4 8,
TWO=—m 1344, T =m. 1342, T2 —=—m, |34 1.

Ed ora analogamente ogni potenza di 712 divisa per 13 dard per resto |
ed avendosi 100 = 12 . 8 + 4, il resto della divisione di 72% per 13 sari quello
stesso di 74, ossia O ().

43%. Dei tre quadrati inscritti in un triangolo il maggiors @ quello che
appoygia et lato mmore, — La proposizione ammette eccezioni?  (A. Loew).

Dimostrazione del Sig. C. Aigllo, alunno del R. Liceo V. E. di Napoli.
Indicando con a, b,c i lati del triangolo, con %, &', 4" le altezze relative.
1 lati des qua:]rnti inscritli nel {riangolo e ingistenti sui lati «. » sono, com'é
ali bh'
a4h' b=k
il doppio dell' area del triangolo, cosicché se supponesi « < » sard da dimo-
strare che b+ A" > a—+ k. A tal nopo si osservi che & ha:

noto: =1 noli che i prodotli ak, U4 sono uguali, esprimendo

J 2 4+ al b b
) IR W P sl S s il
h b, 7
Sotiruendo si ricava:
b (b —a) + h (& — b (b — 1) (& —
My SR TREN | O—00—g

|*) Analoga solusione pervenns dal Big. P. Palrossi (R. Istitato tecnico di Ternfl 11 8ig. C.
Aietio (R, Licoo Y. E. A1 Napali) risolve gquesta goistione ricorrendo al teorema di Frumar, ma piit
laporlosamen o
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Ora essendo evidentemente: & > i & per ipolesi & 3> a, segue che il 2° mom-
bro di questa eguaglianza 6 > 0 e m:rsl il primo membro, onde & + A >
a-A c d d
Se il triangelo considerato & rattangnln ed 2 @ b ne sono i cateti: o =&,
ah b i ah
a-h e bW
anche s e ¥ siano disuguali, e quest’ & 1'eccezione che la propesizione ammetle,

—h e

1l Sig. 8. Lopriore (R. Liceo Bari), che sviloppa guesta stessa quistione,
osserva che b :a=h : A’, onds di queste quattro grandezze essendo b la msg-
giore, @ quindi A’ ]a minima, sard (Evcug, 5°, XXV): b+ k" > @ + A, ecc...

45, Se A’ ¢ il prato del lato BC di un triangolo ABC pel quale si ha :
BA' :A'C=m e Pil punto in cui AA’ incontra la circonferonsa. circoscritia®
al triangolo, dimostrare: 1° che

PA+ PB4+ PC — clad-c)y+mb(a+41) _

V' (1l+4m) (mb2 +c%) —atm

sono -eguali fra loro perché ugoali ad T .k quando |

° oha il valore massimn della somma delle tre distanse del panto P ai tre 0

vertici del triangolo §7 ha quando quesic somma uguaglia

2 Y R+ 2r,),

el
dove R ¢ ry indicano it raggio del cerchio cireoscritio al triangolo ¢ quello del il

cerchio ex-inscritio relativo al lato a, (A. LueL).

Dimostrazione del Prof. (. Riboni.
1° Dal triangolo 4 B C, applicando il teorema di Stewart, si ha:

@ CAy 4B, BAy = AA] .a+4a.BA;. AL 1)
By _ __ am . ‘
Ora da A0 = ™ segue: By =1 S g 410 = e—
b mab
Dai triangoli simili A4y B, PA,C si ha poi Ady — BA, PE = PRI +m)
ac

e dai triangoli simili Ad;C, PAB: A4 = A0 =5 PC VB .

Sostituendo nella (1) i valori di 844, 4,C ed il primo dei valori di A4y,
dopo aver diviso per A;C, si otliens:

g 2 ﬂ‘uibi . m as
A M= TE 0 m T 1w

da cui:
mad

V (1 +m) (mb? 4 c¥) — a* m

Pl =
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Similmente sostituendo nells (1) il 2° valore di A4, & ricava:

. @ c
= Y rm Rt —am

Dal quadrilatero ABPC inscritto, pel teorema di Tolomeo, segne la re-
lazione:

PC

ga. PA=—b,PB 4.c.P(l.

Spstituendo 'n essa i valori trovati di PR e PC s1 ricava:

62 4= mb
P ==
VY (1-+m)(c? +mb®) — ma®

e (a—-c)+ mb (a4b)
V' (1 4-m) (c® +mb?) — uim

e quindi: PA 4 PB 4 PC= e d. d

9" Per la ricerca del massimo irovo conveniente cambiar la variabile. Percid
posto ang ., BAP — x osservo che:

PB=2Rsnx, PC=§Rsen (A-x), PA= (b sen x - ¢ sen (A — “))=

43
percid

PA 4 PB4 PC=

(@ 4+ D) sen x -+ (a - ¢) gen (4 — %)

La funzione da render massima é: (a -4 b) sen x <= (a-4-¢) sen (A - ») = 3.
Syilappando ed ordinando rispetto a senx si hal

((n+b}*-——2 (a4-b) (a-c) cos A 4 (a+r:)') gen? x —
— 23 (u+b — (a—c¢) unaA) genx + 3% — (a<c)¥sen? A = 0.
e perché senx sia reale & necessario che sia:
2 (a-h — (a=0) cos ___l)a —
([u-}—b)“ — 2(a+8 (a—-0c) cosd 4 (ﬂ-i-r:)“) (:ﬂ— (a 4 ¢)* sen® ;1)2 0

od anche, sviloppando e riducendo, che sia:

s X V @4+b)t — 2(a+b) (@4c) cos A + (a4 ¢)*
»

I massimo cercalo adunque &:

ZZ Va0 — 2(a41) (a+0) cos A +(a+0F

it fucile verificare l'identith di questa espressione colla data 2 §/ R (R+-27))

_ ’ e o A ;P{'l—nnad}
quando in questa si ponga K = 5 —— ol p=—plg 5 ==—g
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25 - nnhlﬁrotdimu in gqnesto caso é:
Il.ﬂ::l'l:l- - - . ";rl.:-.. !'.. I,i'!_..:_ll_-_:-: IrT.'.._:t'rq'l'.r .rr;. g

N A Bt gl L

;Af;:'-‘-\. 3 H o0 ;"..‘.._:::r': _I_ir;ig,&i* n ) ) a + & — (ﬂ + ﬂ) EDE A
RO MR vkt Y (it 7 XU L V (@482 —2 (a+b) (@40) cosA < (24 ¢)®
S e T U a0

| 'W oite’ — Se si- prolungano AP ed AC, rispettivamente in F ed .F',":l'
in modo che BE — CF — a sard |

= BFy -1.-
] w

p e

Ly

ol
iy .

il

™ L o
L el i i

-

EF =} (a=+b)f — 2(a4-8) (a+c) coed + (a0

la AP (nel caso del massimo) divide I'angolo A per modo che: ang . BAP 4 AFE =
= OAP 4 AEF = Retto, corne si pud dedurre dal valore di zen x; infine il mas- g

simo dquivale al diametro del cerchio circoscritto al triangolo AEF, il che risulta {i§i
dalla: 'ﬁp_’feminna trovala, ed equivale anche al doppio della distanza del centro S
_del cerchio cirsoseritto al triangolo ABC dal centro del cerchio ex-iseritto tan-
~ gente al lato ¢, come risulta dalls espressione data (*).

&7, Verificare ke disuguaglionze

m (b—a) 1 I M (=)
: e il Gt T G T

mﬂﬂ quuh ¢b>ap 0, ed m significa un intero positivo, (D, Besso).
" Solusione del Sig. ‘A, Seymandi, sllievo della Regia Accademia navale di -
Livorio, ()
- Bastérd verificare che

m (b — a) n — gm m (U =— u)

; bﬂ+1 < u'ﬂl bm < ﬂl+1 !

ossia che
n bﬂ‘—l—i-ﬂb“—"—.[— ....... + o™ — 2 4 g™ —1 UL .

hm 41 < am jm . < n+ 1T [1]
Ora, estendo 4 > . si ha evidentementa-

mar =t =t pabm—34 4 amr=2p . am—1  mpm—1
e

m < b —1 - abm—2 4 e = M —2p G g —1 n
e = o™ [ < am™ b

ed a pilt forte ragione la [1] per essere abm £ Im+1 g amp > am+1.

(*) Cir, Ballzer — Planl, §. 14, n. 4,

(**) Bolnzioni snalogha da O. diello (R, Tieeo V, E. i Napoli): A Baldassarre (RB. Istitnto
toenieo A Bari); &, Bitonli, &, Gallusel ¢ B, Maltesn (Tatiinto teenieo dl Catanzaro); A. Coaeei (R.
Intituto teenino di Roma); 4. Davige ¢ G. Menisanti (R. Aceademia navale Al Livorno); 0 Manfredi
(I, Istituto teenico di Reggio Emifis); P, Marane (Stodente privato In Catamia'; M Miconi o F.
Palrassi (R.Islitnlo teenleo di Terni); 8 Lopriore (R. Liceo df Bari); @, Piuma (R. Lisco Qolombo di
tlemova); P. Rizzuii (R. Lieso 41 Calanzaro)
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90*. Dimostrars cke in un decagono stellato, qunis si ottiene profungendo
i lati d’wn pentagono convesso, 38 pradetto dei lati i posto dispari & wguale
al prodotio dei lati di posto pari, (D. Besgo)

Spluzione del Sig, . Michele Nobilz, alunno del R, Istituto tecnico di Chieti.

Sia Ay Ag Ag Ay A3 un pentagono piano convesso; I'intersezione di due lati
non consecutivi la chiamo con la leliera B munita dell'indice che ha yuella
del pentagono non situato su di essi: ollengo cosl il decagono Iy Ag Bj Ag By
Jh Bﬂ. Aﬁ Eg A.i Hl .

I triangoli Ay Ag B4, Ag Ag B; hanno in Ae angoli eguali o supplementari;
quindi il loro rapporto & quello del prodotto dei lati dintorno agli angoeli di
vertice Az, eppercid

By As Ay de Ity . A Ag
Br Ag o Ao Ag By _-H_I e
Anulogamente s1 bha
B Ag o As Ap 5 . Ag Ag ﬂ] ..*1.4 - Ag Ay By , A—d. Asp
By Ay~  AsAu By . As Ay ' BaAsy A Az Bp . A3 Ay
Bo As  As Ay Be . Az Ay Oz 4y Az A7 By . A Ae
Ba Ay = Az Ay By . Ag Az ’ Ay Ay Ay Ag By . Ay A4

Moltiplicando membro a membro queste ugnaghanze, deducesi

ByAs . Bz As . Byi Ay . Bs Az . DBy Ay i -
DgAs . By As . Bo Ay . Ba Ay, By Ay — ¢. & d. (7).

Soluzione del Sig. U. Grossato, alunno del R. lstituto tecnico di Terni.

Chiamando oy, B1; &z, Bsi as, Ps) a4 Ba; as, Ps gli angoli alla base dei 5
iriangoli formati da due lati del decagono e da un lato del pentagono convesso a -
oul essi vanno a terminare; ay by; ag, be; as, bg; a4, by a5, b5 1 lail rispettiva-
mente opposti a questi angoli, che sono in pari tampo i lati del decagono, s avrd:

ay sed By == by sen a1, ag sen By — bg sen «e, ay san fy = by sen xy;

ag sen By = by sen otg, a3 sen P = bg sen &3

e poiché B & uguale o supplemeniara ad @3 B3 uguale o supplementare ad ug,
aec., Tisulla sen f — sen ws. sen Mg — sen 25, ece., onde moltiplicando membien
a membro le precedenti uguaglianze, e sopprimendo 1 fattori nguali nei due
membri, si otliene

ity .tle . a .04 .5 =01.05. 05 .01 . D3. ¢ d. d. ().

(%) Boluxion! somaneialmente snaloghe da C. Aieilo (R. Liceo V. H.di Napoli), 4. Haidas-
sarre (R, Tstltte teonico ol Barl), G. 2 dadie (R. Ptituie leanioo 4i Girgenll), L, Giuwliolori (Rounln
teeniea di Osimo), £ Piecioli (Liceo &1 Chiavari), P. Patressi (R. Istitnto teenleo & Ternl), Ric-
earda De Albini, D, Manacorda e G, Finesnti (R, Istitule tecnico 4l Roma), 0, 4, Tenturi (R, Istitalo
tecnico di Reggio Emilia),

(*#) Soluzions mnuloga dal Big. P, Patroasi almmno del R. Istitato seonico di Terni.

1 Signork P. Patrassi o L. Giwliodeori ossprvavo ginsiamenis che la proprietd enumelaty sns-
sije per gualungue poligono stellato dl 2= Inti;, ofienuio prolungamdo 1 Indi dif ™ peligono com-
vigsp (l w latl, purchd nom sia n < 5.
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Si dichiara inolire ricevimento delle soluzioni seguenti: quietioni &) dal
Sig. F. Benucei, F. Palatini; ¢). 8. Gatti, F, Palatini, F. Viagyi; 42". C. diello;
43* (. Aiello, S. Lopriore; 44&*. . Aicllo; 46. F. Vingyi, U. Scarpis; 48.
S. Catania, L. Merante, F. Viaggi: 49. L. Merante, F. Viaggi; 91 e 92 @,
Russo, U. Scarpis, F. Viaggi; 93° G. Michele Nobile; 54°, C. diello, A. Bal-
dassarre, A. Coacei, 8. Lopriore, O, Manfredi, P. Marano, G. Marsilia. P.
Patrassi, . Piwma; 55*, . Adiello A, Baldassarre. G. Bitonti, A. (Coaee,
Ricearda De Albini, G. Gallucci, S. Lopriore, . Maltese, P. Marano, Z, Men-
goniy, G. Pivma, M, Righetto, G. A. Venturi, G. Yincenti — soluzioni alle
quali si dard evasione col fascicolo venturo.

La Direzione.

QUISTIONI PROPOSTE (*)

567. Dimostrare che, indicando con A, B, U, D qnatiro vertiei
consecnfivi d'un poligono regolare, si ha

AC* = AB X (AB + AD).

B'7*. Dimostrare che, se un triedro ha un diedro retto, la somma
dei coseni dei tre angoli piani mon pud essere egnale a — 1. i

58% Un tronco di piramide, in cni il perimetro della base mag-

giore & doppio di quello della base minore, & diviso in due parti equi-
1
10000

valenti con un piano parallelo alle basi: calcolare n meno di

il rapporto delle distanze del piano seganlte dalle dne basi.

59. Dimostrare ehe il rapporto del raggio del cireslo imseritto

all un ettagono regolare al raggio del cireolo circoseritéo soldisfa alla

euazione
B! —4a* — 4+ 1=1.

680. Dimostrare che la somma dei quadrati delle distanze d’'un
punto qnalanqne d'una superficie sferica dai qunattro vertiei (' nn

(*) 11 werapo utile par Pinvio delle golnzioni delle guistionl nueve & dl quelle rimasto Involute,
seade un mese ¢ mezzo dopo 18 chiusura della redazione del fasciecclo. La data di chinsnra sl tro-
vera pell’alums pagina di elascon nonmero dol Perlodieo,

Le quistioni contrassegnate enn asterlsco sono esclusivamente indirizzate agll alunni delle no- |

sireé scuole,
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tetraedro & facce eguali, in essa insecritto, ¢ eguale ad otto volte il

quadrato del raggio.
D. Besso.

61. Fra quali limiti deve variare 1'angolo acato 2, acciocchd
"angolo B, legato atl « dalla seguente relazione

V2 +14 (V2 +1)tgatgh+tga—tgh iz

2 — 14+ (Y3 —1)tgatgh—tga 4 tgp tgh

sia pur esso aculo?

62" Essendo a ¢ 0 numeri inferi primi con 30, dimostrare
¢he 1" espressione
@ 4 a®h® — b — I

rappresenfa un numero multiplo di 720,
S. GarrL

683*. Costrunire un triangolo dato un lato, 1’ altezza rclativa a
questo lato e la bhisettrice dell’ angolo opposto.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Das geschichtliche Element im mathematischen Unterrichte der hiheren Lehran-
stalten, Vortrag gehallen Lei der 62. Versammlung Naturforscher und Aerzte
zu Haidelberg von P. Treurieiy, Professor am Gymmnasipm zu Karlsruhe
Braunschwalg, 1800, p. 32,

In occasione del XLI Cougresso dei Naturalisti e Medici tadeschi, tenntosi
ad Heidelberg mel Settembre ultimo acorso, il sigmor P. Treutlein, conosciutis-
simo pei suoi lavori intorno alla Matemarica delle eld passate, ha pronunciato
un importante discorso avente per iscopo di fur ottemere un posto nell insegna-
mento delle Scienze esatte a unnmdm'ﬂmum di indole storics, discorso sul quale
credo opportuno atirarre l'attenzione dm lettori di questo Periodico.

Protendere che la sioria sma un ingrediente dell'insegnamento seientifico piil
elementare sarebbe esagerazione e dal pericolo di cadere in essail signor Treut-
lein & difeso dalla sue lunga espevienza didattica, Invece, il desiderio che nel-
'insegnamenio superiore si trovi nn elemento storico, si pud ritenere, almeno
in parte, gik soddisfatio, giaceché — prescindendo anche dai corsi speciali sulla
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sloria della Matematica che furono istituiti presso aleune Universith — o lecito
asserire non esservi aleuno fra gli insegnanti di Istituti superiori che non inse-
risca nel corso delle sue lezioni, con maggiore o minore larghezza a seconda
dello sue tendenze particolari, delle notizie storico-hibliografiche relative all’ar-
gomento che svolge. Ma questo steeso desiderio & ragionevole nell'insegnamento
medio ¢ d'alironde ¢ finors -insoddisfatto.

Che esso sia ragionevole & dimoslrato da guesta sola considérazione, Negli
lslituli di istruzione media i vari rami 4’ insegnamento hanno il fine comune
di syiluppare 1'utelligenza dello scolaro e di assicurargli quella coltora gene-
rale che gli sard necessaria qualungue sia la via mella quale si mette: per €id
si cerca sempre di stabilive il pit gran nomere di inlimi rapporii fra di essi.
Assai spesso perd aceade di udire affermare che la Matematica sta da sb e deve
rimanere isolata, che l'indole sua si.oppone a che fra essa e le altre discipline
venga siretlo gualsiasi legame, ece. Orbene a nostro avyiso queste affermazioni
sono troppo assolute e se nell'insegnamento della Matematica esistesse un ele-
mento storico, il legame in discorso sarebbe ben presto stabilito. Se, ad esempio,
il matematico della scuola esponesse i metodi usati dai vari popoli per leg-
gere @ scrivere i numeri, egli avrebbe occasione di cempletare l'insegnamento
delle lingue classiche facendo conoscere i s'siemi di numeraziome dei Latini e
dei Greci, o di vendere ragione delle denominazioni strane soiwante-diz, quatre=
vingt, ecc. incontrate da' suei alonni nel corso di lingus Francese. Se egli par-
lasse un po” delle origini della Geometria, non solo impedirebbe a’ snoy disce-
poli di condividere 1'opinione (cosi errala e pur tanto diffusa!) che la Geometrin
sia uscita dal capo di Buclide come Minerva dalla testa di Giove, ma potrebbe
far loro conoscere yuania parte ebbero nella sua fondazione e nel suo sviluppo
quel Platone e quoell'Aristotele che essi ebbero occasione di ammirare nello
studin della Filosofia. Bd egli potrebbe ancora citare il nome del grande flo-
sofo di Stagira per dimostrare coms 1'uso delle lettere nell’Aritmetica generale
abbin probabilmente la sua prima radice nel costume cle questi aveva d'indicare
mediante le lettere dell'alfabete 1 concetti astratii.

1 punti di contatio che verrebbero cosi a stabilirsi fra I'inssgnamento delle
Matematiche & gli altvi insegnamenti sono inpumereveli e un po’ d'atlenzione &
sufficiente a rivelarli; 'accertamenlo della loro esistenza farebbe accjuistare alla
istruzione media oviniue 'aspetto di un solido cristallino invece dell’apparenza
di un conglomerato da essa ora in gran parte posseduto. Non & gui il luogo
né il momento opporfuno per entrare in particolari sul modo con cui questo
intento si pofrebbe raggiungere; il signor Treutlein lo ha dimostrate su parecchi
esempi assai bene scelti, suggeritigli dalla langa sus pratica; il lettore 1i troverd
nel lavoro originale accompagnati da altre argomentazioni connesse alla questione,

Un'obbiezione alla tesi sostenuta dal Prof. Treullein che si presenta spon-
tanea ¥ I'esignitd del tempo che generalmente & eoncesso allo svolgimento dei
programmi ufficiali, L’obbiezione & grave ed io lascio giudicare se essa sia tale
da fare abbandonare totalmente I'idea dell'egregio Professore tedesco & chi abbia
la. competenza che deriva dall'esperienza personale ¢ che a me fa totalmente
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difetlo (*), Mi pare perd meriiare speciale considerazione Yossarvazione da loi
falta che le notizie storiche, intercalate in una lezione scientifica, concedono alla
mente di chi stodia argomenti difficili, quelle interrnzioni, quelle panse che egli
pud ragionevolmente pretendere.

Nai personalmente saremmo assai lieti che in lialia fossero accolte con
favore le vedute del Signor Treutlein, non solo pel vantaggio che secondo noi
ne ridonderebbe agli scolari, -ma anche perché in tul modo la mente dei pro-
fessori sarebbe mcondotts verso un campo di stedi che da noi & complelamenta
trascurato: parliamo degli studi storici, Lungi da noi Dantico conceito cheé
pone a uno slesso livello il far grandi cose s il raccontarle, quindi preferiremmo
aseai che gli insegnanti delle nosire scnole medie si occupassero di far progre-
dire 1a scienza piutiostoché esporre conquste gid futte. Ma ai pid fra essi manca
il tempo indispensabile per compiere colla dovuta continmild delle investigazioni
originali @ quindi essi restringono la propria azione alle esigenze della scuola.
A tatti invece sarebbe possibile di compiere ricerche di erudizione le quali non
esigono un lavoro ininlerrotto: essi allora poirebbero aspirare a fornire gli ele-
menti per una sintesi storica, la quale sorgerebbe quando esse fossero abbastanza
nameross e importanti e delle quali essi sarebbero fattori essenziali. A dimo-
strare Ja lepitlimitd di questa nostra aspirazione busta osservare come in Ger-
mania molti insegnanti di scuols medie (per esempin il Trentlein stesso, il
Nizze, 1'lUnger, ecc.) hanno aiutato con preziosi dati di fatto lo studio dello
syolgersi del pensiero matemslico; e quando si pensa al numero di documenti
importanti per la storia scientifica che stauno dimenticati nelle innumerevoli
biblioteche italiane (") — documenti che gli stramieri ci invidiano e che noi
dovremmo ricordare col rossore di chi non sa trar profitto dalle ricchezze che
possiede — non si pud non lamentare che fra not sia cosi poco diffusa 1'abi-
tudine i studiare le antiche opere matematiche, alle quali si preferisce conce-

dere un’onorata sepoltura ed un eterno oblio.
Gwo Lomia.

Zur Auflisunyg der dieipliediigen rrotionalen G leichungen mit linearen Ra-

dikaniden von Dr. Jos, DiExmaNy In Viarann.

Per dare idea del principale seopo délla nota che porta il titolo riporlato,
inserila nella XIX annata della Zeitschrift fir mathematischen und naturiissen-
schaftlichers di Howrmann, prendiamo a considerare I'equazione a tre fermini con

radicand: linear

V 92+ | — ¥Fiz—3 =3 [1]

(#) Affinché tntll potessero avers aoil’ occhlo gli elementi necessari per prononelare 1l gludlzle
vedrel con piacers tradoito o stampato in qnesto Periodice 1) lavoro del Sig. Treutlein, ll‘:ﬂﬂmp;-.
gnato da note atte a sopperive alle cognlziond atoriche presupposie nal Jettore.

(#) Che questa non ai& non vonghiturs priva di fondamunto 4 dimostralo dall® esldlenza di L'n
precursore datiano @i Lobalrchewsky e Iiolyas lgnoto fine al giorno (17 warze 1889) in cui il Pro-
fossore Beltrami jo presentd a) suol colleghl dell' Accademia de! Lincel
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Risolvendola eol mefodo ordinario, dopo due elgvamenki al quadrato, si & con-
dotti all’squaziona
25 08 — 104 24 133 =0,

19
le cui radiel sono 7 e . Sostituendo suceessivamente questi valori nei due
radicandi, & trova prima V 9241 = +8¢ ¥V 1o — 3 = =+ 5, quindi

14 : — 1
V ouw+ | =‘_I'—E‘E Viz—3 =i——5~- Ora delle quatiro possibili

combinazioni dei segni delle radici, che si presentano in ciascun caso, una sola
soddisfa alla proposia equazione, e precisamercte 4+ e —+~ nal 1° caso e + & —
nel 2° e per giunta la compinazione da adottare nell'uno & diversa di quella
da scegliere per l'altro,

In vista di cid 1'A., dopo gvere osservato che il metodo comunemente ado-
perato per la risoluzione delle eqnazioni a tre termini con radicandi lineari,
non & del totlo soddisfacente, mancando di quel caratiere di deferminatesze che
dev'essere precipuo ecopo delle matematiche, potendo anche ingenerare confusione
negli seolari, assume per ogni eyuezione come [1] la forma piu generale

F (o) Fy (@) = ¢

e si pone il problema di determinare F () ed Fy (»), in fanzione dei coefficienti
della dsta equazione, in modo da trovare. F' (@) — o ed Fy () =B con a4 p—¢,
il che paturalmente viene a togliere qualeiasi ambiguitd e permetle di trovare
lo radici della [1] risolvendo una delle eguszioni F (2) =@, F (o) =§,

Il metodo da lui seguito mentre risponde completamente alla posta gnistione,
ha poi il merito di raggiungere lo scopo applicando un processo di pura elimi-
nazione lineare, il che & cerlamente vantaggioso sotto 1'aspetto didattico. Questo
4 il motivo ¢he ol ha sospinti a darne un esteso cenno,

L'A. considera separatamente le equszioni

Va:r-l—b-l-]“ja;:ﬂ—i-b; — ) r-u:r-l-b-—l—ymx-}-b] — Van:t:-i-bn

applicanda all'nna ed all'altra lo stesso processo, ond'é che noi ci limiteremo
qui & riassumere il suo trattamento per quanto rigvarde l'uliima pil generale.
Pongasi

awet+b=y?, ayz+b =% g+l =, y+z=cu

Si otliene il sistema

Dz p4+ z=¢c u=0
— ax~ty . y+0.540,u=1"b 2]
—me+0.y4s.24+0.u=N}i
—ag 2 +0.y4+0.24+u.. u=—1

che considerato come lineare fornisce




0 O | — ie 0 1 1 =¢
— a 0 i ——ﬂ]}'ﬂ' 0

= —_ iy Oy 3 0 . B= — ap 0 s 0|
— g bz 0 1 — ag 0 0 u

0ssia -
Ry=mu{mb—ab) —cz{agdb—aby)=uA —c3 A ,

avendo posto A —ay b —a b, Ay =13 b —n bg. Se si fainolire Ag —ae By —
¢y bg e si ricavano dal sistema [2], in modo analoge, la = ed w, si perviene
nil'altro sistems

Ryd4-eAg 2= Au=0, cAsy +R:4-Au=0, Agy—4+=A s Ru=10_ (8]

Per la coesistenza di queste tre equezioni dey'essere

R ¢Ay —A
cAy R A= b
Ay M R

Sviluppando ed eseludendo R = 0. risulta

R:-_{:Vﬂgﬁlﬁf_l_l“ ﬁfdj—aﬂ),

onde K, che conleneva in origine y, =, %, ai trova espressa mediante i coefficienti.
Dopo e dal sistema [3] st deduce facilmente

Yy E—4chy 5 RA-cAs

—
—

e

4% A, — Az w Ay — As

-
=1

Dai valori che si ottengono per L = daoe per ciascun quozienle la R

%

avendo doppio segno, la cui somma & ¢, sono poi da ricavare i valori i = che
soddisfano all'equazione proposta.

L'A, discute le formole ottenule, applica il suo metodo ad aleune equa-
zioni numeriche e conclude come segue: -

1) Nelle equazioni irrazionali le espressioni delle radici sono da prendersi
assolufamente e da considerare da principio eome incognite 1 eui valpri si la-
sciano caleolare direttamente dai coefficienti dell’equazione.

2) I valori di @ si deducono da gueili dei vadicali.

A. Luaur

Pabblicazieni ricevute dalla JDirezione del Periodico

Giornals di Matematiche nd uso degli studenti delle Universita italiane, pubbli-
cato per cura del professore G, Batragunt. Vol. XXVIIL Gennaio-Febbraio.
Napoli, B. Pellerano editore, 1889.

Journal de Mathématiques élémentaires & 'usage de tous les candidats anx éco-
les du gonvernement el des aspirants an bacealauréat és sciences, publie
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sous la direction de MM, pE LonocHAMPS, professeur de Mathématiques

spéciales au Lycée Charlemagne, LuoEn LEvy, agrégé des sciences mathé-

matiques, directeor des études & 1" Eeole préparatoire da Saint-Barbe. 3" Série,

Quatorziéme année. N. 1, 2, Féyrier, Mars, 1890. Paris, librairie Ch. Dela-

grave.

Journal de Mathématiques élémentaires publie par H. Vumerr. 14° année. N, 9,

' 10, 11, 12. Paris; M. Nony et C,, 17 rue des Ienlex, 18590. '

1’ Universits. Rivista dell’ Istruzione superiore, pubblicata da nna societd di pro-
fessori. Anno 1V, 1800. Gennaio-Feblraio. Bologna, Libreria Idelson.

Mathesis, recueil mathématique & 1'usage des écoles speviales et des établisse-
ments d'imstruction woyenne, publié par P. Blaxsion, professeur & 1'Uni-
versité de Gand, et J. NEusEre, professeur & 1'Universite de Libge. Tome
dixiéme, Janvier, Février, Mars, 1800. Paris, Gauthiers-Villars & fils; Gand,
Ad. Hoste, Hditeur,

Rendiconti del Circolo matematico di Palermao. Tomo 1V. Fase. 1 e 1I, Gennaio-
Felbraio e Marzo-Aprile, 1890,

Rendiconti dell’ Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Socicta Reala di Napoli). Serie 2%, Vol. 1V, Fasc. 1" e 2", Gennaio e Febbraio,
1890. - ‘

Zeitschrift far mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. Ein O
gan fir Methodik, Bildungsgehalt und Organisation dor exakien Unter-
richisfacher an Gymnasien, Realschulen, Lehrersemioarien und gehobenen
Birgerscholen, herausgegeben von J. G, V. HOFFMANNS. Xl Jahrgang. 1
Heft, Leipzig, B. G. Teubner, 1890.

AcanENsoNE (@) — Sopra la correlazione dei terremoti con le perturbazioni
magnetiche. (Ren. R, Acc. Lincei, 1880).
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Barpewt (G.) — Commemorazione del Comm. Prof. Celeste Clericetti (Rend. i

R. lstituto Lombardo, 1800).

Braiavi (C.) = Sulle equazioni differenziali lineari. (Rend, R. Ace. Lincei, 1890).

Cancant (A) — Sul valore normale delle temperature medie, mensili ed annoe
di Roma. (Rend. R. Ace. Lincei, 1890).

Grootom (F.) — A propesito della quistione 88 proposta dal Prof. Cesaro (Gior.
di Battaglini, Vol. XXVII, 1889). — Una eonsiderazione rolativa alle serie
a termini positivi costanti tea le quali trovasi quella &' Eulero (idem, idem).

Nacy (A) — Fondsmenti del caleolo logico. (Gior. di Battaglini Vol. XXVIli, -

1800).

Persiamt (0.) — Elementi di geometria secondo Euclide ad uso dei lice. Libro
IV. Roms, Tipografia della Pace, 1890. — Prezzo: cent. 7.

Porta (F.) — Geometriz analitica, Torino, Fratelli Bocea editor, 1800. Prezzo:
Lire 8. .

Riccarpl (P) — Di alcune opere di prospettiva di aniori Italiani ommesse nel-
s « Histoire de la Perspective » di M. Poudra, (Bibliotheca mathematica di
G. Enestrom, 1890),

i —

Chiusura della redazione il di 30 marzo 1890.




SULL INSEGNANENTO DELLA NATEMATICA

NELLE BSCUOLE CLASSICIIE

(Continuazione ¢ fine).

Veniamo orn al Liceo, Quni 'insegnamento dellan matematica era
una volta distribuito in dodici ore settimanali delle quali sei nella
prima classe e le altre sei o divise tra le altre due classi o, sebhene per
poco tempo, rivmite tutte nella seconda; e in fal periodo fn anche
aggiunta un'ora e mezza settimanale alla terza classe, allo scopo che
i giovani, avendo oramai esaurito lo studio della matematica elemen-
tare, potessero esercitarsi nella seoluzione dei problemi e tener pre-
sente la materia stndiata nel momento di presentarsi alla licenza
liceale. Con sei ore settimanali di lezione gli alunni della prima classe
potevano sufficientemente assimilarsi gli argomenti del programma,
addestrarsi nel calcolo algebrico e nella soluzione di facili problemi di
Geometria, che si spiegava fino a tutio il terzo libro di Eunclide. In tal
moto nella seconda e terza classe si poteva procedere assai pit spedi-
tainente nello svolgere le altre parti del pogrammna, e rimaneva tempo
sufficiente per fare esercizi su tufte le parti della materia spiegata.

Ora invece nel Liceo per la matematica non sono assegnate che
ire ore alla seftimana in clascuna delle tre classi; e per la prima spe-
cialmente ruesio fempo & affatto insufficiente. In questa classe il pro-
gramma di Algebra & rumasto sn per gii Il medesimo di prima, ma a
quello di Geometria venne agginnlo il quarto libro. N& serve il dire
chie la spiegazione della Geometria deve ora cominciare nella prima
classe liceale dal secondo libro perché il primo deve essere studiato
nel Ginnasio. Bisogna pensare: chg nella prima liceale convengono
alunni provenienti (a seuole diflerenti e che guindi hanno studiato
la Geometria con melodi e testi diversi, che molti di questi gio-
vani, specialinente se hanno studiate privatamente, della Geometria
ne avranno letto appena quel tanto da poter rispondere all’esami-

4
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natore nei pochi minuti dell'esame orale. In twli condizioni se il
professore vuol procedere con sicurezza non ha niente di meglio a
fare che riprendere dal principio 1'insegnamento della Geometria.
Dovendo fare tatto ¢uesto & assolutamente impossibile syolgere ¢ bene
tutto il programma; e si rinnoveranno gli stessi inconvenienii che ho
notati pel Ginonesio rigoarde ai temi scritii ed alla loro correzione.
E con alunni cosl poco esercitati come si potrh procedere innanzi nelle
due classi superiori? Se una volia per queste le sei ore complessive
erano sufficienti, adesso non lo semo pit, perche ad ogni momewto e
bisogna arrestarsi a ricordare le cose precedenti, ogni semplice cal- {
colo, ogni semplice lrasformazione, presenta difficoltd insormontabile . %0 B
agli alunni se non sono autati dal maestro; e nella seconda classe ;
specialmente la spiegazione del quinto libro di Euelide ocenpera un R
gran tempo, perché tutti gli insegnanti di matematica sanmo guanti
sforzi bisogna fare perché sia inteso, se non da tuiti, almeno da
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nn disereto numero di seolari. (dtinan) AL
Notisi poi che il programma & sempre presso a poco il medeﬁn:ioz.;
ora che tra Ginnasio e Liceo il tempo assegnato all’ aritmetica e ma- ‘,r |
tematica ¢ di 17 ore per settimana (supposto che nel Ginnasio infe- ; ;
riore il tempo assegnato per 1'aritmetica e le nozioni di scienze natu- @
rali sia diviso per meth fra i due rami di insegnamento) di quello che i )
era con irantiquattm ¢ fno t'ﬂntjr::inque ore e mezzo, pniuhé S0N0 i

riduzioni insignificanti 1'aver tolto i teoremi relativi al volume del %
tronco di piramide a basi parallele e la risoluzione dei triangoli obli- i
quangoli, potendosi nella terza classe, se gli alunni fossero ben pre-
parati, svolgere quest argomenti in tempo assal hreve,

Anche nel Liceo poco si pud ofienere dai giovani per cid che
riguarda la diligenle e m::sc:i&nzi;sa esecuzione degli esercizi seritti
fin che non sia ripristinato 'esame seritto. L'aver ora lasciata la
facolth ai eandidati li scegliere tra I'esame scritto i greco e quello
sulla materia scientifica equivale all'aver guasi abolita quest'ultima
perché in generale i giovani preferiscono la prova seritta di greco
che offre meno pericoli e maggiori speranze di quella (i mate-
matica. E siccome pitt che ogni altra cosa, chi si presenta all’esame,
cerca il modo di rendere piu facile la rinscita, non ¢ raro il caso,
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per non dirlo affatio costante, di alunni che intendono di darsi agli
studi matematici superiori, e che ottenuta la licenza si inscriveranno
nella facolth matematica, i quali non si sentono abbastanza sicuri nella
matematica elementare da sottomettersi con speranza di successo alla
prova seritta di matematica che, per guanto si sia detto il contrario,
¢ quasi sempre stata assai facile, e preferiscono la prova di greco.
I a questo proposito sarebbe utile che fosse constatato unfficialmente
il numero degli studenti inscritti nelle facolth di matematica prove-
nienti dai Licei e che non si sono sentiti in grado di risolvere il pro-
bloma di matematica nell'esame di licenza. Credo che il risultato sa-
rebhe tale da preoccupare seriamente tutii quelli a cui sia a cuore

che il nostro paese mantenga nel progresso degli studi matematici
il posto onorevole che fin'ora ha occupato, e convincerebbe tutti della
necessith di obligare alla prova scritta di matematica almeno ques
giovani chie intendono inscriversi in una facolth di matematica.

N& questo & il solo damnno che tale disposizione reca agli studi
liceali; i giovani, vedendo che possono fare a meno della prova di
greco 0 di quella di matematica, e non essendo evidente come la
accellenza nel greco possa compensare il difetto nella matematica o
viceversa, ne traggono spontanea la conclusione, che ad ambedue lo
materie si d4 poca importanza, e che nell’ insegnamento liceale hanuno
un posto affatto sccondario.

N& meno dannose, almeno per quanto riguarda la maiematica, sono
le conseguenze dell'altra disposizione dell’attuale regolamento che con-
cede in certe circostanze ai giovani di presentarsi all'esame di licenza
Jierale solo dopo due anni dalla licenza ginmasiale. Per decidersi so gl
convenga approfittare di questa concessione il giovane non pensa affatio
se le sne forze intelletinali, la sua istruzione, sieno tali che possa senza
danno della sua coltura abbreviare di nn anno il corso liceale. Tutii
non vedono in ¢id che una via per poter tentare la sorte di rispar-
miare un anno ed & frequente il caso#i giovani che rimandati nello
esame di promozione dalla prima alla seconda classe, e che quindi do-
yrebbero ripetere il primo corso, si ritirano dalle scuole pubbliche ed
osano presentarsi nell'estate successivo all'esame di licenza liceale. Una
volta che questi giovani hanno tentaia la prova della licenza, anche se
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rimandati, e lo sono in gran parte, & inutile sperare che essi ripiglino re-
golarmentle gli studi liceali. Di solito ecco che succede: questi candidati,
g0 non hanno trovato la Commissione esaminatrice tanto indulgenle da
concedere loro la licenza liceale, non 'avranno trovata sempre tanto
severa da negar loro la idoneith alla terza classe liceale. Con (uesta
ottengono I'iscrizione in una scuola i Farmacia o di Veterinaria e co-
minciano cosi a frequentare le seunle universifario, allora disdegpano
di occuparsi degli studi liceali, ed all'esame di licenza non pensano pit
che all'avvicinarsi della nnova sessione e sarh molto se poco prima
daranno una ripassatina alle materie sulle quali dovranno essere esa-
minati, sperando che non si avra il coraggio o la poca wmaniia di
rimandarli wna ferza o quarta volia. Del resto che debbono fare gli
esaminatori ? Tl candidato nella prima sessione i esami avra superato
le prove di qualche materia, nella suecessiva quelle di qualche altra,
qualche volta avrd goduto di una concessione ministeriale, e dopo es-
sersi presentalo parecchie volte non avrh pitt ehe a superare 'esame
in una o due materie e in tal caso la pieth vince anche i professori pii

severi. Otftenuta la licenza dopo essere stato un anno inseritto nella | o
scuola di Farmacia o di Veterinaria, si otliene di pussare al secondo f‘

anno delle facolth di medicina, di matematica o magari di legge, e si
ragginnge lo scopo principale di guadagrare un anno. Con questo
metodo ¢ facile capire quanto avrh guadagnato la coltura generale
di questi giovani e quanto il buon andamento dei loro studi uni-
versitari. Per cid che riguarda la prima & fuor di dubbio che al
momento in eui ritirano il diploma i licenza degli stodi liceali
non ricorderanno quasi pitt nulla, e per i secondi si troveramo con
un gran numerp i esami arretrati da sostenere e saranmo fra quelli
che al momento dell'esame di lauren hanno sulle spalle gli esami
speciali a dozzine. S'intende che tutio questo possa accadere, e pur
troppo molto di frequente, anche all'alunno che abbia compiuto rego-
larmente il eorso liceale, ma sara la condizione quasi normale per
colui che dopo aver fatto il primo anno ¢ due o tre mesi del secondo
n mma seuola publica, 1'abbandona per consacrare il tempo che rimane
& compire 'anno scolasticn, prepararsi, ajutato da un insegnante
privato piti o meno esperto, fualche volia da uwno studente che ha
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finito il Lieeo appena I'anno precedente, all'esame di liconza, eonden-
sando cosi in pochi mesi di stadio tutto il programma del seconde e
terzo anno di Liceo. Se il giovane & animato da buona velonth si sot-
topone ad un lavoro improbo che stanca la menie senzn Ifrutto, e se
egli & un negligonte che tenta la prova per sottrarsi pihv presto alla
disciplina del Liceo, allora senza questa, senza il legame dell orario,
senza 1'obbligo di prepararsi a determinate lezioni e (i far esercizi
in giorni determinati, interromperi ad ogni momento le sue oeeupa-
zioni appena abbia un leggero sintomo di noia o di stanchezza.

E ovidente che da guesta condizione di cose pit di tutto ne debba
risentire danno il profitio nello studio della matematica, ove pin che
m ogni altra dotirina si sente il bisogno di uno sindio regulare ed ordi-
nalo, e che il discente disponga di un tempo sufficiente por assimilarsi
le nuove cose che impara e per eseguire numerosi esercizi ai quali
possa pensare con calmn. Inoltre i giovani che anticipano 1"esame di
licenza liceale sono i pin maturi di eth e percio, se intelligenti e volon-
terosi, quelli che dello studio delle matematiche potrebbero cavare
maggior profitto; se tardi d'ingegno e negligenti sono altresi quelli
che pii sentiranno la necessith i non affrevtare i loro studi.

Da quanto ho detto mi sembra che risnlti semprs evidente la spro-
porzione fra le cose che il professore di matematica deve insegnare e
il tempo disponibile a questo scopo. Ora semhrami anche troppo vasto
il programma di matematica per alunni che non intendono progredire
in tali studi, e per i guali la matematica non deve servire che come
ginnastica mentale e per scopo di eoltura generale; e crodo che, senza
che né 1'ona nd Valtra possano soffitirne, sin possibile iminuirlo al-
quanto, a condiziong perd che non si diminuiscano di pin le ore d'inse-
gnamento, e che piuttosto vengano aumentate.

In quanto a coloro che intendono percorrere gli stwli matematici,
hisogna pensare che neppure col pI'DEl‘HlIlII]H. attuale imparano itutto
¢id che per loro & necessario a sapersi, ma, quel che ¢ peggio su quanto
loro si insegna, per la risireflezza del iempo, non possonoe ayvere una
preparazione sufficiente da poter loro servire di solida buse per gli studi
futuri. Diminvendo il programma ma aumentando le ore d’insegna-
mento, imparerebbero nel Liceo minor quantita di cose, ma su quelle
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che garanno insegnate sarebbero cosl sicuri da poter da loro siessi o
dietro brevi accenni dei professori universitari riparare alla maneanza
del programma liceale. Giacché mi sembra che un giovane ben prepa-
rato e ben sicuro dei primissimi elementi e dei principi pit general
della malematica, che con confinui esercizi abbia raggiunto una certa
facilith a concepire e frattare nel modo pitu semplice le quistioni, debba
poi facilmente imparare tutte le teorie speciali di eni puo in seguito
avere man mano bisogno. |

Sopratutio & indispensabile ristabilire le prove scritie tanio negli
esami di promozione come in quelli di licenza, e quando vi fosse modo
di esercilare bens gli alunni lungo l'anno seolastico non si ripetereb-
bero pilt in tali prove gli esempi, che tutti ricordano, di generali disa-
stri e che forse furono la causa della loro abolizione. E certo che se la
prima volta che un alunno tenta la soluzione di nn problema, anche
semplice, & abbandonato alle proprie lorze e lo deve fare in una prova di
esame, novantanove volle su cento fallirh. Ma guando il maestro avesse

avuto tempo di assegnare almeno una volta al mese un esercizio seritto e

in iscuola il risultato sarebbe differenie. Infatti & certo che nella seuola
gli seolari penserebbero a fare da soli, prima perché il tempo ristretto
non laseerebbe agio a cercare l'ainto altrui, e poi la frequenza delle
prove, e non avers esse conseguenze decisive come quelle dell'esame,
li distoglierebbe dall’organizzare la frode, che una volta o l'alira po-
trebbe con loro danmo essere scoperta. Inolire dalla lettura di guesti
geritii, potrebbe il maestro farsi un idea delle autenticita del lavoro,
anche in base alla sola presunzione di quanto & capace di fare un gio-
vane, e qundi prendere qualche provyedimento per 'avvenire ; menfre
(mesta presunzione reslerebbe senza nessun effetio se si trattasse di una
prova di esame.

Col tempo ristretto di cui ora si dispone bisogna limitarsi a dare
pochi problemi da risolvere a casa ; ma allora & inutile sperare che gli
alunni faccian da loro. La maggior parte si affiderd all’aiuto alirui,
giacché ci vorrebbe un grande amore per lo studio in generale ed in
particolare per la matematica per dedicare un poeco di tempo alla soln-
zione di un problema guando poche parole suggerite da altri possono
esimere da ogni fatica, Nell'ipotesi migliore il giovane che si sorve
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dell’aiuto altrui per risolvere un problema, se lo farh anche spiegare
e poi eercherd di studiarne e di impararne la seluzione come farebbe
di una proposizione del suo testo. If qualche cosa anche questo, ma con
¢id non si raggiunge ancora lo scopo al quale si mira col proporre agli
scolari la soluzione dei problemi, che non & solo di far conoscere nunove
proprietd speeiali, non assolutamente necessarie per I'intelligenza degli
argomenti suceessivi del programma, ma anche e principalmente di abi-
tnare la mente dei giovani allo sforzo di trovare da sé le relazioni che
legano gli elementi del problema, e facilitargli cosi lo studio di nnove
teorie ed il ricordarle. Per otienere dai giovani quesfo sforzo mentale
e costringerli ad acuire il loro inlelletto alla ricerca della verita, credo
che 1'nnico esercizio vero ed efficace sia quello che si fa nella scuola in
presenza del maestro a voce ed in iscritfo. Sul principio il giovane
fard qualche tentativo infrutinoso, ma se non ha speranza di ainto rad-
doppieri gli sforzi che in fine, specialmentie se il maestro avric cura di
graduare gli esercizi anche fra gli alunni della slessa classe, sarammo
coronati da felice rinscita. Allora non v’ha dubbio che il giovane co-
mincerd a provare quel sentimento di compiacenza che in tutti si mani-
festa guando si riesce in una impresa, che si gindieava qnasi impos-
sibile. Da questo intimo sentimento al desiderio di fare di pin, all’amore
per quelli studi verso 1 qualil prima si nutriva invineibile ripugnanza
il passo & hreve e non inbito che giovani cosi edueati daranno di sb
buona prova e gli stndi matematici ne risentiranno notevole vantaggio.

Anche la facolth di anticipare 'esame di licenza liceale dovrebbe
essere meglio diseiplinata. Prima di tuito, di essa non dovrebbero ap-
profittare che quelli che realmente sono soggefti a leva; e poi si do-
vrebbe permetlere il passaggio dal primo anno dalle senole di Farmacia
e Veterinaria al ssconde corsn delle altre facolth universitarie solo
quando il giovane avesse gii da un anno oitenuta la licenza liceale.

» DEMETRIO VALERI.
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INTORNO AL SIGNIFICATO e
DI ALCUNE QUESTIONI DI PROBABILITA e
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Il Prof. V. Murer nel fascicolo VI dell'anno IV di questo Pe. '
riodico esamina la probabilith affinché un triangolo preso ad arbitrio
sia isoscele anziche rettangolo, e il Prof. S. Rindi torna inciden-
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teratura della probabiliti. _
Intendo benissimo come si possa domandare se un triangolo ;
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disegnato a caso sara acutangolo anziché ottusangolo (non sarebbe
il caso i includere nella questione i triangoli rettangoli, la proba- i
bilita dei quali & nulla rispetto a quella dei triangoli delle altre ’
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due specie). Quella che non arrivo a capire ¢ la probabilith che un I
triangolo, preso o disegnaio a capriccio, sia isoscele anziché retian-'°
golo. Perchd, menire vedo la qualith di triangolo scindersi nelle due i
di acutangolo e di ottusangolo, non so trovare un fatto unico che ‘=
comprenda sinteticamente tanto il fatto del triangolo isoscele quanto
I'altro del triangolo rettangolo. Per questa ragione i due fatti non ;
mi sembrano paragonabili fra loro. Ammetto che un discepolo ideale,
indifferente ciot a tutti i easi, qnale lo richiedarehbe il caleolo delle .
probabilita, invitato dal maestro a diseguare nn triangolo, In farebbe : 'j
pin verosimilmente otfusangolo che non acutangolo. Ma se gli si
dicesse di fare a sun scelta un triangolo isoscele o un triangolo ret-
tangolo, non ci sarebbe, mi pare, ragione alcuna per aspettarsi di
preferenza 1'un triangolo o 1'altro. Gli & che le qmalith di isoscele
e di rettangolo non si possono occultars soito un unieo concetio,
come, dicendo triangolo, si ocenltano quelle di acutangolo e di ottus- f
angolo. N& si dica che disegnando un triangolo a piacimento il caso ";--,-.'_-T’
speciale del triangolo rettangolo potra ayverarsi pitt 0 meno facil- Mfg
mente che non quello del triangolo isoscele, dalo che wno dei due 2k
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casi st meveri, perché nella questione del disegnare un triangolo
qualunque, i suddetti casi speciali intervengono entrambi con proba-
bilith nulla, e fra due zeri della questione non si pud instituire
confronto di sorta. Per ¢id non mi sembra corretto il derivare la
probabilita del triangolo rettangolo di contro al triangolo isoscele
dalla figura che serve a mettere in chiaro quella del triangolo acn-
tangolo di contro all'ottusangolo, come fa il Murer nell’ articolo
sopra citato, L' arbitrarieta del risultato al quale pud condurre il
metodo seguito dal Murer, arbitrarieth notata nell’articolo del Rindi,
parmi debba far capo alle precedenti mie osservazioni. Lo stesso
rapporio 2 : 1 che il Prol. Giudice assegna senza dimostrazione alla
probabilith del triangolo isoscele di contro al triangolo rettangolo
nei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (anno 1890, fa-
scicolo TIT) pud essere sospetéiato (i arbitrario, al pari dell altro
¥V 3:1 trovato precedentemente dal Murer, risultando esso, al dire
del Ch™ Professore, dal confronto di due probahilitd infinilamente
piccole. Se gueste due probabilitd somo perfetiamente paragonabili
fra loro, come egli asserisce, ¢ desiderabile che se ne chiarisca il
come e il perche. E soprattutio che la quistione venga risoluta alla
stregua d’una deflnizione accetiabile, se sard possibile il trovarla (7).

G. Frarrn.

SOPRA UNA QUISTIONE DI PROBABILITA

TRATTATA RECENTEMENTE DAL ProF. Murer (™)

1. In infiniti modi si pud stabilire una corrispondenza univoca
tra 1 punti d'una superficie e le djverse forme di {riangoli e se essa
& tale che i punti corrispondenti ai triangoli acutangoli, p. es., for-
mino una parte della considerata superficie, il rapporto di tal parte

(*) La redazlione rltiene opportuno segnalars |l legame esistente fra questo od jl sneeessivo ar-
ticolo, del Prof. Gludiee, quantunqne sortl indipendentemente 1"uno dall’altro.
(**) Periodico di Matematipa. — Novemhre-dicembra 1880,
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alla rimanenmte pud prendere qualsiasi valore se sia arhitramia la
scelta della corrispondenza tra i punti della superficie e gli elemanti,
arbitramamente scelti, sufficienti per determinare i tre angoeli d'un
triangolo.

In melte questioni che contemplano infiniti casi possibili si offre
spontaneamente il significato da attribuirsi alla parola probabilitd,
significato da considerarsi come implicitamente accettato da chi non
avesse dichiarato altrimenti. Ma anche per tali questioni, sebbene
non possa dirsi assolutamente necessaria, & molto utile una dichia-

razione esplicita rigorosa, sia per impedire che i poco esperti errino, =

sia. perché tra le infinite definizioni concepibili per ogmi singola que-
stione, nella quale siano da considerare infiniti casi possibili, non
sempre se ne irova upa che simponga a preferenza delle altre e,
seppure ¢'e, si @ liberi di non sceglierla. Tn questnitimo caso perd
si adatta quasi sempre artificiosamente, senza criterio logico, la defi-
nizione di probabilita ad una rappresentazione preconcetta invece

di adattare una rappresentazione al concetto di probabilith pit natu- - )

rale per la questione da trattarsi.
Per stndiare la frequenza con cui certe condizioni sono soddi-
sfatte dalle soluzioni della

@y - @y + @y F= v T Taa T B =

dove p & un numero dato el @, @ ....w, sono arbitrarie, si
cerchi la probabilith che tali condizioni siano soddisfatte da una
delle solazioni, in numero finito, (i quell’aquazione nellipotesi che
Py By ... &y febbane avere una comune misura = necessarinmente
parte aliqguota i p, e poi vedasi di determinare il limile di tal
probabilitd, se esiste, col tendere di : a zero. Se si pud avere una
rappresentazione geomeirica delle soluzioni e queste finiscono per
formare uno spazio divenendo infinitesima ¢, si potrd dire che il
limite del rapporto dei numeri delle soluzioni di due classi & dato
dal rapporto degli spazii corrispondenti solamente se si sia potuto
riconoscera chie, divenendo infinitesima e, i punti corrispondenti alle
soluzioni delle rlue classi che si considerano finiscono per formare
uno spazio di (lensith costante,
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Questi sono precisamente i criterii di eui si servli sempre il
Prol. Cesaro per non discostarsi mai dal conceito pili naturale di
probabilith nelle questioni analoghe a quella della rottura del dia-
mante da lui tratlata con ammirabile eleganza.

2. Se @ y z si fanno proporzionali alle distanze d'un punto
mobile nell'interne di nn iriangolo equilatero dai lati del mede-
simo, le soluzioni di

2t y—+z=rmx
"

date da valori di & y # aventi per comune misura —— sono date

dai punti d'intersezione delle parallele ai lati del triangolo con-
dotte pei punti che dividono le tre altezze in » parti eguali; esse
(quindi sono uniformemente distribuite nel piano dove ocenpano i
vertici d'ona rete di triangoli cquilateri di lati tutti eguali alla
n™* parte del lato del primo triangolo equilatero. Se con 4, A, si
indicano due porzioni, superficiali, di questo, con N, ed N; i numeri
di nodi dell'accennata rete compresi in 4, Ay, rispettivamente, con
t, la superficie d'uno dei triangoli equilateri della rete, con T la
superficie del triangolo dato, si ha: (*)

w . L= T
lim IVI-EIHZ.;‘]] ].im Ng . 2?,,:.‘1,
n=00
13 Ny Ay
i . Ny = -A?.

Oosi & ginstificata la rappresentazione geometrica per le classi di
sodnzioni distribuite in superfici.

Similmente si giustifica la rappresentazione geometrica delle solu-
ziom della

per mezzo dell’ (n - 1)}edroido n—uplo per le classi di soluzioni di-
stribuite in porzionl del medesimo aventi, come esso, # dimensioni.
Con questo perd non resta punto stabilito che i numeri delle

1*) V. P, €. Leiguse Dinzcmuer — Lezioni sulla teoria dei numeri, pubbl. da Dedeklnd, tra-
dotte da Faifofor — Venezia, 1881, pag, 806,
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soluzioni distribuite in spazii d'un minor numero di dimensioni siano
ancora proporzionali ad essi spazii. Si riconosce anz facilmente che
la distribuzione delle scluzioni in spazii di meno di # dimensioni con-
tenuti nell” (% + 1)-edroide #—uplo dipende dal modo di tendere a
zero della quantith ¢ di cui si & parlato sopra.

3. Per poter studiare rigorosamente anche le soluzioni che nella
rappresentazione geometrica formerebbero spazii con meno dimen-
siont di quello formato dall'insieme di tulte le soluzioni, pongo
questa definizione: « Per probabilith che una soluzione dell’equazione

Tyt ... Fa,=0p

appartenga ad una data classe intendesi il limite, se esiste. della
probabilita che una soluzione appartenga a tal classe quando

@y ..., debbano esser multiple di —2- dove m & variabile che

deve tendere all'infinito prendendo successivamente i valori 1 2 3
456....»

Se si rappresentano le soluzioni della

TH+Yt+zr=nrx

- i - & T # #
date da valori di 2 y s aventi per comune misura 55 7% Si rico-

nosce facilmente che 36 %+ 1 nodi cadono sulle aliezze e 36 k&
cadono sul perimetro del triangolo che ha i vertici nei baricentri
dei lati del triangolo equilatero; ma quei nodi a tre a tre, escluso
il punto delle altezze, il quale corrisponde alla forma regolare, danno
un medesimo triangolo isoseele per cui danno complessivamente 12 %
triangoli isosceli dei quali uno solo & anche rettungolo, non con-
tando il triangolo con un angolo piatto e due nulli che corrisponde
a1 vertici del triangolo di riferimento: gli altri nodi a sel a sei
corrispondono ad un medesimo triangolo rettangolo, esclusi i tre
vertici che corrispondono a triangolo birettangolo con un angolo
nullo ed i tre punti di mezzo dei lati che corrispondono al trian-
golo rettangolo isoscels, per cui danno cowplessivamente 6 & triangoli
revtangoli dei quali uno solo & isoscele, non contando quello biret-
tangolo. Facendo crescere % indefinitamente riconosciamo cos] che
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il rapporto delle probabilith che un triangolo sia isoscele o rettangolo
¢ 2enon V3 come afferma il Prof. Murer; eid & dovuio preci-
samente al non aver considerato che i nodi hanno diversa potenza
sui segmenti che uniscono i baricentri dei lati e sulle altezze ¢ che
vi sono diversamente distribuiti. |

Questo risultato si pud confermare direttamente con molta faci-
lith, Sia ¢ un triangolo rettangolo scaleno con gli angoli acuti 4 s
indichiamo con 7" 7™ i triangoli isosceli che hanno angoli al ver-
tice eguali, rispettivamente, a 22 28 e faéciamo corrispondere 7"
e 7 a ; 1l triangolo isoscele con 1'angolo al vertice 3 corrisponde

A

cosi al triangolo rettangolo con un angolo acuto eguale a —

e

ad esso solo, ed all'insieme dei triangoli isoseeli eon angoli multipli

1

di 5— corrisponde 1'insieme dei triangoli rettangoli con angoli pure

mulfipli di —;ﬂ— perché se I'angolo alla hase d’un triangolo isoscele

!
2n?

golo al vertice. Siceome ¢’ un solo triangolo reftangolo isoscels,
riconosciamn cosi che la frequenza dei triangoli isosceli & doppia di
quella dei triangoli rettangoli.

4. Per studiare i quadrangoli inseritti ad un cerchio s POSSOnO
fare 1 loro angoli proporzionali alle parti in cui un parallelogrammo
e diviso dai segmenti che wuniscono un sno punto ai vertici; l'an-
golo retto & cost rappresentato dalla quarta parte iella suoperficie
del parallelogrammo: se i punti corrispondenti alle soluzioni di due
classi formano due superfiei, le probabilith che una soluzione ap-
parienga all'una od all'altra classe stanno fra loro come gueste due
superfici: mon si pud dire altrettanfo per le soluzioni distribuite
sopra linee. Per maggiore semplicitd si potrebbe fare gli angoli
proporzionali alle distanze d'un punto mobile nell'interno d'un (na-
drato dai Jati del medesimo: 1'angolo retto sarh cos) rappresentato
la una distanza eguale alla metd del lato del (uadrato.

9. Sin ABC un triangolo equilatero, M un punto interno ad
esso ed A" B' (' le proiezioni ortogonali i questo punto su B¢ ¢ A

& maltiplo di

¢ multiplo di questo anche la methd del suo ap-
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A B. Si riconosce immediatamente essere

ang. AMC = ABC+ BCM + MAB
= ABC+ ABM—+ MBEC=ABC+ A'BC
ang,. AMB=ACB+ A'CB ang. BMC=BAC+ B A'C

per cui ciascun angolo di A" B'C’ sara comypreso fra 0 e % . T

Sia ora:

e —
—

2 2 =
e < 3¢ B<mT r<gF"

Supporremo che nessuno degli angoli « § y sia nullo; i triangoli
con qualche angolo nullo corrispondono ai punti del perimetro del
triangolo di riferimento., Se « p y fossero tra loro eguali si avrebbe
la forma regolare corrispondente al baricentro del triangolo equi-
latero di riferimento. Supponiamo che non siano totti nguali; almeno

T
1NO sard magei i —: sia
aggiore (i 3

=
z > 3
Congiungiamo C con B ed A mediante archi i quali siano capaci
di =+ —;— 8 f ?“-, rispettivamente, e si trovino dalla parte del

triangolo equilatero rispetto alle loro corde. Indicando con A e p gli
angoli che quegli archi formane con CB CA, si ha:

e
Ly

== 3 @ e = 5 T — b
Essendo ¢ > ; I'arco CB & tutto interno al triangolo, ed
essento
u+B < =
"
¢ A4-p >3

per cui i due archi CB €A si tagliano in un punto interno al
triangolo (i riferimento: per cid che sopra fu detto, il triangolo
corrispondente a questo punto ha eguali ad « e g gli angoli col ver-
tici su BC CA, rispettivamente, epperé eguale a v quello che ha




o T
5 - P
T I-r..-.;; u

.- -
i Sy g =

'j"""""..'l-'

Zhad TTm

= [+ I
il vertice su 4 B. Adunque, ogui triangolo che non ha nessun angolo
maggiore di % = ha un punto corrispondente interno al triangoelo

equilatero.

Siccome (nando & data una forma di triangolo resta da fissar
I'ordine in cui i vertici debbono eadere sui lati, cosi & chiaro che
ad un medesimo triangolo corrispondono sei o tre od un punto se-
condo che eseo & sealeno, isoscele od equilatero, precisamente come
nella rappresentazione di cui ha fatto uso i1 D.r Murer. Con questa
rappresentazione i punti del triangolo curvilineo formato dagli archi
sottesi dai lati del triangolo equilatero e tangenti alle Dbisetirici
degli angoli corrispondono ai triangoli acutangoli, i punti del peri-
metro di tal triangolo curvilineo corrvispondone ai triangoli rettan-

goli e gli altri punti del triangolo di riferimento corrispondono ai

™ 2 I i .
5 e ? T, punu COrrit=

triangoli con un angolo compreso fra

pondenti ai triaugoli con angoli multipli di —9:% e due angoli compresi

2

fra-_'—; € 7 = sono 1 nodi della rete formata dagli archi congiungenti

A con B e tangenti alle rette che dividono 'angolo BAC in n parti
eguali e di quelli fangenti alle stesse rette congiungenti A con C:
essi nodi non sono distribuiti uniformemente per cui, se la probabilith
sia iutesy nel senso dichiarato sopra, non si pud ammettere nem-
meno il principio delle superfici, con guesta nuova covrispondenza.
Civ si viconosee ancora meglio eguagliando il rapporto delie super-
fici che nella corvispondenza stabilita dal Prof. Cesiwo rappresentano
due classi i triangoli al rapporto (delle superfici c¢he, nell ultima
corrispondenza, rappresentano le stesse classi: si poSSOno Cosl avere
facilmente delle equazioni semplivissime, a coefficenti interi, del 2°
grado in = mentre si sa che qpesto numero & trascendente.

Si dimostra semza difficolta il teorema seguente che comprende 1'ultima
corrispondenzs considerata: « Se nn triangolo inseritto in uno dato ha per
vertici le proiezioni ortogonali. sui lali di questo, d'un punto del cerchio cireo-
scritto al maedesimo, 'angolo che ha il verlice in questo punto ed intercetia sulla
circonferenza circoscritta lo stesso areo intercetto da wun angolo del triangolo
dato & egurle alla somma di quesl'angolo con I'opposto del triangolo inseritto, »
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Si possono quindi rappresenlare tulte le diverse forme di iriangoli facendo
corrispondere ad un ponto qualungue del cerchio cireoscritio ad un triangolo
di riferimento, il triangolo che ha per vertici le proiezioni ortogonali di quel
punto sui lat di questo. Al punti del cerchio circoseritto corrispondono, pel
teorema ora enunciato, i triangoli con un angolo piatto ¢ due nulli come gid ers
noto per una proposizione di Simson. | punti corrispondenti ai triangoli diret-
tamente simili al dato sono il cemtro del cerchio circoscritto ed i due punti di
Brocard di esso triangolo dato; pei quali il {eorema eounciato mette subito in
evidenza questa proprield : Un punto di Broeard d'un triangolo qualungne A B O
é punto d'intersezione degli archi eircolari congiungenti B con A e con C e
tangenfi a B ed a CA, rispettivamente; V'altro punto di Brocard & punto
d'intersezione degli archi circolari congiungenti A con B e con € e tangenti
ad A ed a BC rispetlivamente.

I, Givpice.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
b), 46, 48, 53, 54 & b5

b). It luogo dei punti, del piano di wn triangolo dato, tali che i piedi
delle perpendicolart, condotte da wuno qualungue di essi ai tre lati, formino wn

triangolo di date area, & wna circonferenza concentrica a quella circoseritta al
triangolo da'o. (G, Loru),

Dimostrazione del Prof, 8, Catania.

Siano p, g, » i numeri (positivi) che misurano le perpendicolari abbassale
da nn punto P del luogo cereato rispettivamente sui lpti a, b, ¢ del triangolo
dato A, 21, © &d 3, T' le aree del friangalo dato e del triangolo che ha per ver-
tici 1 piedi di quelle tre perpendicolari: & avrk

pe+gb+re=28,
green A - rpeen B +4-pgsen O = 27T,

Eliminando #» si otiiene

Pasen B4 g® bsen A + py (e sen A + bsen B — csen C)
— 28¢qeen A — 28psen B -2 ¢ T =),
Siccome

a b o
sen A~ senB sen O

=2 K,




.
eliminando a, 3, ¢, e dividendo poi per 2 R sen A sen B, risulterd

sen® A4 sen® B—sen® ¢ Sp Sgq 2Tsen C 5
sen A sen B " RsenA RsenB ' sendsenB — O

PP +4+pg.

od anche per essere

sen? A 4 sen® B — sen?
sen A sen B

= 2«08 (", § = 2 R® sen A sen B sen O

| S Sg 4 R2 Tsen® C
8 ! ! ¥
(1] 2* 4 9® 4 2pgees( G G g 3 — 0.

Sieno rispettivamente x ¢ B i numeri che misurano le perpendicolari abbas-
sate del centra O della circonferenza X circoseritta al triangolo 4 B C sui Jati
@ e b, ed Med N iloro piedi. 8i deduce facilmente, dalla considerazione del
quadrilatero OM ON, che

% 2 4 2a Boos " = R? sen? (',

E similmente, considerando il quadrilatero che ha due vertici mn P ed 0, e di
cui i lati nscenti da O sienn paralleli ad g e 2, o quelli nscenti da P sieno per-
pendicolari agli stessi lati 2 e b, si ottiena

(P— o+ (g —B*+2 @ — o) (g — BeosC=p2eent €

avendo rappresentato con ¢ il numero che misura la distanza OP,
Sviloppando, tenendo conto dell'equazione precedeate e delia [ 1), si avrd

— 2pa — 2qf—2pPhcos C — 29ux cos C 4 R* sen? O
..S'p . Sg 4R Tsen2
+RsanA " Reen B S

._F’aunff’.

Ora @ = Roos A, p = Kcos B, onde

Sp Sp
T T _| SN
— 2pa — 2pBeos (" 4 T ?pR{'EmA-]-nusBmsC‘)-i-RﬂmA
S .-S'}J Sp
s g B sen (" - — | -
P L e RsenA " Rsend — 0
e similmente
' S
—Egﬁ—-ﬁguwaf—{-ﬁmﬂ_ﬂ.
Si avrad guindi »
4 K8 Tgen® (0
R sen® ( T . —f st
ed infine

. 4T
o Y Vo

11

=

- L




Nello stabilire il primitivo sistema di equazioni si & lacitamente supposto
essere il punto P inlerno al friangolo A B C. Se perd P & esterno, ma perd
interno alla circonferenza K, avendo consideralo i =oli valori assoluti di p,¢.71.
g ayrd il sistema

pa+gb —re=28
—gqrsen A — rpsen B +—pgsen C = 27,

che si pud scrivere

pa+qgb4+(—r)e=28
(—7rgsenA 4+ (—rmpsenB +pgsen C=2T

da cui eliminande (— r) si ricade nel risultato precedente.
Supponiamo ora che P sia esterno alla circonferenza K ; avremo il sistema

pa~t+gh=—re=28
grsen A +rpsen B — pgsen C =2T

od un suo equivalente., Questo sistema s pud scrivere

pat+eb+(—=r)e=2S
(—1)gsend 4 (— 7 psen B4pysen ( = — 27

¢ si ricade nel rsuliato [2], cambiando perd in il segno a 7. Su dunque
I'area T si considera soltanto in valore assoluto, il lnogo cercato si compone di

dne circonfercnze, i oni raggi sono espressi dalls formola

4T
F=RV1iL?

e ch queste due circonferenze una € interna alla circonferenza K e 'ullra & esterna.
Se T'=10, sard p = H e si ricade nel teorema di Simsox,
Si noli che facendo variare p da 0 ad R, il triangolo A" B' €', che ha per
vertici 1 piedi delle perpendicolari abbassate da un punio del luogo sui lati del

triangolo AP (, varia da 7 a0 oo risulta dello stesso segno del triapgolo

ABC. Risulta invece di segno opposto se p cresce da K a 20. Considerando
parcih come positiva l'aren del triangolo A B C, area T del triangolo A" B €
risullerd posiliva per i punti interni alla circonferenza A, e negativa per i punti s
esterni, passando per zero per i punti della ecirconforenza K. |

In quest'ipotesi il Juogo cercato é costituitlo da unw sola circonferenza di

cireolo, di raggio
4T g
= | —— e

E si vede che questa circonferenza esiste per tutti i valori positivi di 7, infe-

_ | . ’
rori o ?S, e per tutti | negativi di T.
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46. Dimostrare che, se I equazione

6
153—4-3:1:55—1—(3&5—-?):1:4—Eﬂm3+bmi+ﬂm+d=ﬂ

ha tutte le radici positivs, esse devono essere cguali ad 1, (D. Besso).

Dimostrazione del Prol. F. Viaggt. ()

Chiamo f (@) il primo membro dell’ equazione proposta; se [ (») = 0 ha
tutte le radici reali e positive, lo stesso avverrd, pel teorema di Rouim, di cis-
scuna equazione ottenota eguagliando a zéro una derivata di [ (x).

(@) = 75 Gaa+bataz+a® — 2
s annulla pei valori
50 4+ ¥V bHa (e + 8) S5af— ¥ 5a a4+ B)
== [0a = 0a
che =ono reali e posilivi se
a®+8 < 0 [1]

il caso dell’ eguaglinnza corrispondendo & oy = a9 = 1,
Pel teorems di Rorrr le radiei di /™ (@) — 0 debbono essere separate dai
valori 5 00, =1, % 0, ora

12

[ =4 @) == —a (@ +8);

12
[~ (zg) = 2y (a8 = 8); /7 (0) = —

a

quindi non pud supporsi ¢® =+ 8 < 0, perché in tale ipotesi / (w) = 0 nonm
avrebbe che una sola radice reale; bisogna dunque che sia a¥ -+ B = 0, ossia
u— — 2. mel qual easo la radice doppia della / () = 0 & comune alla
f" (#) = 0 e quindi & tripla per quest' ultima,

La /™ () = 0 mon pud avere radici reali distinte, perché tali sarebbero
guelle di 7/ (@) = 0, e, avendo radici mulliple, almeno ona di esse dev’essere
I, la quale essendo tripla per quest’ultima & quadrupla per la precedente: cosl
" () = 0 ha intte le radici eguali ad 1.

Allo stesso modo si dimosira che®/” () = 0, ed f(z) = 0 hanno tutie le
radiel eguali ad 1 (7).

(*' Altra solozione pervenne dal Sig Prof. [V, Searpir.
(**) Quesia nulstione ¢ soscetlibile noche di una dimotirszione elementare.

Noio della Hedazione.
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lﬁ.w it limite al quale lende la funzione .

R ! | 1
| s w1 ’ (n-+1)m -+ (n+2)= + (- 3)m pal LTSt

o 1 all’ infinito, nell ipotesi che w sia un intero Jusitive costantz,

(D. Besso).
Boluzione del Prof. L. Merante ().
Dall’ eguaglianza
| ] _ i 1 '
m—1 am—1 [ [g=0) = a®—1p + gh=—2pe 1 troree -

nell'ipotesi a > &, segue

1 l I
(m_l)z'_"((bn—f um_]):[ﬂ—b)<(m——]) b,l_'

8 faito a = 06—+ | abbiamo

] ] 1

(m.— 1) (b_*_l)m < bm—l {b.}. ]Ju—-l ) [1]
| ] 1

m—1) 2w 2% (b 1)m—1" 2]

Facendo nella [1] b=n, n+1,.,..,n4+n—1 e sommando, e nella 2]
b=n+l,n4+2 ..... nnoeo sommando, otteniamo la limitazione

| 1
(a4 1pw—1  (2p 4 m—1
1 1 ] ] |

< (m—1 o

}i (TR T g T G (S =T gpme
ossia
| i I 1 !
0 {m—1 { L |

e Iy (n4-2)m "'+cn+ﬂr’"z+c2n+nm—l (n+ Jm—1

] ]
< Ta—1 i — : 'y l 1
n 2nm—1 (Z2n-1)m—1 (n4-1)m—1
. 7= 1

¢ moltiplicando per v ] “bbiamo
0 & et {_I_ll } l _— ] " I ]

n m ; Em I wan —

F ) ) @ ()T men(145)™
] 1 1
< + - :
m— 1 (m—|) 2m—1 {r?l—]}(9+—:-:]m_l m —1) (1_}_“1)-.-1

(*) Altro soluzionl venuero inviate dsi Sige. Frof. 8§ Catania, F, Viaggi

ol Rl
sl T
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Ly el
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Quando » tende all'infinito il 3" membro tende a zero, quindi

S 1 1 1 1 !
e Iz i T g Tt e }_'-—.-T'_T(l 2-—1)'

53, Dati di posisione nel piano n punti, costruire un poligono i ewi lati
passing per 1 punt dati e sieno divisi da questi, nel medzesimo senso, in parti
aventi un rapporto uguale a queilo di due segmenti dati,

Mostrare che il problema ammetie wn’ infinita di soluzioni o nessuna se
n ¢ pari e i segmenli dati sono eguali tra loruv, una solusione wnica n tuth
gl aleri casi. (A. Luaw).

Soluzione del Sig, G. M. Nobile alunno del R. Istitulo teenico di Chisti.
Siano Py Py ...... Py, punti dati in un pisno, i guali debbano dividers I
nel rapporto & i lati di un poligono da costruire; % si suppone un numero alge- :i|
| ‘ii:
T

brico vappresentante il rapporto dei segmenti dati; dunque negativo se i punti |
dagl 81 suppongono interni ai lati, positivo se esterni, i!jI'!
Preso ad arbitrio un punto Ay, suila congiungente Ay Py si determini il . J

Ay Py |
i

As Py 1 ”i

Al

1l

genle As Pg si determini analogamente il punio A tale che sia

punto Ag fale che sia =4, non ce n' ¢ che uno solo; sulls congiun-
Za By

As Py
e cosl di segnito: si costruisea ciod la poligonale Ay Ag ..... Ap 1 i cni lati
siano snccessivamente e nello stesso senso divisi da Py Ps .,... » Pn nel rap-
porto A, Se A3 st fa muovere su una refla, Ag Ag, ..... y Ag4-1 81 MUOVODO
ripettivamente su rette parallele a quella, generando punteggiate omotetiche; e,
come caso particolare, se Ay scorre lungo la Ay An41 anche A, 41 scorre lungo
la stessa refta. Di pii, se Ay Ag -..A'“,H ¢ una seconda posizione della po-
Ligonale, s1 ha algebricamente:

|
|.
I 1

‘Al AI: = 4, As 4y =8y savinnie Su An = X -. |
Ag Ag e

Ag 43’ Ant1 A'n 42

Dalle cuali. moltiplicando e riducendo:

AL Ay
An—}-l Alﬂ-}- 1

— 7 I

Se A1 ed An, coincidono in un plnto, il poligono A Ag .... Apyy sod-
disfa alla condizione richiesta e la [1] mostra che, se 2" & diverso ds 1, non
pud coincidere mai A; con A'yyq; se invece A" = | ossin, non potondo essere
k=1, 1mperocche cid corrisponderebbe ad ammettere che i punti dati fossero
a distanza infinita sul lati, se @ A= — | ed n pari, comungue si scelga 4,
ess0 coincide sempre con A, 443 il che signifion che in generale il problemn,
s¢ ha una soluzione, non ne ammetle altre; ma, se i punti dati sono i punti
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medii dei lali del poligono e sono in numero pari, ne ammette mfinite poten-
dosi scegliere il primo vertice ad arbitrio.

5S¢ pol Ay non coincide con An41, sulla retta A, Ag +1 s prenda il
punto O tale che sia:

Ay O .
7 T— B v e e 6w aea [2].

Se come primo vertice si prende 0, ossia s fa comneidere A3’ con 0, an-
che I'ultimo vertico della poligonale cade in 0, perché da [1] e [2] si ha:

Ay O Ay O
.l!.,_'.l A'n.l..l -Al—i-l 0

Ed ora se A" =1, con k= — 1 & quindi » pari, il punto O, determi-
nato dalia [2], eade & distanze infinita,

Dunque in generale il problems ammette soluzione od uns sols; quando poi
¢ A" =1, manea ogni soluzione o ve ne sono infinile.

Corollario. — 1 punti medii dei lali d'un pohigono piano di 2m lati, non
formano un poligono genorale ma assoggellato ad una condizione a cui pud
daral il seguente enunciato : Se il poligono Py Py Py ... P, 1 Pu P_m—1)....

P_g P_4 hn i vertici nei punti medii dei lati 4" un poligono, presi & conside-

rare due vertici opposti Po, Py, se (1, Cy, ...y Cn_—1 EOMO punti medil dei
segmentt Py Py, Py P_g, ..., Pp_; P (m—1j, & si costruisca di Py il sim-
metrico rizpetto a €3, del nuovo punto il simmetrico nspetto & Cg, e cosi di
seguito, I'ultimo punto oftenuto deve coincidere con Py,

54. Se con (:) s indica il nwmero delle combinazioni di n elementi ad
r ad v, dimostrare la relazione :

(m;l) + (T—Ill) mri;il m;] (ATI)'

(A. Lucu).

Soluzione del Sig, (2, Marsilia, allievo dells R. Accademis pavale di Li-
vorno (),

8i verifica facilnenle che

(T;:-_i-ll) m —-1;:— | (hiin- 1)'

(®) Solnzioni ssstanzinlments analoghe ds €, di2iv (R, Liceo V. K. ai Napoli), 4. foldas-
rarre (R, Iniiloko leculco di Barl), 4. Cogeni (B Imitute teenlco il Roma', 8, Lopriore (R. Liceo
i Bari), 0. Manfredd (R, Tatituto toenico di Reggio Hmllin), P, Marano (studente privain a Ca-
lania), P, Patrasi (R, Istitato tecnleo Al Ternl), @ Piuma (R. Llveo Colombo dl Genova),
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onde

(i) == ()

Sommando guesta equivalenza coll'alira notissima
m—1 m— ] m
(h+1) ”'( h ) = (h+l)
m — | m— | m — h m - | m
( h )+(?a-+1)-m——h—l T m (f:.-|-1)‘

55°. Dimostrare che {'espressione

g1 ha

qm — 3n+1 4.3, 90 ]

¢ multipla di 6, gualuingque sic Uintero positivo n, e ehe il quosignite della sua
divisione pur 6 & > a per ogni valore di n > 2, (A. Lueui).

Dimostrazione di €. Aiello (R. Liceo V. B. di Napoli), A. Batdassarre (R. Isti-
tuto teenico di Bari), P, Marano (stndente privato a Catania), Z. Mengoni (R Ac-
cademin navale di Livorno).

L'espressione data pud scriversi nei dme modi

(=17

3(3% —2m) ¢ dn 43 .29 — (3n-+1 4 1)

¢ poiché 4" — I ¢ divisibile per 4 — 1 =3 ¢ 324+14 1 & un numero part,
risulta dal primo modo di seritturs che essa & divisibile per 3, dal secondo che
¢ divisibile per 2; I'espressione data & quindi multipla i 6,

B facile verificare che per 7= 1, 2 lespressione considerata assnme il va-
lore zero, quindi, per rispondere alla seconda perte della quistione, basterd dimo-
strare che per » > 2, easa & > 0,

Ci servireno del meiodo d'induzione; supponendo ciod che sis

g — JBn+1 43 9n | S0,

dimostrereinio che & anche

qn+l a2 3 ondl |5 ().

Quest'ultima disuguaglianze & cerlamente vera se (dietro I'ipotesi fatta) &
vera D'alira :

»
(4P — 323 2K ) — (0 —3s 143 .20 1) >0,

ossia, dopo avere ridotlo e diviso per 3, se

" —~ 2,38 495 >0,

oppur anche se
4n o 3n > n 211_




88
0 finalmente se
47—l gn—3 B, . .4 3Fn-—1 > 3=l 3n—% 24... 4221

dienguaglianza evidentemente giusta.

Dunque se il valore della proposta espressione & > 0 per una certa n lo
é_ pure per n—-1 e poiché per n = 3 questo valore & 6, cosi il valore mede
suno sard > 0 per ogni valore di » > 2. Lo stesso accadra poi del quoziente
dells divistone per 6. ‘

I_ giovani studenti . Piwma (del R, Liceo Qolombo di Genova) e 8., Lopriore
(R. Liceo di Bari) dimostranc la seconda parte del teorems proposto pel modo
segnente. — Per . = 3 s verifica subito che

4% 3313 on | > 0,
sicché basterd dimostrare che per n >4 @
48 _ 3041 __ | >u Q .lj'ﬂ—._3ﬂ+1> l.

ﬂ_ru 4 — 3 > 1, sari dungue evidenlemente 44 . 4 — 35 _ 3 > 46 35 >,
4.4 — 36,32 45— 36 > 1, ece., percid il (uoziente delln divisione per
O delln data espressione, per » > 2, & un intero positivo (). :

Si dichiara inoltre ricevimento delle soluzioni seguenti: quistions 56°. dal
Sig. C. Aiello, G. Alessio, A. Baldassarre, G. Bitonti, G. di G. Candido, A.
Colorné, Q. D' Asdia, E. Gabrieth, A. Gracmotti, L, Isola, A. Lemgo, 8. Lo
priove, P, Marano, G. Marcantoni, 5. Martucci, G. M, Nobile, P, Patrassi,
G. Prinzi, M, Righetto, P. P, Rizzutr, R. Salvadori, G, Scarpini, E, Segre,
A. Sidoli, F. Tallarico; 57". R, Cassdli, G. D' Asdin, 8. Lopriore, 0. Man-
ﬁ'ﬂfﬁ'r‘ 8. A. Baldassarre. G. Bitonti, G. I Asdia, S, Lopriore, 0, Manfredi,
(. M. Nobile, 59, S, Catwan, L. Carlini, 8. Gatu, M. Misani, 5. Riboni,
G. Russo, ¥. Viagyi; 60. M. Misuni, 6. Riboni. G. Russo, F. Viaggi; 81,
F. Viaggi; 62°. A. Baldassarre, G. I Asdin, 0. Manfredi. G. M. Nobile;
63". (. Aiello, G, Bitonti, E. Goti, S. Lopriore, P. Marano, A. Mucci, .
M. Nobile, G, Paoli, 7. Prinzi, P, P. Rizsuti, R. Salvadori, A. Sidoli —
sotuzioni alle quali verry data evasione, insieme a quelle arretrate, col faseicolo
veniuro. |

La Direzione.

(*) Inviarono dimostraslonl df guests quistione anco 3
re 1 glovani @. Bétenti, 0. Callueci, R, Mal-
:‘;; (Istitzio temnleo di Catanzaro), 4. Coocei, Riceiorda De Albini, O, Pilﬂn:‘l (R, Xatituto taenlco
ﬂfl}, M. Highctio (Intlinte teenico 4l Byesia), 6. A. Venturi (R. Istituto teenloo & Reggio
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QUISTIONI PROPOSTE

B84. Risolvere il seguente sistema d'equazioni
nrﬂ—}—byg—km(na:—by)-{-(ﬂ—j—b)(l—}—m—y):ﬂ—
a4 0) (I +2) y~4a(u+b)(l4+a)=0
2P+ @ (b — 2yt | —

;uE+(a+z.)ﬁ_2mﬂ‘y—af:D,

nelle quali =, a, & csprimono quantitd uofe,

S. GaTrn

65. Fra tutti i triangoli sferici che hanno un angolo di 90°
il lato ad esso opposto costante, e ghi altri due lati minori di 90e,
qual & quello di massima areu P

B'7. Trovare una formola pel fermine 1. della serie Gy, gy Cy, ,...

ri nm, ﬂi' ﬂ=¥ ﬂﬂ, =wwpw ﬂ.ﬂ'l'l FA@mEE a0

68. Se il ponto d'incontro degli archi bisettori degli anpoli
d"nn triangolo sferico coineide col punto d'incontro degli archi me-

dimni dei latl, 3 necessario che il triangolo sin equilatero?

D. Bgsso.

89* In un quadrilatero qualunque ecircoscritto ad un cerchip,
la. differenza dei rettangoli dei lati opposti & unguale al rettangolo
della somma e della differanza deMe congiungenti i pnoti med? dei
latr opyosti,

(*) Il tempo wtile per 'invio delle soluziond delle quistion] nuove & il nuelle rimaste tnsolute
ieade nn mere o mexzo dopo la ehinsura della rednzione del fascicolo. La data di chlasura # tre-
vera nell’ultkimn pagina 41 elsscnn nomero del Pariodlen.

Le quintioni conirassegoate eon ansteriaee sono enclusivamente Sndirivzate wgli alunnl delle o
Btre seuole,

1i

e




o ) e
»0O*. Bommando la serie finita

1424324 ...... ~+nz*!
e Tagendo por @ = ﬂ—:I, si ottiene 1'identita:
n—1
1+2(n+1)+3(ﬂ+1 -+ .-1—11(n+1) = n’.
n n n
U. DamNELLL

»41* a). 11 massimo comun divisore di due numen & 24, Faeen-
done la ricerca col metodo delle divisioni, si trovano i numeri 3, 4

5 e 6 come quozienti delle sucvessive divisioni che occorre fare, Quali

sono i1 dne nmumeri?
b). Generalizzaze il problema e il metodo per nsulverlu

(. FRATTINI

o* Pei centri A e B di due circoli eguali e tangents esber-

namente in F, e dalla stessa parte di A B, si conducono 1 raggi AC,
BD paralleli fra loro; sa ¢ D come diametro si descrive un mezzo
cerchio esternamente ai cerehi dati, si ottiene cosi una fignra (drepa-
noide) formata dal suddetto mezzo corchio o dagli archi FC, #D.
Mostrare che il raggio p del cerchio inseritto mel drepanoide & legato
al raggio r dei cerchi dati ed all'angolo ABD = «, dalla relazione

27 sen” «
p== 4 — gen® x

(. Russo.

rp3* Dato un triangolo, mon regolure, trovare il luogo geome-
trico dei punti tali c¢he una delle perpendicolari condotte da ciascuno
di essi ai lati ngnagli 1o somma o differenza delle altre due.

A. BALDASSARRE.

rw4* Sia ABCD un quadrilatero inseritto in nna circonferensza
di centro 0. Sopra il late A B, preso come cords, =i descrivano le
due oirconferenze che hanno i loro centri sulla circonferenza 0 ; guest
centri, che saranno i punti di mezzo dell’ arco BCOCDA e dell'arco
AB, si indichino eon P e con P rispettivamente. Si operi nguaal-
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mente sui lati BC, C D, DA, si avranno cosi altre gei oiroonfe-
renze, i cui centri, con notazioni analoghe alle precedenti, si indi-
cheranno con Q e @, con K ed B e con S ed 5,
Dimostrare :

1¢ che gli altri quattro punti in cuoi =1 tagliano le circonfe-
renze P', @, B, 8’ sono i vertici di un rettangolo ;

90 ghe gli altri quattro punti in cui si tagliano le circonfe-
renze P, Q, B, S sono pure i vertici di un rettangolo ;

3¢ ohe la congiungente dei cemtri di questi due rettangoll &
bisecata dal punto O,

G. Pesol

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Lesioni di Algebra Elementare per GiacoM0o BeLraccut. — Parte prima: Arit-
motica generale. Vol. 1 e II, Firenze,

1l libro ¢ stato suggerito, comae V'A. stesso dichiara nells prefazione, dal
desiderio di dare pubblicitd a brewi dimostrasioni delie teoriche tj'dlg&bra che
egli aveva trovate insegnando tal diseiplina : quindi nessuna intenzione nOvVa~
trico, per quanto concerce le linee fondamentali dell’Algebra, ma parecchie di-
mostrazioni eleganti e nmove, e sapore di originalitd anche in quelle trite e
notissime.

Le molte applicazioni ingegnose di teorie ovvie, alcone originali dell’A, ed
altre dedotte da serittori classici, formano a mio avviso il pregio caratteristico
del litro, che porta ad epigrafe la sentenza di Newien: Jn scientiis addiscendss
pue/pla Prosunt mags gquom preEcepu; e gli esercizi che seguomno ciagenn
eapitolo sono quasi tutti svolti mel testo, diventando cosi vere sppendici del
capitolo stesso.

Si potrebbe, forse, desiderare maggiore omogeneitd nella generalizzazione
dsl onncetto di mumero, e fare qualche altro appunto di simil genere; ma discus-
cioni d'indole didaitica sarebbero qui fuori di luogo, perché il libro & destinalo
a giovani che, forniti gh stodi nmndfﬁ, a'accingono & quelli superiori; & lettori,
ciod, che certi concetti debbono avere gia netti e precisi nella mente.

Ma senza temerci pilt sulle generali, sard bene che diamo una rapida 8corsa
al libro.

Lez. 1. Simboli e definizioni,

Lez, 1I, Quesiti sul moto uniforme.
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Lez, 1II. Addizione' e sottrazione dei polinomi inferi,

Lez. IV, Teoria dei monomi interi, |

Lez. V. Numero dei divisors d'un numero intero e formula dell'indicatore.

Loz, VL. Frazioni oumeriche e monomie.

Lez. VII. Prodotti dei polinomi e tooremi sui massimi e minimi.

Les. VIII. Preprietd elementari dei”numeri.

Vi si trova un metodo elegante per calcolars la somma dei numeri trian-
golari; e dedurne la somma dei quadrati e dei cubi dei primi » numeri natu-
rali. Notevoli formole per oitensre dei prodotti sotto furma simile a yuella dei
fattori.

Fra gl esercizi & esposto il melodo di Euler per ealcolare numeri amicabili.

Lez. TX, Numeri negativi e prodotto dei polinomi ordinati,

Tra gli esercizi si notano belle identitd di Euler, che permettono di tras-
formare un cubo in somma di cubi; il teorema di Libri per scompore vn nu-
mero vazionale nella somma di qoattro cubi positivi; ¢ varie applicazioni di
geomeiria elementare.

Lez. X. Potenze del binomio con esponenti interi e positivi.

Vi si trova un metodo eleganle per calcolare | numeri figurati, definili come
somme di figurati dordine inferiore.

Tra gli esercizi son degni di nota quello che da ia formola di Waring;
e quello che fornisce il modo di ealcolare la somma delle potenze simili dei
numert interi minorl i # e primi con esso.

Lez. X1, Quozente dei polinomi ordinati.

La dimostrazione che in un sol mode il quoziente dei due polinomi interi 4

e B si pud pgrre sotto la forms Q 4 %. essendo K di grado inferiore a quello

di B, si fa dipendere del principio che due polinomi (i grado diverso non possono
essere identicamente eguali, il qual prineipio, invocato altre volte in seguilo, non
parmi evidenle.

La divisibilith per  — @ & dimostrata al solito modo.

In questo capitolo & esposto il maodo di formare il gueziente d'on polinomio
diviso per w—a; ed ¢ fatta ln leoria delle radicl commensnrabili

Tra gli esercizi son determinati i criteri di divisibilitA per 2 -+ 1, nel
sistema di numerazione di base 5.

Lez. X1I. Forme dei divisori di primo e seccndo grade dei polinomi interi,

Questa lezione comincia col caleolo dai numoeri complessi, quindi presenta
uno studio completo del polinomio quadratico: finisce con sleuni bei teoremi
‘di massimo e minimo, tra’ quali guello dell'alveare.

Tra gh esercizi trovasi un'ingegnosa applicazione del numer: complessi a
risolvere in numeri interi l'equazione a® =+ y* =— 3%, ¢ qualche altra equazione
analoga.

Lez. XUI e XIV. Dei polinomi interi di terzo e quario grado.

Queste lezioni sono condotte nei particolari con procedimenti forse pitt spe-
ciosi che semplici; il che va attribuito al fatto che 1'A. non ha dimostrato
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ancora certi teoremi generali sull'equazioni, come a mo’ d'esempio la dipendenza
tra radici e coefficienti, e li verifica pel caso dells equazioni cubiche e biqua-
drabiche. . o

1l teorama che un polinomio del 3" o del 4° grado si pud scomporre in prodotte
di fattori lineari in una sola maniera, ¢ dimostrato in guisa che presta il fianco
alla censura; infatti la dimostrazione data non basterebbs a provare assnrda

lidentitd (z— 1) (7 — @3) = (@ — &) (2 — w® per oy Z a3,

L'equazione cubica @ risoluta col metodo del Tartaglia. Quelle bignadratica
col metodo del Ferrari, @ poi son trovale le relazioni tra le radici di quells e
le radici dells risolvente del Ferrari, del Lagrange e di Euler,

La discussione & ampia @ complela, e spesso le condizioni sono espresse per
mezzo dei noti invarignti delle forme binarie di 3° e 4° grado.

Lez. XV. Il metodo delle divisioni snccessive per la ricerca della massima
comune misura.

Oltre la teoria generale del massimo comun divisore e del minimo comune
multiplo di piti numeri, son riferite delle formole poce note, come quella del
Pulignae tra quatiro interi, E fatta la teoriz delle frazioni continue, con le sue
proprieth pii notevoli, ed applicazione al teorema d'Euler: « Se un numero
« intero divide la somma di dve ¢uadrali interi, & pur esso la somma di doe
« quadrati interi ». Sono studiati aleuni casi d'incommensurabilith di segmenti.

Tra gli esercizi: si trova la serie Fibonacel, di cu son dimosirate proprieta
inferessanti, ed @ caleolato i1 termino »*5imo {g quindi la somma dei primi #»
termini). Quest'ultimo problema & presentalo come caso parlicolare d'un altro
pit. generale, da cui deducesi pure la ridotta ne®ims della frazione continua

r

ay 4 — a cui d crigine lirrazionale J/ af 4% ; e si dime-

e T 201 =+ ..

eira che la (2m—1)esimd pidotts coincide con la mesima approssimazione del Fibo-
nacei (il Fibonacei per il valore della radice quadrata de! numero N = ﬂ: -+ 7
dié le seguenti approssimsazioni:

i I N Y
ﬂi’ ﬂ! = 'ET i1 ?1_ ' nﬂ — 2 na-l- ﬂﬂ): seas g nHI —“5 (Irm_l_l-.ﬂm_l .

Sonvi altri interessanii esercizl.
C'é da osservare che l'eguaglianza

e+ da » . '
F—pe— e = #1 - e 1+ g x* < ....

non pud avere un significato ben chiaro pel lettore, che di serie convergenti
nei snoi studi precedenti non ha sentito parlare, e yui non trova nemmeno la
definizione.

Lez. XVI, 1| massimo comun divisore dei polinomi,
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Hﬂ’ﬂﬂﬂ'ﬂlﬁl si trovano le condizieni perché doe quadriche o due cubiche

S ‘abbiatig unis radico ecomune, e quindi s caleolano lé elimimate tra due equazioni
doh#‘:,a‘dhl 3* grado. Sistema armonico di punti e coppie & punti in involuzione
IV (v )
" IHu ii'nmmtl’a.

- Lez, XVIl. Derivate delle funzieni algebrico-razionali.

" 8i rifa la teorsa dei numeri figurati in maniera diversa da quella tenuta
innanzi. Si determina yuindi resto e quoziente della divisiane di 1y 2% —+ upaan—1
e u,a’m’" <+ .... per z — a, nell'ipotesi che siono wy, w3, ... numeri figurati, o

ai ottiene di nuovo la formola del binomio; e quindi quella di Taylor; e si defi-

nisce derivata di /() il coefficiente di 4 nello sviluppo di /(w4 4). Si applica
la’ teoria alla ricerca delle radici mulliple d'una equazione razionale ¢ a deter-
minare il grado della eliminata fra due equazioni (dimosteazione del Trudi).

Tra gli esercizi. Condizione perché una cubica ahbia radice doppia, 0 una
biguadratica radice doppia o tripla. Due radici di una eubiea s esprimono con
funzioni quadriche della ferza radice, o con frazoni & termini lineari rispetto
alla terza radice.

Lez, XVIII. Operazioni sulle quantitd irrazionali.

Chiude il capitolo un cenno storico sugl'irrazionali; si riferisce il probloma
di costruire gl'irrazionali di 2° grado per mezso di rette e cerchi, e I'impos~
sibilitd di costruire con lo stesso mezzo quelli del 3° e son citati i metodi
proposti per la duplicazione del cubo con linserzione di due medi geometrici,
con le coniche o con altre curve celebri.

Un cenno sulla geometria del compasso,

Tra gli esercizi & notevole un riassunto della goniometria presso i greeci;
la corda dell'srco somma o differenza espresso per mezzo dulle corde degli archi
semplici (teorema di Tolomeo); applicazioni al caleolo dei lati e delle diagonali
dei poligoni regolari e ordinari e dell'ettadecagono : metodo di Tolomeo per cal-
colare la corda di 1° grade e poterne quindi dedurre una tavola di valori appros-
simali delle corde. Norma d'una funzione somma di radicali,

Lez. XIX. Estrazione della radice m™®™ dai polinomi.

Formu dello sviluppo di (1 4- @)™ per m frazionario positive o negalivo.

Tra gli esercizi: ulili formole per la ustrazione di radice dai numeri. Con-
dizione perché si possa trasformare l'espressione

-
,// F'a =+ p 0 uellaltra ﬁ: Vo .
2V w
Lez, XX. Le progressioni,
Tra gli esercizi & caloolato la somma doi numeri i gurati inversi; e di

altre serie.

Lez. XXI, 1 logaritmi.

I data la dimostrazione che interpolazione per parti proporzionali pei
logaritmi dei numeri superiori a 10000 non porta errore sulla 7" cifra della
mantigsa,
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Lez. XXII. Interessi composti ed annualita,

Lez. XXIIL. Teoria dei limiti.

Oltre alzune spplicazioni, che servono pei capitoli segnenti, ¢ da notare
l

|
una elegante dimostrazione d'eguaglianza 12 = | 5 i g e

1l metodo di Archimede pel caleolo di = & esposto coi suoi particolari..

Riferiti alcuni teoremi fondamentali del Cavalieri, se ne fa un'applicazione
alla quadratura del segmenio parabolico.

Tra gli esercizi, la somma di aleune serie trigonometriche e la loro ap-
plicazione al bel teorema del Viviami, per calcolare superficie e solidi oltenuli
dall'intersezione di due cilindri eguali e tangenti lungo una gensratrice con uns
sfera ad essi tangente e che abbia il centro sulla generatrice di contatio,

E da osservare che in questo eapitolo e nei seguenti da una disuguaglianza
f (@) < F (x) si deduce him. [ (o) < F (%) anziche hm. [ (x) = Lm. ¥ (x).

Lez. XXIV. Le funzioni irascendenli.

Serie esponenziale, Seno e coseno iperbolici definiti come somme dei termini
di posto dispari o pari nello sviloppo di e*. Coseno e seno circolari definiti
come parte reale e coefficicnte dell’immaginaria nello sviluppo di & & dimo-
strala ingegnosamente [identitd dulle nuove definizion1 con quelle geometriche
di seno e coseno.

Herie logaritmica. Sviluppo di arctangx, ArCSENX.

Tra gli esercizi: un bel teorema che permette di trasformare una symma
in frazione continua: formola di Brouuker. Un inleressanie studio sulle frazioni
continne che si presentano sotto una speciale forma; dal quale & dedotta la for-
mola di Wallis che d& lo sviluppe di = in prodotto d'infinitl fattori.

Lez, XXV, Quesiti sul moto wvario.

Sono dimostrate le formole del moto uniformemente vario; quella per la
caduta d'una grave entro un fluido che opponga resistenza proporzionale al
quadrato della velocith: la formola del pendolo.

Nella rapida recemsione che ho falta, non pretendo di aver segnalato tutto
oih cha ¢'é di buono nel libre, forse anche avrd taciuto i1 meglio, ma spero
di aver detlo quanto basti per invogliare alia leftura @i esso.

Termino facendo voti che il chiaro A. dia presto alla luce la seconds parte

dell'opera.
F. Viaaar,

Pubblicazioni ricgvuts dalla Direzione ) Periodie

Dibliothecn mathematica. Jonrnal 4 histoire des mathématiqupe publié par G.
Esmsrrds. Stockholm: n. 1, 1890,

Journal de Mathématigues ¢lémentaires & I'usage de tous les candidals sux eco-
les do gouvernement et des aspirants au baccalauréal és sciences, publié
sous la direction de MM, G, px Lonacramps, professeur de Mathematiques
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speciales an Lycée Charlemagne, L. Livy, agrégé des sciences mathémati-
ques, direcieur des dlndes 4 | Ecole préparatoire de Saint-Barbe. 3¢ Série,
Quatorziéme année, N, 4. Avril, 1890. Paris, librairie Ch, Delagrave.

Journal de Mathématigues élémentaires publié par H, Vumgrt. 14 année. N, 13,
14, 15, 16. Paris, M. Nony et C., 17 rue des Keoles, 1890,

Mathesis, recveil mathématique & I'usage des écoles speciales et des établisse-
ments dinsiroction moyenne. publié par P. Mansiow, professeur & 1'Uni-
versite de Gand, et J. NzupEra, professenr A 1'Université de Liége. Tome
dixieme. Avril, Mai, 1890. Paris, Gauthiers-Villars & fils; Gand Ad. Hoste,
Editeur,

Kendiconti del Circolo matematicn di Palermo, Tomo 1V. Fase. I IV, Maggio-
Giugno e Luglio-Agosto, 1800, |

Rendiconti dell’ Accademia delle Scisnse Fisiche ¢ Matematiche (Sezione della
Societh Reale di Napoli). Serie 27, Vol. IV, Fasc. 3° e 4°, Marzo, Aprile 1800,

Zeitschrift fur mathematischen und naturiissenschaftlichen Unterricht, Ein QOe-
gan far Methodik, Bilunngsgehalt und Organisation der exaklen Unfer-
richisfacher an Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminazien und gehobenen
Biirgerschulen, herausgegeben vem J. C. V. Horrmany. XXI[ Jahrgang, 2,
3 Hell. Leipzig, B. G. Teubner, 1890

Bertini (E.) — Sul numero dei punti di diramazione di uns singolarith qua-
lunque di una curva piaoa algebrica (Rendicondi R. lstit, Lomb., 1880).

Biagiavi (C.) — Sulle efuazioni differcnziali lineari a coefficienti doppiamente
periodici (Rend. R. Ace. Lineei, 1890).

Castost (C.) — Sulla determinazione del meridiano astronomico col magneto-
metro unifilere di Kew (Memorie della Societa degli Spettroscopisti italiani,
1890).

Dmrmann (1) — Anwendung der Delerminanten nnd Elemente der nenern Al-
gebre auf dem- Gebicte der niedern Mathematik, Leipzig, B, G, Teubner,
1889.

Fratrv (G ) Aritmelica pratica ad uso delle Senole elemenlari del Regno, ap-
provata da molti consigli scolastici. Parte [, 4* edis. prezso cent. 40, Parte
IV, 2 ediz, prezzo cent. 75, Ditta G. B. Paravia e G* 1890,

Girpmri (G.) — La matematics nello sviluppo dellé seienze. Discorso letto nells
R. Universitd di Genova iaongurando le lezioni di Algebra complementare
e dt Geometriz analitica. Genova, |890,

Mistror (P.) — Contabilita popolare per agricoltori e commereianti con 5 grandi
lavole dimostrative. Ditla G. B. Paravia e C* 1889, Prezzo: lire 1,50,

Pavova (E) — 11 potenziale delle forze elasticho di mozzi isotropi. — Del moto
7o corpo non soggello 4 wzioni accelaratei — Alpto i un eono vireo-
ifIT"E! IJEHRIH.E che rolplu SOPTR 1m pimm melinnio {-'Lll'.i R ]Hui. yENeto, lﬂgﬂ}'.

PaLamiNg (F) — SOpra 11na confignrazione determinata dal puanto doppio e da
sefte punti sempliel di una eohien plang razionale. Palmi, tip. (. Lopre
atl, (8O0,

Pascaw (E}. — Sulla {eoria delle funzioni o Abeliane Imri A lre Ergnmﬂnﬂ_ Me-

moria IV, (Annali di mat., [BUD),

Riccarpr (P.) — Concetto generale di' una biblioteca matematica ilaliana del
secolo XIX. (Rend. R, Acc. delle Scienze dell’ lsiit. di Bologna, 1890),
Viearig (B) — Esquisse historique sur la marche du développement de la géo-

metrie dn triangle (Associntion frangaise pour I'avancement des sciences.

Congrés do Paris, 1880),

Chiusura della redazione il di 27 maggio 1890,




~ DELLE PENSIONI VITALIZIE

NEL CASO CHE T.E SOMME VERSATE DAGLI ASSICURATI

siano da restituirsi, senza interessi, agli eredi.

. Un individue deli’eth di anni », per otienere una deferminaia
pensione annua vitalizia P decorribile dall’eth di anni % 47, versa
alla cassa di un istituto un coniributo annuo costante ¢, colla riserva
che, al momento della sna morte, le somme da lui versaie vengano,
senza gl interessi, interamente restituite ai suoi eredi, qualora la
morte accada prima che egli abbia cominciato a percepire la pensione.

£ una forma d’assienrazione in uso presso diverse sociela di mutuo
soccorso (')  quindi parmi utile di dare aleune indicazioni, aflinche si
possa in pratica conoscere qual eontributo matematicamenie corri-
sponda ad una determinata pensione. Per un individuo dell’etd di
anni 7. sia ¥, il valore attuale di un’annualifi vitalizia immediata &
una lira annua; e 20, ,4; il valore attuale di un’annualita vitalizia
pure di una lira, differita perd all’ etd di anni # 42

Siccome il contributo aliro non & che un’annvalita vitalizia im-
mediaia, il valore attuale di tulie le contribuzieni annue per 1" indi-
viduo di anni » sarh ¢, ?,; mentre, potendosi la pensione considerare
un’ annualith vitalizia differita, il valore atfuale delle pensioni pro-
messe, all’individuo di n anni, sarh P, , ¢

Suppongo per semplicith che, goalora I'individuo assicurato non
gitnga a percepire la pensicne, la restituzione delle somme versate
abbia luogo alla fine dell'anne in cui avviene la morte.

Se il eoritributo fosse di una lira annua, gli eredi avrebbero divitto
alla restituzione di una lira se la morte avvenisse nel prime anno, i
due lire se nal secondo, di tre se ;el lerzo, ....., di ¢ lire se nel =",

Sia, nell’ ipntesi del contributo di una lira annua, 7, , 4 ¢ 1 valore
attnale del capitale da restitnirsi agli evedi quando 1" individuo assicu-

\*) Fra queste dite In Boelein nazionale dl rnutue sveeorso degll fmplegati con sede in Milano.
10
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rato muoia in una delle ¢ eth di annin, n+1,n+2, ... nt-i—1.
Nel nostiro caso sari Ca”n, u+: U valore attuale delle somme da resti-
tuirsi agli eredi.

Facendo astrazione dalle spese amministrative doll’istituto e sup-
ponendo che sia questo il primo anno in eui 1'individuo comincia a
contribuire e quindi che egli non si sia formato aleun fondo di riserva,
affinché il contributo ¢, corrisponda matematicamente agli impegni
dell’ istituto, si dovrh avere -

CaUp = (n ", n4-i + P wy, n+-i
da cui
P‘lﬂn. n—i
n— Yo, nds -

=

Pei valori », e Wy a4 delle annualith vitalizie, immediata e diffe-
rita, sono note le formnle e sono pure stati caleolati i risultati nume-
ricl in base a determinate ipotesi relative alla mortalith e al saggio
d"interesse (7).

Se, per le condizioni del contratfo, I'individuo assicurato non fosse
Py, dal momento della decorrenza della pensione, tenuto a contri-
buire, in luogo dell’annnalith vitalizia immediaia 'y s8i dovrebbe porre
lannualith vitalizia immediata o temporanea (dall'eth # all’etd n —-
¢—1), per la quale & pure nota la formula e sono stafi caleolati i
valori numerici,

Quindi io mi limito a irovare la formula pel valore », ,_ ;.

1. Si osservi che, come si & detio Sopra, per un individuoe il quale
versi In ogni anno una lira 1assicurare la restituzione (in caso di morte)
del eapitale accumulato, songs interessi, equivale al assicurave agli
oredi una lira se la morte avviene nel primo anno, due lire se av-
viene nel secondo, tre se nel ierzo, .. ... . 7 lire se nel ™,

Quindi il valore aituale di tale assicurazione si pnd eonsiderare
eguale alla somma dei valori attuali di tante assicurazioni temporanee,
ciasenna della durata di un anuo, & corrispondenti al n™=", al (n4-])wmime
il (nf-2)mimm v al (=1 — 1) anno di etd dell’ individuo
assicurato e rispettivamente ai capitali 1; 2; 3; ,....: 4.

— —

(*) Vedasi i1 mio volume: Teoria matematien della previdenza. (Parma - Hattel, 1880D),




SIAN0 Sy Suy1s Satar ooveny Spti—1, St | Humeri dei superstiti
della tavola di sopravvivenza () corrispondenti alle eth n, n—-1,
n—+2 ......, n4+1 1, n+4i Se i fatti corrisponderanno alla
legge della tavola prescelta, i morti nel primo anno saranno s, — 8, 1,,
nel secondo §, 44 — 5,14, ...., nel 7= Spti—1 — Snti-

Se 8, individvi della stessa eth 7 volessero assicurare ciascuno
una lira, pagabile agli eredi nel solo caso che la morte accadesse nel
primo anno, 1"istituto (' assicurazione si esporrebbe al pagamento di
lire §, — 8, alla fine d"anno. 11 valore attuale di quesia somma,
essendo ¢ il saggio d'interesse (I'interesse di una lira in un anno), &

g — _ ] _
3'1:?1 =l (85— Sy44), i0 cui A= Tt Se tale & il valore

attuale di tutte le somme pagabili agli eredi dei defunti fra gli s, in-
dividui assicurati, il valore di tale assicurazione, per un solo individuo
di » aumi, sarh h ——nt*

S

Qualora gli stessi s, individui volessero assicurare ciascuno ai loro
eredi una lira annua, da pagarsi nel solo caso che la morte ayvenisse
nel secondo anno dell’ assicurazione, Vistituto s’ impegnerebbe a pagare
alla fine del secondo anno lire §,4; — §,.4, 12 quali ridotte al loro

Spdel — S48
valore attuale danno T = h® (Suq1 — Sag-g)- 11 valore
Sn4-2

di fale assicurazione per un solo individuo e quindi A® Sn4-1 —
In

In generale 4" F"""“‘JE: 248 g, per un solo individuo dell’etd

7, il valore dell’ assicurazionc temporanea di una lira, da pagarsi agli
eredi nel solo caso che la morte aceada nel ™ amo dell” assi-

curazione,
Nc consegue che il valore attuale "a a1 & dato dalla formula

[]] rﬂ,n-{—izh 3“_3:"'4'1 42 ], 3ﬂ+i;3n+! -3 A 8349 — Sa48 |

lFl'
“n

; Smezd—1 — Spfd
' & a
+1h e

(*) Propriamente puriaude devesl (lstinguere la tavola dl morialila ds quells dl sopravvi-
venzi. Dl un eerto numero dl indlvidal, che s sappongono natl nel medesimo istante, 1s tavola dl
sopravvlvenza fornisce direttaments [l namero probahille del superstiti dopo wno, dne, tre... m .,

Sm = Sgm4-1
anul; quells di morsalith fornisce { quozient! di morialits, ousia lo eapressionl — T corri-

S

apondenti & tutti i valorl loter] df m




Ricavando dalla tavola di sopravvivenza i numeri 8,, Su.y.1s Syt

o8y ii—1e 8444 © caleolando, quando siasi scelto i1l saggio d'inte-  -i:

1
resse, le potenze di o= (), si oftiene mediante la formula pre-

cedente il valore numerico (i 7y,
So i numori dei superstiti nelle diverse eth formassero, con suffi-

ciente approssimazione, pel periodo considerato fra 'eti 7 e eta n—+-4,

nna progressione arifmetica, ossia se, entro 1 limiti predetsi, la curva . g
di sopravvivenza (ivenisse approssimativamente rettilinea, si avrebbe : it

Sn—Smp1=8 1 — Spe=Sh e — Spa=—r e =S fi—1— Sntir %
Ponendo -, 1]
S
la formula [17 si trasforma nella seguentie:
Poap =81 2h43 M 44 M 4. il .

L’ espressione compresa ira parentesi nel secondo membro equivale
alla somma delle espressioni segnenti:

1 — A
1+=h-+h+..... = A= 4= R~ ossia —
h— I
h==h 4. ..... + hi—% 4 i1 % =
................... . » e
Jh—2 __ ki
Ji—2 4 ji—t » : ——
— I
— at—1 — pi
h » —

Quindi
1—!—2&-—1—-3&.‘4—4?&3-}—....-4—”1.‘_12
| h4-h2 18 .., 4 hi—1— i

——

1—a
it —(G 4+ l+1
(L — &) )

1
(%) Xel mio volume, eitato precedentementa in nmota, ho caleolale le potenze di h= i+3
fino ail'oltantacinquesima, per diiel valorl differentl di ¢ da 0,02 & 0,05,
(% Bi poleva giungere allo gtegio risolilo pild brevemente glovandoni di alcune nozioni alo-

mentari sul caleolo deolle derivats. 31 Lia iufaith
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Sostituendo avremo :

PR+ — (i 1) W41
Tandi— 6 “'_ h)3 .

1 Abbiamo trovato (formula [17]):

m -‘n—{-m-—l—sﬂ-:—ﬁ -
Sy

i
Pomsi = 2um M1
1

Se 1'assicurazione fosse fatla a capitale interamente e incondi-
sionatamente riservato; vale a dire, se il capilale versalo dovesse
interamente (senza interessi) restituirsi gqualungue fosse 1"epoca della
morte, il valore analogo al precedente si otterrebbe estendendo la
somma 3 del secondo membro fino che n-+m — 1 divenisse egnale
al numero d'anni limite (secondo la tavola scelta) della durata della
vita nrnana.

Se perd il contributo cessasse dal momento della decorrenza
della pensione, il vulore attuale del capitale (incondizionatamente
piservato), da restitnirsi in caso di morte, dovreble considerarsi
come il valore di un'assicurazione limitata al periodo anteriore
all’eth n—+i (nel quale il capitale si acenmula ¢ aumenia pro-
gressivamente) come 1'assicurazione precedente, pit il valore di una
seconda assicurazione differita all’eth n—-7¢ per tutto il capitale
accumulato, che resta costaute im questo secondo periodo.

Supponendo conoscinte le formule relative alle assicurazioni im-
mediate e differite di capitali determinati scadibili alla morie, posso
consitlerare completamente risolio il problema che 10 mi ero pro-

posio di studiare,
(GGruserPE (FARDENGHI.

d
| 42A 43R+ A ili-1= — (L A+ R A . i

g 1 —HW+r —» (- DA (1 — A4 1 — k4l
— dh 1—h (1 — A)?
Phit+t — (i+=1)ht 41

a—hp

s

—

= [ R _— o ——
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DIMOSTRAZIONE DELLA PERIODICITA

NELLA ESPRESSIONE IN SERIE INFINITE
DELLE GRANDEZZE RAZIONALI

1. Abbiasi una grandezza = razionale oil irrazionale, per sempli-
cita, minore i 1.
Sid ¢ un numero intere e positivo fissafo: prendansi a conside-

! U . — -
rare le grandezze — —- i ece. e si delermini quante grandezze

! ; . : - o }
— contiene @ (al massimo): sieno ¢;; cosi si determini quante —

contiene la parfe rimanente di = e sieno cg, e cosi di seguito; la ope-
razione avra un termine o no; ciod con quel procedimento si verri
0 no ad esaurire tutta laz; in aliri termini @ sarh esprimibile in
| I

g +ﬂﬂﬁ+eﬂﬂ. (U _<_Ci < ﬂ-), e

il

. 1
questa forwa: & = ¢; — ¢

la serie sard finita o infinita.

Voglio far vedere come discenda da un noto teorema sni Nu-
meri (") che, quando x é razionale, la suddetla operazione, se
non finisce, deve necessariamente divenlare periodica e quindi che
la serie, se ¢ infinila, deve essere periodica.

2. Premetto le due seguenti osservazioni. Se si arresta la ope-

razione alla considerazione delle grandezze - si dice che si & eal-

i i o ; .
colato 2 con la approssimazione di — ovvero a meno di — e il
2 i@

1
an’

: l 1 1
valore approssimato sarebbe e, Tt G+ S+... e
l

ﬂ'l'l-

il guale & un certo numero di ¢ precisamente il massimo nu-

1
mero delle — contenute in @; la parte rimanente di @ sarebbe

I"errore relativo a guella approssimazione.

(*] Teorema dl Permai esteso du Eolero. — V. Bavrzen, dritmetice generale, § 13 1. 21 o Beg-
TRAND, Trafiaio di digsbra elementare, trad da Beitl, Nota V. Teorami 1, e 2,
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. [ H [+ H c
Osservo anche che dovendosi calcolare — — .o — ...,

si avrebbero gli identici numeri ¢ che si otterrebbere calcolando
@ e precisamente i numeri ¢ che si otterrebbero per la (m - 1)%

£ . @ : f

(m - 2)* ecc. approssimazione (i —— sarebhero rispetiivamente gli
stessi di quelli che si otterrebbero per la 1%, 27, ece. approssima-
zione di @. Infatti per le approssimazioni (m —+ 1)® (m = 2)* ecc. (i
@ @ | | o

— 8 devono fare fra —— e —=5 — 5 ecc. le stesse operazioni

(s

: 11 ..
che si fanno fra @& e — —5- ecc. per le approssimazioni 1°, 2°, ecc.:
a a?

ora i rapporti di quantita fra queste due categorie di grandezze

T 1 1 '
¥

\ am ' gm+1 w2 CLL {

F |

1 1 |
t T Ta 2 e
sono identici,
3. Premesso questo, sia @ adungue una grandezza razionale (< 1):

: r :
sarh allora uguale ad una espressione —~> Ove », § sono numeri

interi. Se s —a oyvero & composto di fattori primi che sono fwiti
fattori primi pure di a la operazione da esegunirsi sn & ha fermine
{ctoé la serie & f[inita) e reciprocamente.
Gli altri casi che possono presentarsi sono wnicamenle i se-
guenti ;
1), s & composto di fattori primi tutti diversi da quelli di
a, ciod & primo con a.
2). s & vomposto di fattori primi parte diversi, parte uguali
a quelli di a.
Considero il primo caso: digp che si pud certamente arrivare
con la operazione a un punto tale, ciod arrivare ad una approssi-
mazione tale, che I'errore relativo sia una grandezza della specie

=

> @l anzi piu precisamente che 1'approssimazione per la quale
i

si verifica questo fatto sard a meno di —-: dimostrato questo sic-
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come si sa che calcolando una grandezza —:T st trovano per le ap-

prossimazioni (m —+1)* (m -+ 2)* ece. gli stessi numeri che per le
approssimazioni 17, 2% ecc. di # e le approssimazioni che bisognera

: @ . .
(leterminare di —— per avere le successive di @ sono appunto le

(7 =+ 1)% (m ~+ 2)* ecc., cosl si vede come i risultati della opera-

zione si ripeteranno tali e quali ¢ ciod la serie sard periodiea.
1

u-

Dimosiro adunque che esiste una approssimazicne a meno di

tale che I"errore relativo & —:i— Percid basta applicare il suecitato

tearema, che ¢ il seguente: «avendosi due nueri p, g primi fra loro,
esiste una potenza (intera) ¢? di ¢ tale che ¢¥ — 1 & un multiplo di
p; ¢ e poi il numero degli interi inferiori a p e primi con esso ».

Essendo i due numeri a, s primi fra loro csister®: una certa
potenza ' esponente ¢ (s) (infero, positivo) di @ 1ale che a%™ — |
sard un multiplo di § e quindi

qj-
§

at ¥ — ll=m;a‘?f‘?’H ll

2 I @ .
sard un numero infero I; onde 0 gy ora si vede

. L ; N
subito che la grandezza o ¢ eflettivamente una approssimazione

i,
% S ha una gran-

di 2:infatti & minore di @ ed aggiungendovi

: : . B .
dezza maggiore di @, perché —— & minore (i
o ut 1%

-, L T
oyt It guindi il

ay ()

. i 1 . . .
massimo numero (I — contenute in 2 e & Ja approssima-

: . g | . .
zione di @ a meno di —-. Dalla medesima precedente nguaglianza

si ricava poi anche che 1'errore relativo a tale approssimazione &

\ T
precisamente —zr-

Giunti quindi con la pin volie cilata operazione a fale appros-
simazione la operazione stessa riproduce i medesimi risultati e ia
serie ¢ necessariamente periodica.
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Il secondo caso poi pud essere immediatamente ricondotto al
primo. Se s contiene fattori primi parte uguali, parte diversi da
quelli di @, sia ¢ il prodotto di tutti i suoi fattori primi che sono
uguali a fattori primi di a, e s sia il prodotto dei rimanenti, sicchd,
s ¢ = §. La minima potenza di a che contiene « sia a* e sia s1— a*:
allora

7 r r
*w—gag* — =0t - =1—
S 5 s
g ok Ty % T - t
e quindl @* @ = —— ed eseguendo la divisione a* 42— =t

t

ove ¢ sarh un infero e potrh anche essere 0, e o~ sara una fra-

zione, il cul denominatore & un numero primo con a e quindi
i t 1 : W
= = ora siccome @ < 1, ¢* 2 < g%, quindi i < a*

o=

k
a
e percio 7 sara della forma ) a* = 4-ipa* =4 .. ... +iy_, a4+ T
ove 0 L 4 < alj=1,2,...,%). onde

‘ i i3 k—1 1% 4 ]

— g — ¥ .
E—- + + ----- + Hk_"i + ﬂ-k | s ]

a a? e gk

la grandezza —;~ da Juogo a sua volta a una serie periodica e

quindi anche in quesio caso z ¢ esprimibile mediante la solita ope-
razione In una serie infinita periodica, previa wna certa serie finita.

4. Si pud anche osservare che, ammessa come nola tale pro-
prieta € ciod che una grandezza razionale si pud esprimere me-
liante una serie periodica della suddetta forma (al che si pud arri-
vare facendo uso del metodo ordinariamonte segnito nei tratinti di
Aritmetica elementare) se ne pud dedurre come conseguenza che se
si. p un numero intero primo con un certo aliro intero g esiste
una polenza ™™ di ¢ per la quale g#—! & multiplo di p. Si formi
infatti la grandezza %, la quale, essendo razionale, si potra espri-

’
mere in una serie della forma

1 i 1 P 1

y+f.'] QE I Cﬂ-ﬂ—ﬂ—"—---.- ﬂ, E; — Cq g!"[’l ]
I I

g0 +2 +.....+ﬂf—g'ﬂr—+ﬂﬂﬂ.(0£ﬁ<!])

1

Ce

11
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ove ogni ¢ termini i numeri ¢ si ripeteranno identicamente. Ora
osservo che tale serie & una progressiona geometrica avente per

g9t 4cagf—3+4..... ~+ Cy ) |
7 e per ragione —_- e

crgf—1 ez g?—24..... 4 ¢y
g9 — |

primo termine

, vale a dire

gquindi la sua somma &

| . .y i @
" & uguale a questa espressione; ma le ¢uantith che vi figurano

come numeratore e denominafore sono due nomeri intieri, onde si
vede che il numero p moltiplicato per un opporiinoe numero intero
da ¢ — 1, o in altri termini ¢? — 1 & un mulliplo di p.

Non @ forse inutile il notare la forma

=g +lg—1¢  +....+lg—1g+@g—1)
sotto cul si pud mettere il numero ¢ — 1.

D" Frano AMALDL

[EOREN SUI TRIANGOLI [SOBARIGENTRICI

In una nota, inserifa nel 1° fascicolo del Il anno di nuesto Perio-
dico, intitolata « Di alcune proprieth del triangolo », il Prof. Besso
mostrava 1'esistenza di certi triangoli isobaricentrici con un trian-
golo dafo, T Professori Pesci e Panizza continuarono, in lavori pub-
blicati nello stesso Periodico, lo stuilio del Prof. Besso, estendendo la
serie del triangoli isobaricenfrici eon un triangolo dalo. La presente
nota ¢ un'aggiunta ai lavori fatti dai detti professori.

Dato un triangolo A B (| si diranno M, N, P i punti medii dei
laii BC, €A, A B rispettivamente ed O il suo baricentro. Sieno A’, B’
due punti gualunque del piano del triangolo, si conduea A’ 0, che
si prolunghera dalla parte di 0 fino in M in modo che sia 4" 0
=2 0M, e si unisca B con M e la retta B' M’ si prolunghi
dalla parte di M’ fino in €, in modo che sin M "= B’ M'; sard
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A’ B° ¢ un triangolo isobaricentrico con il triangolo dato. Dati 4, B',
il punto € resta determinato in modo wunico. Dunque:

Dato un triangolo, un Iriangolo isobaricentrico ad esso é deter-
minalo in modo wunico quando si assegnino ad arbilrio due suol
veriici.

U'n triangolo isobaricenirico con un triangolo dato & pure deter-
minato da un vertice A" e dalla direzione dei due lati 4" B, A" C che
escono da A’. Basterh condurre per M una refta che sia terminata
ai lati dell’angolo B' A" (7 e sia bisecata in M’

I punti B, €' sono simmetrici rispetto al pnnto M. Dunque:

Se dei vertici d'un lriangolo isobaricentrico con un Iriangolo
dato uno rimane fisso e un allro descrive una linea, l'aliro de-
serive una linea simmeltrica vispetio a un punto determinato dal
vertice fisso.

Se il triangolo 4" B' € deve essere simile al triangolo dato,
bastera assegnare il solo vertice A’. Infatti, determinato M, 81 con-
conduca per M’ una retta che faccia con A" M angoli eguali (in gran-
dezza e senso) a quelli che B € forma con A M, e per A'si condu-
cano due rette che formino con A” M i medesimi angoli che 4 B, A €
formano con A M, si sarh cosi costruito un triangolo simile al dato
e ispbaricentrico con esso.

Il vertice A" si scelga sopra il lato B C, e il vertice B" sopra il
lato A C. Se 4’ rimane fisso e B’ descrive la retta 4 C, il vertice
descrivera la simmetrica di 4 € rispetto al punto M (Tav. I, fig. 1).
Questa retta simmetrica tagli B A nel punto €', sarh 4" B’ € un
triangolo isobaricentrico con il triangolo dato e iseritio in esso. E s di-
mostra che i vertiei di questo triangolo dividono nello stesso rapporso
i lati del triangolo fondamentale (Besso, 1. c.).

Se A" B' € ollre di essere iscritio deve essere simile al triangolo
dato, il primo triangolo risulta perfettamente determinato. Caleolando
i lati del triangolo 4" B'(C" in funzione dei lati del triangolo dato,
e cercando la condizione perché esso risulti simile al friangolo fonda-

BA'
A C

mentale, si trova — 1 per rapporlo in cui oA’ deve dividere B C.

Dunque :
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Fra gli infiniti trangoli iscritli in un triangolo dalo e 2soba-
ricentyici con €880, ve ne e un solo simile al dalo ed ha per vertici
{ punli di mezzo dex late del lmangolo slesso.

La costruzione di A" B’ €’ nell'ultimo caso mostra che se A’ va
all'infinito sopra B C, B' e € andranno pure all'infinito sopra i lati
A C, A B rispettivamente.

Sieno 4, € vertici di un triangolo isobaricentrico iscritto Si ha:

BA’ Al ~ BC A'C  AB ¢ B
A0 Ccp' e O E T A0 OB OB
da cui °
AC __ BC
B AB

Similmente: se A”, A™..., C", C",... sono vertlici di altri trian-
gol analoghi, si avr :

A'c_ A"¢ &
C'B ' B ¢

Dunque :

Tulti i triangoli isobaricentrici con un lriangolo dato e iserilli
iR €550 segrnano sopra i suoi latt tre punieggiale simili a due a due.

Si ha inoltre;

Se in wn lriangolo si iscrivono due iriangoli isobaricentric:
com esso, il triangolo che ha per lati i segmenti che i vertici di
quei lrangoli determinano sui lati ¢ simile al dato.

Se A’ cade in C, € cadrh in B, e se A’ cade in B, €’ cadri in 4.
Ciog nella detta similitudine al punto B corvispondono i punti 4 e €,
secondo che A si suppone appartenere alla punteggiata B (o alla
punteggiaia B A.

Segue allora dalle nozioni di Geometria proiettiva che le rette
analoghe a B (" inviluppano una parabola, la quale tocea i lati
AB, CB nei punti Be €. Si ha cosi il teorema:

Se dei vertici d'un lriangolo isobaricentrico e iscritlo, un ver-
fice descrive un lalo del triangolo fondamentale, il lalo opposto
wtnviluppa una parabola, che ¢ tangente agli altri due lati del
triangolo fondamentale nei vertici sitwali sul primo lalo,




Si pu6 dire anche:

T lati di tutti i triangoli, isobaricentrici e iscritl, inviluppano
un huwogo del sesto ordine (e della sesta classe) coslitwito da lre
parabole.

Queste ire parabole ssono di facilissima cosiruzione, perché di
ciascona di esse s conoscono due tangenti e i relativi punii di
contatio. Queste tre parabole oltre che tagliarsi a due a due nei
vertici del iriangolo fondamentale, si tagliano in altri tre punti,
vertici d'un triangolo curvilineo, i cui lati son tre archi delle
dette parabole. Questo triangolo curvilineo contiene dentro di sé
tutti i punti del piano per i quali non passano lati dei triangoli
‘«obaricentrici ed iscritti. Da quanto precede si pud enunciare il
seguente teorema

Dalo un punio, esistono in generale sei triangoli isobaricentyici
iseritti di ciascuno dei quali un lalo passa per il punio dato.

Pud notarsi che il minimo triangolo isobaricentrico & quello cir-
coscritio al detto triangolo parabolico. Infatti questo triangolo e
quello formato dalle rette che congiungono i punti di mezzo dei lati del
dato triangolo fondamentale, che & isobaricentrico al dato. Ora il rap-
porto fra il friangolo A" B’ C' isobaricentrico iscritio e il triangolo
A B (¢ & (V. Pesci, anno Il del Perlodico)

mt — m - 1
(m + 1)
dove m & il rapporio B A": 4" €. Quel rapporio diviene minimo per
m— 1. cib che mostra che il triangolo isobaricentrico iscrillo e
simile al dato, ¢ il minimo fra i triangoli isobaricenlrici iscritfi.
Sia (fig. 2) 4" B € un triangolo isobaricentrico iscritto; si pro-
lnnghine le sue medians fino a che incontrano i lati del triangolo fon-
damentale. Si ottengono dne triangoli A B” C”, 4™ B €', dei quali
il primo soltanto & segnato nella figura.
Jntanto poiché A’ B'C" & iobaricentrico ed inscritto ad 4 BC,
BA CB AC
BOgNe ¢~ BA (3
Per essere MP' parallela a B4, si ha: MA" : BA" =PM:CB
e PPM= AC' : 2, sicche

= m.




MA" m s M S—m BC

BA" — 2 QIHIII]I BA" o e RA® 2 — m,
rr rr . E‘d‘" l " ® .
Ma BC= BA" -4 A”C, per cui e =1 Similmente ri-
C-H'" A cﬂ' l rs ! !
sulla - =g = T— talch® anche il triangolo A”B"C’

¢ isobaricentrico ad A BC.

Alla stessa conclusione si arriva considerando il triangolo A"B"C".
Dunque:

Se un triangolo ¢ isobaricentrico con un aitro ed iscriito, le
swe mediane laghono i lali del iriangolo fondamenlale nei vertici
d un secondo triangolo isobaricentrico con il dalo, ¢ lagliano i pro-
lungament: dei lati stessi nei vertici d’un lerzo iriangolo isobari-
centrico.

S1 costruisca il triangolo isobaricentrico 4" B’ (fig. 3) del quale
il lato €' A’ passi per B e il lato (" B' passi per 4. Se, restando fisso
("B, il lato "4 ruota attorno a B, il punto M’ descriverd una
retia & ed il punto A" una retta y, parallele entrambe alla retta ¢ B,
e la prima passante per M ¢ per il punto medio E di ¢ 4’. Mentre €'
descrive la punteggiata C° B, M’ descrive @, ed A" descrive y e
le due punteggiale (M), (4') saranno simili alla punteggiata (C) e
percio simili fra loro; e siccome sono parallele, saramno prospetiive,
Sia K il centro di prospettiva. Questo punto K cadrh nella mediana
B N, perché quando C' B cade in B N, allora 4" ed M cadranno sulla
mediana stessa, Se ' B coincide con A B, M cadrain M e A" ¢l
punto comune a B A ed y. Cosi il punto K si costruisce immediata-
mente. Dungue:

Se d'un irangolo isobaricenlrico wn lalo passa per un vertice
del triangolo fondamentale ed ¢ fisso, mentre un altro lalo rucia
attorno a wun allro vertice del triungolo fondameniale, il terzo lalo
descrive un fascio il cui centro s7 pud costruire immediatamendte.

Da quesio feorema nasce la risoluzione del seguento problema.

Costruire un Iriangolo isobaricentrico circoscritio del quale
sia data i direzione di un lalo.

Se il lato dato passa per A, costruite K, come precedentemente,
la retta K € sarh un’altro lato del triangolo richiesto.



Sea’" =C B ¢ parallela a B N (fig. 4) e si costruisce K, il fa-
seio M (A V 7" N) & armonico, poiché 7 ¢ punto mediodi VA od M N
& parallela a VA4, e parcid ¢ armonico anche il groppo OK s N, Cosi
N & il punto meiio di 0 K, e percid B 0 = 0 K. Dunque : Se dai ver-
tici di wn iriangolo si conducono le parallele alle mediane, si ol-
lengono due iriangoli isobaricenlrici con il dato.

Riferiamoci alla fig. 3. Se 4’ ruota attorno ad 4, deserive un
fuscio (a) proiettivo (uguale) al fascio (2); questo fascio & proiettivo
(prospettivo) alla punteggiata (), descritta su A B, la punfegginta (F)
e proiettiva alla punteggiata (@), questa alla punteggiata (A) descritta
su B N, e (K) al fascio (¢'). Adunque i fasei (@), (¢) seno proieftivi fra
loro. Per conseguenza il luogo-del punto B', comune a due raggi cor-
rispondenti, & una conica che passa per A e C. Questa conica passa
per (), per il punto simmetrico i B rispetio ad NV (V. Panizza, anno I11
del Periodico) e per altri due punii determinati, com’s stato detio,
dalle parallele alle mediane condotte per 4 e C. Questa conica si
puo dunque facilmente costruire col teorema di Pascal, ed € in ge-
nerale una ellisse. Di gueste ellissi se ne hanno tre. Una di esse pud
chianmarsi la ellisse relativa ai due vertici per i quali passa.

Si consideri (fig. 5) la ellisse relativa ai vertici A, C; sia D il
simmetrico di B rispetto ad N, F il punto comune alle 4 &, C E pa-
rallele alle mediane OC, 0 IV, F il punto comune alle 4 ¥, C F
rispettivamente parallele alle meldiane O N, 0 A. Quella ellisse pas-
serih, oitreché per i punti 4, € per i punti 0, D, E, F. Siccome poi
¢ manifestamente ) K=K D, A K=K K, sard K il centro della detta
ellisse. Si pud notare inoltre che la parallela condotta da K al lato
A Ceun diametro coniugato al diametro O D, il diametro ¥ C ¢ co-
ningato a quello che si ottiene guidando da X la parallela a B (7 ece.
Da quanto precede e da altre facili osservazioni, che si possono fare
nella figura, e dal fatto che per le tre ellissi sono eguali le involuzioni
dei diametri coniugati ed egyali per esempio il semidiametro 4 K e i
due suoi corrispondenti nelle altre due ellissi, si hanno i seguenti
teoremi:

Vi sono infinili {riangoli circoscritli a un lriangolo dalo e
isobaricenirici con esso. Assegnata la direzione d'un lato il irian-
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golo resta delerminalo in modo wnico, e se il primo lalo ruola
attorno al vertice per il quale ¢ stalo condolio, 1 due lali ri-
manenii colla loro mulua inlersezione generanc una ellisse la
quale passa per i due verlici rimanenii del iriangolo fonda-
mentale, per il baricenlro comune e per allri ire punit deler-
minabili immediatamenie.

La conica relativa a due vertica del Iriangolo fondameniale
ha per ceniro il punlo simmelrico del vertice rimanente rispetio
al baricentro comune.

I cenlri delle tre ellissi che rappresentano il luogo dei ver-
er der triangoli isobaricenirict e circoserilli Jormano wn trian-
golo isobaricentrico col daito, eguale ad esso, e coi lati paral-
leli & quelli del medesimo.

1 lat: di questo lriangolo consideralt come diamelyi hanno per
comugalr le retie che uniscono t suol verlict ai vertica del lrian-
golo [fondamentale che somo opposti ai lali del triangolo che si
considera.

Quelle tre ellissi sono eguali fra loro.

Se allora una di queste ellissi diviene un cerchio, le altre due di-
vengono cerchi eguali ad esso. Si ha cosi 1a conseguenza che se in un
triangolo l'angolo di due mediane (porzioni comprese fra i vertici e il
punto comune) & supplemento dell’angolo opposto, lo stesso avviene
per gli altri angoli, e il triangolo & equilatero.

Si ha inolfre

Data wna rella vi somo in generale sei lriangoli isobayicen-
lrici circoseritll di ciascun del quall un veriice cada sulla rella
data.

I' vertici sitnati sulla retta data sono | punti che la retia stessa .
ha in comune colle tre ellissi sopra considerate.

Catlania, ottobre 1889,
SEBASTIANG CATANIA.
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DIMOSTRAZIONE DELLA FORMOLA

CHE DA IL VOLUME D'UN TETRAEDRO IN FUNZIONE DEGLI SPIGOLL

Di un tetraedro siemo: B; By B; una faccia triangolare ossia la
base d'area S, B,A =a la lmghezza della perpendicolare abbas-
satn dal vertice opposio ossia 1'allezza del tetraedro rispetlo a guella
faccia, By, be, by 1 tre spigoli lati del triangolo base, Ay, he, A gli
altri spigoli lati del triedro concorrenti nel vertice opposto alla base
considerata; diciamo inolire con m,;, mg, 7y le lunghezze delle con-
giungenti il piede A della perpendicolare coi vertici del triangolo
B, By B che sono le proiezioni dei tre spigoli lati del triedro sul piano
di base.

Il volume del tetraedro sari:

(1] F’=%a8.

Per trovare l'espressione dell’aliezza a del tetraedro in funzione
dei suoi spigoli seriviamo la nota relazione esistenie fra i sei lati
di un tetragono piano (*) guale sarebbe nel nostro caso By Bs By A,
OSSia:

0 &y by mil
by 0 55 mg 1
[2] be b O0mil | =0,
ms s my 01

1 1 110

Ed essendo pel teorema di Pilagora:
mi=h —a, myg¥=hy —a, my=hy — a

eseguita la sostituzione nel determinante ed aggiungendo agli ele-
menti della 4* colonna quelli della 5 moltiplicati per a* e simul-

(*) Periodico di Malematica, 1886 - Lomria. Intorno ad aleune relazion fra dlylanse, Pag. B8,
15
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taneamente agli elementi della 4* riga aggiungendovi quelli della 5*
moltiplicati pure per a°, dalla relazione [2] si ottiene la relazione
unica esistente fra i sei spigoli ed un’alfezza rel tetraedro:

03 b A
by 0 b R
[3] bs b 0 hs
hi hs hs 2a° 1
131 @ 0

[ W —

|

(.

Sviluppando questo determinanie e liberando il termine a° dal
suo coelficiente avremo:

—hi b3 — hy b — hy b5 + i I (b5 + b — b3) 0bs bi 1
+ R ks (Bs + by — UY) + Iyl (B3 + U — By) (=1) b 0 B3 1
+03 0% (B -+ b5 — DY)+ Ma s (BE+ D) - B3) | b0l |
+ hg by (B + b5 — bg) — b5 i b3 1110

[4] =

Osserviamo che lo sviluppo del determinante simmetrico che
figura al denominatore & il segunenie:

D = b + by + by — 2 (85 b3 + b; b + b b))
= — (D4 =+ Og + By} (by + Dy — by) (Bg + b3 — by) (bs + by — by)
=—16p (p—0) (p— Bs) (0 — ) =— 16 §°.

Se diciamo colla leftera & la quantitd in parentesi, ossia il
numeratore dell’espressione di @°, e per brevith la ricordiamo col
nome i risultante del tetraedro, avramo:

R
-
S T
Risalendo alla formula [1] si trova:
16 LWL
V= e ossia 144 P=R.

Ed aggruppando i 22 termini contenuti nello sviluppo di R, fun-
zione omogenea del 6° grado degli spigoli del tetraedro, il volume
di questo si ricava dalla nota espressione (*) seguente:

(%) L. e. 1886, ~ Buaso. Bul totraodro a facee ugonll. Pag, 2.
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144 V2 — BB (BE-+h3+Bi-+hS— 83— B+ by B (Ba-+ b+ D+ A= D= 2)
+- b:Ji§(b§—llhi+b§+h§—bﬁ-—hi)—(hihib§+h§z‘1§b§+}f§hib§+b§b; 8)-

L'applicazione della relazione [4] pud essere utile nella ricerca
di aleune proprieta del teiraedro di cui sl hanno le dimostrazioni
in molti importanti lavori (7).

Snsearl, 8 maggio 1830,
Ing. GiuserPE DELITALA

Professore di Geometria pratica.

SULL' EQUAZIONE o” — = CON o ED y INTER] E POSITIV]

Siano « ¢ f due numeri disuguali interi e positivi dei quali «
sia il maggiore, che soddisfanno all’equazione:

a¥ = Y.
Sarh identicamente:

o

donde, posto: N3 = P
r—1
Bl _ =0 dacai:  (F — =0
¢ percid, poiché » e f—' sono positivi e 8 & intero, sarh identi-
camente: = @' dalla guale cguaglianza e dalla posizione Iatia
g deduce:

r 1 .
n::,-""i B___:f,r—-I ( Ji

Ora perché « a P siano inferi, come & jpotesi, » deve essere

m

intero. Infatti se r fosse eguale ad wna frazione irriducibile — si

avrebbero di ¢ e di P rispettivamente i valori:

(%) L. o. 1885, - Wusson. Bul tetrsedro a faces ugmall,
(**) Eraeno. Introd. IT. § O10.
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’i;u(;)", ‘Vn(;_)" nel caso di m > »
" |
R 1

'/(%)m V(%)ﬂ nel caso di m < »

che non sonp interi. Dovendo dunque » essere intero, non pli0 eSSErs
che eguale a 2, e per conseguenza:

L = QII Fi-:::: Ea

perché ogni altro valore intero di » da per « e P valori non interi.
Infaiti nelle serie dei valori di « e B per

r=34,5.....,554+1,....

che sono respetiivamente :

$ 3 4 ’ |
" B8V, 4VE, 5VE,.. (s+1) ViFI,....
|

b . 3 L]
P) Yy 8., V4, | Vs+1,....

BOD §'inconira mai un intero; giacchdé se potesse essere:

Vel =3
e quindi:
1] =]

con 2 intero ed § > 2, dovrebbe necessariamente essere 7 > 1 e posto
t=1-- 1 dovrebbe % essers intern e soddisfare alla condizione:

[2] h 2 1
¢ la (1) diverrehbe:

[3] (I+2y=s+41.
Ora avendosi per la [2];

l—i—hs__ZI-i—s

.--" ¥ .'.'-
LY

:
|
1
|
4
|
;
:'
5
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si dedurrebbe di qui per la [3]:

1+hs 2(1 + n)
ma. questo risultato & falso, perché si sa (*) che:
14+ hs < (1 +Ah)

dungue non si pud ammettere Vs -+ 1 intero,

Roma, 26 aprile 1830,
Ugo DAINELLL:

SULL' UGUAGLIANZA o' = #* CON 2 E / INTER] E POSITIVI

Nel primo fascicolo di quest’ anno il Prof. Besso ha tratfate la
stessa questione. Tuttavia ho creduto utile ritornarci sopra risolven-
dola in un modo alguanto pit elementare.

1. Consideriamo 1’ ugunaglianza

|1] a-+b=ab

dove @ e b sono interi positivi, e vediamo per quali valori delle lettere
essa e vera. Poiché dividendo ambo 1 membri per @ o per b, il primo
membre deve mantenersi intero, &i riconosce che @ e b deévono essere
multipli 1"uno dell’altro; eib vuol dire che deve essere a = 6. Indi-
chiamo ean ¢ il loro comune valore; dalla [1] si ha allora: 2 ¢ = ¢* e
quindi ¢ = 2.

Pertanto 1’ uguaglianza [ 17 ha luoge solo pel valore 2 di a e 2.
Per ogni altra coppia di valori per 2 e b non inferiori a 2, né entrambi

-

ngunali a 2, si ha: »
a+b<L ab

cioe: La somma di due numeri inleri e posilivi non inferiori a 2 ne

(%) Vedl qualunque Algebra, p. es. quella del Brrreanp trad. Bwrm, pag. 287.
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entrambi uwguali a 2, & minore del loro prodotto. Infatti, nguale non
pud essere, né maggiore giacche, supposto a > b, se &

a—+b > ab
si ha dividendo per a:
1 +%>b:

mﬂ.% gl, quindi sarebbe & < 2 contro 'ipotesi di @ ¢ b entrambi

non inferiori a 2.
2. La somma di tre numeri interi ¢ posilivi non inferiori a 2

¢ manore del loro prodotio.

Siano infatti @y, ag, ay tre di tali numeri e poniamo p =a, as;
dovra essere p 2> 2 perché a4y ed g, sono entrambi non inferiori a 2,
Sard quindi, per 1'articolo precedente

P+ ay < p ay.
Ma p > @y~ a,, quindi sarh in ogni caso
@y -1 ﬂ3+ﬂﬂ< 1y fig U3.

Ammettiamo ora che per valori di a4, ay,. .. a,, interi e positivi,
non inferiori a 2, si abbia

|2] G a4 ..... +a, < 1a;5..... An.

Postop=a, a; ... a,, si vede che deve essere p > 2 perché ciascuna
@ non pud essere minore di 2. Indicando pertanto con a,,, , un numero
inlero e positivo non inferiore a 2, si avra sempre

Fy _l_ u’n-[—l < /2 u‘n—]—i‘

Ma per la [2] ¢ p ooy —t+as~+..... - a, quindi a fortiori
SAra

Poiche la [2] & vera per il caso di tre termini, essa & vera in
generale. Si ha quindi che: L'wguaglianza:

Gy === ... +a,= a4 Qg ..... My,

en cui le letiere rappresentano interi positivi non inferiori a 2,
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2 vera sollanio per n =2, cioé nel caso di due numeri, CiasCuno

dei quali ha allora (per U ar-ticolo precedente) il valove 2.
Posto @, = @3 =...=—a, =a si ricava che: L’ uguaglianza:

an—a"

con a non inferiore @ 2 ed n > 1, non pud verificarsi che nel
caso di a=—n=2 .

3. L uguaglianza
[3] o’ =P

con a e h inleri e positivi, ha luogo sollante quando uno dei
numeri & uguale a 2 e I'altro a 4.

Supponiamo @ > b ed indichiamo con p un divisore primo di a;
esso dovrh essere, per la [3], divisore anche di 4. (Quindi se « e
8 sono gli esponenti coi quali il divisore p entra in @ e & rispetti-
vamente, dovra aversi

wh= Pa
sempre per lu [3]. Ma @ > b, quindi sara = > B. Segue da cid

che a & multiplo di b, perché contiene tutti i divisori primi di &
con esponenti rispettivamente maggiori. Poniamo adundgue

[4] a= bg.
Sostituendo nella [3] si ottiene

(bg) = b,
cioé [5] bg = b".

Ora b non pud essere inferiore a 2, perché allora la [3] non
si verifica, ne ¢ = 1, perch® altrimenti sarebbe a = b, confro
1*ipotesi di @ >> b. Per cui (per il n.” precedeute), 1’ nguaglianza |95 |
non pud verificarsi se non &

b—=g=—2

e quindi in tal caso dalla [4] si ricava

' —X
Pror. Luialr CARLINI.

11

|
|
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DEI CIRCOLI CIRCOSCRITTI AI TRIANGOLI

FORMATI DA 2 RETTE POSTE IN UN PIANO

§ 1. In quel che segue supporremo sempre che tutti gli angoli,
posii in uno slesso piano, siano descritti con rotazioni dello stesso
sens0 e considereremo come eguali due angoli che differiscano per
un multiplo di 360° (*); indicheremo poi

cou (ad) 'angolo formato dalle due refte @ e b (siccome Ja
direzione dei lafi dell’ angolo in seguito non sarh determinata, que-
sta notazione indichera due diversi angoli, differenti di 180° ma
questa ambiguith non avrd nessuna influenza, perché dell’angolo
(@ &) noi considereremo sempre il doppio),

con (A CB) I'angolo formato dal segmento di retta determi-
nato dai due punti 4 e C col segmento di retta determinato dai
due punti € e B.

Derivano immediatamente le seguenti conseguenze :

I) se C & il punto d'intersezione di due retie a e b, se inoltre

A & un altro punto della reita @ e B un altro punto della retta
b, si ha sempre

2(ad)=2(4ACB),

) se A"C" e B'C" sono due segmenti di retin rispetliva-
mente perpendicolari agli altri due segmenti AC ¢ BC, si ha sempre

2(4'C’'B) = 2(A(B),

Il) condizione necessaria e sufficienie affinché tre punti 4,
B, C, in ordine non determinato, siano sopra una retta & che si

ahbia
2(ABC)=0,

(*) Cir. Bavraen - Flanimeria, § 2, 4.

——
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IV) condizione necessaria e sufficiente affinché quattro punti
A, B, C, D, in ordine non determinato, siano sopra una circonfe-
renza ¢ che si1 abbia ()

2 (4 CB) = 2(4 DB).

§ 2. Qualiro retie poste in un piano, prese a (re a lre, deter-
manano qualiro iriangoli: le guallro circonfervenze circoscritle
a quesh (riangoli

1) passano per un punlo.
1) hanno i loro centri sopra wun’ aiira circonferenza (™).

Prima di tutto stabiliamo d’indicare

con ay as @y, a, le quaitro rette,

con p,q, r, s i quattro numeri 1, 2, 3, 4 in qualungue ordine,

"con C} , il punto dintersezione delle due rette, che restano,
guando si escludano le due rette a, c a, (™),

con Cp il centro della circonferenza circoscritta al triangolo
che resta, quando si escluda la retia a,,

¢con P* il pumto pel guale devono passare le quatiro circon-
foreniza O}, Ca, C3, Ci,

con C* il centro della circonferenza sulla quale si debbono
trovare i centri di queste quatiro circonferenze;
ed osserviamo che si avra sempre

[1] ------- 2 (C:.# C:',l C':,l) =2 (nu ﬂ;),

perché €', & l'intersezione delle due rette a, ed a, e i punti C;,
e Oy, ¢i trovano vispettivamenie sulla prima e sulla seconda di
(ueste retie (8§ 1, 1).
Cio preposto passiamo a dimostrare separatamente la 1 e la 11
parte del teorema enunciato.
I) condizione necessaria e sufficiente affinché le quattro cir-
conferenze passino pel punto P'g che si abbia (§ 1, TV)

" (*) Cfr. Barrzze - L o § 4 3
(") Questo teorema & dovaio sllo STemee, ii quale ne propose s dimostrazione nel T. XVIlI
(pag. 802; degll Anmales dew Mathémuatigues, Della prima parte sl conoscono varle dimostrazioni (Ofe.
Bantzzs - L. ¢ 84, 7T — MiqueL - Jouwrnal des Mathemaotigues, T. TII pag. 456); ma Ia dimosira-
sione qnl esposta offre 11 vanlagglo dl poter essere estess &l casl ehe conaldereremo Lu seguito,

(##¥) La seells di1 guesis potaxione, che In gnesio primo case rende un poce pia laboricss Is
giposizlone, sara glustifieata da qoel cbhe segue.

10
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BYs csns s 2i(Cys PGy y=2/(08 , €, CL ),
la quale, per la [1], equivale all'altra
[3] ....... 2 (C;:, P C;,) = 2 (ﬂﬂ. ﬂ'p).

Consideriamo due qualunque di quelle quaitro circonferenze, per
es. C ¢ Cy: queste hanoo in comune il punto (1,2 @ un altro punto,
ma le alire due circonferenze C3 e C} non passano, in generale, per
Cy,¢ dunque quest’altro punto dev'essere P'; quindi, per dimostrare
quanto ci siamo proposio, potremo supporre vera la [3] quando ai
§ si atfribuiscano i valori 1 e 2, e far vedere che essa & vera anche
quando a questa lettera si atiribuiscano i valori 3 e 4. Bastery limi-
tarsi al primo di questi valori, perch& un ragionamento analogo
varra per I'aliro; inoltre, posto =23, basterd dimosirare che la
[3] & vera quando a pe a ¢ si attribuiscano ordinatamente i valori
1 e 2, ossia che si ha

[4] ......... 2 {CTIH P C;igj — (ﬂﬂ ﬂ'l)
perché ullora sard pure, per la [1],
2(Cls P' Ga5) = 2 (Cf 5 Gyu Ca5).

cioé il punto P assieme ai tre punti Cfs €3 C3 4 sarhd sulla cir-
conferenza Cy e quindi la [2], e per conseguenza la [3], sari vera
anche quando alle lettere p e ¢ si atiribuiscano due qualunque dei
tre valori 1, 2 e 4,

Osserviamo percid che la [4] eguivale all'altra

2(ClaP Cls) +2(Cls P Chy) = 2 (ay ay):
ora, essenlo i guattro punti €, €7 3 Cf ¢ P tutti sulla circonfe-
renza (), si ha
E(CLB P G;.H) = 2 (C’“I,B Cli,-l ':{,E)r

e analogamente
2(Chs P' Cho) = 2(Cly Cho Chy)

r ) T

dungque dovrd essere
2(Cis Cha C3o) 4+ 2(Ch 4 Oy Chg) =2 (775 @y).




Ma, per la [1], si ba
2(Cly ClaCly) =2 (agas) 2 (02 Csq Chs) =2 (a3 @),
onde 1'eguaglianza da dimostrare si trasforma nell’alira
2 (ag ag) 4+ 2 (:1;:11) = 2 (az @y),

la quale & evidente.
1) Si consideri 1'angolo (Cy C} Cy), siccome il segmento Cy , P!
& la corda comune delle due circonferenze Cp e €5, e il segmenio

C;, P' & la corda comune delle due circonferenze )y, €5, si avrd

(§ 1, 11
2 (GG CH=2(G, P* G,)

e quindi per la [3]
£ I 2 (Ch (2 () = 2 (a, ay)-

Quesia eguaglianza imosira la seconda parte del teorema, per-
ché per essa si avra

2 (G4 €} Cl) = 2 (G C4 C).

§ 3. Dopo avere stabilite notazioni analoghe a quelle del § pree. ¢
con analogo ragionamento si dimostra facilmente quest altro ieorema:
Cingue relte posie in wn piano, prese a qualiro a guallro,
delerminano pel leorema precedente cinque circonferense. quesie
cinque Circonferense
I) passano per un punio,
1) hanno 7 loro ceniri sopra un' altra circonferenza.
Vogliame ora dimostrare ché si la il 1eorerma generale
n peite posle in wn piano, prese & n— 1 a n— 1, deter-
minano col procedimento precedenle n circonferenze: quesie 1
circonjferense
1) passano per un punio,
1) hanno i loro centri sopra ww altra circonferenza.
Oi serviremo del metodo d’ induzione. Perecio, stabilito d indicare
CON Ay, O, ««o:x Opy, Oy le n relte,
con p, ¢ 7, -+ -..v inumeri 1,2, 3,.....n— 1 presi n
qualunque ordine,
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con P, g, 7, +.vu.. w inumeri 1, 2 3, ..... 7 presi pure in

con (52 il centro della circonferenza determinata col proce-
dimento precedente dalle » — 3§ rette che restano, quando dalle
n—1 rette ay a,, ...... a,—y si escludano le due rette a, ed a,
(nel caso di #=5 queslo punto & I'intersezione di due rette),

con Gy~ il centro della circonferenza delarminata nello stosso
modo dalle % — 2 rette che restano quando dalle stesse m — 1
retle si escluda la retta a, solamente,

ammetteremo che si abbiano le due ugnaglianze

6].....2(G P =2 Gy C5 C3Y)  (Chr. 1a [2)),
[ = «u « B N o Cr') =2 (7, a,) (Cfr. 1a [5]),

dalle quali risulta dimostrato il nostro leorema per n — 1 rette
(£7~ indica il puuto pel quale passano le # — 1 circonferenze), e
faremo vedere come, stabilite notazioni analoghe alle precedenti, da
quesie derivino necessariamente le alire due

8] ...... 8\ P C . =2 (Gu Cu C] ),
9] ...... 2 (G CC; ) =2 (v, a,),

che dimostrano appunto il nostro teorema per n ratte,
Premettiamo che nella nostra ipotesi si avrd sempre

[1oj..... .. 2(Cu Oy Ch ) =2 (a, a,) (Cfr. 1a [17),
perché, se dalle » rette Ty, 8y ....a, si esclude la retta a,, re-
stano le n — 1 retie Uy, By 5oisis a. e allora si vede che ruesta

[10] non & altro che la | 7] scritla sotto altra forma: in forza di
questa [107 la [8) equivale all’altra

13 o 2(Cpw P Cpu) =2 (a, a,) (Cir. Ia [3]).

1) Ci6 posto cominciamo dal dimostrare la [11]. Consideriamo
percio due qualungue delle » eirconferenze' O7, Cz, .... O, p. es.
Ci, €%, la prima delle quali (per quanto si & ammesso) passa per
gli 7 — 1 punti Clor O, Gy, ... Cin € la seconda per gli » — 1
pontl G35, Gia, Goay +.v. G3nt queste due circonferenze hanno n
comune il punto CTe e un allro punto, ma le altre n — 2 ecircon-
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ferenze Cj, CY, .. ... Cw mon passano in generale per €73 dunque
quest altro punto deve essere P"; quindi, per dimostrare quanto -ci
siamo proposto, potremo supporre vera la [11] quando a w0 si atiri-
buiscano i valori 1 e 2 e far vedere che essa & vera anche quando
a questa letlera siattribuiscanoivalori 3, 4, .... n. Basterh, come
precedentemente, limitarsi al primo di questi valori, perchd un ra-
gionamento analogo varra per gli altri n — 3; inoltre, posto w — 3,
basterd dimosirare che la [11] & vera quando a p e a g si atiribui-
scano ordinatamente i valori 1 e 2, ossia che si ha

perché allora sara pure, per la [10],
Q(UigP" ‘:';13 — 2((&:3 CI?:,r C;-g), (?“:- ‘“L 5, ....ﬂ),

ciog il punio P" assieme agli »— 1 punti C3, (r=4,5..... n)
sara. sulla circonferenza Cj, e quindi la [B], e per conseguenza la
[11]), sard vera anche quando alle lettere p e ¢ si atiribuiscano due
qualunque degli » — 1 valori 1,2, 4, 5, ..... n.

Osserviamo percio che la [12] equivale all’alira

2(Cs P" (50) + 2 ((54 P" C55) =2 (ay ay),

ora, essendo i quattro punti Cfe, CTa, €74, P* sulla circonferenza
(7, si ha

? (s P* (15) = 2 (O3 G4 CLy),
e analogamente

2 (Cie P* C3) =2 (Cha C3u Co)
dunque dovra essere

2 (Chs Cha Coio) + 2 (Cho Cha Coa) =2 (a3 ay).
Ma per la [10] si ha .
2(Cs Cla Gy =2 (ag @), 2 (CF: 024 Cip) =2 (s @),

onde 1'egnaglianza da dimostrarsi anche qui si trasforma nell'altra

2 (HH ﬂﬂ) -+ 2 (Hﬂ ﬂ]_) =2 {ﬂﬂ ﬂl)'
che & evidente,
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IT) Passiamo a dimostrare la [9], Siccome il segmento €2, P
¢ la corda comune alle due circonferenze (7 e C3 e il segmento
(z,» P & la corda comune alle due circonferenze C* ¢ €, si ha subito

2 (GG 2 C) =2 (G P* C0);

da questa e dalla [11] risulta immediatamente la [0] in questione,

§ 4. Dietro le considerazioni precedenti si conclude che

L retle posle in un piano (supposio n > 4) delerminano

generaltmenle un punio e wna circonferenza,
punto e circonferenza che si trovano col procedimento indicato.

Le considerazioni del Cuwrorp (%), che hanno per punio di par-
tenza la sola prima parle del teorema dol § 2, conducono invece
a questa conclusione:

n reite poste in wn piano delerminano un punlo, se n é

pary, e una tirconferenza, se n ¢ dispari,
punto e eirconferenza che, tolto il caso di # =4, si determinano
con un procedimento diverso dal nostro.

5 ©. Termineremo col dimostrare anche il seguente teorema:

La circonferenza determinata da qualiro relle, passa pel
punlo delerminalo dalle stesse qualtro relle;
questo teorema, pure dovuto allo StEiNer (l. c. al § 2), si verifica
solo in questo caso, ossia

la circonferenza deferminata da pin di quatiro retle non
passa, in generale, pel punio delerminato dalle slesse retle.

Affinch® la circonferenza €™ passi pel punto P* & condizione
necessaria e sufficiente che si abbia

2 (0 1 PY) = 2 (C* O P,

Ora: Cp, P* & la corda comune alle due circonferenze C, e Cy
quindi

2(Cy 2 P = (G}, €3 P,
ma 1 punti G, C*, P* sono tutti sulla circonferenza C% quindi
anche

(Cs,q C) PT)=2(C},, C7,, P7),

(¥) Cfr. Il sonae comune nelle Scienze Esatie - Ha. Damolard, Milany.

L Rt i

B
=i

I-I.'I l-
¥
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= -

Y g f
-y 1.3__'.'
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per cui
2(Cs Cg PY=2R(Cy,q Cg,r P7)

e analogamente
2 (C; Cr PYY=2(C;,, Cg . P").

Dietro queste due ugnaglianze la condizione precedente si trasforma
nell” altra |
2 (G Cpr PT) =2 (G5, Copr 27),

pssia
2(Ch CFo P+ 2 (P G G) =0,

0Ss1a

2 (G;E C';lr C;Jr) = (.

Questa condizione & cerfamente verificata per % = 4, perche allora i
punti Cy , C, . C, . sono tutti sulla retta a, (§ 1, TI). Resta a dimo-
strarsi che essa non pud, in generale, esserc verificata per n > 4.

Dopo avere, al solito, convenuto di indicare con Cj , . 1l centro
della circonferenza determinata dalle » — 3 rette, che restano,
quando si escludano le rette a, a, a, e con P} il punto determi-
nato dalle 2 — 1 rette, che restano, quando si escluda la retia a,,
si osservi che, essendo Cj,, P; la corda comune alle due circon-
ferenze C,, e Cp,., ¢ Cp ., P la corda comune alle due circon-

ferenze Cj . e C,, sard

2 (C::-r C’::“ C;'-‘") =2 (P: C;;

#

' 'P:)
e che guiudi la eondizione da verificarsi diventa
L —
2 (P} e P2) = 0.

Ma gquesta, in generale, non & vera perchd i fre punti Pj, (3, ., P7F
sono sulla circonferenza C7, e quindi, in generale, non sono I
linea retta, onde anche la second® parte del teorema & dimostrala.

(GI1oSEPPE PESOL.
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TEMI DI MATEMATICA

PER LA LICHNZA DISTITUTO TECONICO
NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA (*)

Esrare 1890, 1). — Un cilindro e un troneo di cono hanno a
comune wuna base e Iallezza, e il rapporto dei loro volumi & il

numero a. Trovare il rapporio dei raggi delle due basi del tronco
di cono e disculere il risultalo.

Chiamando R, » i raggi delle basi del tronco, e supponendo che

la base comune ai due solidi sia quella di raggio R, l'eguazione a cui
dix Inogo il problema &

R == (B+r*+ Rr)

la quale, ponendo »: R =—¢. si trasforma nella seguente

a4+ ap-ta—3—=0,
Si ha dunque

_ ‘—ﬂ—}—"IIEﬂ—:‘}ﬂI _______l_ 3 3. 1
i 2a 2 +|/u 4 []

Poiché p & quantity di sua natura positiva, non solo devesi pren-
dere, come si & fatto, il segno -+ pel radicale, ma conviene inoltre
che @ sia tale che si abbia 12¢ — 34" 2 &, ossia a < 3; cosi
@ puo assumere qualungue valor positivo da 0 a 3. Per g — | segue,
per I'ultimo membro della [1, e=1 e pera >1 sihap<le
viceversa, cosl per a>1 & » < R cid che viens a supporre il ci-
lindro eretto sulla base maggiore del tronco, mentre per a<{l &
7> K ed il cilindro ha per base la base minore del ironco. Final-
mente per a =23 si ha p =0, quindi »=0 (escludendo B — o=):
la base superiore del tronco si riduce cosi ad un punto.

(*). 11 letiore Jiotrd notare che 1 due priml feml eclie segoone wone guelli assegnatl per 1a li-
¢enza nella sessione desami testé whiwsa. Dol bismn pol "enunelato di gll altrl quenitl alla cortesia

del Obh.mo Praf, M, Mizani, preside del R. Istituto feenieo di Udine, al quale simmo lstd df polsr
renders pubblledie grazie.

S -hq,‘a-."-i' 0 H -
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Esrate 1890, II). — Un cono cavo contiene n sfere collocaie
I'"una sopra Ualtra, in modo clhe ciascuna sfera tocca la sfera
che le sta sotlo, quella che le sla sopra e la superficie inierna
del cono. Conoscendo il raggio delle sfera suprema e la dislanza
del suo centro dal vertice del cono, trovare il raggio e la dislanza

analoga per wn'alira qualungue delle sfere; ¢ dimoshrare che
i raggi delle sfere formano una progressione geometyica; che le
distanze dei centri dal certice formano un' allra progressione
geomelrica ¢ che le due progressioni hanno la stessa ragione.

Siano: #, i raggio della sfera suprema, aq, la distanza del suo
centro dal vertice del cono; r, ed a, gli analoghi elementi per la
n= sfera, I chiaro che si avri

& Per esserc @, — @, ==, — 14,

_ o i)
S a,—mn )
# r - - -
Dalla relazione 4, —=— - @,, si ricava poi
1
1 -+ i |
ITE N ﬂ.l . oy =M
Similmente deducesi
re n
i r
o oo » ay 1y \2
I R — . '
e ag =173 S l =17
— ﬂ-] —a
] I
) —+ 7y ¢ TN \" il
e — = gy T
rl__-rl(ﬂl—?l)T % ](ai_"l) UI
ﬂ'ﬂ_l_ re — 2y +'r'1 N = a ( Ty e "y )“—1 |I|‘

Dai valori ottenuti per », ed @,. che rispondono al guesito, segue

' |

poi che iraggi delle sfere formano una progressione geomeirica, che It

sione geometrica e che le due progressioni hanno la stessa ragione
a, -+ 7 _
a—r

17

le distanze dei centri dal vertice del cono formano un’altra progres- l
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Esrate 1889, ). — E data la somma a di tre numeri x, v, z
in progressione arilmetica ed é dalo il loro prodotto b; irovare
questi numeri e disculere i risullati.

Risposta, I numeri cercati sono

a — at — 27 b a . ﬂ_i_'/ﬂ*—z”'
m—g'i— 0 y y—T.S-I .3'—-3_“_' 0 a -

Il problema ha due soluzioni che conducono agli stessi numeri.

salvo il loro ordine. I mumeri cercati sono reali se & > 27 b, im-

S . ., at — 27 % a” b
maginari nel caso contrario, Essendo poi 5. — @9 —o—

51 vede che w g & possono avere (ualunque segno, senza che pereid
il problema sia impossibile, mentre se @ e & hamno segni contrari i
numeri eercati sono-sempre reali.

Estate 1871, a). — Dimostrare o relazione irigonomeltrica

b -+ b
sena—l—senb—-san(rz—f—b)-:tisanisenfsen ﬂz -

2
Dalle formule

=0 a—b a+b a-+b
Sen @ + sen b = 2 sen —— eos —; ) Se (@ +b) =2 sen —— cos—;

si ha subito

a0 | a—b b
sena - sen & — sen (@ + b) = 2 sen 5— | 008 =5 cos —;
[ b b
— > S0 5 sSe1n D)
(Continua). A. Lugul

ALCUNI TEMI DI MATEMATICA

PROFPOSTI PIOR IuA LICENZA LICHAT . H (")

1. Dati i quadrati ¢, ¢: q3 delle bisettrici degli angoli d'un trian-
golo e i rettangoli », 7,7, dei segmenti in oui ciascun lato & diviso
dalla bisettries dell’angolo opposto, ealeolare Ia lunghezza dei tre lati
¢ dimostrare ‘che in ogni triangolo rettangolo, 1a somma del quadrato

(*) La redazione ringrazia noel Signori Presid] o Insegnantl che elibere 1s geniliesmn i po-
municarie [ femi eche A62T10D0,
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della bisettrice dell'angolo retto, col rettangolo dei segmenti in cni
I'ipotenusa resta divisa & doppia dell'area del briangolo.

2. Valendosi della nota proprietd delle radiei dell'equazione di
seoondo grado, si dimostri che la somma ed il prodotto delle radiei

dell’equazicne
" —p(l—gz+g¢ =0

sono rispettivamente la somma delle radici delle equazioni:

@ 4 pa g=~0
gt —pae-}+1=0

e il prodotto delle radier di questa, per le ferze potenze delle radici
dell'altra,

3. Se da un punto di un cerchio si calano le perpendicolari su
due tangenfi che =1 fagliano e la perpendicolare sulla retta che passa
per i punti di contatto, questa terza perpendicolare ¢ media propor-

zionale tra le altre due.
4, T centri delle faceie d"un cunbo, son vertici d'un ottaedro re-

golare, e viceversa i piani condotti per dme vertici opposti d'un of-
taedro e parallell al piano degli altri gnattro vertici, sono facce di
un oubo.
Un cubo & equivalente a sei volte l'ottaedro regolare avente per
vertici 1 centri delle facce di esso.
(K. Liceo di Benevento).

1. Desecrivere eon raggio dato nm circolo tangente ad una retta
e a una cireconferenza data.

2. Costroire un triangolo conoscendosi un lato, un angolo ed
un’ altezza.

3, Un corriere percorre nel tempo ¢ e colla veloeitd costante v
il perimetro di un triangolo rettangolo di cui si comosce 1'ipoienusa,

calcolare 1 catetl,
4. Segure una sfera con un piano tale che 1'area del eircolo mas-

simo sia media proporzionale fra le calotte determinate dal piano.

* (£. Liceo di Brescia),

1., Dimostrare c¢he prolungandoe 1 lati 4 B e O D i un rettan-
golo dato A B € D, {di una medesima lunghezza 2 ed i lati B U e
D4 di una medesima lunghezza 7, si ottengono quattro punti che
sono vertiei di nn parallelogrammo, e determinare la relazione che
deve esistere fra @ e y perchd il parallelogrammo diventi una losanga.
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2. Determinare il numero dei termini di una progressione arif-

metiea, nella quale il prime termine vale 10, 1a ragione 5 e la somma
dei termini 175,
(£, Liceo di Casale Monferrato).

1. Inscrivere in un quadrato dato un quadrato, il cui late sia
eguale ed un dato segmento,

11 candidato pnd riscivere il problema anche con l'aiuto dell’al-
gebra, e ricavare dal risuitato ottenuto una costruzione geometrica.

(&, Liceo di F&rmrﬂ).

1. Un numero & formate di 8 cifre che sono in progressionc geo-
metrica. La somma delle cifre & 13 o se al numero si aggiunge 792
wi ottiene il numero scritto gon le stesse cifre, ma schierate nell'or-
dine inverso,

2, Data l'equazione:

& — pi— 6 =0,
i determini » in modo che sia

4, HKssendo &1l raggio di una sfera, caleolare 1'altezza @ di un cono
la coi base & un parallelo della sfera, il vertice & il centro della sfera
e la superficie laterale la decima parte dells superficie della sfera.

4. Tagliare una sfera con due piani paralleli ed egnalmente lon- |

tani dal centro della sfera in modo, che la somma delle aree delle
doe sezioni sia uguale all'area della zona compresa fra i due piani,

(£, Liceo di Foggia),

1. Quali valori bisogna attribnire ad @, b, ¢ perch si abbia
identicnments :

(n+&)m“+(r:+c)mf-—|— Ptt=(m—B3) a4 22+ at
essendo m un numero datp?

2. Se 4, B, C =ono 1 punti nei quali un piano arbitrario taglia
rispettivamente i tre spigoli di un angolo triedro trirettangolo di ver—

tice X5, ed S ha O per proiezione nel piano 4 B (O, il triangolo A S B
¢ medio proporzionale fra i triangoli A B C ed O A B.

(B. Liceo di Lucca),
1. In un cerclio dato wi inseriva un quadrangolo convesso e tale

che due lati opposti siano uguali a due segmenti dati e che i lati rima-
nenti siano proporzionali a dne altri segmenti dati,

.?""*'! = I
o
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2. Due punti partono in uno stesso istante dal vertice di un angolo
retto e ne percorrono 1 lafi con moto nniforme e con le velocita rispat—
tive di ¢ metri e & metri al minuto secondo.

Si dimostri che le distanze dei due punti dopo uno, due, tre, guat-
tro.. . . secondi formano una progressione per differenza e si caleoli la
gomma dei primi » termini di questa progressione.

(£. Liceo di Mondovi).

1. Se si inserive in un triangolo equilatero di lato @ un ecireolo:
in questo circolo un triangolo equilatero, in queste triangolo di nuove
un cireolo e eosi di seguifo indefinitamente, si domanda qual’® la
somma dei perimetri di tutfi i triangoli deseritti, escluso quello del
triangolo dato.

2, Le altezze di un triangolo sono le bisettriei degli angoli del
triangolo che ha per vertici i piedi delle altezze atesse.

(K. Liceo di Novara).

1. Costraire un cerchio che passi per due punti dati e toechi una
retita daba,

2. Dato un cerchio di centro ), se si denotano con 4 e B 1 punti
d'intersezione di una fangente qualunque con due tangenti parallele
fisse, dimostrare che 'angolo A O B é retto.

3. Di 20 termini consecutivi di una progressione aritmetica, si co-
nosce la somma dei termini di posto dispari e la somma del termini di
posto pari. Debterminare la progressione.

4, Caleolare il volume di una piramide di altezza %, sapendo che
la base & un decagono regolare di lato uguale ad a,

(R. Liceo G. Garibaldi di Palermo).

1. T segmenti che uniseono il puntodi mezzo di un lato d'un triangolo
gon le proiezioni degli estremi di esso lato sulla bisettrice dell” angolo
opposto sono nguali alla semidifferenza degli altri due lati del triangolo
e comprendono un angolo ugnale alln somma degli altri due del triangolo,

2, Uostruire un parallelogrammo che abbia un angolo e le distanze
dei lati adiacenti dal punto d'incontro delle diagonali eguali, rispetti-
vamente, ad un angolo e a due segmenti data,

3. Lia superficie d'un rettangolo & ngnale alla m™ parte del gqua-
drato della diagonals ed il perimetro del rettangelo & di m. a: ealcolare i
lati del rettangolo.

4. Lia superficie totale di un cono & eguivalente a quella d'una sfera
che ha il raggio di m. @ e la somma del lato col diametro della base &
m. b. Caleolare lato e raggio della base del cono.

(R. Liceo V, K. di Palermo),
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1. Per un estremo 4 di un diametro A B di un cerchio dato, con—
durre nna secante A ' D tale che la porzione ' D di essa, che & eom-
presa fra il secondo punto U in eni essa taglia la circonferenza ed il
punto L in cui essa faglia la tangente in B, sia ngnale alla corda B C,

2. Se 1n nn triangolo isoseele 4 B (', avente il vertice in A, si
conducono le tre altemze A D, B E, C F, le quali s'incontrano in K, 1a
retta ) F sard tangente alla circonferenza cireoseritta al quadrilatero
AFKE,

3, In un cerchio dato si inscrive un quedrato, in questo si inserive
un cerchio, in quest’ultimo un quadrato, e cosi di segnito. Dimostrare
che le aree di questi cerchi formano una serie geometrica, e trovare la
somma di qunesta serie.

4. Trovare due numeri, sapendo che la loro somma, il loro prodotto
e la differenza dei loro quadrati sono tre numeri nguali.

(£. Liceo di Pavia).

1. Di un triangolo rettangolo si conosce 1'area af e il raggio r del
earchio inseritto, Calcolare i lati,

2. Costruire un triangolo, dato un angolo, 1'altezza che parte dal
su0 vertice e una delle altre dye.

(£, Liceo di Pesaro).

1. Data 'equazione;

Vm——ﬂ:—l-* ']/:—El V;__ﬂ

2 — b

calvolare, senza risolverla, la somma ¢ la differenza delle terze potenze
delle radici, e cercare di qual numero bisogna anmentare le radici af—
finch? 1'equazione che ha le medesime radici della data aumentate del
detto numero, manchi del secondo termine.

2. Dimostrare nlgebricamente che 1'area di un triaugole retiaugolo
eguaglin il semiperimetro moltiplicato per il semiperimetro diminuito
dell'ipotenusa; e deduarre la risoluzione del problema segnente:; Calco-
lare le lunghezze dei lati i un triangolo rettangolo conocscendo |'area
ed il perimetro,

#. Costruire sopra una data base un triangolo isoscele che abbia
gli angoli alla base doppi dell'angolo al vertice, ¢ ealcolare le altesze
del detto triangolo in funzione della base data.

4. Per un punto situato nel piano di un angolo condnrre una tras-
versale tale che il rettangolo dei sogmenti di questa retta, intercetti tra
il punto dato e i lati dell’asngolo, sin cquivalente ad un quadrato dato,

(K. Liceo di Salerno),
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1. Se le basi e le altense di due piramidi rette sono ngnali, saranno
rispettivamente ngnali anche le facce laterali; e, se gueste sono simil-
mente disposte, saranno egaali anche le piramidi,

9. Dividere un dato segmento di retta in due partl tali che 1l que-
drato di nna sia il doppio del quadrato dell'altra.

3. Calcolare 1 lati d'un triangolo rettangalo conoscendo il perimetro

p e l'area A,
4 Cercare le relazioni che devono sussistere fra 1 coefficienti A,

B, C, D dell'equazione:
Az 4+ By+ Cz+4+ D=0,

perchd questa sia soddisfatta da tutte le terne di valori di @, y, z che
verificano le equazioni

e« =mz—+a y=mnz-+b,
(R. Liceo di Senigallia).

1. Dimostrare che In differenza doi quadrati deseritti sopra due lati
di un triangolo qualungue, & uguale alla differonza dei quadrati dei
segmenti del terzo lato, determinati dalla perpendicolare abbassata su
di esso dal vertice dell’angolo opposto,

9 Teserivere nna circonferenza che passi per due punti dafi ed
abbia il centro in una refta data.

3. Tl quadrato del maggiore di tre numeri inferi consecutivi egua-
glia 1a somma dei quadrati degli altzi due numeri. Trovare i tre numeri.

4. Le differenze fra 'ipotenusa e i cateti di nn triangvle relfan-

golo sono 3 8 6. Calcolare 1 lati.
(K. Liceo di Taranto).

__-"*—-:'\‘_'ﬂ_ﬁ: \L+E

QOLUZIONI DELLE QUISTIONI
a), ¢), 49, 51, 52, 56° 57", 8", b9, 60, 61, 62" e 63",

o
a). Se i raggi dex circoli inseritti nelle quattyo facos d'un tetraedro sono

fra loro eguali, ¢ necessario che le facce stesse siano fra loro eyueoli?
(D, Besso),

Soluzione del Prof. F. Palatin,
Siano due Lrinngoli isosceli coi lati egunli misurati dal numero a, e glano
b e by le misure delle loro basi. Se i raggi dei circoll inseritti nei due trian-
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goli somo eguali fra loro ha luogo I'egnaglianza

B (2a—1b) by (20 —b)
Ba+& ~—  Z2a44+ I

@ reciprocamente,
Ora quest'eguaglinnze non ¢ soddisfattn soltanto da by = &, ma anche,
posto
b=2ux [1]
iz

l—ﬂ:ﬂ—i-y'(l—a:’)(l—a;f-{-dm) .
| 4+ =« ' [2]

- bi=a

la quale quantith & sempre reals e positiva & minore di 2a, per essare

0<{@< 1,

La condizione necessaria e sufficiente per !'esistenza d'un tetraedro con uno
spigolo eguale a b, lo spigolo opposto eguale n by, o gli altri quattro spigoli
eguali ad o, & dala dalls disuguaglianza

P b —4de® ¢ 0

la. quale & soddisfatta dai valori [1], [2]. Da cid si conclude I'esistenza d'un
tetraedro nel quale sono eguali i circoli inserifii nelle quatiro facce, sebbene
queste non giano fra loro eguali

C). Fra quali limiti davono essere compresi gli angoli di wn triangols af-
finché si possa costruive un triangolo colle distanze del centro del circolo cir-
cogeritio mi tre lati?

Soluzione del Prof. F. Viaggi ().

Sieno «, B, y gli angoli di un triangolo A B C: suppongo z costante e
variabili gli altri due, e inoltro B > v, Le distanze del centro ai tre lati sono
proporzionali a -+ eosa, -+ cos B, cosy (va scelto —cosx 0o —cosf, sé o ©
P & ottuso), Chiamando s la soumuna delle distanze dsl centro dai lawl A B, A G,
e d la loro differenza, le condizioni affinché il problema sia possibile sono le
seguenti: 1%, la distanza del centro dal lato B sia minore di s; 29, sia mag-
giore di d,

In una circonferenza di raggio 1 prendo un segmento B M C capace del-
I'angolo %, e sia M il punto medio dell'arco; facendo percorrere ad A 1'areo M B,
avrd tatti i triangoli, a uno dei quali & uguale o simile un qualunque trian-
golo avente un angolo egusle ad «,

Sia « > 90°

Menire A va da M a B, la funzione

« B—Y

E=ﬂﬂﬁﬁ+ﬂﬂsT‘———Eﬂ-ﬂn'EEDH 5

(*) Altre soluzioni perveunere dal Prof. §. Galfi, ¥, Paludini,
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&
decresce da Qaen? ad 1 —pos a: @ poiché ¢ —cosae <1 —cosa la I*

condizione & sempre soddisfalta. La funzione

o —
d = cos { — €05 [§ = 2 ¢08 - sen ’ 2T

cresee da O ad 1 - cosx: pereid
se — coSe& > 1 < cos «, ossia s¢ @ > 1207,

anche la 2" condizione ¢ soddisfaita, quindi il problema & possibile sempre,
s — 008% < 1.—I-cas::, ossia se o < 120°

gsisters una ed una sola posizione di A per cui sard

- 05 —

e per tulte le posizioni inlermedie tra quella ed M =ard il problema possibile.
Ora i valori dicos y ¢ — cos [§, che rispondono alla precedente equazione, sono
la radiei della qoadratica

2(1 4+ cosa)a®+2(1 +cose) cosa. x4+ (2eosta—1)= 10

4
% il T i
le quali sono reali, perché per ipotesi sen —- & ; L I/ 3 g disegni
i 4 "

contrari; e quindi la positiva va presa per valore di cosy e la negativa per
quello di —eosf: e le limitazioni, che cerchiamo, sono adungue le segmenti:

o | o
sen _?_,_iEUST < —2‘ (—EDEE-I- tli]]g—g— l/a—‘iﬁﬂﬂ"‘%)

),

o ] o
san—;nm[3> T( cos o + lang — '/ﬂ—eisen*‘

Sia o = 80°,

1l problema & evidenlemente impossibile.

Sia «x < 90"

In quesin ipotesi prima ei occuperemo dei triangoll acutangeli e poi degh
oltusangoli: ciod, se Cy ¢ il punto diametralmente opposto di €, facciame per
ora pereorrere ad A 'arco M (y; guindi Cy B,

Quando A va da M a 'y, la funzione

o
2

»
s = ¢os B - cosy

i
decresee da 2 sen — a gen a; e la funzione

e

d = vosy — cos f3

cresee dan 0 a son o, Percin

tu|ﬂ
R

w cosa y‘:;;, =2 (::Dns&gueuzﬂ di cusm)’ 2 sen —

18
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ossia & < 42' 56’ o e

|
S —

la 1" condizione non & mai soddisfatta: il problema é impossibile

se 3 —1 > cosa > ﬁ.nssia 420, L 2 £ 45°,

2
-

~la 2" condizione é sempre soddisfaila; ed esisterd una e una sola posizione di
A per cni sard

COEQ — &

¢ per tutte le posizioni intermedie fra quella ed A7, sard soddisfatia anche la
1" condizione ¢ quindi il problema sard possibile: ora i valori di cosy @ cos fi
che risolvono Ia precedente equazione sono le radici della gquadratica

2(l —cosm)a® —2(] —cosajeoser. w4 (2cosf e — 1) =0

4
2 —

le quali sono reali, perché cos = & V 3 come conseguenza dell' ipotesi
4

cosa { /'3 — 1, e positive; e poiché cosy > cos 3, la minore delle radici
da il valore di cos B, I'altra quello di cosy. Quindi la limitazione

&% 1 o \
EH]]TE' gﬁmr-,- <—2- (nna:.—F—uulg? l/a_.qcugl %)
% ] 1
seTl ?__>_ cos f§ > 5 (mam—cutg? V3_4 gug*%)

V 2
2

Se C0S o — , oEsia & =— 459 ,

sono verificate 1* e 2* condizione; dunque il problema & possibile sempre;

2
we ﬂDEﬂ.{ '2—, oasia & :> 451:’,

la 17 & sempre soddisiatta; ed caiste una =d ena sola posizione di A per cui risalla
cos ot = ¢!

e per tutte le posizioni intermedie tra quella ed M & soddisfatta anche la 2° a
-quindi il problema & possibile: ora i valori di cos Y € —eos B che risolvone
ia precedente equazione sono vadici della

2(1+coso)a?—2(1 Fcosajeos . @+ (2cos®ax — 1) = 0
4
e , 2 e i o
che ha radici reali, perché per«acuto sen = l/i, e di segni contrari, Quindi
- 1

la limitazione

@ ] ul/ l:) i
s = o q 4 =
sen — _<Eu5'r < 5 (una:-}-tang 5 3 — 4 sen 5 I

—
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gen -;—24 cos B > %(— cos « - tang—;— l/3—4aani %)
Occupiamoei ora dei triangoli ottusangoli.
Mentre A va da Cy a B sull'arco Cy B, la fonzione
§ = cosy — cos f3
cresce da senx ad 1 4-coze; e la funzione

d=unn~r+cns[$

decresce da sen o ad | — cosa: percid
iy
58 cos & > V2 s ossia o < 45°

la ©° condizione & soddisfatts, e per un'umica posizione di A surd verificata la
equazione
oS 6 =

¢ per le posizioni intermedie tra quells ¢ B sard soddisfatia anche la 17, e
quindi il problema sard poasibile. 1 valori di cosy & — cos p sono radicl di

2 (1 4 cosa)@® — 2 (1 +cos o) cos & . & — (2 cos® & — 1y=~0
che ha radici reali @ positive, e poiché cosy > — cos , essendo [§ ottuso, si hanno
le limitazioni

! o o
| 5 cosy > 5 (cmn+ lang — I/B — 4 sen? E)

1 o o
_nuau{cmfﬂ{—? oS & —mﬂ? Vﬂ_daun" _2_)

Ve
Se Lo -y ossia oo = 49",

[

il problema & sempre possibile

1 p 3
se —E{cusu{ VE y ossia 60° > a > 45,

la 1” condizione ¢ soddisfatta; o vi sagh uma posizione di A per cui risulta
cose — o

¢ per tutte le posizioni intermedie tra quella e B ¢ verificata anche la 2°; ma
i valori di cosy e cos B che soddisfano I'equazione souno le radici della qua-

dratica

2(l —cosa)ad — 2 (I —cosa)cose ., x+(2coefa — 1) =0
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4
che ha radiei reali, perché cos —;— < '/KE_ come conseguenza dell’ipotesi cos « ¢
= B

2 ®
———’/_, e di segni contrari, Quindi le limilazioni sono

<
) o _./‘ -3
l}cns'r}—i;(msu%—ﬁntg? 3—-14:054?)
l x |/ =
_Eﬂﬁﬁ{:ﬂﬂﬂﬁ(—-z—(unsg—.gutg?l/ 3 — 4 ¢cosd EJ
1
se cosa < 5 Ossia -:L_Z_tiﬂ"

la 2% condizione non & mai soddisfatta ¢ qumdi i1 problema & impossibile.
Scolio. — Se eon le distanze del eentro dol cerchio circoseriito ad un
triangolo dai suoi Jali st pud costruire un triangolo, o 1 raggi dei ecerchi ex-
inseritll sono tulti maggiori del raggio del circoscritto o due sono minori e
quindi il terso maggiors, 0 reciprocamente; le distunze dei centri dei cerchi ex-
inscritti da quello del eircoscritls somo o tutte maggiori del lato del triangolo
equilatero inseritto in questo, o doe minori e Ualtra muggiore, @ reciprocamente,

49. Dimostrarz che, quando n tende ail’ infinito, si ha

po L o1 1 1
o V?(V’l Y T ys p i ;/n) a

Dimoztrazione del Prof. L. Merante (*).
Dall’eguaglianza

VF—VF ] X I
a—b Va-+yp b

nell'ipotesi @ > b, segue

2 ¥V b+ | <Vo+1 — s, 1]
> Vb >Vi+l — b [2]

Facendo nella LI = 1R cnwairy maes || 1@ sommando, e nella [2] » —
7 O sommando, otieniamo ls limitazione

(*) Alira dimostrazione pervenne dal 8Sig. Prof. F, Viaggi.




Quando n tende all'infinito 1'aliimo membro tende a zero, guindi

1 | | 1
1 S - |—e
o Vo » ( V1 ha } 2 e s Y n
Ol. Risolvere Ueguaszione
S +Sad+5a2w+ 0= (. (D. Besso).

Soluzione del Prof, U. Scarpis (7).
Por maggiore semplicith mnelle formule di soluzione meitiamo il termine

noto sotio la forma 2 b: Facendo quindi & = « 4 [ si otliene, come & facile
verificare, l'equazione:

@i 4 B0 = (Bt a) (B - 1022f 4 |02f® L Hax+5afl 4 58%+2b=0
la quale sard soddisfatta qualora si faceia:
P+ P=—20 a.f=—a
dalle quali si rieava:
5 5
a=|/ b+ Y 0+ ab, rs=|/—b—y’33ﬁﬂ'.
Indicando ora con o, f le radici quinte aritmetiche delle quantiia

P _
— b4 Y R +ab, b— YV ¥ +ad,

g con w una radice quinta proprin dell’ nnita, le radiei dell’'oguazione proposta
FEIANNO :

2+ B 2o+ fol, xw+Bwd awd + Lo, x4 o

(*) Altre wolazioni furouo [nviate dal Prof. G. Russe, F. Viaggi.
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Se 61 + a® ) 0, I'equazione ha unn radice reale e quatiro complesse co-
ningate,

Se ¥ +ad = 0. ponendo b — — 5, g == — o2 gi ha:
@ —Be3 B +5clr —265=10

ed essendo il primo membro decomponibile nei fattori (z — 2 e)y (&% ecw — 2,
st vede subito che le radici sono tutle reali ¢ che due di esse sono doppie.
Se 5% + ab { 0 sard pure 2 < 0 e ponendo

(b= — &, El_l_ VEJE—I‘.‘""__ b : iVﬂﬁ_bE:F(ﬂﬂﬂTiiﬂﬁﬂT)h

da oul:

b /
P2 =10c% cosy = = 7
) T
I
8l ha;
3 + +2 & + +2km
l-——Vp(ﬂDST"f—I'HBHT]—-:ﬂEuus(T _ “):iﬂ“ﬂen(T g )
5
8

/ ! A + 2 &
p:'/ pleosy —1seny) — c? ggH(T—f-fkﬂ) 1'r‘5e11(T = 11":)
9

€ quindi in fine:

l
%+ B = 20% gos T+§kﬂ-
5

Dando ora a % snceessivamento i valori 0,1, 2 3,4 si oltengono cinque
valori differenti di « 4~ B i quali soddisfanno Pequazione proposta, e siccome essa
¢ del quinto grado, saranno le rudici cercate. L formule che spmministrano le
dette radici sono le ssguenti:

1 1 2 1 : ¥ e
9 o1 cns%—,%c‘ Em(T"; “),Ec! uua(T+5 ﬂ)‘Ecz COS (T - )
!
ﬂc?cﬂﬂ(‘f-zﬁ“)a

dalle quali si Aeduve ohe anche iu (uests caso sono tulle reall.

92. Risolvere L equasione
Wl +Tawd+ 14023 +Tadx ~+ b — 0. (D. Bxzsso).

Soluzione del Prof. U. Scarpis ().
Punendo egualmente il termine noto sotto la forma 2 b ¢ facendo @ — o -4 B,

sl otliene 1" equazione:
X BT 20+ 7 (@B =+ a) (65 + 304 f + 5a0p2 + 522 B0 + 3ot + 45) -
T (ufs+c:)1u[2uﬂ-1—5mﬁﬂ+5¢ﬂﬂ+2pﬂ)+ﬂ2 (;H_g)l = )

(*} Allre soluzion! fareno invinte dai Prof. @, Buwo, F. Fiaggi,
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che sara soddidfatte qoalora =i abbia:

of 4 BT = — 20, af = — a,
dalle quali si ricava: '

7 T
a= |/ =+ yEra B V- —yrEsar.

Limitando ora il significato di «, B ol solo valore aritmetico delle prece-
denti radiel seltime ed indicando eon © una vadice sellimn propria dell” unita,
si scorge che le radici dell'equazione proposta si possono ollenere dall'esprossione:

u.m}l-i—ﬂmv

dando & p e v tatti gner valori interi o positivi che soddisfano la relazione:
wo~ v="1.

La ecompleta analogia con la rnuestione precedenle ryende superflua la di-
acussione delle formule di soluzione,

56°. Dimostrare che, tiicands con A, B, G, D quattre vertiei consecutivi
d'un poligene regolare, st ha

AC'— AB X (AB+ AD). (D. Besso).

Dimostrazione del Sig. G, Scarpini, sllieve dell'lstituto tecnico di Caianzaro.
Sul prolungamento della € B gi sbbassi da A 1a porpendicolare A E; allora,
dal triangolo A B C ottusangolo in B, si ha:

AC®*=AB'+ B(C*+2BC X BE,

ma =i 38 ¢the BOC—=— A B ed & facile vedere che
BE’:—%—(JD~ AB),

quindi Iz precedenle relazione diviens:

AC? —2AR' - AR(AD — AR) — AR+ AB X AD—
AB (AB+ AD)

Dimostrazione del Sig. ¢, Marcantoni, allievo del R. Liscen di Modena.

Sisno A, B, C, D (Fig. 8) i quatiro verfici conseculivi di un poligono rego-
lave. Si unisca B con D, e, prolungato 4D in L, per modo che sis DX = A B,
ai unpisca ' con Pl

Considerando org i due trigngoli 4 B C, B CD, s vede che guesti sono
uguali ed isosceli, Sard quindi ang, BAC= CD B,

Parimenti si pnd dimostrare facilmente che sono uguali 1 due triangoli
ABDe ACD, E ¢che ¢ ang. BDA=(CAD,

Sard, per conseguenza, anche lintere ang. B A D = all"inwero ang, C D A.

Ora s8i osservi che nel quadrilatero A B C D, gli angoli sono n due a doe
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ugueli. E siccome fra tutti e guattro devono essere uguali & qnatiro retti, due
di essi, presi delle due coppie di angoli uguali, devono sommare due retti. (lioé
sard: Ang, BAD 4+ A B (= 2 ratti.

Le rette B C, AD devono dunque essere parallele; e I'angolo BCA deve
esagre uguale all'angolo CA D e Yangolo CDE= B CD. Si dimostra guindi
facilmente che i due triangoli A B¢, € D E sono uguali ed isosceli, e che &
ang. CED= BCA ¢l anche che &: ang. CED = CA E.

Da tutto guesto si ricava che il triangolo A CE & isoscele ed ha gli an-
goli alls base ugunli agli angoli alla base (el triangolo isoscele A B C; e che
quindi i due triangoli sono simili,

Sussisterd quindi la proporzione:

AB: AC=AC:AF ossia AB:AC=AC:(AD— DE),

Ma DE=AB Quindi AB:AC—AC:(AD+ A B).
Ed essendo il prodotto dei medi uguanle n guello degli eslremi, si ricava

AC*=AB(AD+ AB).
c. . d.

Dimostrazione del Sig. P. Marano studente n Catania (),

Tiro dai punti B e C le perpendicolari BE e CF sulls A D. Applicando
al triangolo reftangolo A CF il teorems i Pitngora, si ha:

AC=AF - CF.

Sostitnendo in questa eguaglisnza ad A I* il suo equivalente (A E - E F)?,
sviluppando e riducendo, si ottiene:

EE‘E=A—E"-i-;l_ﬁt!-i-ﬂflﬁ‘){AB=AB{AB+AB—I—2AE).

E siccome AR=DF, sath AB+2AF = A D,
Sostituendo risulla:

A= 4AN ANADR+AD) eodod

Osservasione. — La relazione data si pud dimostrare immediatamente ap-
phicando il teorenm i Tolomeo nl quadriiatero iseviltbhibile A B C D, poich® essa
pud serivers; :

S — —

AC“:W—{—ABX A D.

(*) T Bige. & dtewsio, ©. Bitomti, L. Jsola, 8, Martueed, ¥, Tallarico (lstituto teenico Catlan-
Tare), A4, Colorrd (R, Licco Parind Milanu), 4, Graciotti (Scuols tecniea Osimo), 4. Longe | R. Liseo
Acirenle’, A, Iighette [Intituto teenieo Spezin), #. Rizzuti (R, Liceo Calanzaro), E. Szgrt (R. Liceo
Modena), &. 1 Aadiq (R. Tutituto tecnleo Girgenti), Q. disllo (R. Liceo V. E Napoll), 4. Baldas-
sarre (R, Tstitmto teenles Barl), G, M. Nobiie (K. Istituto toenico Uhteti), banco Adlmosirato che 1l
i€orema proposte ¢ wn aorollario di guello 41 Telomeo il quadrangolo inseritio.

Altre dimpstrazionl sone pervennts dal Sig. <. Sidoli (R. Istitulo teenico Regglo Emilis),
P. Patrazsi (R, Tatituio teonieo Terni), 8. Candide [R. Liceo Lecen), Z, Galbrielli (R. Bonola tec-
mica Velletrl), 5. Lopriora (R, Liseo Barl), R, Lalvadori ¢ G. Prinsi (R. Inltuto toenivo Roma).
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8i pud notare che la condizione che 1 punti A, B, O, D siano vertici conse-
eutivi d'un poligono regolare non é necessaria; basterd che i detti pnuti siano
situali sopra una slessa circonferenza di circolo e che sis AB= BC= C D.

57 . Dimoestrare che, se un triedro ha wn diedro retto, it somma dei co-
seni dei tre ungoli pioni non pud essere wguale ¢ — 1. (D, Besso).

Dimoslrazione del Sig, G, Michele Nobile, aliievo del R. Istituto teenico
di Chieti ().

Chwmando con a, &, ¢ le misure dei tre angodi piani, 11 primo opposto
e gli altrl due adiacenti ul dietro retto, datla trigonometria sferica si ha la formola:

cosa — r0s b vOB C;

dulla quoale:
b
cosa -+ eos b4+ cosc- | = (1 +rcosh) (] +ﬂns¢]=4cm??gm1%;
grundi

cota ~+ cosd = cosec+ 1> 0,
Il che dimostra il teorema,
58". Un tronmeo di piramide, in cui 1 perimeiro della base maggiore é
doppio di guello della base minore, ¢ diviso in dus parti eguwivalenti con un

S .
10000 il rapporto delle distanse

del piano segante dalle due basi, (D, Besso).

piano parallele allz basi: caleolare a meno di

Scluzione del Sig 0. Manfredi, allievo del R. Istituto tecnico &i Reggio
Emilin (7).

Prolungando le facce laterali del tronco otteniamo un angoloide di vertice
V. Le basi &, B del tronco sono sezioni fatte in questo angoloide da piani paral-
leli, ed essando il perimetro della hase B doppio di quello della base 2, 1a distanza
delle base B dal vertice sard doppia di quella della base d, cive guest’ altims
distanza sard uguale all'altezze del tronce che chiameremo 2,

1 volumi delle piramidi stacoate in un angoloide da piani paralleli stanno
fre di lore come i cobi delle distanze di questi piani dal vertice. Se dunque &°
& la sezionme parallola alle basi, che cisi propone di condurre, la piramide di base
B starh a quells di base b come B: L, e siccome il solido fra B e ¥ dave

(*i Dimoatrazion! simili & queala haono invinto | Sigg. B. Cassfi (R. Liceo Regeio Emilla’,
R. Bolwadordi e . Prinzi (R, Islituolo teenios Roma), 7, A. Venluri, 0. Manjfredi (R. Totituto t=onleo
Regplo Emiiin). Altre dlmostrazlont some perveaute dal Sigg. @, D’ 4dsdia (R. Jatitnto teenico Gir-
genti), & Lopriers (K. Liceo Bar.

(#®) Altre soluzionl sone pervenute dal Bigg, A, Baldassorre (R, Istitute taemico Barl), &, Bi-
fonti (Istituto tecmieo Catemzare), 6. L'dsdia (R. Istituto teenico Girgenti), €. M. Nobile (R. Inti-
“tzte teenlgo Chistl), 8. Lopriore (R, Liceo Barl), K. Salvadord » G, Pringi (R. Istitnio tecnico

Roma).
19
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essere equivalenie al solido fra b e b, il rapporto fra la piramide di base 3’ o
la piramide di base & sard eguale a I - Ti-: | ciog & U:2

Se @, y sono le distanze del pizno secante dalle basi B e b rispeliiva
mente, saranno A <4y ed A le distanze delle basi B’ 2 & dal vortice V, (uindi
il precedente rapporto fra lo due piramidi di basi 2’ e b sarh cspresso anche

RS AY y \* v\ __ 9
dﬂ.( 7 ) =(1+_h_) Avromo dunqgne: (1 +T¢) =?. g ouis
B

v l/ﬁ ] .
== 5 1 = 10,6500 a meno i Tooop Per difetto.

&
Se sl vuole determinsre il rapporio ) delle distanzo del piano secante 3’

8
tlalle basi B ¢ b, basteris ricordare cha essendo b= -+ i/, sl ha = V % 1,

..!:'—;—y_

da oui:
T -y |

Y 5
G
V o — |
Ma s1 ha identicamenle

II__E :‘I__
(Vi)+l/i+l 3 3
! ‘ 2 2 Y 162 4 V' 36 42
—— 7 y

f— 4
Y 3 — !

2
Quindi, =ostituendo e semplificando

a9 d
V 162 ) 36 —5

@
5 = = 00,5361 & menp di (0000

per difetto.

99. Dimostrare che il rapporto del raggie del circolo fnseritto ad un elta-
amo reyolave al vagyio del cireolo eircoscritto soddisfa alla equasione

Bt — 4o —da41 =0, (D. Brsso).

Dimostrazione del Sig. Prof. 8. Catenia,

Sieno 4, B, €, D (Fig, 7) quattro vertici sonsesutivi dell'etlagono. &i prolun-
ghi A B dalla parte di B fino in H ¢ K, in modo che sieno B H = A B,
AK = A D Larette DC prolunguis tagli 4 H in un punte I, o la retta K C

tagli AD in un punto P. Siccome l'ang. B A {?:% di 2 retti, e I'ang.

Wl

di 2

4
ACD = - di 2 rotti, gli angoli ACI, AJ C garanno ciascuno i

-)
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retti, & percid sard AJ = A C. Inoltve ¢ manifestamente Iz retin A € biset-
trice dell’angolo P C 1, e quindi, condotla la retin C H, siccome 'angolo 4 CH
risuiterd retto, perche 4 B — B H — B C, sardh C H bisotirice dell’angolo sup-
plementare J C K. Cosi il fascio delle quattro retie O (A H I K) ¢ armonico, ed
armonico sard eziandio il gruppo A # 1 A da cui segue che

2 ] 1
AH — Al ALK’

ovvyolro
1 ] ]
ABHAG+:113' [1]

Bieno », <, ¢ 1 numer) che misurano A B, A O, A D rispellivamente, ed
il vapporte e il rageio del eireolp iseriito all'ettagono e il rageio del eireolo
airenecritio, S1 avrd 1mmediatamonte

2yeos —=2yx; =y yu=4yal

)
i —

i
7
La [1] allora pud seriversi

] 1 1 ] !

I
e M —
——

i 2ya s y  2yz @ dyat—y

=

Moltiplicande per y e togliendo i [ratl, sl avra

Qa* — 4z — 441 =0

che € guanto voleyasi dimostrare.

(sserpazione. Sipud verifieare che il rapporto del raggio del cirenlo iscritto
nell'citagono regolare di seconda specie al raggio del circolo circoscritto, preso,
questo rapporto, col segno negativo, soddisfa alla equazione precedente, e che
vi sotdisfs pure il rapporto analego relativo all’eltazono regolare i ierzz specie.

" 2 3%
Pertapto le vadied dells detla eguazione sone cos EL — (208 = 08 = v
allora hanno lnogo, fra lo alire, le segnenti identita:
7 2w 3w | T 2w 3= 1
COS— — C0S 208 ——— T — — . (OB . QOB —sg— — —.
; ¥ e 9 gl ST kil 2

Dimostrazione dei Sigg. Prof. F. 'F”:T:rgyi e M. Misani (7).
L'identith goniometrica

64 coe” 0 — 112c05"a=-5B8c0e?a — Teoosa —eosTa= 0,

(*) Alire soluzionl dells qulstions somp porvenute dai Bigg, Prof L. Carlimi, § Galdi, @, Ri
bori @ G, Busgo.
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mostra che le radici delln g uazione
6407 — 11225 - 560 — T+ 1 =0 |e]

sono comprese nella formola
k4 1)=n
7

& = oos

nella quele a % si attribuiscano successivamente 7 valori inters consecutivi, per
esepio, da — 3 a -+ 3. Esaminando queste radici, si trova che wna & esse,
_ % 3n 5% 2
unsfr_—_——l,ésermphne,etre,uusT, Co8 —=—, cos 5 = —cos ;
doppie; dungue il primo membro della [] & il prodotio di ar == 1 per il qua-
drato d'un polimonio del 3° grado, il qual polimonio trovasi essere 8 2% —
4 — 44 .
Le radici dells equazione

3&'3-—425!-—4.‘3—{-1:0

— w 27 3«
gono adun U8 —, — :
que o o0s 7 Cos -

dl segno) 1 rapporti tra I'apotema e il raggio d'un ettagono regolare convesso
0 stellato,

. che esprimono (la seconds cambhinta

60. Dimostrare che la somma dei guadrati delle distanze d’un punto
qualungue d'una superficie sferica dai quatiro vertict d'un fetraedro a facce
eguali, in essa inscritto, & wguale ad otto volte il guadrate del raGGIo.

(D_. Brsso).

Dimostrazione dal Sig. Prof, M. Misani,

Converrd approfittare di aleune proprictd del telraedro s facce egnali gia
esposte dal Prof. Besso nel volume primo di questo Periodico.

Sa 8L A, B, 0 sono i qualiro vertict di un tal tetracdeo ¢ G & il ago centro
Al gravitii. qresto punto coincide col centro della sforn mironserittsa (V, teorema
12 dello surilto eitato dol Prof. Besso), di it in esso a1 bisecano lp congiun-
gent: 1 punti meli della coppie di spigoli opposti: perehé & faecile dimostrare
che, por pssere cisscime di (ueste congrungenti perpendicolare & due spigoli op-
posti (V. teoremna 16 1, ¢.), 1 loro punti di mezzo coincidono con guello che
dista eguslments daj justtro verticl, cioé col punto G,

Cibd posto, ehiamando con a, b, o ghi spigoli BC, AC, A B. ohe sono 1i-
spettivamente eguali ai loro opposti (V. teorema 3 I c.) con dg, dy, d. dy, le
distanze di un punto qualungue D della superficie sfortea circoscritta al telraedro
dai predetti vertici o con M, M o 1 punti di foezzo dei due spigoli opposti §A
e BC; dai trinngoli D SA, D U8, per un nolissimo teorema di geometrig, sl
BV

1
ds 4+ df = — ot 4 2 DA

3

— e — T ———

S iy e
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I
&y 4 ds = & a* + 2D M

e sommando
dy + dy + dg + dy = a* + 2 (D! + DY),

ma nel trinngolo D M M, por lo stesso leorema, si ho

—

DIP 4 DMy =— MM, +2 DG

2
ﬂLmr]ua

rf:—|—:f§+dj—i—d::u?+ MMf—f—JiDﬁT.

Orn dal triangolo retiangolo SM 1L, e dul triangolo S B C, si ricave

I OF <= ¢? 1
MM:-}-TE‘:S.“I?_ D) 4I1"',
dalla quale
W=t ! — a?
MM —
I >
e percid
a® <= Bt = ot
Bddpdt= T | pee,

ma (V. teorema 14 L c.)

a® = 4 =B DG
dunque

di -+ dy + a3 + d: = 8 D G2,

la quale & I'espressione del teoremsa enunciato,

Una dimostrazione simile s questa ¢ stata lnviata dal Sig, Prof. G. Riboni,

il guale vi aggiunge lo secuente:
Osservaszione. — Se 5" indieano vispettivamente con @, a. b ¢, d le rette
OM, QA. OB, 0C, 0D, (") dui trangoli MOA, MOB, MOC, MOD si lha:

MA*=2R (| —coswa), MB =2R®(] —cosxb)
MC* =2 R (1 —cosae), D' =2 R (1 —cos zd),
da euwi addizionando
NA M4+ 4+MD =8R —
2R (cos & @ 4= cos x b - cosxc 4 cosxd),

[*) Le letlore 4, B, O, D, 0, M lndleano rispoltivamenie 1 gmatiro verllel del leiraedro, 1l
eantro della afers cirooweritia @ un pnnto qualanque della superficla sforiea.

= e ——

-




— 150 —
percid in cansa delln relazione dimostrata risulta:
cosxa -t cosab 4-cosawe 4 cosad=I

e pereid i ragei 04, 0B, 0C, 0D sono equipollenti ai lati d'un quadrangolo
eruilatero gobbo,

Dimostrazione del Sig. Prof, F. Viaggi, |

Sia ABCD un telraedro, 8 il sue bariceatro, 0 no punto gqualingue ad
A, B, C,D le proiesioni &i 4, B, (, D sulla retta OS; per la nota proprieta
del baricentro

SA 4+SB +8C +8D =10. [2]
Dai triengoli OSA, 08B, .... s deducono le ugusglianze
0A* =08 +54"+208.54,

e annloghe; dalle quali sommando membro & membro ¢ tenendo presente Ia [«],
st deduce

DA 0B+ 04+ DR =108 4 SA S B + SO 45D

(Gf. Balizer — Stereom. § 11, 7).

Se il tetraedro &a facee eguali, il barigentro eoincide eol centro dells sfera
cireoseritte (cf. la memoria del Besso sul Tetrasdro a facee uguali stampsta in
questo Periodico, Anno I, Fase. I, n. 12); quindi se 0 & sulla superficie della
slera il secondo membre dell'ultimn cgunglianze si trasforma nell' ottuplo del
quadrato del raggio.

Dimostrazione del Sig. Prof. G. Russo.

E facile vadsre che in ogni felraedro s [acce eguali, le reite che congiun-
gono 1 punli raedi delle costole opposte (mediane) sono bisecate dal centro della
slera ad esso circoseritly, Promoesso cib, indichismo con a, &, ¢ i lati di una
favewm, von R il vaseio delln sfera eirepseritla, con 2. w1 a2 lo lunghezze delln
modiane, con « B y. ¢ le distanze d'un punto dells superficie della slera dal
quathio vertici del tetraedro; con A, d,: B, B,y C,, C, rispeltivamente le
le distanze dello stesso punto dei punti medi delle coppie di costole opposte.
Allora pel leorems delle mediane si ha:

i 1
af+a§=2ﬂ*+? £,

: | S
Bi+ By =2E'+ 5 ',
C‘f-;—t":zi?‘—;—%ﬂ’,

sommando

!
Aj+ A+ B+ B+ O+ (G=6R"+ 5 (F+ m' + w),
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ma & noto che
EE + b! + c'!

B4 m® 4+ nt = . 4R, [1]
guindi
Al + AJ+ By + By + (3 + Cg =B E". [2]
Inoltre
- - 1 - = - 2 I
=20+ Py =24+ o
] 1
T'+n-.f:EB‘§+?b!; EE+E!:2A§+E:I!;
[5‘5‘—}-3‘?:23:—[—%&?; T“-f—-E‘:E{-‘g—i-—;—c’;
sommando

3 (4% 4= B2 -yt =+ 8% = 2 (A + AT+ Bl + B+ (3 4 (5) + (a* + 2 + ¢*):

e per le [1] e [2]
g (¢ - Bt -+ 9% %) = 24 K5,
OssiA
e+ Py t=8K,
e. b, d

Osservasione, 11 teorema polrebbe essere generalizzato cosi:

Dimostrare che la somma dei quadrati delle distanze d'un punto qualungue
dello spezio dei quattro vertici d'un tetrredro s facee eguali, é ngoale 4 (d? 4 R?);
in cui ¢ indica la distanza del punio dal centro della sfera circoscritia al tetraedro.

61. Fra quali limiti deve varare Vangolo acuto w, acciocché Uangolo B,
leyato ard « dalla seguente relasione

V2 +14(2 +1) tgatef+tga—tgh tg«
/% —14+(V8 — ) lgetgh— lgatig8 B}

sia gy esso aculo ¥ (5. Garm).

Solazione del Prof. F. Viagy:.
Tenendo presente che

la relazione proposta di laogo alla seguente

(tg %_ Lgnt) (gt B — (1 -—tg“%dg‘fm) tz B+ (tg% —tgu) ts% tga=0.[1]

La quale fornisce per tg 8 due valori reali: infatti la condizione di realitd delle
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radiel della [1] &

T 2 = 2 x
(l—tg'i?tg!ﬂ.) —4(th—'tg’1) tﬂ'? Lgﬂ'.}_ﬂ

0EEIR

(1-w5) (1 - ig'2) 4 (16§ —tg) 20 [2)
ora, posto f (@)= (I — tg‘—;) (1 — ir.-‘") —|— (tg—:- Hr)d. é 1" (m)% 0 ze-

19
g B
condo che ¢ s &2, — y pereid, facendo wvariare x da

| 8
1 l/l b

— @@ a 400, f(«) deeresce sino a /(=) e quindi cresce, o poiché questo va-
lore minimo [ (@) che essa assume & pousitivo, cost f(2) & SemMpre positiva, 0ssia
la [2] & sempre soddisfatta (come disuguaglianza e mai come eguaglianza).

Vv

N

1

Le radici di [1] saranno positive, quando iz B —tgrel— tg-;— g

" - ] L - L] 1.:
avranno lo stesso segno, ossia, poiché « & positivo e minore di —» quando

T 3w %
U<ﬂ<—ﬂ— oppure ‘—E—(:'L'l'. "’:E'

E queste sono le limitazioni domandate,

B2'. Essendo a e b numeri interi primi con 30, dimostrare che U'espressione
at 4 a® Pt — % — 8
rappresente un nymero multiplo di 720. (8. Garr).

Dimostrazione di @. M. Nobdile. alanno del R. Istituto teenico di Chieti (")-

Basiera dimostrare che tale espressione € divisibile per 16, per D e per 5.

L _ _ , ., o+l a—0b e

Poiché i numeri « e b sono daspari, i numeri g g _ somo mteri,

ed avendo questi per somma il numero dispari @, uno di essi é pari; onde
(@ —b) (a4 b) = a2 — »* e mulliplo di 8; sicehe il prodeito

(a® — ¥7) (a* =+ 8?) (ad - a? B24-0Y). . . [2]

equivalente alla espressione proposta, ba il primo faitore divisibile per B8, edil
gecondo per 2; & guindi divisibile per 16.

a, b divisi per 3 danno per resio 1 o 2: percid a®, %, al, b* damno, divisi
per 3, il resto 1; e quindi primo e terza fattore del prodotio |«] sono divieibili
per 3, e tutto il prodotto ¢ divisibile per 9. Col metodo analogo a quello tenuto

(*) AHre solugionl pervemmero igi Sigg. 4. Boldaasarre (R. Intituto teenico Barl), 0, D"4dsdiu
(R. Tatituto teculeo Girgentl), 0. Manfredi (R. Tstlinto 1ecnico Reggio Emiliz),
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testé si dimostra che a! — &4 & divisibile per 5; oppure col teorema di Fermat,
osservando che at e P4 divisi per 5 danno per resto 1 dunque il prodotto dei
due primi fattori di [a] & divisibile per 5,

‘Osservazions. — Poichd I'espressione proposta si pud serivere anche sotto
la forma (a? <+ %) (a® — 3%), si pud dire anche che: « essendo a, b inferi primi
«con 2, 3, 5, 7 l'espressione a8 +-a® hf — g® 35 — 38 rappresenta un multiplo
« di 5040 ».

63'. Costruire un triangolo dato un lato, l'altezza relativa a quesio lato
e la bisettrice dell'angolo opposto.

Soluzione dal Sig. P. Marano studente a Catania (")

Sia ADE un iriangolo rettangolo di cui il cateto A B sia eguale alla
data alteaza e I'ipotenusa A D alla data bisettrice. Si tiri da A la perpendi-
colare ad A D, finché incontri in ¥ la DE prolungata, e si divida D F per
metd in 0, Si costrunisca I'ipotenusa d'un triangolo retlangolo di eni un eateto
gin 0D e I'altro 1a metd del laio dato (B C), e fatto centro in O & raggio
guestipotenusa, si segni nella ED dalla parte di D, un punto X, a partire dal
quale si segneranno da una parle e dall’altra dne punti B e € in modo che
sia XB = X C = meth del lato dato; sard 4 B C il triangolo richiesto.

Infatti :

o =0x 4 "(GI: Bn)(t}x Ec)—ﬂﬂ:(ﬂil

1 3 2

Questa relazione prova (Amrtor, Geom. elem., 25 nstampa, pag, 87) che
1 puni BC D F sono ermonici, e quindi le quattro rette AB, AC, AD A F
£0no pure armoniche. Ma i raggi coniugati AD ed A F sono perpendicolari
fra loro, quindi esse bisecano gli angoli sopplementar formati da’ lati A B, 4 €
(Amior, luogo citato, pag. 59).

Osservazione, — Se ¥ ¢ il simmetrico di X rispatto ad 0, e =i segnano
a partire da O, sa X ¥, i punti B, 0' in modo che B' ¥ = ¥ ', il trinngolo
AR (" avrd 'altezza data, ln base data, e per bisettrice dell’angolo esterno
opposio & questa base la blisstirice data.

Soluzione di G M. Nobile, alunno del R. Istitulo fecnico di Chieti i !

Siano a, hya il lato, I'allezza ¢ Ia bisettrice dati. Se & = g, il irtangolo
domandato ¢ isoscele; e conoscendone Lase ed altezza agevolmenie s costruisce.
Se & < &, costruisco un triangolo 4 H D retlangolo in H, il cui cateto A H
¢ l'ipolenusa A D siano rispettivamenge eguali ad 4 ed z: del segmento A H
costruisco il simmetrico A E rispetto ad A D, e conduco A F perpendicolare
ad A E; se I si prende rispetto ad A F dalla stessa banda di D, é I'angolo
D A F minore di E'AF, pereid acuto: ed essendo acuto anche H DA, le di-

(¥} Bolozioni annloghe alla presents pervennero dal Bigg. E, Goti e 0, Paoli (. Istitulo
tvenleo Areswo), &, Prinsi e R, Satvador: (R. Istituto tecniso dl Rowmn), 4 8idoii (R, Istliulo teenico
Megglo Emilix),

(**) Una solnzione sostanrinlmente ansloga nlin prasenie venne inviata dall'alonne P, P. Bissufi
(Istituto teomico Uainnzaro).

20
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reziom AF D H s'incontrano in un punto ¥, Costruisco la eirconferenza di
diametro a fangente in A ad 4 #; o sia M N |l diametro che prolungato passi
per X, Sulla D a partire da F nalla direzione ¥ D (o nella opposta) stacep
due segmenti F B, FC (FEB, F C) rispettivamente eguali ad F M, FN. Io
dico che i triangoli ABC, 4 B' ¢ sono quelli domandati,

Infatti questi due triangoli hanno ecvidentemente i lali B C, B' O eguali
ad a e le altezze corrispondenti eguali ad /; rimane dunque a dimostrare che
le Disettrici degli angoli opposti sono eguali ad «.

E in vero, essendo FM N, FA trasversale o tangente d'uno stesso ecerchio,
FA & media geometrica tra F M, FN o yuindi ira FB, FCetra F B, F(:
percid i cerchi ABC, A B risultano tangenti in 4 ad A, ed hanno
quindi i centri sulla reita indefinita A E, il primo sulla direzione 4 E e I'altro
sull’opposta; e, tenendo presenie che la biseftrice interna (o esterns) d'un an-
golo d'un triangolo & bisettrice interna (o esterna) dell'angolo formato dall'al-
tezza e dal diametro del corchin circoseritio condotto per lo stesso vertice, s
conchiude che ln biselivice ipterna dell'angolo in A del triangolo 4 B C, ola
esterna del triangolo AB' (', ¢ AD e quindi egusle ad « ("),

Si dichiarara inoltre ricevimento delle soluzioni seguenti : quistione B4. dal
Sig, R. Bettazsi, 8. Catania, P. Mortwn, (. Russo, F. Viagoi; 65. S, Catania,
F. Viaggi: 66°, 0, Manfredi, G. M. Nobile, P. P, Rizzuti; 87. R. Betiazsi,
L. Carlini, I Viagyi: 68. 8. Cataria, F. Viagyi; 69°. C. Asello, R. Benci-
venga, 0. Manfredi, G. M. Nobite: 70". C. Aiello, R. Bencivenga, G. Bitonti,
S. Lopriore, P. Marano, G. M. Nobele; 71°. . Aiello, R. Bencivenga, S. Lopriore,
A. Restifix: 72'. C. Adello, R, Bencivenga, G. M. Nobile; 74". G. M. Nobile —
soluzioni alle quali verrd data evasione, nel fascicolo venturg,

La Direzione.

QUISTIONI PROPOSTE )

5" Dimostrare che se A, 5y, Uy, sono punti dei lati B C,

GL’I, AR 1'un t::ia.ngala oosi sitnati ﬂha, Imgtg I;tll — fi, {;ii
AC

k, = é‘ =1, abhia luogo la relazione

—
| —

-,

(*) Altre soluxion! s slceveromo dnl Bigg. 0. Afello (R. Lisoo V. L. Napoll), @, Bitonti Isti-
tuilo tacnlep Catanzaro), & Lopriore (R. Liceo Bari), 4. Mucei (R. Istitnto teenivo Arezzo).

(**) 11 tewpo ulile per P'invio dsile solazions delle galation! nuove e di goolle rimaste (nsolule
scade un wese & mezzo dopo la chiusura della redazione del fascinolo. La data @l chinsurs sl tro-
verd nell'nltmn paginn i elasenn numero del Periodleo,

Ls guistion] Coutrassegnats com nstorfsce sonp escluslvamente indirizeate agll slunn! delle no-
gtre sonule,




e JO
2k — 1) a*4(2k — 1) B*4 (21 — 1)¢* =0,

le perpendicolari ai lati B (, CA, 4 B, condotte dai punti A, B;, C,,
passano per unno stesso punto.

8. Trovare una relazione fra i coseni degli angoli 4A' 4 B,
BB (U, (" U4 che le rette AA", BB, ('(”, fra loro parallele e si-
tnate da una stessa banda del piano 4 B €, formeno coi lati A B,
B U, C'A del triangolo 4 B €, supposto equilatero,

D. Bgsso.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

I principii di Geometria Jogicamente esposti. Saggio di Groserre Peano, Profes-
sore nella R. Accademin militare, libero docente nella R. Universita di Torino.
Torino, Bocea, 1880, p, 40,

Nella chiusa della Rivista bibliografica che pubblicammo or fa un anno in
questo Periodico (7) intorno agli Arithmetices principia del prof. Peano, noi
abbiamo espressa la nostra convinzione che il Calcolo della logice fosse suscet-
tibile di applicazioni numerose assai ed abbiamo citato come esempio un’ espa-
sizione fatta col suo miuto dei principii della Geometria. Poco tempo dapo, tale
nosira previsione riceveva nuna luminosa conferma dall’opuseolo di cvi ora in-
tendiamo oceuparei, nel quale appunto lo stesso A. riprende as-nowe la que-
stione di determinare un gruppo di assiomi geometrici, combinando i quali
oolle norme note del comune raziocinio, si possanc dimostrare lutle le proprieta
delle figure. A intraprendere questo lavoro egli fu indotto non gid — come a qual-
che lattor maligno potrebbe far credere il titolo che egli vi pose — perché opi-
nasse che 1 suoi predecessori, nel tracciare le prime liner della Scienza del-
Pestensione, si fossero scostal dai precetti della Logica, ma collo scopo di mettere
in luce I'utilit che si ritrae dal sostituire in tali ricerche delicatissime 1’Algebra
logica all'ordinario ragionamento.

Neé é difficile rendersi conto di quanie ragionevolmente egli i sia proposto
di raggiungere lale inlento. Infatti I"applicazione del procedimento anzidetto esige
definizioni precise degli enti considerati ed enunciazioni esplicite di tutte le pro-
posizioni su cui ci si fonda, epperd reade impossibile che si interpreti in varii
modi unn stessa definizione e che si applichino proposizioni non ancora enun-
ciate 0 dimostrate; quindi sembra che il Caleolo logico, col presentare dinanzi
agli occhi quasi gli scheletri dei ragionamenti, spiani la via pit naturale e sicura
per porne in evidenza gli organi essenziali e sia da ritenersi come il metodo

- -

(*) T. IV p. 154-150,
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migliore per uno stodio snatomico di un'argomentazione qualsia. Epperd 1'al-
goritmo dialettico & e sard un potente aunsiliario in tutte quelle investigazioni in
cui fa mestiori (come in quella compinte dal Peano) stebilire quali e quants
ipotesi convenga {are su un certo complesso di dati a fine di polere concludare
cho questi posseggono un certo complesso di proprieta.

Non si aspetti il lettore di trovare qui una enumerazione dei poslulati su
cvi il prof. Peano propone di fondare la Geometria, né I'indicazione dei ten-
remi da loi dimostrati; non facciamo la prima, né diamo la seconda perchs,
onde giudicare rettamente i criterii che guidarono 1'A. nella scelta delle pro-
posizioni assunte per vere o dimostrate, & indispensabile seguire passo passo
suol ragionamenti. Dieiamo soltanto che egli, come gis face il Pasch nelle sne
Vorlesungen ueber newere Geometrie, parte dai concetii di punto e segmento ree-
tibingo e costroisce col loro mezzo gli allei enti geometriei; ed agginngiamo che
ad un certo punto i dus scrittori battono eammini affatto diffarenti (")

Nel testo di questo Saggio 1'A. studia diffusamente la parte della Geo-
metria che precede la teoria dells pavallle; in un Appendice egli si occnpa di
tale teoria e del modo di introdurre il concetto di moto: in una posteriore
pubblicazione (') egli ha gellate le basi di un'analoga esposizione della GFeome-
tria di misura. Percid possiamo dire di possedere in complesso gli elementi per
una completa trattazione degli elementi della Geometria fatla dal nuovo punio
di vista. Ma & forza convenire che questi elementi esigono tuttora una elaborazione,
probabilmente lunga e faticosa, per poters comporre qoalehe cosa di definitivo :
ad ammetlore la necessifd di tale lavoro complementare si é spinti, fra I"alro,
dalla econsiderazione che finora non ¢i & stato ancora detlo in qual modo sis per
manifestarsi I'influenza di queste investigazioni aui metodi per insegnare le prime
proprieta dello spazio, influenza che presto o fardi si deve avvertire se esse pos-
seggono In realtd quel valore scientifico che a noi sembra sCorgeryi.

Poichd il prof. Peano ha gia discussi i fondamenti dell’Avitmetica e ruelli
della Geometria, cosi sembra poco verosimile che i si presenti in avvenire I'oe-
casione di oceuparci qui di altri suoi contributi al Caleolo della logica. Pereid
vogliame rinnovare ura l'espressione dolla nostra piena spprovazicne al metodo
de lui tenuto per difondere questoc muovo rumo della Matematica. Inveee di
esporra con infimli particolari di secondaria importanza i principii di guesia dot-
trina - come fece non a guari uno scienziato uliramonlano - egli si sforzo di eon-
densarli in poche pagine e ne fece poi delle applicazioni belle ed importanii. Cosi
eghi raggiunse un triplice scopo: di non alterrire, ciod, la maggioranza degli
studiosi con la prospettiva di una disciplina nuova, pssai vasta e complicata;
di mostrare, sn esampil opportani quali siano i carabteri essenziali del Caleolo
logico, epperd in quali circostanze esso possa applicarsi con vantaggio e in che
cosa conmsista questo vanlaggio; di mrrecars, finnlmente, dei dati di fatto capaci

{*) L'indole dl questo giornale e lo ipazio dl eul dspoulame uen ¢l consentono ¢l arrestarel
atille helle conslderaziont dl indole amal generile ¢d asiratie, avolie dall’A. nelle Note: ol bosti dl
nverle ssgnalate all'aibenzione del lettorl

(™) Lies propositions du cinguidme Livre @'Euslide, réduiles en Jormules (Mathéals, T. X).

|

o — —
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di fungere da documenti per un gindizio equo ed illuminato sul Caleolo stesso,
in base s cui decidere se questo debba collocarsi nel museo degli ogeetti di cu-
Fiosita scientifica. oppure se sia mighor consiglio accordargli un posto onorevole
fra gli ulensili proprii alle Scienze di ragionamento ().

Mantova, 17 glugno 1830,
Gso Lomia,

prof. BELLINO CARRARA. — Algebra. — Venezia, Tipografin Emiliana, 1890,

— Prezo L. 5.

L'Algebra del Prof. BELuNo CarRAka & veramenle preziosa per gli scolari
101 Licei d'Ttalia: & divisa in cingquanta lezioni delle quall venticinguoe cornprendono
ls materiz del primo anno e le rimanenti quella del sccondo; 1 titoli degli argo-
meati delle lezioni sono precisamente 1 diversi comma dei programmi ufficiall.
1 varii argomenli sono svolti abbastanza ampinmenie e con sufficienle migore;
numaerosi esereizi, pindiziosamente sceldi ed ordinati, accrescono noteyolmente il
pregio dell'opera perché molti sono risolti ¢ diseussi diligentemente e spesso ln
iratiazione di problemi generali vi & ben preparata con quella di facili problemi
particolari; delle questionl non risolte sono dati i risullati finali.

Parmi perd che si sarcbbe guadagnato in chiarezea e rigore ponendo me
glio in evidenza i postulati e le definizioni, bazi delle diverse teorie; 1 numerl
negativi @ gli irrazionali, p. €., non sono abbastanza chiaramente stabiliti con
postulati convenienti e lo operezioni con numeri irrazionall non sORO definite :
per la somma, p. €s., si sarebbe potuto dimostrare che, se wug ed 'y, SOnU varia-
bili razionali coi limiti I ed U’ tende ad un limite ancora la variabile razionale
uy, + ¥ i € porre come defipizione che questo limite & la somma U4~ L' ; eon e1d
ai sarebhe aequistalo il diritto di parlare di somma di pumeri irrazionali tra loTo
¢ coi razionali. Non & dato con precisione il sigmificato di numero aritmetico
che, essendo rapporto di grandezze omOgenes, & un numerp, razonale od trrazic-
nale, né positivo né negativo, ed il significato attribuito & numerc algebrico non
& guello, generalmente adottato, di radice d'eguazione a coefficenti interi. Aleune
Arfinizioni. sebbene universalmente aconltaie, non sono abbastanza chiare; tale e
quelli dells moltiplicazione perchd, pe es., 3% (3 - 3) non & egunle a 3.2 sob-
bene sin 2=11. (1 4 1): siffalte definizioni dovrebbero esser date come defini-
zioni complesse rinnenii pilt definixion semplior e precise date innenzi. Bene fece
{'antore conservando per il teorema sulla divisibilith per @ — a I'antica, notis-
sima @ semplicissima, dimostrazione criticata anche in questc periodico; ma do-
veva renderla rigorosa premetlendo, p. es., 11 leorema, facilissimo a dimostrarsi:
&« Due polinomii non identici con und lettera comune prendono diverso valore

(%) Coms abbiamo fatto per gli Arithmetiors Principia Indlchlamo alouni errori dl wiampa del-
1'opuacolo ora (io0TH0:

p. 6 dal bawo linea 18; jmvecn di dintritutiva leggi assoclaiivi

> 2t dall'alte » D . » a bl » ab'd

» » O B » 6l & ldenllow & ¢ed »  a¢ b ldontico a2 bd
> 39 (=) Gassp » 10 3 » ab'||ef y a'blleS
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per infiniti valori diversi della letiera comune ». Nella definizione i proporsio-
nalitd date in principiv del numere 299 non & compresa la condizione, notoria-
mente necessaria, che quando I'una grandeszs cresca debba crescere anche I'altra:
se tulli T numeri aritmetici fossero divisi nelle classi

As A e iiay ..

tali che nessun numero fosse esprimibile razionalmente mediante uno di classe
diversn, essendo fissati i nUmers

Ry kg by oo ...

arbitrariamente, si potrshbe far corrispondere ad ogni numero dells olasse Ap 1l
prodofie del medesimo per 4, ; considerando quel numeri come i valori d'una
grandezza A ed i loro corrispondenti come i valori di una grandezza B, si tro-
verebbero A e B aella relazione accennats in principio del n.” 209 sgnza essere
proporzionali; si potrebbe P- 8., far corrispondere ad ogni valore razionale di A
lo stesso valore di B e ad ogni valore irrazionnle di A il valore doppio di B.

Per Vindole affatto elementare che deve avers I'insegnamento seientifico nelle
senole classiche, sono ceriamente dj quast nessuna importanza le precedenti osser-
vazioni e le altre che potrabbero esser fatte wll’algebra di cui mi sono oceupato
sicché, pel molti snoi pregi aceennati sopra parmi che risponda assai hene alle
esigenze degli orarii e programmi vigenti nei nostri Lieei.

F. Giupics,

Dotl. GIUSEPPE BERNARDL — Tavole dei guadrati ¢ cubi dei numeri nters
da 1 @ 1000. Parma. Tipografia Ferrari e Pellegrini, | 888, Prezzo: L. 1.50.

Le tavole del Prof. BERNARD) contengono oltre ai quadrati e caobi, i doppi,
¢ i iripli guadrati dei numeri da 1 & 1000, 11 pregio delle medesime consiste
esseuzinlmente mella introduzione in cui I'A. risolve con molta chiarezza di
dettaglio i problemi nei quali possono utilizzarsi tavole di questa natura.
Notevoli fra questi i problemi VI e IX, 1a cui soluzione riposa sopra dne teo-
remi, sviluppati nella ntrodnzione, per mewon dei quali, eon caleclo abbreviato,
vengono trovate le radici quadrate dei numeri interi fra 1000000 & 10 bilion
¢ le radici cubiche dogli interi fra 1 bilions ed I quattrilione. 11 2° di questi
teoremi, che contiene un'sccezione importante, merita d'essere viportato ed &
il seguente -

Se lu radice cubica di un numero intero 4, esatla, od approssimata o meno
di una uniti per difetto, ha 2n <+ 1 cifré almeno, e se & indica con ¢ il
numero formato dalle cifre di essa, escluse le 1 prime ¢ destra, con q il guo-

_ ) L @ — g%, 103 .
siente € con r il resto della divisione s pomendo cipé :

3¢, l0=
a— p? 103 7
3. 100 — 1 3y

3 —
st ha in generale: Va — ¢, 100 - ¢, esattamenle, od a meno d'una unitd

e I e i e Ll
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per difetto, ovvero a meno d'una unii per eccessoe, secondoché rispettivamente &
r Z 3¢%c. 10" - g

Fanno perd eccezione i 10%* numeri interi compresi fra i@ 2 limit
(108 4= 10%)3 — 108 ¢ (10°% 4= 10M3 — | dnclusi, per twtti i quali si lha
i
invece: Ya—rc.l10® 4 g, a meno di due unitd per eccesso.
Per questi titoli le tayole in discorso parmi possano riuseire di giovamento

agli alunni delle Sewole secondarie.
A. Lvaua,

Pubblicazioni ricevnte dalla Direzione del Periodico

Bibliotheca mathematica, Jouwrnal d histoire des mathématiques publie par G,
ExesTrROM. Stockholm: n. 2, 1890,

(tiornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Universitd italiane, pubbli-
cato per cura del professore G. Barrasrint. Vol XXVIIL Marzo-Aprile. Mag-
gio-Giugno, 1890, Napeli, B. Pellerano editore.

Jornal de Sciencias mathematicas e astronoinicas, poblicado pelo D'. F. GomEs
Terxemra, professor na A csdemin Pulytechmica do Porto. Yol IX, n. 4, 5.
Coimbra 1889,

Journal de Mathématigues élémentaires & 1"usage de tous les candidats aux édeo-
les du gouvernement et des aspirants au baccalaureat és sciences, publié
sous la direction de MM. G, px Loxceuamres, professeur de Mathémalignes
speciales au Lycée Charlemagne, L. L#vy, agrégé des sciences mathémati-
ques, directeur des etudes & 1" Ecole préparatowre de Saint-Barbe. 3° Série,
Quatorziéme snnee. N. 5, 6, 7, 8. Mai, Jwn, Jullet, Aoit, IB90. Pens,
librairie Ch, Delagrave.

Journal de Mathématigues élémentaires publié par 11, Vuisert, 14° annce. N, 16,
17, 18, 19, 20, Paris, M. Nony et C., 17 rue des Ecoles, 1890.

Mathesis, reencil mathémalique & I'usage des dcoles spéciales et des étahlisse-
ments d'instruaction moyenne, publie par P. Mawnsion, professear 4 1'Uni-
versité de Gand, et J. NgusEra, professenr A 1'Université de Lidge. Tome
dixidme, Juillet, Aodt-Septembre, 1890, Paris, Gauthiers-Villars e fils; Gand
Ad. Hoste, Editeur,

Rendwonts dell’ Accadenma delle Svcienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Societd Reale di Napoli). Serie 2%, Vol. 1V, Fase. 5" e 67, Maggio, Giungno 1890,

Zeitsohrift fier mathematischen und naturwissenschaftiichen Unterricht. Ein Op-
gan fir Methodik, Bildungsgehalt und Orgapisation der exakien Unter-
richtsfacher an Gymnasien, Realschulen, Lehrersaminarien und gehobenen
Burgerschulen, herausgegeben von J. C. V. Horrmany. XXI Jahrgang. 4,
5 Heft. Leipzig, B. G. Teubner, 1880.

Bernarst (F.) — Nozioni elemen®rl dei numeri immaginari e dei numari com-
plesei. R. Tipografia editrice Salentina: Lecce 1890,

BoLTsHAUSER (G. A.) — Le linee equitermiche in Italin (Bollettino mensuale
dall’Oseer, di Momncalieri, Serie 1, vol. X, n. 6).

Cannana (B.) — Ln matematica net licel del Regno esposla in lezioni ed ssempi
alla gioventl studiosa — Parle 1% Alpebra — Venezia, Tipografia Emiliana,
1890, — Prezzo: L. 5.

— — La moderna metcorologia in Italia, Cremona, V. Ghisani, Tipografo, 1890,



— 160 —

Cagey (F.) — Geéometrie Slémentairs récente. Traduit de 1'anglais par Fr. Fakisse:
wvec une Preface' pr M. I. Neuberg. Paris, Gauthier-Villars e fils; Gﬂ'hd.
Ad. Hoste, Editeur; 1890,

Dewrrara (G.) — Racerehe di Stereometria. Saseari, Editore-Tipografo G. Dessl,
1890,

— =— Una guestione di estimo privato (non cataslale): Sulla stima dei migliora-
menki fondiari (Rivista di Topografia e Catasto. n. 8, febb. 1890) — Sulla
costante del planimetro polare di Amsler, Sassari, 1880.

Givmee (F.) — Due teoremi sulle serie n {eymini positivi — Osservazioni sulle
arrie — U'nm nuove criterio di conyergenza por le serie a termini positivi —
Per un recente articolo del Sig. Fourst (Rend. Cir, mai, di Palermo, Tomo
1V, 1890).

[NGRAMI (G.) — Sulle funzioni implicite di una yariabile reale (Rend, sessioni
K. Ace. delle Scienze dell Istituto di Bologna 1889) — Sulla rappresenta-

zione apalilica per una fonzione reale di due variabili reali. Bologna, Tip.

Gamberini ¢ Parmeggiani, 1889).

June (U.) — Ln'osservazione sul grado massimo dei sistemi lineari di curve pianoe
algebriche (Annali di matematica, Tomo XVII) — Delle famiglie assoeciate
i sigtemi lineari e delle superficie univocamente rappresentabili sul piano
(Rend. Cir mat. di Palermo, 1V. 1890).

Lettera di Temistocle Zona a proposito di un lavoro di trizngolazione del Prof-
Venturi. Palermo, Tip. Fratelli Vena, 1890,

LivEran: (A.) — Fra una lezione e I'altra. Liverno, A Debatte, 1890.

Lonoccmanps (G. de) — Sur les paraboles de M. Artzi (Journwl de Mathé. Epe-
cinles, 1880),

Lonia (G.) — Il perwdo anreo dells CGeometria greca (Memorie R. Ace. delle
Seienze di Torino, Serie I, Tomo XL).

Marcoroneo (R) — Sulle geodetiche traceiate sulle guadriche prive di centro
(Rend. R. Acc. Lincei, 1890) — Deformazione di una sfern omogenea 1iso-
tropa per speciali condizioni ai limiti (ldem, idem).

Mitrac-LeFrier (G.) — Sur la représentation analitique des intégrales et des
invariants d’ une equation differentielle linéaire et homogéne (Acta mathems-
tica, tome 135).

Panmza (F.) — Aritmetica razionale. Manuale Hoepli, Milano, 1890 — Prezzo
L. 1,50.

Pascau (E.) — Sopra le funzioni ipeprellittiche di 1* Specie (1.'** Stufe) per
y = 2. Memoria V (Annali di mat. Serie II, XVIII).

Peano (I".) — Les propositions du cinquiére livre d'Euelide. réduites en formules
— dur I imlerversion deg dévivations partiellos (Mathesis, tome X, 1890).

Puseivaiie (F.) — Trattato di arifmetica pratico per le Senole secondarie ¢on
uole sloriche e 600 esercizi. Sassari, Tip. Azuni, 1880, — Prezo L. 1.80.

Razzasow: (A.) — Sulle flessioni dell’evoluta del catenoide (Giornale di matema-
tiche di Battaglini, Vol. XXVIH, 1800),

Riccaror (P.) — De propositione novae Bibliothecpe mathematicae italicne se
culi XIX (Biblioteca mathe. par G. Enestrom, 1R90),

Tisert (E.) — Teoria generale sulle condizioni di divisibita dei nomeri e nuova
dimostrazione del teorema di Pappo e di Pitagora — Arezzo, Tip. Ca-
gliani, 1800,

Yiager (F.) Sulle similitudine di triangoli appartenenti a due serie (Giornale di
matematiche di Batiaglini, Yol XXVIII, 1890),

Vurserr (H.) — Annusire de In jeunesse pour l'année 1880. Paris, Librairie
Nony el C., 17 rue des Ecoles. Prix: 3 franes.

Chiusura della redazione il di 29 agosto 1890,




TEMI DI MATEMATICA

FER LA LICHEHNZA DISTITUTO TEHONICO
NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA

{Continvazione ¢ fine),

Avronxo 1800, I). — In un cono si conosce la differenza jra
la superficie laterale ¢ quella della base, ¢ si conosce la somma
di quesle due superficie. Trovare Uapotema e Ualiczza del cono, e
il raggio della sua base, e discutere i risullafi.

Indicando rispetiivamente con =s* ¢ =4% la differenza e la somma
date, con a, v, 7 il raggio della base, il lato e 1"altezza del cono,
il problema (& luogo al sistema di equazioni:

wy —a)=s: alv+ o)== P =24+ 2°

Risolvendolo, il che & assai semplice, si trova

n,____l/f-':—ﬂf ” "’f"’""‘i v 23, 8,
I TCET) R e

(Questi valori non sono reali e finiti che nel caso in eui sia s, > S,
il ¢he ¢ in accordo colla natura del problema proposto, la somma delle
lue superficie dovendo superare necessariamente la loro differenza,
I poi opportune osservare clie avendosi sempre & 5 > 2 9, S,
segue, com’ era da aspettarsi, y > s.

Esrare 1871, b). — Risolvere le due equazioni a due incognile

1,1 6P .
@+0) (5 ++) =10 o+ =136
Riducendo la prima a forma intera e sostituendo in luogo di
o+ y* il valore dato dalla seconda, si ottiene un’equazione (i 1°

grado in 'y, da cui delducesi 2 y = 60. Dopo cid dal sistema sem-

4t
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plicissimo
2Yy=—=060 &'+ y*=—136

st ricavano immediatamente le due soluzioni: @ = 6, y=10; z—
— 6, y= — 10,

Esrare 1872, II). — Da due punti A e B del terreno, nei quali
81 puo far stazione con un grafometro, si vedono due punll inac-
cessibile X ed Y. Delerminare la distanza XY conoscendo gli an-
goli XAY =0 25".3", XAB=121"0". 1 1, XBA = 45°, XBY
=0° 0°.24" e la distanza AB — m, 152,

Risposta: chiamando ¢ la distanza AB e supponendo i quattro punti
A, B, X, Y in uno stesso piano, e cosi situati che il punto ¥ cada fuori

del triangolo formato dagli altri ire, si deduce con procedimento noto
(V. SegRET. Trig. libro 4°) XY =d . 0,0840194 = m. 12,711.

Lisrate 1873,1) — Date le equdzioni x° - v* = 17050, x4+
= 10, trovare i valori di x ed v.

Dall’ identith
Oy = (w=+y) — 5 (wy) (@+yf 4+ 5 (@y) (@+y),

m seguito ai valori dati per 2=y ed a® =417, segue 1'equazione di
2" grado in ary

(wy) — 100 (zy) + 1659 = 0,
da cui deducesi @y =79 od @y = 21. 1 valori di @ ed iy SOmD
percio da cerearsi fra le radici delle equazioni

X —=10X+79=0, X°—10X+421=0

e poiche le radici della prima sono immaginarie e quelle della seconda
sono 3 e 7, cosl questi numeri sono precisamente i valori cereati.

Avruxyo 1873, 1). — Trovare quatiro numeri in progressione
geomelrica date la loro somma = 45 e quella dei loro quadrati
= T760.
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Chiamando, in generale, @ la somma dei quattro numeri, #* quella
dei loro quadrati e rappresentando con 2 il primo numero e con y la
ragione della progressione, le equazioni del problema sono

o (yt —
ooy +ayt+oy— f:_ll;' =—=a,

w® (y? — 1
Pty +aty oty = y,_l)_y

Quadrandoe la prima, poi dividendo membro a membro questa e la
seconda equazione, si ha.

(' — 1)@+ 1) a?
(r— Dyt 1) '

e sopprimendo il fattore y — 1, che ancora rimane comune ai termini
el quoziente, ¢ riducendo a forma iniera, risulia

(@ =)y =20y =20y —20%y+ (¢* — ") =0,

equazione reciproea di 4" grado, che & facile risolvere.
Introducendo i valori pariicolari dati nell’enunciato, questa equa-
zione si frasforma nell’ altra

143 — 1T — 1T 1Tyt 18 =0

I

che da per y le due radici reali 2e 5 e due radici immaginarie. Se-

guono, per la 1° delle equazioni del probtema, i valori corrispondenti
per o, 3 e 24, cosicché 1 quatiro numeri cercati sono — 3. 6. 12. 24.

Avresso 1873, ). — Dato il perimelyn d'un iriangolo 2 p —
BG44™204 ¢ gli angoli A=73", 42" , 50",04; B=057". 32"
T°.54: C=48". 45 . 27,42 calcolare il raggio del circolo in-
serillo, il raggiwo del cireolo circoseritto e I area del iriangolo.

Dalle note formole »

! T — 1 -
_A: (p U (p ‘7]' t _B:Vf}"'—ﬂ){_p-—ﬂ)
LA p(p—a) 672 pip—10b)

1 = =
gy =) e L




moltiplicando membro a membro ed osservando che

A=V plp—a)(p—08(p—0),

si deduce immediatamente

, 1 I !
[1] ﬁ:p’tg—g-—;ltgiﬂtg?ﬁ
A
U per essere p=— —
FL
| ! L.
[2] r=p tg5 4 8 5 B tg—-C.
Avendosi poi
a b c
sen A sen B sen ¢
it~ b =} 2 p
san A B #, | | 1
1 A san B + sen 4 vos - 4 cos — Beos — O
2 2 2
§i ricava |
1 1 ! B 3 4
psan—a—-:i }'J.Bﬂﬂ—y— 5 Iy at'ﬂ—z— C v
lf? frm— ¥ b —_— s {: — 3
lE 1,,, l*r_ I \ ' ]A -]—B 5
08 E {.-DH _E > L“ﬂ_g_ . 08 E o s 2 cos 2 :;,
. ithe .
per cui da R — 3 A Sostituendo, secue
[3] R= : i 1 —
4 nua—E—Acus—z— Bcns—g— ¢

Valendosi delle formole [1], [, [3] e tenendo conto dei valori
assegnati nell' ennnciato, si ottiene

" =m. 806,00; B —m. 1691,83; A=—m2] 691,33,

Hsrare 1874, 1). — Trovare quattro nuwineri in proporzione
geoelrica, data la somma dei med:, la somma degli estremi,
¢ la somma delle quarte potenze dei quatiro termini, — Appli-
tare la formole generale al caso speciale i cwi la somma dei

med: sia 10, quelly degli estremi 11, ¢ la somma delle quarie
Polenze 5729,
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Indicando con 2 ed y il 1° ¢ 3" termine della proporzione,
il rapporto comune, con ¢,

si avranno le equazioni

con 3
b, ¢, rispettivamente, le tre somme date,

2tys=a, y+wi=2>0n ot Y3t at o —

lunalzando alla quarta potenza i membpi della prima 1* ¢ 2°

euazione, poi addizionandole e tenendo conto

cella terza '811 nazione,
si ottione

1@y @+ P =yt ) 12 @ Y 3=+ A,

Ora yuadrando la 1° ¢ 2° equazione, quindi addizionando, si ricava

PP+ PP = P e fays,

onde sostituendo nell’equazione precedente, fatte le debite ridnzion,
si fleduce 1" equazione spguente

@y ) — 4 (@4 % (@ y 3) + o + 0 — et =0,

di 2° grado in 2 ¥z e da cui si ha

wyz— T+ Y 2aT Lo

e
2
[ndicando con = il 2° membro dell’equazione precedente, il sistema
primitivo pud cosi essere sostituito dal seguente
JyZ=d—w, wi=b—y, ayz=—ou
Dividenduv rispettivamonte 1'ultima dj fueste equazioni per ls prece-
denti s ha, fatte le riduzioni:

= —gai =2 =), V—=byg+z2=0,

1 &t
2 il/T_"

Si pud notare che per la realith dei valori (i @ ed y

fda cui

“ &k
e =4 — % =

e inline 5 = « : (@ y).

8, 11 gene-

, . : A = ,
rale, di quello di z, vonviene cle sia - oy 2 = e poichi « —
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g 2 2a*i* ¢ - : i 3 :
%+—Z—i L4 ﬂz +° . ha due valori uno dei quali & maggiore
% b2 -

sia di —i— come dli —- cioé quello che si ottiene prendendo il segno —-

pel radicale, cosi consegue che in ogni caso per « (evesi prendere la

. a0 } 2at bt 4o _ - %
eSPressions —- -+ — 5 , senza che derivi da €10 sem-

pre la realith per @, v, 3.
Nal caso particolare dell’ ennneiato risulia « — 24, e poiché sia

o " Ll . . e . ’
l che —— sono maggiors di 24, cosi i valori di =, y, # sono reali e si

hanno i seguenti sistemi di soluzioni

(6.8, 5) (4.8, 3) (6.3 ) (43 2)

a cui corrispondono le proporzioni :

3:6=4:8; 83:4=06:8; 8B:6i—=4:3; B:4=6:3.

BstaTE 1874, ). — Trovare e disculere il luogoe geomelrico
di un punto tale che la somma o la differenza delle langenit
condotle da esso a dwe circoli dati di grandezza e di posizione,
sia eguale ad una retia dala.

Sianv 0 e C (Tav. I, fig. 17) i dati cerchi di raggi I ed » e rife-
riamo i punti del piauo al sistema di assi coordinati ortogonali O C,
0 Y. Posto O = d e chiamando M un punto del luogo. cioé un tal
punto dal quale conducendo le tangenti M 4, M B ai due cerchi 0 e
C, abbiasi 4 M +— M B — @, dove « rappresenfa il dato segmenio,
trattasi di trovare 1'equazione del Inogo medesimo.

Si osservi a tal vopo che si ha

OM'= 0P +~ MP, MC—=PC+ MP,

essendo P il piede della perpendicolare calata da M sull'asse OC
delle @, ol OM = o + y'; MC — (d — =)' -+ y', sicché dai
triangoli rettangoli 4 O M, M CB segue subito:

;l.ﬂ!':}/m!_}_yi_ﬁﬂ; MB:P/(J_E)E_'_Z’:__?_&
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e I'equazione cercata sarh:

V o 4+ y* — i if/(d——m}'—l-y’——r’ — .

Quudrando due volte, coll'attenzione d'isolare in un membro il
raclicale che rimane dopo la prima quadratura, 1'eguazione precedente
diviene razionale, e, fatte le opportune riduzioni, si trasforma nella
seguente

1 ( —a)+dda (P +a* —d* — BN — 493 0° —
1R —~ 4 R — [rF — (R® =73 -l—ﬂ’)]!
che pud anclie seriversi
(@ — )& =AYy +4d (P4 — * — )24

1
1] (;1 @ R4 (12— a® — rEf) = 0.

Il luogo cercato & dunque una conica della quoale la OO, ossia
I'asse delle @, & asse della curva, in quantoché ad ogni valore di =
corrispondono valori uguali e di opposto segno per y.

Per decidere intorno alla naifura di quesia conica, si ealcoli (lap-
prima il discriminanle A della [1], Questo i

A:.—lﬁu’(dﬁ-—fr“)!4{1’}2”-1-(334_;?:_?3_&3)5%
F100 P 0%+~ P — B =160 (B +7*+0*— f — 4 R 3),

mentre il discriminante © dei termini al 2° grado i 1] &
C = 16a* (v* — ).

Segue da eid, in seguiio alla nota discussione delle lines (i 2° or-
dine (7), che il luogo cercato sariv una purabola quando sia o = ¢ ed

R Z":' . Infatti in guesto caso si ha .

O =0, A=16a" ((Rr+rop -4 R® ) =164 (RE— 1 >0,

che se poi fosse anche /2 =r, sarebhe A =10 v il lnogo si ridyr-

\¥) D'Ovipie, Deomelrin anaiiticd.
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rebbe ad una coppia di retle parallele. Tn questo caso invero la [1]

diviene
= R* da eui Y=t R.

Dunque: le tangenti parallele e comuni a due circonferenze ugual:
costitutscono il lwogo geometrico dei punti pei quali le langenti
condotte alle circonferenze stesse hano wna somma o diflerenza
vostante uguale alla retia congiungente 1 ceniri, com' & agevole
verificare anche geometricamente. |

Se poi sia d 2> a, allora © < 0 e il luogo & unn iperbole,
mentre se d < a e quindi C 2> 0, il lvogo & una ellisse.

E assai facile costruire per punti il Inogo stesso, prescindendo
dalle considerazioni precedenti, Essendo « il segmento dato, somma o
differenza delle tangenti, si conducann da due punti arbitrari R, T,
delle dute circonforenze, lo tangenti # S, T [ e preadansi sulle mede-
sime dei segmenti RS, 77 tali che sia RS —mi< a e TIL —
@—m, 0 RS—=m >ae T —m — @, a seconda dei casi,
quindi si deserivano le circonferenze concentriche ad 0 e € coi raggi
rispettivi 0.8, C'L"; i loro punti d'intersezione M. V saranno eviden-
temente punii del lnogo. Se poi prendesi su RS e T U, RH—=ae
7'V =a e si tracciano le circonferenze (i centri 0 ¢ o raggi 0 H,
CT,ipunti I, L: D, E in cui queste incontrano le circonferenze date
Sono punti comuni a queste ed al lnogo richiesto.

E interessante notare che nei punti 1. L: D, E le circonferenze 0
e (" e In conica [1] sono iangenti. Per dimostrare cid s chiamino
xy Y ed a”, y”, rispettivamente, le coordinate Ao puuti D, 1. B
chiare, per la costruzione fatta, clhe o, ¥ suranno le soluzioni comuni
ulle equazioni

[2] TP =R, ([d—oP4+1 =gt 2

mentre 2, ¥ caranno le soluzioni comuni alle equazioni

3] Wy =R a®, (d— a?f) - —
Dai sistemi [2] e [3], si ricava subitn

[4] AP R~ d® — ¢ — p° e R4at — 3524 o
o o 2d . = T :

e mp— S

L e e —

= e m

Ll —— — =



— 169 —

Ora, fermandoci al punto D, 1'equazione della tangente al luogo rap-
présentato dalla [1] nel punto stesso, & ()

(P — ) +2d (P +0 — @ — R e —day'y
+RAd(P+a — @ — RN 40 R (P R — 0 — a’y =),
la quale, con la sostituzione ad @ del valora [4], si trasforma nella
seguente

- 4 gt
2d

@+ = —RYe —4a°y y+ 40 B2 — 0,

che pud anche seriversi
'@y Yy — B = 0;

ma questa ¢ la tangente al cerchio dato 0 nel punto [2, %], dunque
questo cerchio e la conica [1] hanno nel punto D la tangente in co-
mune. Lo stesso vale per I' e quindi anche, per la simmetria della
figura rispetto ad OC, per i punti £ ed L.

Ma vi ha un’altra proprieta degna di considerazione. Immaginiamo
descritto I'asse radicale G F dei cerchi dati, luogo dei punti pei guali
le tangenti condotte ai cerchi medesimi sono uguali, e proponmiamoci
di trovare I'ascissa del punto in cui questo taglia 0 C. I'n punto di
quest’asse radicale potra evidentemente trovarsi descrivendo (e cir-
conferenze di centri O o € ¢ aventi per raggi, rispetiivamente, le ipo-

tenuse di due triangoli rettangoli di cateti R ed %, r ed %: un lal

punto avrea per conseguenza per coprdinate i valori @' y il o ad y
soddisfacenti al sistema (i equazioni

(1

e
5] Y =R+ @—af+yP=r4

da cui ricavasi .

Rif-d? — p°
2d )

[6] " =

Ora, in seguito alle [4], si ha

(*) Cfe. I Ovip1o, 0, €
2l
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m'+m" Rf'-*-ﬂ‘.? —‘7'! rer Ry L

— =@,

2 2d

- 81 pud cosi eoncludere, tenendo conto anche di ¢id che si & detto pre- |
cedentemente, che | 5
Il lwogo geoinetrico dei punii pei quali le tangenti condotte
a due circonferenze date hanno una somma o differenza co-
slante ¢ wna conica avenle un doppio conlatto colle circonfe-
renze. Le corde di contatlo sono parallele e I'asse radicale delle
due circonferenze ¢ equidistante da guesle corde.
Osservasione. — Supponendo a = 0, ossia proponendoci di deter-
minare il lnogo dei punti pei quali la differenza delle tangenti condotte
ai dati cerchi & nulla, 1'equazione [1] si trasforma nella

42 +4d (P — & — ) e+ (4 R* — 2 =0,

che pud scriversi

(2d2 =47 — @ — RIP =0,

da cui ;i

@F R =1
2d ’

I

il luogo degenera cosi in una retia, perpendicolare alla congiungente 2
L centri dei dne cerchi, che non & altro che )’ asse radicale dei mede-
simi (Cfr. con la [6]).

AUTUNNO 1874, II). — Dala la base di wn {triangolo a — | r

el

S246™,927. laltezza h=2145,797, ¢ la somma degli allri due
late b~ c==530T.278, risolvcre il lriangolo
Avendosi

'1=Vp*(:n—-ﬂ)’ =29 —3 ‘_Vp‘(;n—ﬂ)ﬂtg’%ﬁr

plp—a)
Si ricava
A
rlip—a)’

sicehe posto b= ¢ =, 'angolo A risulta determinato dalla velazione

1
g 5 A=

2ah

(s—a)(s4a

|
Tg?fi:

[ h.'h‘l'.
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n b c . :
=S =y 8 deduce POI

sen A sen H

1 ]
b+c __ senB+senc -0y (BFOQcos5 (B—0

« zenl A | 1
25&11?& cua?d
]
— l -
H‘-EII.-—E-'.-![
I
] E.HEH?A
onde: cos 5 (B — €)= = ymentre ¢ B4+ =rn— A,

Conoscendo eosi B = C ¢ B — ( potranno determinarsi B ¢ C e
quindi

a sen B auon
B G=r?_—b-'—' v
sen A gen A

h—

Valendosi dei dati nmmerici dell” enunciato, si trova

A=73.42'.50": B=57".32".7": 0=48, 48" , 8"
b=m. 2854,026; ¢==2b43,2562.

EstatE 1875, II). — Date ire langenti e la direzione dei dia-
melrt di una parabola, trovare: 1° i punti di conlatio delle lre
langenti date; 2° altre tangenti della curva; 3° i punti di con-
tatto di queste tangent:.

Sia » (fig. 2%) la direzione data, eomune aj diametri della para-
bola, e a, &, ¢ le tre tangenti date. Taglinsi ¢ ¢ & in A, & & ¢ in B.
Conducendo per A una parallela a ¢ e per B una parallela ad a, pel co-
rollario al teorema di BriavcuoN che i un quadrilatero sernplice cir-
coserilio ad una conica, le due diagonali e le congiungenti ¢ punli
di contatio dei laty opposti concorrguo in un punto, il punto O in cui
si tagliano le parallele menzionate sard un puntio della congiungente
il punto di contatio della tangente & col punto di contatto della retta
all’ infinito. Se dungue per 0 si conduce una parallela ad % e si trova
il suo punto H d’incontro con &, sarh questo il punto in cui b tocca la
conica.
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Per trovare un'altra tangente della parabola, prendasi sulla ¢ un
punto qualunque C' e si osservi che la tre tangenti date, la tangente
condotta da C alla parabola e la retta all’ infinito formano un penta-
gono circoserifto alla conica, sicché per I altro eorollario del teorema
di Briancroy, che dae diagonali e la congiungente il vertice per cwi
non passano quesle dwue diagonali col punio di contatlo del lato op-
POSto, concorrono in uno stesso punto, si avra che trovato il punto
d’intersezione 7 delle AC, BO, la HL sard parallela alla tangente
alla parabola passante per €, cosicché questa langente d si costruiri
subito. Ed ora partendo dalle tre tangenti &, ¢, d si potrd, ripelendo
la 1* costruzione, trovare il punto di contatto della retta ¢ colla para-
bola, poi ripetendo la 2° costruzione per un punto D della a, potra
traceiarsi una 5° tangente ¢ trovare poi il punto di contatto di ¢ colla
conica e cosi di seguito, conforme a quanto & richiesto nell’snunciato.

Osservazione. — Trovaii che siano due punti di contatto si pos-
sono avere agevolmente punti ¢ tangenti della curva, fra i due primi,
tirando la corda di questi, dividendola per moth, conginngendo il punto
medio ottenufo col punto d’ intersezione delle tangenti alle estremith
della corda, dividendo per meta quest ultima congiungente e per il
punto cosi ottenuto gnidando wna parallela alla corda e cid per una
notissima proprieta della polare.

Estate 1875, 1V). — Fra due relte date alingare wn seqgmento
che sia vedulo da due punti fisst sotlo angoli dati, *

Siano MO=wu, NO= v le rette date, 4 e 1 i punti fissi ed
% B gli angoli dati sotti ai quali dev' essere veduto lo stesso segmento
M N allogato fra le rette M 0, N 0.

Soluzione geomelrica. — S"immagini che un angolo nguale ad «
ruoti intorno al punto A (fig. 3% ed i suoi lati incontring rispetiiva-
mente le rette w e v nei punti M. M, M. . .. ¢ Xy N, N i
E ehiaro ehe lo punteggiate cos) ottenute saranmo proiettive poiche i
fasei 4 (M, M, M”,...), 4 (.Y, N7, N'"”,....), di cui sono sezioni,
Son0 congruentl, dall’ eguaglianza degli angoli N A M. N A M R
tisultando quella degli angoli V' A N” ad A7 A M. N'AN" ad
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M"A M, ecc.. Le congiungenti i punti corrispondenti delle due pun-
leggiate inviluppano per conseguenza una conica alla quale & pure
tangente la retta cercata M N, insieme alle rette % e p poiché al punto
0 riguardato come appartenente all'una od all'altra queste retle
corrisponde un punto situato neil’altra.

Nello stesso modo si prova che la M N deve toccars la conica in-
viluppo delle retie congiungenti i punti corrispondenti delle duc pun-
teggiate proiettive che si ottengono sulle rette w ¢ » dalle intersezioni
dei Jati d'un angolo uguale a p ruotante intorno a B, la quale conica
¢ ancora fangenie ad » e ».

La retta cercata & dunque une tangente comune alle due coniche
anzidette. K poiché dalle 4 tangenti in comune due sono le retie ue
v, il problema ammette in generale due soluzioni.

Soluzione analitica. — Conilucansi (fig. 4™) 4 0. BO e supposto
che la retta A7V, segnata nella figura, sia quella cercata, pongasi
OM=g2 ON=y, O0A=aq, OB=1), angolo M ON= 0, ang.
MOAd=0Y,, ang. AON=09, ang, MOB = Y1y ang. BON = ¥,,
ang. OAM=A4,, ang. NO.l=4,, ung. OBM=B,, ang. VBO = PR,
dei quali angoli O, 9, e %, ¥, e ¥, sono da riguardarsi come noti,
mentre per le coppie di angoli rimanenti sussistono solo le relazioni
A4+ Ade=u, B;+ B,=8.

Posto cid, fermandoci a considerare solo quello che avviene pel
punto A, ¢ chiaro che si avra

area M ON = area NA M = area A M O =+ area A ON,
ossia, per l'applicazions d'un feorema notissimo (i (rigonometria
(1] @ysen O+ AM. ANsenx = a (xsen b, 4 Y sen Og),
Ora da relazioni conosciute, consegue

A Msen iy, = esenly, A Nsen Ay — ¥y sen 9,
AMcosdy=a—zcos0® A N cos Ay =a — ycos
¢ mediante moltiplicazione della 1* e 2° di queste uguaglianze e della
3" e 4", e successiva sottrazione dei prodotti ottenuti:
AM. AN (cos A, tos 4e — sen A, sen dg) =
(@ — @ cos %) (@ — y cos by) — @y sen 9, sen Oy
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e finalmente sviluppando il prodotio indicato nel 2° membro e tenendo
conto del teorema relativo al coseno della somma di due dngoli

AM. ANunsn::m’-—m(:cUUEfll =~y cos b)) <+ 2y cos 0.

Eliminando, servendosi dj questa equazione o della [17], il prodotio
A, AN, risulta

ﬂ’saum-—a(:ucnsﬂ, + ¥ c0s %) sen x 42 v cos O sen x —
@ (@ sen % <y sen 0,) cos x — 2y sen 0 cos a,

la quale, dopo facili riduzioni. si riduce a
[2] sen (x+ 0) a2y — 4 sen (2+0) 2 — @ sen (a—+ by)y +a*sena= (),

in eni sono guantithy incognite soltanto @ ed ».
Similmente ragionando pel punto B si & condotti all’altra efquazione

3] sen (B 0)ay — b sen (B+4) 2 — psen (B~+bg) y + b* sen B = 0.

Formando sistema dello squazioni [2] e [3], che sono di 2° grado

in @ ed ¥, possono ricavarsi i valop: di quesie due incognite, dopo.di

che il problema ¢ complelamente risolnto,
Osservando che Je [2] e [3] sono della forma

Ty —ha —py4g=0, may— ME =Pyt~ gy =10
e che dall’ eliminazione el termine in 2y si ottienc
(m Ny == m‘lﬂ} T (ﬂ?'pl = Yy ?J.} V= (f "y — f1 7L = 0

risulta che a i esprimibile linearmente pery. Ricavando effettivamente
# € sostituendo in 1ma delle équazioni primitive si giunge ad un’equa-
zione di 2° grado ad un’ Incognita. Segue da cid che Je (2] e [3] am-
mettono due sistemi i spl uzioni, il che accorda con quanto risultava
dalla soluzione geometrica,

AUTUNNO 1875, I). — Trovare, con tre decemali esalti, una solu-
stone comune alle dhe eqgua sion:

2m3+4a:y+1:sm+ 6y 4 1=0,
aﬁ‘+{i=t'y+]9¢+4y+2=ﬂ-

,T
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Eliminando il termine contenente Zy dalle due equazioni si ha il
sistema equivalente al dato

27'+6my+1923+4y+2=0.

Ricavando dalla prima dj queste due y in funzione di z e sostituemlo
il valore ottenuto nella seconda. risulia I"aquazione di 3° grada

[]_I 2:5'5—5—3”—]61—2:0;

liberandola dal 2% termine eol porre & = 3 4w, poi determinando

convenientemente 2 (—— - ﬁ) in modo che il coefficiente d; 22 si an-
nulli, si giunge all’ equazione

07 37
- T
=73 ¥+ 3;m =0

la quale confrontata con 2% +P34+g=0 di per la quantith 27 g
-+ 4 p’ un numero negativo. Essa ha dungue le sue radici reali. Risol-
vendola trigonometricamente si trova 2’ — + 2,82169...; 2" = —
2,86407; 2" =4 0,04239, sicché i tre valori di =, soddisfacent;
alla [1], saranno:

T =4 2.65502, &= ,03074: &' = 0,12428,
Se¢ ura si osservyi che

[ = — 4 3"

Y= 10

i valori di ¥ corrispondenti a quelli gi trovaii per =, saranno
y == 20851; y’=—— 3,2;710; ¥ — 40,1063,

E bene notare che dei fre sistemi (i soluzioni trovati, I'ultimo non
offre molta garanzia d'esatiezza, essendo concorsn a determinarlo il
coseno d'un angolo prossimo a 90°,

Acrusno 1875, 11). — Descrirere una parabola langenie a ire
relle dale e passante per wn punto dalo.
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Lenma. Se une trasversale incontra wna parabola, un diameiro
di que&!a. € la langente ail estremila del diamelyo, il segmendio
della trasversale compreso fra la langenie e il diameiro é médio
proporzionale fra la segante e la sua parte esterna.

Siane 4, B, C (fig. 5 tre punti d'una parabola, BD la direzione
i un diametro, che incontra dungue la conica nel suo punto all’ infi-
nito D, cosicché A BCD é un quadrilatero inscritto: per un corollario
al teorema (i PAscAL, ossia che se un quadrilalero & enscritio in una
conica le due coppie di lati opposii e le tangenti in due vertici op-
posti si tagliano in punti che sono nella stessa retla, potremo con-
cludere che tirando per 4 e € le parallele a BD" e trovando i loro
punti d'intersezione E, F, rispettivamente, con OB, 4 B ed immagi-
nando per B la tangente B G alla parabola, i punti £, F saranno alli-
neati col punto in cui questa fangente incontra la reita all’ mfinito, e
col punto A’ intersezione delle tangenli in 4 e C; onde EF & parallela

a BG.Ese D, @ sono i punii in eni il diametro e la tangente per B :

incontrano 4 C, O F, si avrh per conseguenza
CB:CE=CG:CF=CD : CA,

onde G D sarh parallela ad A F.
Posto ¢id prolunghinsi B G, €A finché s'incontring in H, sarh:
BH: GH=AH:DH=DH:(CH ¢ percid

DH =AH.(CH e, d. d.

Ed ora passinmo o considerare il problema proposto.

Siano a, b, ¢ (fig, 6°) le tre tangenti date, 4 un punto pel quale
leve passare la parabola, M, N | punti d'intersezione di a e b, b e-c.
Per M si tiri una parallela a ¢ e per IV una parallela ad a, le quali s in-
contrano in 0, sard 0 un punto del diametre della parabola che passa
pel punto di contatto di & eon la curva (") Cosi condotta A0 e pro-
lungata fino ad incontrare la tangenie & in &, pel lemma precedente,

sl avra un altro punto B della curva servendosi della relazione B =
R O®
R A

e portando il segmento #B sn R A nella direzione 2 A.

*) Lo routz a, 3, ¢ ¢ 1a reita All'lnfmito formano un quadrilatero elrooseritto alla porabola,
1o oni dingonalf sono M0, NO, sicchéd per nn uoto teorsma 0, Il punto (1 eontatio di & e gue Hu
dells retta all'lnfinlio sono per diritio.

o
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Per trovare i punti di contatto delle tangenti colla parabola, sia
D il punto in cui la corda A B taglia @ ¢ si determin; quel punto

pel quale si ha

DE* — DB . DA,

Z/ sard un punio del diametro passaunte pel punto di contatto delln tan.
gente a. Condotta poi per Q. intersezione di o o ¢, una parallela a b,
che incontra O M in 1, savh TF il diametro stesso e il punto (7, in
cul 1 & incontra e, il punto di contatto di a. Per avere poi i punti di
contatio di & e ¢ colla parabola basta: 1° tirare per () una parallela ad
I fino ad incontrare & in L, 2° trovare il punto P d’intersezione di
OXN con 7Q, quindi tracciare PH parallela ad I# fino ad incontrare
la tangente ¢ in H.

Dopo cid il problema pud considerarsi completamente risoluto,

Discussione. In primo Inogo & opportuno dimostrare cle, colla co-
struzione indicata per trovare un secondo punto 7 della curva, R viene
o cadere, com’é necessario, sempre nell'interno dell’ angolo formato
da a e c. Si ha infatti evidentemente dalls figura RC: RO > RA : RO,
ma RC: RO=RN:RM=RO:RD e d'alira parte R4 : RO=
RO: RB, onde

£BO:RD > RO:RE

sicche il punto d'intersezione di 4 O con a, cade fra B ed R.

In secondo luogo si osservi che oltre 7 esiste sulla A4 B un secondo
punto £ avente da D, distanza ngnale a D E pel guale si possono ri-
petere i ragionamenti fatti per 2 ¢ cle conduce alla determinuazione
di altri punti di contatto di @, b, ¢ colla parabola. 11 problema pro-
posto ha percit dus soluzioni, tutte le volle che 4 non & puntie di una
tangente.

Osservaszione. — F utile osservard che il diametro della parabola
passanie per @ taglia per meth la corda GH ed incontra quindi nel
punto medio K anche il segmento £ F determinato sn 4 B dalla inter-
seziouw dei diametri 7 E, 1 4. cid che condurrebbe ad un’altra solu-

zione del problema.
A. Luawr
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UNA DIMOSTRAZIONE DI CORSO
INTORNO Al NOTI PROBLEMI SUI POLIGONI REGOLARI

I noti problemi della geometrin elementare intorno ai poligoni re-
golari, per la determinazione di =, si possono far dipendere, in modo
assal semplice e didatticamente utile, dal seguente:

« Dati 1l raggio R e | apotema 7 di un poligono regolare di »
« lati vguali ad A B — a, calcolare il raggio R e 1"apotema »” del
« poligono regolare di numero doppio di lati parimente costruito
« sopra A B ». -

—2 Dasta per cio considerare il {ri-
s T~ " . ' z
P TNl angolo isoscele O A B, i cui lati 0 A
s / | A\ ~ .
! {1 L = (JF = R e la cui aliezza OH=1»
\ . . :
/ f:"' { ) \ he sono rispettivamente il raggio e
/ I \ ; - . qe .
7 ,' VA T} \,, 1'apotema e tracciare indi la circon-
| / ;’h \ ,?Z . !
! F TN N ferenza m A Bn e il suo diametro
' J I s, ! i . . o o
'\ I [ N\ o/ per H:langolo inscritto 4 O'B es-
‘-‘hﬁ.\\. l':"r I ‘\‘r,_ JJ J‘

< iH & 2.2 sendo meta di quello 4 OB sarammo
J‘%E"':}ﬁ 0 A=R ed 0' H= 1" gli elementi

carcatl, e s avra

r—=R-=+r e R=V2R.¥ =V 2R R+
e chiamando Ry ed »; il raggio e 1'apolema del poligono regolare

isoperimetro al dato (i numero doppio di lati costruito sopra A H, sara

¥ 5 R
M=t =29" e R=VE.n....[]

Ed ¢ anche qui facile il mostrare la nota relazione By — 1 <
7 (B —y — % y) tra le differenze del raggio coli'apoterna in due

poligoni isoperimetri consecutivi: infatti essendo A L' bisettrice del-

e o
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'angolo A nel triangolo H A L sarh HL' < & HL ciok B — 1’ <
”;T (R — 7), epperd
| By~ &g =1

Ora il problema: « Dato il lalo A B = a (i un poligono regolare
« ed il raggio 0.1 = R el cerchio circoseritto, calcolare il latu
« A L—=c¢ del poligouo regolare di un numero doppio di laii, in-
« scritio uello stesso cerchio » si risolve subito mecliante la proporzione

« R a R _ a® Rt
K V2R (R+r) — 2R(R+)

cra=R: R donde ¢=

¢ ponendo per «* il suo valore 4 (R* — #%) si avra

L’E:ER(R—?‘):ER(R—VI’H— T).

Egualmente facile ¢ la soluzione dell’altro problema: « Dati i
« perimetri p, P di due poligoni regolari simili inscritto e circo-
« seritio ad uno stesso cerchio, calcolare | perimetr: p’, P’ dei poli-
« goni regolari inscritto e circoseritio di un numero doppio A1 lati ».
Infatti considerando 4 B come lato del poligono regolare di 2
lati circoseritto al cerchio di raggio 0 H— R =+ », il lato & del poli-

gono simile cireoscritio al cerchio di raggio R sard dato dalla propor-

e l ER
zione ¢ ta=—2R : R-4»r, d'onde 22 = -y

Analogamente il lato y del poligono regolare (i » lati, eguali

al A B— a, circoseritio al cerchio di raggio R & dato dalla pro-
I . : : . :
porzione y:a=— R :», d onde y:-ﬂ—; sicche gli anzidetii peri-

Il

metri p, P, p, P' potranno cosl esprimersi

TIEIR* , » 2nall . 2ne R
o YV 2R (R+7) R+

p=har P==

?I

e si avri, com’ @ ovvio,

| ] R+7r | R-+r

?_*__1? neR' P~ 2naR’

===
-

-




d onde
| 1 [1 1 . 2Pp
P — 3 (}l +FP—) 0ssla P:P—I-ﬂ ..... [2]
Inolire
gt e 2R V2R(R+r) P
' V2RR+1 " Rtr p
d”onde
e V R R [-:5]
e, com’ ¢ risaputo, le formule (15, [2] e [3] risolvono il problema
proposto,

Palermo, gingne 1800,

lﬂg. F. P- PATERHEL

ALCUNI TEMI DI MATEMATICA
PROFOSTI PER LA LICENZA I.ICHAT:

1. Per un panto assegnato condorre una refta la guale seghi un
cerchio dato in punti tali che la somma delle loro distanze da una
retta dafa sis ugnale ad un segmento dato,

2. Se due cerchi si segano, formando un angolo dj 7% e la di-
stanza dei loro cemtri & doppia dell’apotema del dodecagono regolare
inscritio nel minore di essl, dimostrare ehe la corda comune & questi
due cerchi & lato dell’esagono regolare imseritto nel cerchio maggiore
ed & lato del quadrato inseritto nel cerchio minore,

3. Supposto che le lettere dell'alfabeto italiano abbiano rispatfi-
vemente per valori i mumeri che ndicano V'ordine con eni & seguono,
si determini nn nome (a nor tutti caro) sapendo che esso & composto
di sei lettere e che j valori numeriei di queste adempiono alle se-
guentl condizioni :

la somma dei valori della terza e della sesta & uguale a 19 ;

la somma dei valori della seconda e della quinta & uguale a 10

la somma dei quadrati dei valori delle quattro predette lettere
¢ uguale a 407,

1 valori della quinta, della sesta e della terza hanno per quarto
Proporzionale il deppio del valore della seconda ;

di questi quattro valori il maggiore & quello della terza e poi
Segue guello della quinta
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i valori delle altre dme lettere sono dati dalle radiel reeli del-
I"equazione
' —18z — 3 Va* — 302 | 228 — 122 — 230,

la minore delle quali esprime il valore della prima lettera,

NB., Dall'alfabeto vanno eseluse le lettere k, 4, 2, y, w,

4. Di due coni circolari retti aventi il lato eguale, 1l vertice (i
comune ed i piani delle basi jparalleli, son dute: la somma 2a del
raggio di uno di questi coni eolla sna altezza: la somma 20 del rageio
e dell'altezza dell’altro cono; e la somma 2.8 delle aree (dei triangoli
che si oftengono segando i due coni eon un piano passanie per i loro
centrl. — Tl primo dei nominati coni ha il raggio minore dell'altezza; ed
il secondo ha invece il raggio maggiore dell'altesza,

Determinare i volumi di questi dne coni.

(Sessione di Iuglio, 1890 — R, Liceo di Bari),

1. Essendo ABC', ACE, BCA tre triangoli equilatert, co-
struiti sni Jati del! triangolo qualunque 4 B (' dalla parte esterna i
esg0, 81 dimostri che i segmenti 4 A', BB, ' (" sono fra loro nguali
€ passano per nno stesso punto.

2. Costruire un triangslo di cui son dati il perimetro, un angolo
ed un’altezza, Si prenda in esame ciasenno dei casi ohe pub presentare

(questo problema,
3. 8,y 8,_1, S, _, denotando rispettivamente le somme delle po-

tenze a™, (n —1)""™ ed (n — 2)*= delle radici dell'equazione
at == b 4 =0,
dimostrare che si deve avere
al, 408, _,+¢e8,_,=0,

% Facendo ruotare un triangolo rettaugolo prima attorno alla

ipotenusa ¢ poi attorno ad um sno ecateto si ottengono due solidi i

cul i volumi sono rispettivamente espressi da —;— =, % = 0",
Determinare i tre lati di questo triangolo, ¢ dimostrare quale di

questi due volumi debba essere maggiore.
(Sessione d’ ottobre, 1890 — R, Liceo di Bari).

1. Iscrivere in un triangolo un rettangolo del quale & dato il raj-
porto dei Jati.

2. Le bisettriei degli angoli esterni di uu quadrilatero qualunque
formano un quadrilatero iscrittibile.
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3. Dividere nn cono con nn piano parallelo alla base in modo che
la superficie laterale del cono superiore sia media proporzionale fra la
superficie laterale dell'intero cono e la superficie laterale del troneo di
cono, (Risolvere questo problema algebricamente, supposto noti il rag-
gio della base ed il lato del dato cono),

4. Un areonanta tira un colpo di fucile verso terra, dirigendo la
canna dell’arma verticalmente, Supposta la veloeitd iniziale del proiet-
tile di 300 m.; 1'aceelerazione g — m, 9,809 e la velooith del snono
m, 940: 51 domanda a quale altezza dovra trovarsi il pallone, perchs Ia
palla giunga a terra confemporaneamente al rumore dell’esplosione,

(Sessione d'ottobre, 1890, R. Liceo Ruggero Ssitime di Caltanissettn),

1. Condurre una retta in modo che i segmenti di essa, compresi in
due cerchi dati, siano ugnali rispettivamente a due segmenti de—
terminati,

2. Deserivere con raggin dato una circonferenza che sia tangente ad
un lato di nn angolo, e tagli dall’altro un segmento dato.

3. Data 1'area di un triangolo, determinare il valore dei tre lati
del medesimo, nell’ipotesi che i lati siano proporzionali ai numeri
"ty W, P,

4. Celeolare il raggio (i un sircolo, essendo nota la differenza fra
le aree dal triangolo e dell'esagono regolari circoseritti al circolo,

(Sessione di luglio, 1890 - R, Liceo ¢ Ginnasio di Carmagnola).

I. Da un punto preso fuori di un angolo condurre una retta la
quale tagli i lati del medesimo in modo che i due segment] di essa, com-
presi fra il punto ed i lati, siano proporzionali ai numeri interi m, %.

2. Trovare il luoge dei punti dai quali condncendo le due tan-
gentl al an cerchin, nueste comprendono un angolo dato.

3. Scomporre in fattori di prime grado rispetto ad w, il poli-
homio 32 — Ba2* Ve 4+ aa® —a Ya'.

4. Caleolare il valove numerico del lato di un cono di rivolu-
zlone nel easo in cui si eonoscono il raggio delln base, ¢ la somma
delle superficie laterali del como e della piramide esagonale regolare
iscritta nel medesimo, |

(Sessione d'ottobre, 1890 — R, Liceo ¢ Ginnasio di Carmagnola).

L. In una progressione aritmetica crescente la sommn del dicia-
liovesimo e del trentunesimo termine & 42 & il loro prodotto & 425, Tro-
vare il primo termine e la ragions,
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2. In un triangolo rettangolo 1a somma dell'ipotenusa e di nn oateto
¢ «; quella dell'ipotenusa e dell’altro cateto & 4. Caleolare i tre lati e
I'area del triangolo.

3. Se si econgiungono tra loro i punti di mezzo dei suceessivi lati
di un guadrilatero convesso, ¢ i punti di incontro delle congiungenti
con le diagonali del quadrilatero si uniseono ancora fra loro, si ha un
quadrilatero simile al date ed equivalente alla quarta parte di esso.

4. Se si congiungono fra loro i vertiei alterni di un esagono rego-
lare, si ha un altro esagono regolare. T lati di questo nnovo BSEZON0 SONO
ugnali al terzo delle rette che conginagono i vertiei alterni del primo.

(Sessione di luglio, 1890 - Liceo pareggiato di Chiavari).

1. Costruire un triangolo rettangolo conoscendone 1'ipotenusa e
I'altezza,

2. Trovare tre numeri in progressione geometrien tali che la loro
somma sia 13 ¢ e la somma dei loro quadrati sin 91 o

(Sessione d'ottobre, 1800 — R, Liceo di Cremona).

1. Due piramidi sono eguali, se hanno eguali la base, 'altesza ed
una delle facoe laterali, purche la posizione relativa di tali elementi sia
precisamente la stessa.

2. Lia hase di un triangolo isoscele & media proporzionale tra la sua
proiezione sul lato ed il doppie di guests.

3. Di un irapezio isoscele sono date 1'area, I'altezze e la lunghezza
dei lati egunali: determinare le basi e le diagonali.

4. 11 peso nell'acqua (distillata a 4°) di una massa contenente a Cg.
di un certo metallo e & Cg. di un altro metallo & ¢, ed il peso nell'acqua
di una massa contenente o Cg. del primo metallo e )’ Cg. del secondo
metallo & ¢': determinare il peso specifico di ciascano dei due metalli.

(Sessione di luglio 1890 — R, Licee Ginnasiale Umberto I in Napolt).

1. Un poligono convesso &i numero pari di lati, se ha gli angoli
opposti eguali, ha 1 lati opposti paralleli,

2. Se le tre facce laterali di fin prisma triangolare hanno un an-
golo della stessa grandezza, il prisma deve essere retto,

3. Tn parallelogrammo eircoscrittibile ad un cerchio non pud essere

che rombo.

4, Determinare le quattre radici dell’'eqnazione:

(2 — 11 v 4= 24)* — 2 (&* — 11 # - 24) — 24 =0,
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b. Se Parea di un triangolo isoscele & terza parte del quadrato della
base, il raggio del cerchio iseritto nel triangolo & la quarta parte
della base,

Il candidato, se crede, pud giovarsi del teorema: L'’area di un
triangolo & data dal prodotto del perimetro per la metd del raggio del
eerchio iseritto.

(Sessione di ottobre 1890. R. Liceo Rinnasiale Umberto I in Napoli),

1. Desorivere un cerchio che sia tangente ad una retta data in un

punto dato e clie sia pure tangente ad una data ecirconferenza,

2, La circonferenza che passa por gli estremi d'nn lato d'un trian-
golo isescele e per un punto della base e quella passante per questo me-
desimo punto e per gli estremi dell’altro lato sono eguali fra loro; le
minori di tali eirconferenze passano per il baricentro della base ed hanno
per diametro il lato del triangolo, quelle tangenti alla base sono ma g-
giori di quelle che la tagliano, internamente, ed hanno per diametre il
segmento che & terzo proporzionale dopo 1'altezza ed il lato del triangolo
isoscele,

J. Lia somme delle circonferenze di tre cerchi & a.m, la somma delle
superfici dei cerchi stossi & b, m. q. e sono in progressione aritmetica i
loro raggi : si domandano Je lunghezze di questi.

4. Da un punto del prigo lato d'un angolo aculo si condoee la per-
pendicolare sul secondo lato ; dal piede di questa si conduce la perpen-
(ioolare sul primo lato, dal piede di quests la perpendicolare sul secondo
lato, e si continua cosl indefinitamente ; 1a somma delle infinite perpen-
dicolari cosi condotte 8 @, med ¢ . m la somma delle prime dae: si
domandano le lnnghezze di queste.

(Sessione di ottohve 1890 — Liceo 17, B, di alermo).

1. Un numero NV ¢ il prodotto di tre numeri (24— 1), (2 & - 1),
(22~ 8); dividendolo per ciasenno di essi, & sommando i quoti, si

oftiene 239, Caleolare il numero N.

2, Cereare due numeri tali, che 12 ne sia la differenza, e % gia il

rapporto fra il medio aritmetico ed il medio geomeirico dei medesimi.

3. Il raggio del circolo circoseritto ed i) rageio d=l cireolo inscritto

in un triangolo rettangolo, sono rispettivamente egualiam, 7,5 ed a m. 3.
Caleolare :

1.1 tre lati ; — 2, le proiesioni dei cateti sopra 'ipotenusa ; —




— 185 —

3, l'altezza cormspondente all'ipotennsa ; — 4, 1'area; — 5. le medianeg,
le bisettricl degli angoli interni ed i segmenti che queste bisettriei de-
terminano sui lati; — 6. gli angoli acuti ; — 7. 'area della superficie
laterale, 1'area della superficie totale ed il volume del cono generato
dal suddetto triangolo rettangolo in una rotazione intorno al cateto mag-
giore ; — 8, l'area della superficie laterale, 1'ares delln superficie to-
tale ed il volume del tronco di cono che si ottiene, segando il sopranuo-
minatoe cono con un piano parallelo alla base e distante un metro dal
vertice ; — Y. 1l volume & 1'area della superficie della sfera il eui raggio
sia egaale al raggio del circolo inseritto nel triengolo isoscele, il guale
abbia la base doppia del cateto minore dal surripetuto triangolo ret-
tangolo e abbia gli altri due lati egnali ciascano a 15 metr y —
10.1’area della superficie laterale, 'area ella superficie totale ed il yo-
lume del eilindro il cui raggio ed altezza siano rispettivamente eguali
al rageio ed al diametro della sfera di eni sopra.

4. T valor det tre lati di nn triangolo rettangolo sono rispetti va-
mentfe eguali a tre numeri interi ¢onsecutivi,

Calcolare :

1.1 fre lati; — 2. le proiezioni dei cateti sopra l'ipotenusa; —

8. l'altesza corrispondente all'ipotenusa; — 4. l'area; — b, il raggio
del eircolo circoseritto, ed il raggio del circolo inseritto; — 6, le 1me-
diane, le bisettrici degli angoli interni del triangole rettangolo, ed i
segmenti che queste bisettrici deferminano sui lati; — 7. gli angoli
acuti; — 8. I'area della superficie laterale, 'area della superficie totale ed
il volume del cono che si ottiene facendo ruotare il triangolo rettangolo
in parola, attorno al cateto maggiore; — 9, 'avea della superficie late-
rale, I'aren della smperficie totale ed il volume del tronco di como, che
81 otticno segando il suaccennato cono con un piano parallelo alla base,
e distante un metro dalla base : — 10, il volume e V’aren dolla snperficie
della sfera, 1l el raggio sia egoale &l raggio del cireolo inscritto nel
triangolo isoscele, che abbia 18 base ngnale al doppio del catefo minore
del triangolo rettangolo in guestione, e che abbia due lati egnali eia-
souno all’ipotenusn; — 11, V'ares della superficie laterale, 1 area dellu
superficie totale, ed il volume del cilindro, che abbia il raggio e 1'altezza
rispettivamente eguali al raggio 4 al diametro della sfern suddetta.

(Sessione di Inglio 1890, — R, Liceo di Reggio Emilia),

e — 151_%_
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 64 e 65

64. Risolvere il seguenie sistemn d'equazioni:

0o by afan — by +lat+0) (4t —y o—
(a—4=by (1l )y +a (a0l +a) =0

20 + o 4 (a0t — 2| @ — ot + (@ + ) — 20| y — 20" =0,

nelle quali 2, &, b esprimonoe quanbild note. (S, Garm),

Soluzione dal Prof. £. Morine ().
La prima equazione si pnd serivare snecessivamenie

aw® — (o -+ b) m_ff+by9+'ﬂf:+(n+bj (1 +1}I:;r:—

)ub—-l-{u-—l—b){l+m}]y+n{n-l—-b)(] + 2) = D,
(@ — iy lae —by)+@+b) (l +2)@—y+o)+a@e— Dby =0,
(r—y ) foz—ty+@+na+af=0...... 0]

La seconda equazione si pud scrivere suceeéssivamente

2" — 2aty + 2y — Eyg-l-!ui-f'(ﬂ't'b)?l ¥ — L‘19+{ﬂ+ bf;"‘:ﬂ'

20% (2 — y) + 29" @ — 1) — |3+ (@ + 0| (e — 9) =0,
(& — 3) isz-i— 2yt — [t + (a +b)fj{ =D v o o (2]

L'equazione [1] si scompone nelle segnanti:

w—yta=0....[3), ar—=by +a+0(1+x=0....[4]

¢ Pegunaone [2] nelle:
=y =0 .. 4. 5] 22 +2¢"— [2"+ (a8 =0. .. .. [0]

1 sisteini risolventi sono pertanto: [3], [B]: [3), |6]: [4) [5]: [4] [6].
I primo sistoma & ineompatibile se e @ differente di zero ed ¢ indelermimaty
se o= (.
Dagli allri tre sistemi si ricavano cingne volori di # el allrettanti di y.
Il sistoma [3], [6] porge !'equazione
4 +dox 4 a° = (@ 4 b)°
oasia

(22 + o)t = (a = b)%,

(%) Altre soluzlunl sono state Inviate dal algy. Prof. R, Ballaz:i, 8. Catenia, G, Ruwso, F. Viaggi,
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da eul
g4-b— 2 N b
ml —— 2 ) J"i-.—_ — 2 .
1 valori corrispondenti di y sono
w—t+ 042 " +£i'__:
¥ = ) ' Y= = 2 '

Il sistema [4), [2] porge la soluzione

(@4 0) (1 +«

h—a

e = Uy =
Dal sistema |4], |6] si ha 1'equazione
2 (4022t +4ala+8)(l +o)r+ (@40 i 4 = === «? B =0

da cui si ricavano gli altri due valori @, «, A o. Sestitiendo i medesimi swe-
cessivamenle nella [47] si ottengono i valori corrispomlenti di 9.
Le radici ay, or. SONO vanli quandn & godiglindin i condizione

(o —+ 8)% 4 =° (a4 )t (1 + %) -
2 ; n? =0 o 7]

Le radici @, @, sono sempre reall per tulld i ynlori delle quantila a, b, &
o diventano eguali nell'ipotesi di a4 b=10; in Ll ne0 8 ha

X

« %
T, =Y=05=— g5 =7 %" 2" Yy =— 5

ol

Se ¢ = b, s ha .£J=y__i-'=m g la [TJ divenin

4a® 4+ 2° > 4u*(1_+ﬂ§_)j
2 == 2t :

0 pit semplicemente
— 82 —Ba4-4(a®— D=

Quest' ineguaglisnze ¢ soddisfafta per tutti i yedor di o compresi nell’in-
lervalle

e

i+ Y T4oe —A4+? 3/ 1434’
3 ’ J

weinde le radicl @y @, BOLO

non eselusi ruesti stessi valori, nel guale cse #]
reali ed eguali, Nel caso in eui sig | +~a= 0,
seali, eguali in valore assoluto e di segm contrnril.

ju pulicl @y, @, SONO SEMpIe

85, Fra tutit 1 triangob sfhrfc-i she hanno un unyole di 90° 4 tato ad esso
quello di massima

(D, Bessop

apposto coastante, @ gli altri due Lati minori di DiF, queal &
aren ?

Soluzione del Prof. F. Vikgyr.
Il problema si riconduee a trovare guando ¢ wommea degli angoll divenia

NAssia,



— 188 —

Nel triangolo A B C sia C = 00°, ¢ costante. a e b minori 00" e quindi,
per noto teorems, acuti anche 4 o B.
Una delle formole di Derasmme &

o
A4 B Cos 3 == B
sen ;I: = - cos

A B A
+ acuto, al massimo o minimo dj —::B

_—

MAssimo o minimo del sno seno, o reciprocamente ; e badando al secondo membro
81 ha massimo quando & ¢ = }: ossia il triangolo assume ares massima quando
¢ 1soscele.

Divettamente o come corollario del teorema precedento si dimostra che; « se
« I"ipotennsa d'un triangoln sferico rettangolo & costante e gli altri due lati
« ottusi ; yoando questi diventano eguali, il triangolo assume lo stato i minimo, »

E come proposizioni correlative: « se un lato di un triangolo sferico & di
& 90°, I'angolo opposto costante e ghi altri due angoli ninori (maggtiori) di 90°,
«il perimetro & massimo (minimo) quendo 1 trangolo & isosceld, »

Issendo

corrisponee il

Seluzione del Prof. 8. Catanic.

Siuno @, b, ¢ i lati del triangolo sferico, e sia 2 qguelle opposto all'angolo
di 90°, L'equazione
1

nlﬁ N
sen = bsen 3 ¢

sen o § =
< 008 = @

fornisce per § un arco espresso in gradi, che ridotto in parti del raggio ugnsle
ad uno, e moltiplicato per il quadrato del raggio della sfera, dard I'sroa del
triangolo sferico rettangolo di cateti # e o' d° ipotenusa a, desoritto sulla sfern
stessa (S1 vegga TurNER, Trigonometria sferiez). Inoltre, essendo b ¢ ¢ minori
di 900, il lato @ sarh minore di 90° onde il massimo dell’ares del triangolo &
minore dell'ottava parta dell'area deiln superficie della sfera, o s3i deduce che

R q ) ] .
& < 90 o che quindi il massimo sen — S darg il massimo di 8§ che cor-

risponderd al massimo dell'area ol trinngolo,

. ; : ; . | i .
Si watta adonque di trovare il massimo di sen — bsen e, ovvere di

!

i w 1 L4
sen® 5 b sent S ¢ poithe cos 5 © © cosiante,

Inlanto si ha

I | ) — epa b — vos ¢ coz b cos o
sen® — psan® — p — +

2 2 4
e COS & = eos b cos ¢

eliminando cog ¢ si oltiena

1 = cos a cos® b <4 cos a

4 4 cos b
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o _ L ecos* b 4-cosa
¢ la quistione & ridotta a trovare il minimo di T

; | . %
trattatn eoi metodi elementari noti dé 5 } cos a per suo valore minimo, Allora

. Questa funzione

cos b — P eos @ = vos ¢, ¢ il triangolo di massima area richiesto & il triangolo
sferico rettangolo isoscele.

Osservasiong. — 11 luogo dei vertiel degli angoli vetti di tuthi 1 trangoli
sferict di cni parla 1l problema € una curva gobba che risnlta segando la sfera
con il cono quadrico che hn il vertice nel centro della sfera, e ehe ¢ gencrato
dalla retta comune a duc piani corrispondenti dei due fasel di piani orlogonali
proiettivi che hanno per assi i raggi della sfera che passano per 1 lemmni del
lato fisso di quei triangoli sfericl. Questn curva, che ¢ una delle due parti della
curva gobba di 4° ordine secondo eni qual cono fsplia la sfern, non pud mal
ridursi ad un cerchio, come & facile verificare segando i detto cono con il piano
langente alla sfera nel punto di mezzo del lnlo 2, ¢ s otlicne per sesiono una

T - ,
ellisse di semiassi ig — 2 € 1 ©OF @, che sono soltanto sguali per a = 0.

2 2 cos

QUISTIONI PROPOSTE ©

7?5, Dimostrare che, se ciaseun lato d'un triangolo sferico viene
diviso in due segmenti in modo che il prodotto dei coseni di tre seg-
menti non consecutivi sia eguale al prodotte dei coseni degli altri tre,
i oircoli massimi perpendicolari ai tre lati condotti pei rispettivi punti
di divisione passano per gli estremi d'uno stesso diametro.

26, Dimostrare che, se in un esagono convesso equilatero sono
egnali fra loro le congiungenti le coppie di vertici oppostl, queste con-
giungenti devono passare per uno stesso punto,

D. Besso.
2", Dare un metodo per la risolnzione del sistema d'eqnazion: :
A+ Bay+ Ay +~Da+Dy+E= 0
A+ Bey+ Ay +Da+Dy+E = 0.

8% Dimostrare la regolas #un namero & divisibile per 17 se lo &
la somma algebrica dei prodotti che =i formano scompongndo, comin-

.

(¥ 11 tompo utile p=r 'inviv delle soinzioni della anistionl nuove & & quelle rimaste ln<olale
stmde un mese 8 mezao dopo la chiusara dalin redazione del fascloolo. La deta di chinsura si tro-

verd nell’ulllma pagine di elaseun nomero del Perlodico.
L& «qulsticnl contrassegnate con ssierico sono escluslvamenie indirizzato agli aluanl delle no-

sire souole,
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clando da destra, il numero in periodi di quattro gruppi di due cifre
ciascuno, e moltiplicando ordinatamente il mumero d1 eiasenn gruppo

per 1, 2, 4, 8 con tal legge per i segni da avere, incominciando dal po-

sitivo, tre variazioni ed una permanenza.
B. CARRARA.

29", Dimostrara: 1. che le perpendicolari condotte dai vertici di
un triangolo a ciasenno de' lati, incontrandosi, determinano un BSAZON D
inserittibile in un cerchio; 2, che gli augoll ed i lati opposti di questo
€8agono sono rispettivamente fra loro egnali; 3, oche quest’esagono &
euivalente al doppio del triangolo considerato.

Questa proposizione pud estendersi o qualungune triangolo P

S, (GATTIL

Si dichiara inoltve ricovimento delle solugioni seguenti: (uistione 75°. dal
Sig. A. Baldassarre, G. Funanti, P. Marano, G. M. Nobile: 76. R. Bettaszi,
8. Catania, L. Mariscotti, F. Palatini, & Riboni, F, Viegy: — soluzioni alle
quali si dari evasiono nei venturi fascicoli,

La Direzione.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Dottor GIUSEPPE INGRAML — 1.'Avitmetica pet Ginnasio superiore, Bologna,
Tip. Gamberini ¢ Parmeggiani, 1800. — Prezzo 1. 1,25,

Questo libre del Prof, Ixeran, &, sotto 1'aspetto teorico, assai commendsvole
¢ pud cousiderarsi come un corso cowpleto dei primi elementi dell'sritmetica
razionale. Non & un rimpasto cattivo dei pin noti e repulatl manuali d'arit-
metica come tanti lbercoli che vedono ogni di la luce per opera d'autori che
spesso digruni di una sodz eoltura matematica sentono il bispgno i pubblicarli
per riempiere un vuoto che solo esiste nella loro mente, Gii argomentl che vi
st trovano svolti sono precisamente guelli del programma pel Ginnasio supe-
rore : le definizioni sono ben scelte e messe in evidenza e lo svolgimento logico
delle propriatd tratiate lascia poco a desiderare,

Soltanto I'A., & mio giudizio, non ha dato alla parte pratics, al vero e
proprio conteggiv, quell'estensione che surebbe a desiderarsi in un libro di uesta
natura. Ed invere chi ha pralica dell'insegnamento, per un iungo o continuato
cservizio nell'opora di docente, sa per esperienza che le diverse teoriche non ros
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vano profonda e duratura sede nelln mente del discente se non siano avvalorale
da numerosi ed appropriati esempii ed applicazioni, Oltreché deve pur conside-
rarsi quanto importi che sin dalla piu giovane eta ciaseuno acquisti quella fa-
cilith nel maneggio dei numesi che ben dificilmente si guadagna pid tardi, ed
& tanto indispensabile nel corso della vila; principio troppo spesso non tenuio
in quel conto che merita.

Ma per tornara al libro di cui & questions, psservando anche come la parte
pratien e d"applicazione di cui & deficiente, possa venire agevolmenie aggiunta
dall'insegnante che voglia adottnrlo nella sua seunin, mi piace porre i rilievo
come I'A. abbia voluto seostarsi, con olla opportuniti pid che altrove, dalla
trattazione ordinacia nella teorica delle proporzioni, Difatti egli ha posto a fon-
damento di questa {eori la definizione: « Se di quatiro numeri a, b, e, & gh
equimaltipll del prumo e 1erzo vontengono sgunl numero di volte rispettivamente
il secondo e quarto, guesti numeri si dicono in proporsione » ('), cid che gli
ha permesso di dare, pei diversi leoremi che vi sl vileriscono, dimostrazioni
aventi in qualche moilo analogia con quelle proprie alle grandezze geometriche
proporzionali eon grande vantaggio dell'insegnamento future in uno del punti
pitt seahrosi di esso (7).

A, Lvaul,

Prbbticazioni ricevate dalia Direzions del Periodice

Bibliotheea mathematica. Journsl & histoire des mathematiques pnblie par G
Esgstriv. Stockholm: n. 3, 1890.

Giornale di Matematiche nd uso degli studenti delle Universita italiane, pubbli-
eato per cura del professore G. Batraaum. Vol XXVIIL Luglio-Agosto, 1890,
Napoli, B. Pellerano, editore.

Journal de Mathématigues élémentaires & 1'usage do tous les candidats aux o0~
les du gonvernement et des aspirants au baccalaureat és sciences, publié
sous la direclion de M. pe Losecmaups, professcur de Mathematiques spe
sinles au Lyegs Charlemagne, 3¢ Série, Quatorziéme année. N. 0, 10. Sep-
tembre, Ootobre, 1890, Pavis, lilirairie Ch, Delagrave.

Journal de Mathématiques élémentaires poblié par H. Vumery, 15° annce. N. 1, 2.
Paris, M. Nony et C., 17 rue des Kooles, 1890.

Muathesis, recueil mathémstiqne & 1'usage des écoles spéciales et des etablisse-
ments d'instruction moyenne, publié par P. Mansioy, professear & I Uni-
versité de Gand, et J, NeusEra, professenr & 1" Universilé de Liége. Tome
dixidme. Octobre, 1890, Parie, Gauthier-Villars et fils; Gand Ad. Hoste,
édileur, F '

Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, Tomo IV, Fase. V. Setlembre-
Ottobre 1800,

(%) Cfr. D= PapLLS, Elementi (i geomelria.

(**) V. & quesio proposlio & pag. 86 dell 'artloalo de! Prof. VArue:: Sull'insegnamento dalia made-
matica nelle scnole secondarie classiche, pubblioato in guesto Perlodico.
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Rendiconti dell’ Accademia Galle Scienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Societd Reale di Napoli).” Serie 2% Vol. 1V, Fase, 7° e 8% Luglio, Ago-
sto, 1890.

Zeitsehrift fir mathematisehen wnd naturwissenschaftbichen Unterricht. Ein O
gan fir Methodik, Bildungsgehalt und Orgamsation der exakten Unter .
richisficher an Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminarian und gehobenen
Biirgerschulen, herausgegeben von J. C. V. Horemann. XX| Jahrgang. 5,
0 Heft. Leipsig, B. G. Teubner, 1800,

Bertazzt (R) — Tooria delle Grandezze. Upera premista dalla R. Aceademin
dei Lincei, Pisa, L, Spoerri, editore, |RO0, — Prezzo: L, 6.
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Dessexon (E.) — Cours de trigonométrie rectiligne. Paris, Nony et (e, 17, rae
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Mitvoseviey (E.) — Determinazione dell’orbita della cometa 1889 1I (Memorie
Soeietd Spettroscopist italiani, Vol. XIX, IBO0), '
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Reseo (G. Z) — 1n gire per 1o Seuole seeondarie classiche e teenjche (Ateneo
Vensto, Luglio—Agosto, 1880y,

Rirearm (P) — Saggio di vna bibliografia enclidos. Parte quarts, (Memorie
R. Ace. delle Scienge doil* [st. Bologna. Serie V, Tome I, 1589).

— ~— Saggio di une bibliotoon matematica ilaliana del secolo XX, (Mamorie
R. Ace. delle Scionze dpll’ Ist, Bologna. Serie 1V, Tomo X, 1890).

TamBuriNt (8.) — Guida pratiea i disegno geometrico, esposin a tavole sinot-
tehe ad uso delle Seuols Teeniche, Normali, Professionsli, eee. — Parte
TR 125, — Purin serondn: L, 1,28, — Paie terza: 1, 1,25, —
Anlunio Yullordi, editore.

— — Breve Testo complementare della Guida pralicn @i Disegno Geometrico.
Antonio Vallardi, editors, — Frezzo: Cent, 25. )

Testt (G.) — Gorso di matematiche ad ose delle Secuole secondapie superiori e
pin specialmente degli Istituli tecnici secondo i vigenli programmi gover-
nativi. — Vol. L Arvitmetica razionale, — Livorno, R. Giusti, 1801. —
Prezzo: L. 2,50,
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1891, — Prezzo: L, 3,75,
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