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IL SISTEMA METRICO

L S e

L

Parve a me, e ne convennero i1 miei amicl, che curano la
pubblicazione di questo periodico, che fossa opportuna, per Vindole
di esso, una esposizione sommaria storico-teoretica della genesi
del sistermna metrico, perocchs & fuor di dubbio egsere di sormmo
govamento ai docenti la eonoscenza un po piu approfondita delle
cose che dinturnamente debbono inssgnare ne’ primi elementi; e
peré chieggo venia ai molti che sanuo, dettando Tarticolo che
segue per 1 pochi che credono di profittarne.

Tre grandi rivoluzioni dello spirito unmano si svolsero dopo
1l eristianesimo ; il rinascimento 6 I'nmanesimo in Italia, la riforma
In Germania e la rivoluzione in Francia. I appunto nel primo
periodo di quest'ultima che i pensatori francesi sollevarono a
questione pratica l'unificazione dells misure, de’ pesi, del tempo,
degli angoli. La scienza, i commercl, 1 pericoli di frode esige-
vano da lungo {empo wuna unificazione, e se il sistema metrico
.non trionfd in ogni luogo della terra e fin da’ primordi della sua
creazions, dipese pitt che tutto dalle comvuisioni politiche della
Francia mel tempo della atbuazions di esso, perocché al di 1a
de’confini di guella parvero tinti di sangue regale 1 campioni
delle misure e dei pesi, e la opposizione naturale degli nomini
& mutare le cose consuete gi confuse con sentimenti politici ed
umanitarii, e perfino il gigante che schiaccid la repubbbica fran-
cese, 1atbosi sire, cosi poeco bramava che lo gesta di quella si
ricordassero, che acconsenti che rivivessero insieme col sistema
metrico le antiche misure; e negli ultimi giorni di vita Simone
Laplace (1749-1827) scriveva:

« 1l est done permis d’espérer qu'un jour ce systéme qui
reduit toutes les mesures et leurs calenls & V'échelle ef aux Opé-
rations les plus simples de Varithmétique décimale sera _aussi
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généralement adopté que le systéme de numeération dont il est
le complément... » |

I voti dell'nomo di genio vennero in gran parte, ma .non inte-
gralmente soddisfatti. Fd in veritdh una mutazione nells suddi-
vigioni del giorno, cosi che questo divenisse di 10 ore, ognuna
di 100 minuti, nrtava, senza manifesto beneficio, contro le seco-
lari abitudini umane, e perd 1l giorno decimale né trionfs, né
trionfera. All’incontro, che 'angolo retto (unmitd di misura ango-
lare) dovesse dividers:t in 100 parti era questione puramente
scientifica, e 1 vantaggi di tale suddivisione si compendiano nella
facilith de’conteggi: che se il patrimonio numerice delle scienze
di osservazione e l'altro finanziamo de’circoli divisi impedirono
Paecettazione dell’arco desimale, non per questo & improbabile

che lentamente il mondo scientifico faceia a quello buon viso.

Noi, del resto, lascieremo da un lato, del sistema, di cul ei
occupiamo, appunto quello che rigmarda tempo ed archi, delle
guall unitd le societh posteriore a quella della Rivoluzione Fran-
cese sembrd voler fare eategoria a parte.

Poche volte I'attivith umana raggiunse quel culmine che el
st manifesta fra il 1Y60 e i 1800, specialmente nella societa
europea; alla testa d'un movimento vertiginoso si pose la Francia,
ma le idee ben prima ed altrove avevano germogliato. Cid nemn
pertanto devesi riconoseers che una pleiade di uomini di genio
tocero corons alle riscogsa delle genti di Francia ed alla eman-
cipazione delle clagsi popolari contro le storiche tiranmie; solo é
deplorevole che quella benefica riscossa degenerasse in ispaven-
tevole degracdazione, e quasi compromsttesse principli suprema-
mente morali. Il sistema meérico, che nacque nel seno della
Rivoluzione, sentl anch’esso le dure conseguenze e del periodo
delirante di quella e delle guerrs od ostilith esteriori che ne furomo
per un certo periodo di tempe la conseguenza. Anche il sistema
metrico st trovd coinvolto melle miserie umane. |

Ricorrere a lunghezze forniteci dalla natura allo scopo di
creare l'unita linears, non & idea originale della celebre Commis-
sione del metro, peroechd Vantichissima civiltd chiness aveva
provveduto in quel senso, e qualehe cosa di simile troviamo anche
nella civilth del Nilo; né & da maravigliare, poiché il concetto
per sua natura & semplice e si presenta spontanec allo spirito,
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ma 1l roondo animale e vegetale troppo subisce la influenza del-
I'ambiente per poter fornire un prototipo di unitd lineare, ed &
uopo ricorrere a fatti fisici, la mutabilita de’ gnali non sia pre-
vedibile senza straordinari cataclismi, che del resto sfuggono alle
Ticerche umane.

Come una durata della rotazione terrestre di la naturale unita
di tempo, cosi la lunghezza del pendolo che batte, per esempio,
1l secondo medio e quella del meridiano somo i due prineipali
mezzt che offre la natura per fissare I'unith delle misure lineari.
Alla prima rivolse, in principio, la sua attenzione la Commis-
siones matrica.

Clairaut (1713-1765) ha insegnato quale relazione esista fra le
lunghezze di due pendoli che battoro il secondo medio in paral-
leli diversi. Ed mvero, se [, rappresenta, la lunghezza del pendolo
che batte il secondo medio all’equatore, la lunghezza ! in luogo
di latitudine » & data dall’equazione

{—1 -} (gg—,m) {, sen® 4,

A . : . o =D ;
dove » & lo schincciamento terrestre, cios —— e ¢ 1l numero 205

che & il rapporto della forza centrifuga alla gravita all’equatore.
La formola corrisponde al livello del mare (¥).

1¥) La lunghezza d'un pendolo, che compie piccolissime oseillazioni di dn-
rata t nel vaoto, e l'accelerazione in un luogo date, sono legate dalla Tela-

Zlone
{

7]

¢ se si assume per unitk il secondo sessagesimale di tempo medio si ha

g =zt L
La formola guindi di Clairant, guando la 8i moltiplichi per =%, diventa:
; 5
g=yg -+ (ﬁ?'—ﬁ) g sen’¢

Qualora aldunque ¢ o ! sieno esperimentalmente determinati in lnogo qua-
a—b

lunque, la costante ¢’ (aceelerazione eqnatoriale) divieme nota, poiche

pad essere fornite dalla geodesia. E facile comprendere che si pud risolvers
_ il
del

24

il problema reciproco, di ammirabile sccertamento nel valore di

problema diretto.
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La Cominissione metrica aveva pensato da principio di deter-
minare la lunghezza di detto pendolo al livello medio del mare
per il parallelo 45°; tale lunghezza sarebbe stata facilmente ed
in ogni tempo reperibile. Bastava doterminarla in pollicl, linee
¢ millesimi di linea, suddivisioni della tesa che servi per le mi-
sure geodesiche del Pertl, tener conto delle influenze della tem-
peratura per le riduzioni del prototipo ad una temperatura nor-
male, chiamare pérgos quella calcolata lunghezza e edificare poscia
tntto il sistema gih oggi ben mnoto. Considerazioni forse sover-
chiamente teoretiche fecero abbandonare la lunghezza del pen-
dolo: dicevasi dai commissari che 'unith di misura lineare 1in
tal modo sarebbe dipesa da elementi ad essa affatto eterogemei,
come la gravith ed il tempo, che quest’nltimo aveva suddivisionl
arbitrarie o sessagesimali, Di pin le belle tradizioni geodesiche
francesi per le misure di D. Cassini (1625-1712), per quelle di
Bouguer (1698-1768) e di Lacondamine (1701-1774) nel Pert,
di Maupertuis (1698-1769) e di Clairaut in Lapponia fecero pen-
dere la bilancia per la revisione della meridiana di Francia, e s1
delibers che, allorguando si potesse conoscere in tese dell’arco
del Pert la lunghezza d'un quarto del ‘meridiano terrestre (nella
ipotesi d'un ellissoide di rotazione), verrebbe assunta la dieci-
milionesimsa parte di essa come wunétd di lunghezza, la quale
prenderebbe il nome classico di pispov.

I preludi della grande innovazione tu li ritrovi in opuscoli
numerosi che accennavano al bisogno di unificazione, ma sol-
tanto un amnno dopo la convocazione degli Stati Generah a Ver-

sailles, che come & notissimo avvemme il primo maggio 1789,

ciod il 10 maggio 1790 1’Assemblea mnazionale ndi per la prima
volta Buffon, che fece la proposta di assumere per unith di Inn-
ghezza quella del pendolo che al livello medio del mare e sul
parallelo 45m° batte il secondo medio.

Il cittadino Talleyrand (1754-1838), che incominciava quella
grande e subdola carriera politica, era allora presidente dell’As-
semblea; invaghitosi della proposta, volle che 1’ Inghilterra vi st

associasse affinchd Vesito internazionale fosse assicurato, e che
3 L] i - L -
I’Accademia delle scienze se ne occupasse e venisse a riferire al-

PAssemblea; e vi riferi 1’ illustre Condorcet (1743-1794), imme-
more sllora che, come Annibale, avrebbe un di preso il veleno
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per evitare la ghigliottina. A questo tempo intervieme la pro-
fonda modificazione sull’unith di misura. La Commissione deli-
bera che questa non dovesse pii essers la lunghezza del pen-

3
Toooooos Gel quarto

del meridiano terrestre. I1 20 marzo 1791, in seguito a relazione
di Talleyrand e udito un’altra volta Condorcet, I’ Assemblea votd
senza contestazions, anzi con grande benevolenza, il novello pro-
getto. La prima e celeberrima Assemblea nazionale si sciolse il
30 settembre 1791; spetta ad essa la gloria di aver sancito per
legge il sistema metrico: esso sorse mnel periodo puro della Ri-

dolo mnelle condizioni prima dette, ma invecs

voluzione, acquistd forza di legge gumando moriva Mirabeaun

(1749-1791).

I teoremi di Huyghens (1629-1695) sulla forza centrifuga con-
ducevano al concetto teorico che la lunghezza di un grado di
mertciano dovesse essere maggiore verso il polo che non verso
I'equatore, cioe cha la terra dovesse essers schiacciata ai poli e

rigonfia all’equatore.

I canmocchiall avevano mostrato il disco di Giove schiacciato
nel senso dell’asse di rotazione. Newton (1643-1727), nell’ ipotesi
d’una sfera ligmda omogenea delle dimensioni della terra e della
velocite robtatoria di essa, aveva conchimso per un valore

«—0_ 1
a 280

Senonché le misure ‘geodesiche ideate da Picard (1620-1682)
in Francia e compinte da D. Cassini e da F. Lahire (1640-1718)
colla misura dell’arco di meridiano da Dunkergue a Perpignano
contraddissero per difetti intrinseci il risultato di Newton, e I’Ac-
cademia delle scienze immaginé e condusse a termine le due ce-
lebri spedizioni in Lapponia e in Pert wverso la metd del secolo
passato, per togliere di mezzo il dubbio sulla figura della terra.
Newton aveva ragione. Prendendo per unitd la tesa del Pern si
pervenne allora al seguenti risultati;

4 :
— 1030 1 =—56750
145 0 1°==37069
170 0 1v—57422.
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Sull’arco di Lapponia allora si sollevarono dubbi e nel 1801
venne rifatto e lo si trovd minore di circa 223 tese. In ogni
modo la guestione era risoluta, e gih colle misure di Francia e
del Pert si possedeva un valore di e {eccentrieita) abbastanza
approssimato. Tali erano le cognizioni geodetiche in Francia
al momento della costituzione della Commissione del sistema me-
trico. Prevalsa V'idea dell’unit® di misura basata sulle dimensioni
della terra, gli momini illustri, che formavano parte della Com-
missione, ben presto convenmero che era necessario rimisurare
cor cura infinita il meridiano Cassiniano; 1 buoni accordi del
mornento colla Spagna permettevano che 1’arco si estendesse fino
a Barcellona; in tale modo la nona parte del quadrante veniva
misurata direttemente. Ma per misurare con rigore le basi ne-
cessarie, per leggere con precisione gli angoli dei triangoli, per
determinare le latitudini alle estremita dell’arco occorrevano stru-
mentl nuovi e precisi, nuomini illuminati e devoti, denari dello
Stato, concorso delle autorith centrali e dipartimentali, simpatia
fra i contadini nelle campagne affinché non si dovesse temere
o della malevolenza o della ignoranza durante 1 lavori; per di
pit occorreva molto tempo per apprestare il necessario, ed in
epoca vertiginosa come guella il molto tempo era un grande pe-
ricolo per Pimpresa, perché Vavvenire della Francia si oscurava
ogni di pif.

La seconda Assemblea nazionale inaugurate il primo otto-
bre 1791 aveva gih nel suo seno i germi del Terrore; i Giacobin
erano in prevalenza. La Commissione del metro appena funzio-
nava che si vide colpita dagli strall avvelenati del cittadine
Marat (1744-1793) sutors del libello « les Charlatans académi-
ques, » 1l quale fra le altre cose malvage scriveva quanto segue:

€ ... Maig le bean de jeu, ¢’est que, sous prétexte de mesurer
un degré de méridien si bien détérminé (sic) par les anclens,
s se sont fait accorder par le ministre 100,000 écus pour les
irais de Popération ; petit ghteau qu’ils se partageront en fréres... »

La Commissione metrica ebbe wmomint celebri nel suo seno,
ma g1 modificd in ordine di tamPD per mortl natarall o ‘?iDlFﬂlﬁE,
per ritiro o spontaneo o dettato dallo sgomento dell’epoca; vi
furono membri Laplace, Lalande (1732-1807), Borda (1733-1799),
Condoreet, Cassini IV (1747-1845), Méchain (1744-1804), Legen-
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dre (1752-1838), Carnot (1753-1828), Bailly (1736-1793), Meusnier,
Monge (1746-1818), Coulomb, Lavoisier (1743-1794), Hafiy (1743
1822), Tillet, Brisson, Yandermond, Delambre (1749-1822), Biot
(1774-1862), Arago (1780-1863), ecc., ece.

A varie epoche vennero aggregati nuovi membri, ma gh eroi
delle misure furono Delambre assieme al nepote di Lalande al
nord; Méchain insieme con Tranchot al sud, e dopo la morte di
Méchain, Biot insieme col giovane Francesco Arago. 1 lavon
peraltro di questi due ultimi non entrarono veramente nelle deter-
minazioni del quarto del meridiano terrestre allo scopo di averne
il diecimilionesimo. Era stato deliberato che Borda e Coulomb
si occupassero della lunghezza del pendolo che batte il secondo.
celebre Borda doveva fornire le sbarre metalliche per le mi-
sure delle basi, i termometri per esplorare la temperatura di
guelle, 1 circoll a ripetizione per le misure angolari; a Lavolsier
ed a Haily era affidato il compito di assegnare l'unita di peso.
L’acqua distillata, al suo massimo di demnsita, fu il hiqudo scelto
agsal opportunamente per dare l'unita di peso, e si convenne che,
dopo conosciute la lunghezza del metro, il peso dell’acqua nelle
condizioni sopra dette, nel vuoto e al paralielo di 45° contenuta
nel decimetro eubo varrebbe mille volte 'unith di peso, 1l grammo.

Da ultimo era necessario che alcuni membri s1 occupassero
di redigere le tabelle di rapporto fra le antiche misure e le nuove,
che le dovevano sostituire; e pniuhéa- conveniva Inisurare COI UN&
unitéh di lunghezza ben defimiia, s1 stabili che tutte le misure
sarebbero state fatte colla tesa che servi a Bouguer e & Lacon-

damine a misurare l'arco di meridiano in Perh; questa tesa, di
cul il sesto & il piede, il settantaduesimo & il pollice e 1otto-
centosessantaquatiresimo & la linea (questuliima suddivisa fino
alla sua millesima parte), doveva supporsi alla temperatura di
167 Y/, del termometro centigrado.

( Contirua). &

B. MriiosEvicw.



SODTA 1 S1stemi di Circoli aventi lo stesso asse radicale

1.

1. Nella presente Nota mi propongo di dimostrare con mezzi
semplici ed elementari alcune importanti propriets dei sistemi
di. cerchi aventi lo stesso asse radicale le quali, per la maggior
parte, sono dovute al Poxcerer (Traité des Proprietés proiectives
deg figures). |

2. Consideriamo un circolo di centro O (Tav. I, figura 1) e
raggio O K, ed una retta I C perpendicolare ad un diametro K' K
di esso In un punto T del suo prolungamento. Preso sopra la C 1T

un punto C ad arbitrio si guidi da esso al cerchio una tangente
CD. Se si confrontano i due triangoli rettangoli CD O, G190
81 scorge facilmente che CD & maggiors di CT. Percid se col
centro C e l'intervallo CD si deserive il cerchio, esso taglierd
la retta KT in due punti L, I simmetricamente posti rispetto al

punto L I due cerchi O e C si segano ortogonalmente; e se si
considera il sistema dei cerchi che, insieme al cerchio O, hanno
per asse radicale la vetta I, tutti quanti verranmno dal circolo C
segatl ortogonalmente.

Dal triangolo rettangolo CTL si osservi che si ha:

[1Pes G — D=8 P — 1l
e dall'altro CD O
GO =00 —-0D=1C¢LI10"—0F"

gquindi risnlta:
1 [Efe=10"— O K

Questa relazione prova che i punti L, I.' sono punti determi-
natl della KT indipendenti dalla posizione del punto C. Tali
punti, che godono di importanti proprietd, vennero dal PoNceLET
denominati punti limsti del sistema.

Se poi si considera il sistema dei cerchi che passano tutt:
per due punti fissi T, L/, & facile vedere che esso & segato orto-

gonalmente da quelli del sistema che ha per asse radicale la linea
dei centri del primitivo e per punti limiti i punti L ed L', Pos-
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slamo adunque dire: — « I circoli che segano ortogonaimente
« guelli di un sistema dato costituiscono un altro sistema (detto
« ortogonale reciproco del primo), il cul asse radicale & la linea dex
« centri del primitivo. Se 1 cirecoli dell’un sistema si segano,
« quelli dell’altro non si segano; 1 punti comuni 21 circoll che 8i
« gegano sono 1 punti Hmiti di quelli che non si segano » (¥).

1L

1. Consideriamo (Fig. 1) un punto P’, e costruiscast la sua
polare rispetto al eircolo di centro O raggio O D del sistema che
ha per asse radicale la CI, per punti limiti L ed L': sia desse
la PT, essendo T il punto ove essa incontra la congiungente di
P’ con O. 8i avra allora:

OFP T 1),
ma perché s1 ha pure (per la (1)):

0D =10 —IL =0+ IL{I0O—11)=L"0.LO,
sara:

OPF.OT=0L".0 L.

Laonde i quattro punti L, L/, P/, T sono sopra una medesima
circonferenza. Percid una volta fissato il punto P’, ne viene che
qualunque sia il centro O del cireolo del sistema rispetto al quale
si prende la polars di P/, il corrispondente punto T si trova si-
tuato sulla circonferenza che passa pel tre punti fissi L, I, P’
Siccome pol Pangolo P' TP ¢ costantemente retfo, se mne con-
clude che le polari di P’ rispetto ai circoli del sistema passano
tutte per un medesimo punto P che & 1estremo dsl diametro
condotto per P’ nel circolo L L' P'.

51 esamini ora 1l caso di un sistema di cireoli che 81 segano
nei punti L, L': (Fig. 2) e scelto il punto P’ a piacere si deter-
mini la sus polare P'T rispetto al eircolo di centro O del sistema.
Per P, L/ ed 1i si faccia pmssare il cerchio; e condotta la tap-
gente ad esso nel punto P, si prolunghi fino ad incontrare in C
1’asse radicale del sistema. Se si descrive 1l circolo di centro C e
raggio CP’, esso sega ortogonslmente quello che passa per

(*} Amror, Libro 3°, Cap. 4* Teor. 1L
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P, L/, Li: quindi appartiene al sistema il cui asse radicale & QI
e che ha per puntl limiti I ed L. Avremo adungue:
11/ =CI*—C P
Ma perche T & il punto ove la polare di P’ rispetto al cerchio
di centro O del sistema incontra la P’ O, si avra:

OP . OT=0L"=0*+41IL?
dunque sars
OP.OT-:=0I"+ CP—CP*=0C"—CP
e percid:
OP.0OT=0M.0OM. :

Questa relazione prova che 1 quattro punti M, P’, M', T sono
gopra una stessa circonferenza; e siccome i primi tre stamno sul
cerchio di centro C, cosl anche T si trovera situato su di esso;
® ¢l0 indipendentemente dalla posizione del centro O del primo
cerchio considerato. Poichd poi I'angolo P’ TP & costantemente
retto, se ne conclude, anche in tal caso, che le polari di P’ rispetto
a1 circoli del sisterna dato passan tutte per un punto P estremo
del diametro, del eircolo di centro C, che parte da P’. Possiamo
quindi in generale affermare:

« Le polari di uno stesso punto rispetto ai circoli di un si-
« stems qualunque passano per un punto fisso; guesto & estremo
« del diametro condotto pel punto dato nel eerchio che passa
« per esso punto e che fa parte del sistema ortogonale reciproco

« del sistema dato» (PonceLEr).
Ed anche: — « 8e un punto scorre sopra una circonferenza

« (b un sistema, scorre sulla stessa il centro del faseio di polari
« di esso punto rispetto ai circoli del sistema ortogonale reci-
« proco al sistema dato ».

2. Condotta P'P (Figure 1 e 2), essa incontra 1’ asse radi-
cale del sistems nel punto C centro del circolo P' T P; pereid
sara C P’ ——= CP. Se quindi si conducono da P’ e da Ple P’ H,PEH
parallele all’asse, risultera I H' — 1 H.

E dungue manifesto che se P’ scorre sopra P’ H', corrispon-
dentemente P scorrerd su PH., Dungue: — « Se un punto scorre
« sopre una parallels all’'asse radicale di un sistema di cireoli,
« 1 centro del fascio di polari di quel punto rispetto al mede-
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« simi eireoli scorre sopra un'altra retta parallela all’asse radi-
« cale stesso situata, rispetto ad esso, simmetricamente alla pa-
« rallels, primitiva ».

3. Se il punto P’ & sitnato sopra la parallela all’asse radicale
condotta per uno dei punti limiti L', Pangolo L L' P & retio; e
percid il diametro del cerchio di centro C, che passa per I, in-
contrerd di nuovo il cerchio in L. Dunque: -— « Se un punto scorre
« sulla parallela condotta all’asse radicale di un sistema di cerchi
« per uno dei punti limiti, il centro del fascio corrispondente di
« polarl & costantemente l’altro punto himite ».

4. Se il punto P’ coincide con un punto S’ dell’asse radicale
& facile veders che 1l suo corrispondente S @ trovera sopra
I'agse radicale stesso. Poiché poi & manifesto che se si parte da
S come polo si ritrova per centro del fascio delle polari di esso
il primitivo punto S, cosi potremo concludere 1l noto teorema: —
« I punti dell’asse radicale di un sistema di ecireoli e 1 cenin
« dei fasci corrispondenti di polari rispetto a quei circoli sono
< accopplati in involuzione ». — Il centro della involuziome & il
punte di incontro della linea dei centri coll’asse radicale del si-
stema. Se i circoli di questo non si segano, 1 punti coningati
sono separati dal centro della involuziomne; altrimenti il centro
& esterno & ciascuna coppia di punti corrispondenti.

5, Quando 1'asse radicale mon taglia i cerchi del sistema &
manifesto che i punti 1,8, (Fig. 1) sono legati dalla relazione:
(2) - B I8=1L"

Nel caso opposto, ricordando (Fig. 2) che il circolo di centro C
appartiene al sistema ortogonale reciproco del sistema dato, cioe
a quello che ha per punti limiti I, I/, si deduce agevolmente che
se da I =i conduce una tangente ad esso circolo, essa sard eguale
ad 1 1i; e percid sara:

(3) 18 I =1L

In questo secondo caso #a relaziome precedente suggerisce
un’altra costruzione delle coppie di punti 8, 8. Sopra la linea
dei centri H H' prendasi a partire da I, IA—=1L: le circonfe-
renze tangenti in 2. alla predetta linea, e che incontrano l'asse

radicale, determinanc sopra di esso coppie di punti che soddi-
sfano la relazione (8). Due delle predette circonferenze, precisa-
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mente quelle il cui raggio & I 1., toceano 1’asse radicale in L, 1';
dunque questi sono i punti doppi della involuzione.

6. Nel fascio delle polari di un punto P’ rispetto ai circoli di
un eistema i cul punti limit: sono L ed L , le rette che proiet-
tano dal centro P del fascio questi punti sono manifestamente
le polari di P’ rispetto a ecircoli (di raggio nullo) che hamnmo per
centri L, I'. Se, mercd la relazione (1), s1 ricercano 1 raggi dei
cerchi del sistema coi centri in L, 1’ questi si trovino pure
eguali a zero. Ciascun punto limite L pud guindi venir consi-
derato come un cerchio, di raggio zero, appartenente al sistema
(Poxcmrer, 1 ¢), e PL ne & la polars rispstto a P.

7. Dalla relazione (2) si ricava: (Fig. 1).

I =8T.8'Sed SI'—8I.8¢

le quali ¢i permettono di enunciare il Teorema :

« Seo due punti dell’asse radicale di un sistema di’ cerchi che
« non si segano somo 'uno polo, altro centro del fascio COXTI-
« spondente- delle polari rispetto a quei cerchi, 1a linea dei centri
« del sistema & la polare di uno qualunque di quei dne punti
« rispetto al cerchio che ha per centro l'aliro punto ed appar-
« tiene alla serie ortogonale reciproca del sistema dato ».

Esaminiamo ora cié che avviene allorquando si considera il
caso di un sistema di cerchi segati dal loro asse radicale,

Si osservi intanto che dalla relazione (1) si ha:

OK*=10"—1L"

la guale fornisce la lunghezza O K del ragzio del circolo del si-
sterna che ha per centro wn punto O e per punti limiti I ed L.
Quando guesto punto O cade entro il segmento compreso fra i
puntl limiti la guantitd O K & immaginaria: e cid fa concludere
che del sistema non fanno parte circoli i cui centri cadono entro
I'intervallo compreso fra i punti limiti. Cio posto, poiché, nel
caso ora 1n esame, i punti S, 8’ sono separati {Fig. 2) dal punto L,
56 5' & quello di essi che cade fuori del tratto L L', si immagini
deseritto il eircolo di centro §' appartenente alla serie la quale
ha per punti limiti L, L. I1 quadrato del suo raggio, a causa
della (1), sard: 8’ '— T 1.2, Togliendo dai due membri della identita:

I8?— 19"
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rispettivamente i due membri della equivalenza:
18wl B=11,
s1 ottieme gubito:
(4) I8.88 =I8"—11°
la quale dice che il punto 8 & il polo delcircolo di ceniro 5 o

di raggio 1/ IS®—TII7F rispetto alla linea dei centri del sistema.
Se invece i due membri della equivalenza I18'.18—1 L*st tol-
gono rispettivamente dai due membri della identits I 5°=— 1 S 81

AvVra ancors:
18.88=I8—11°

ove la quantita IS°—TIL° & negativa, perchd il punto 5 cade
entro il tratto L I. Ora se si conviens di dire che 1 punti S del-
Iintervallo compreso fra i punti limiti di un sistema sono essi
pure ceutri di cerchi appartenentl al sistema, ma aventi per raggl
le guantitd 1mmagimarie V1S —I1° (che pure verificano la re-
lazione (1)), si potrad allora asserire che la linea del centri del si-
sterma dato & ancora la polare del punto S' rispetto al eircolo (dy
rageio immaginario) che ha per centro il punto S ed appartiene
al sistema ortogonale reciproco di quello dato.

Tale convenzions parmi ginstificata dal vantaggio di poter
codl enunciare teoremi generali riflettenti proprieta comumi a
tutti i sistemi di cireoli: e nel caso nostro per essa si potra con-
clndera: — « Le coppie di punti dell’asse radicale di quadsivogia
« sistems di cireoli, che sono Pmno polo, I'altro centro del fascio
« corrispondente di polari rispetto a quei cerchi, somo altresi
« centri di cerchi del sistema ortogonale reciproco del dato e
« poli di questi rispetto al loro asse radicale (linea dei centri del

« sistema primitivo) ».

{ Continua). |
1. Giawn:




14 —

Sopra una ricerca goniometrica di Aristarco di Samo

Aristarco di Samo (nato verso anne 320 a. C.) (*) & forse 1l
pill antico geometra del quale sia a nol pervenuta una ricerca
di carattere goniometrico (*¥).

1. Nel suo libro sulle grandezze e le distanze del sole e della
Iluna (***) egli trova due limitazioni pel seno di 3% e nel se-
guente modo:

Sia ABEF (Tav. I, fig. 3) un quadrato, 'angelo H B E — 3°,
e sia B G la bisettrice dell’angolo F B E; si avra la proporzione

ang. GBE__ 15
ang.HBE_’" 2

ed anche
GE ang. GBE
EH > ang. H B E (1)
eppercio sara
GE 15 !
5 P (19
Inoltre si ha
FG__FB
GE BE

ma F BE és dﬂppiﬂ di B E*, eppercid sara I G* doppio di G E’,

qmnéh > 5 daila quale, componendo, risulta g—g > 2 Da

quests e dalla (1) s1 ricava ”H> 18 ﬁssm > 18, e a fortior:

BH> 18, cioe sen 3° <18
Condotta la H K perpendicolars ad A B, e sulla B H come dia-

e LT T e —————— =

(") Questa data trovo nella Memoria dello Schigpaselli. ® Opinioni e ri-
cerche degli antichi solle distanze e sulle grandezze del corpi celesti ,

(**} Nella pregevolissima opera del Cantor: * Vorlesungen ifiber Geschichie
der Mathematik , non trove menzionata guesta ricerca.

(***) ArisTarcui, De ipagnitudinibus et distantiis solis et lunae liber, cum
Pappi alexandrini explicationibus quibnsdam. A Federico Commandino urbinate
in latinum conversns ac commentariis illustratos. Pisanri, 1572,




15 —

metro descritta la circonferenza, questa passerd per K, e l'arco

B K sarh di 6 percid se Parco BL & di 60, sara B‘: gﬁ_ 10,
F in’forza della disegumaglianza .
ar. BL
ar. BK > B K (2)
o perché BL & la metd di B H, sarh
"Ti < 20
C108
sen 3° > 2~
20

9. Le diseguaglianze (1) (2) sulle quali & fondata gquesta ri-
cerca 4’Aristarco, si traducono, nel linguaggio odierno, nelle

tan
1> 5
gen a g per & > b
sen b < b
delle guali, in alcuni moderni trattati, si trovano dimostrazioni
di carattere amalitico.

Nel commento di Commandino & dimostrata la (1) nel se-
guente modo: ‘

Sia AC (g 4) perpendicolare & BC, CD L CA, e sieno
E ed Fipunti in cui AB e BC sono incontrati dall’arco da
raggio BD e centro B.

Dalle diseguaghanze

sott. BDF>tx. BDC
gett, BDECtr. ADDB

sl T1Cava
sett*BDF> ir. BDC
sett. BD E tr. AD B’

ms il primo rapporto & eguale a quello degh archi DF e D K,
o il secondo & egmale a guello di DC ad A D, eppercié sara

ar.I}F . ar.DE
ar.DE>AD’ @a >&r DR

¢ compounendo
> ar.EF __ ang ABC
ar.DF — ang.DBC

3. In guanto alla seconda diseguaglianza, quella relativa al
geno, il Commandino dice: « Ex demonstratis & Ptolemeo 1n prin-

T S o

P e et P ot s S T 1 T AR LT |

(P — e
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cipio magne constructionis. » B invaro nell’ Almagesto §i _@nva in
seguente dimostrazione: ’

S1ano in wn circolo (Fig. 5) due archi a b o bg esiaigb by,
sia Inoltre £ il punto di mezzo dells corda a g ed fd perpendicolara
ad & g. Indicato con e il punto @’ incontro’ della & g colla & d si -
descriva I'arco kec col raggio de centro d, e sieno hec i punti
In cui esso incontra la e d e la fd; sara ad> ed > fd, epper-
c10 il punto % sard interno ad o d e il punto ¢ esterno ad fd. Si
&Vranuo in eonseguenze le diseguaglianze

tr.edf . sett.ecd tr.ﬂdf< tr.edf

sett.hde sett.hde ° ir ade ™Sgeti.hde
dalle quali risulta
tr.edf seth.ecd
WP d ¢ sett-hde 3

e qundi anche

& ar.ec . @ aneg.edre
f< 0813 Ez{( =

ae Sar.he ang.ade’
Da questa, componendo, si ha )
.1
af < ang.ady
ae ang.ade
e raddoppiando e
ag < ang.ad g ok
ae Sang.ade 4
e guindi
ag—ae < ang. @ d g — ang. ade }
ae ang. ade k.
ossia | C
ge < ang.gde .
ae Sang.ade’
o s , b ; :
ma il primo rapporto & eguale a u—g, per essere be bisettrice del-
Pangolo a b g, e il secondo rapporto & eguale ad '::' Z‘g, e 1n con-

seguenze Sara

corda b g ar.bg
corda a b < ar.ab

4. Non mi sembra fuor di luogo il rammentare come Tolemeo
sl s1a giovato di questo teorems pel calcolo della corda di 1°.
Applicandolo agli archi di 45', 10, 10 80’ si ha &

corda Te 4 cordalo8)’ _8 L
corda 435 <§ ' ecorda 1° <§ |
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O8SHA

g corda lﬂ 30’ < corda 1° < g corda 45",

Ors Tolemeo, Ghﬂ ﬂl’?ldﬂ?ﬂr il raggio in 60 gfradz} il grado 1n
60 minufi, 11 minuto in 60 secondi e il secondo in 67 terzt, aveva

trovato
corda 45" — 0 gradi 47 minuti 7 secondi,

corda 1° 30" == 1 grado 34 minuti 14 secondi,
eppercio ricava
corda 1° =— 1 grado 2 minuti 49 secondi 20 terzi

il gquale valore corrisponde a 0,0174506 che & approssimato a

meno di E%
107

Ma colle limitazion:
corda 45" —— 2 sen 22’ 30" <« 0,04309

corda 1° 80" —= 2 semn 45" > 0,026179
s1 trova

corda 1° < % corda 45" < 0,0174634

corda 1°> 2 corda 10 30" > 0,0174526

dalle quali risulta

corda 1°=0,01745630 a meno dl S
D. Brsso.

TEMI DI MATEMATICA

1 PER LA LICENZA D'ISTITUTO TECNICO
NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA

(Continuazione)

Auronno 1879, I1b). — Trovgee il numero totale di combina-
ziont che st possono fare con n oggetti, prendendoli successrvamente

ad 1, 2, ... n.
Risposta: 2°— 1.
Esrate 1880, 1) — Conoscendo due loti & e b di un iriangolo

e la buwseltrice 1 dell’angelo C da essi compreso, trovare le formole
2




che delerminano, per mezzo dei dati a, b,1, glé angoli A, B, C de?
iriangolo, ed ¢l terzo lato c. Calcolare con queste formole gli ele- L
mentt ignoly del triangolo supponendo a —3" 13; b=—=2= 25;
b= .= 62,

Chiamando @ ed y i segmenti A D, DB che la bisettrice CD o
determina sul lato opposto A B, le equazioni dalle quali sono da A
ricavare &, i, per noti teorsmi, saranno | ijﬁ%f:l

ab—F+xy, arxr=by e
o b g o (L %5% %‘j{?
onde £ = -+ I/E (@b—20); y—-- l/g(ﬂ b—I). .

La prima condizione da soddisfare affinchd i valori di  ed 2 i

siano reall & che sia ¢ E;a> F. Il caso di a b —7" & evidentemente
da traseurare, rimane da considerare quello in cui a 5> I
In questo caso si ha:

ez y— '/% (ﬂb-—f)-4__ l/ﬁ(ab—z")

sen; 0= |/ “t¥—la 3= bl/‘iﬂb?*“(ﬂ"l—b?)?

Perch® questa espressione sia reale occorre che si abbia
4a° 5> (& 5°) I, eid che fornisce un’altra limitazione per I, os-

4 12 Bt v
gig IF <—7x Py
at b

Supponiamo ora che anche la seconda limitazione F{ awril

& necessario, sia soddisfatta, & chiaro, dalla considerazione dei
triangolt A DC, BD C, che si ha

7 1o, 1 l/4a3_bf——a{aﬂ+bﬂ}lﬂ
sen A =— ~ sen Ecwm T ;

_Z_ 402 0%— & (a* - b9 F
Dab a2b—alt

)
gonr B— = gan ]—C_—:
¥ 2

e 1valori di sen A e sen B saranno reali coms guelli di sen - G x ed y. b
Nel caso che sia a==3", 15; b—2= 25; ] —1", 62, le condi- e

4 a .!ﬂ S

zioni a b > % e P ¥ vengono soddisfatte e dall’uso delle for- e

mole Pranedentl 81 ricava: b

c—=3"285; C=—103°.46'.46": A —45 .34 8"

Esrare 1880, IT). — Trovare ¢ quattro termint di una propor- ‘
zwome aritmetica, conoscendo il prodotto degli estremi, il prodotto




det medi e la somma delle quarte potenze dei quattro numers, Ap-
Dlicare le formole generali al caso particolare in cui il prodotio de-
gle estrems & 104, il prodotto dei meds ¢ 110, e la somma delle
quarte polenze dei quattro numeri & BT7208, |
Chiamando @, y, 2, ¢ 1 quattro termini della proporzione, p, il
prodotto degli estremi, p, quello dei medi, s la somma delle quarte
potenze dei quattro sermini, le equazioni del problems sarannoe:

F—<tmowlal xt—=p, yz—=p, = + y* 4 ' ¢ —s.
Quadrando la prima e agginngendo ai due membri dell’ultima Ia
quantita 2p,°-L 292 si ottengono le equazioni:

X—Y=2(p—p); X° +Y'=s-42 (B + py),
dove i & posto X in lnogo di -+ 2° ed Y in lnogo di 2”1 £,
Da qgueste si ha: X L YV — 25 L 8P p:, dovendo X 1Y

o3sere una yuantith positiva. Quindi:

X=p—p ) 1 2.0, Y=p—n+}5 +2np

€ percio:

y+a:iVX~}—2pE'—_—m+t:i-VY~§— 22,
dove per le radici sono da prendersi contemporanesmente od j
segm superiori o guelli inferiori.
Cosi per determinare y e 2z, 2 o # si hanno da trovare le ra-
dici delle due equazioni di 2o grado:

ZxVX+2p,.2+p,—=0, Zx VY1 2p .29 p—=0

le gquali conducono, per le considerazioni precedenti relative aj
segnl dei radicali, alle due seguentt soluzioni del problema

e L e G E I R VST Vo
e G R i e I e Ve
C=H VIV =V
=V R = T T

ed & quelle che si ottengono da queste ponendo:
i I / L ¥

el Wy, s —&; ¥=1, gz’ = g" i—g'*
! ! r L f

Wz, P, RElly PR die=g, y:a',z:y”, i omost Al

! ¢

g i it SRR R . s gl R s sy IR R
T, Y=y, z= e e Y=Y o, B8, —ag"
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I facile poi vedere che l/%—f—?-;—*-: l/} —1—%‘- e che si ha:

i r

2 =—t, Y =2 =y =—2a"
Nel caso particolare di p, =— 104, p,—110, ¢ — 572982 le otto
proporzioni che rispondono al quesito sono:

18.11:106. 8| — 8, —10:—11.— 18
.10:11.183 | —18, —11:-—~10. — 8
18.10:11. 8t — 8. —11:—10.—13
8.1:10.13 | —183.—10:—11.~— 8.

AUTONNO 1880, ). — Sdnscriva in un triangolo eguilatero wun
circolo, n guesto circolo un triangolo equilatero, in questo trian-
golo di nuovo wun circolo, e cost di seguito indefinitamente. —
Qual’e lo somma dei raggs di tutti guesty cureol, quale la somma
delle loro periferie, quale la somma delle loro superficie, quale
la somma dei pervmetri, e quale la somma delle aree di tulti 4
triangoli, escluso il triangolo proposto.

In secondo luogo trattare la stessa questione sostituendo sempre
al trigngolo equilatero un quadrato.

Risposte : — Chiamando a il lato del triangolo equilatero o
del quadrato dato, si ha:

y . a . 2w a
Somma ragg: — g+ Samr circonferenze — — & S0Imma aree
. . ™ ? i < : ;
circoli = -o-. Somma perimetri triangoli — 3 g — perimetro del

; . . o a
dato triangolo, somma aree triangoli —— V3= area triangolo
primitivo.

.. e : s, .
Somma raggl inscritty nei quadratl — 228 f_, 2 ) ;. BOIMMA ClY-
\
_ s _ ; : 7
conferenze =@ % /9 (/3 - 1}: somma aree circol] — 5 Somma,

perimetri guadrati — 4 ¢ /9 (V2 -+ 1); somma aree guadrati
—a®— area quadrato dato.

Avrvxwo 1880, 1I). — Una peramide regolare ha per base il
poligono regolare di m loti inseritio nel cerchio di raggio T, e per
apotemo. questo stesso raggio. Condotto pel centro della sfera in-
scritte mella piramide 41 piano paralielo alla base, trovare le for-
mole che esprimono la superficte fotale ed 2l volume del tronco di
puramide ¢ calcolarne ¢ valor: supponendo m— 10edr — 1.




o1 ha intanto con facilita:

lato base piramide — 2 sen %{10 , perimetro base — 2 m r sen ]—Sﬂg ;

. . B
apotema base —» cos I—i% altezza piramide— meta lato —rsen Lol :

m
wr? 8600

area base — *2$ sem — - Per determinare Valtezza del tronco

della piramide e gli altri elementi mnecessari alla sol uzione del
problema, s’immagini una sezione della piramide ottenuta con
un piano passante per Iasse e perpendicolare ad uno dei lati
della base. Si avrd cosi un triangolo rettangolo (CD B) di cui
uno dei cateti (B C) sard Valtezza della piramide, 'altro cateto
(B D) l'apotema della base, e 1’ipotenusa (C D) Papotema della
piramide, per ipotesi — ». La sfera inscritta sara mtersecata dal
piano di gquesto triangolo secondo wuna semicirconferenza tam.
gente all’ipotenusa (D () e ad uno dei cateti (B D) e avente il
suo diametro sul cateto rimanente. La retta che congiunge il
centro (A) del semicerchio col vertice opposto (D) del triangolo,

sara bisettrice dell’angolo (CD B) dei due apotemi, il quale an-

. : " 180" .
golo, com’s facile vedere, & ngnale a > balché si avri:

180% goo

altezza tronca — (A B)-——r cos - '8 -, altezza della pira-
. 180° 1807 &t 800
mide staccata — (A ) = » sen = rCos ——. tg ——rig .
L’ares della base superiore del tromco sari quindi
3
—_ b : ida N2 4 : 90N | . EIBUDH_WT?BEH%
s (a,raa, ase piramide X ' tg -ﬁ) TR ﬂﬂgﬂlg‘}“'

Lapotems della piramide staceata (C B. T punto B & sulla pa-
rallela & BD condotta pel centro A della sfera), si avra . facil-
mente osservando che & — altezza piramide staccata (AC): Eé];t_{}
dell’angolo formato dai due apotemi della piramide staceats -—

e €0 g o 1
COos™ . F
e
g s 7 l 7 180° ]
Quindi : apotema tronco — » — 5 8P 2 cos — 3 00
e i "
Di pitt s1 ha:

lato base superiore tromco : lato base inferiore :: apotema pira-

i

- ma .
= e "
FFcin [

L R




—

mide staccata (C E) : apotema piramide. Onde lato bass superiore

— 92 » gen Vi - Goo—2 T g?ﬁ-, 6, perimetro base superiore
2 cos® —
90> % )
—2mrig i

Dopo ¢ié si hanno tutti gli elementi’ necessari per determi-

nere la superficie totale ed il volume del tronco e s ricava:

__myt 90¢ 180° 1800 o Ope
Sup. totale tronco — —5~ ( to T Bel T:?) COS —— 86C% —

Yo 7 rd 3600 | moa? 3600 sec? S0
——2—' Hen ‘—?—n—* _8_ =eT), —ﬂg._ e ﬁ_._

' O 1
IMTEtg§SEBEQ;D£ﬂDH %ﬂ—%l - c0s® — |- 2 cosd 1.

3 4 0
Yol. troneo — E?Gt cos % te o
. T

1o, 360 90*}}_
TR T Sy

4
m 3 900, 0~ | 180 90“5 gon , 509
L — i L e T 3.___..._ f ¢ C 1 s
— -~ Sen—— tg — cos gep fl -+ 2 cos T Eeos 5

Nel caso speciale di m — 10 ed » — 1, la superficie totale ed
1l volume del tronco sono espressi dalle formole:

Superficie = 10 tg 9” sec? 9° cog 18° {1+ cos” 9 -+ 2003+ 9 3

Volume ::g sen 9" tg 9° cos? 18° gee3 D11 + 2 cos® 9°--4 cog! 9.
KEseguendo i caleoli si trova:
Superficie totale tronco — 5,9756 unita di supertficie,
Volume troneo —=0,268067 unitd di volume.
Del resto il caso speciale qui considerato puo trattarsi indi-
pendentemente dalle funzioni trigonometriche.
Difatti dalla considerazione de] solito  triangolo rettangolo
(U B), deducesi che uno de’suoi catet (B D), ugnale all’apotems,

del decagono regolare di bage Inferiore, & % V 102 5= 0,950186,
Pipotenusa & = 1 e quindi Paltro cateto (UB), ugnale all’altezza della,

piramide ed alla mets del 1ato della bage, & :};(VE — 1) = 0,30901.
Cosi I'altezza (AB) del tronco, data dalla proporzione

(AB):(BD) :: (CB): (BD) - (DC), da cui (A B)—._.—-{—é‘;]}ji{g)%, sarh

§§V10+2V—5.§(VE-—1)I:HV10 25+ 1=

__0,95016. 0,30001 0,05016
—  1g6me  — &-0,30901, avendo posto g — 1:95{)17:’.'




s —
L’apotema (A E) della bass superiore del tronco, data dalla
proporzione (A E):(DB):: (CB) - (A B): (CB) da cui

(AE)— (DB}“C{?B;' LA B}], risulterd poi eguale a

(%Vl{)_{_;zy"gg%(y’g—-ﬂ-—— altezza trnncu‘) :i—(l/g— 1) =

i .
iV I0+2/3 __0,95016__
i\/wwg_ﬁfg-[-l

- 1,85016

Finalmente per avere 'apotema (D E) del tronco, basta osservare
che questa & ngnale al rapporto fra I'altezza del tronco e 1’altezza
della piramide (cio risulta dalla, proporzione (D E): 1 :: (AB): (BQ)),
e.0,30001
0,30201
SI 6 cosl in possesso di tutts gli elementi necessari alla spe-
dita calcolazione aritmetica della superficie totale e del volume

del tronco speciale di piramide considerato nell’enunciato.

—
——

onde essa sars —

& =— apotema base superiore.

Esramn 1882, I). — Throsare i valore delle formole:

Cot A -eot B4 cot C 3&n2AE—sen28—§~ gen 20
cot A .cot B, cot O ! cosS A.cos B.cosgC

quando A + B+ C =90, ¢ i valore dells formole

A} tgB+tgC SenZ2A--3en2B-sen2 ¢
’ 1A tgRB.tgC’ sen A .sen B, sen C

quando A -+ B 1 C— 180,
Riasposte: Quando A -L B + U= 90, 4 ha:

ﬂﬂtﬁ—}-ﬂDtB—}—Eﬂtﬂ&_l EEHEA—}SEHEB—j—SEHEG___&‘
COLA .cotB.cot 0 — & o8 A . eo3 B . cos C B

quando A B+ C—180, si ha:

tg&—]—th—i—th___l senz‘ﬁ-;—senﬁﬂ--l—senﬁﬂ__&
tgA.tgB.tgC — 8¢en A . sen B.sen C -

Esrare 1882, II). — Dati ¢ raggr a, b di due cerchi eche si
toccano esternamente, trovare b valore del seno dell’ angolo com-
preso tra le loro tangenti comuns.

Chiamando @ T'angolo delle tangenti, si trova facilmente

d(a—bvab
a0

Sen v ——
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Questa formola puo renderst caleolabile per logamtmi col porre

tg® o — g, sicch® ¢ & da calcolarsi mediante 1'equazione

Con questa pesizione si trova:
4 (1 —1g%) ’ﬁg ¢ __
{(I+tg’¢

8en & = —4cos2y8en g 0089 —sende.

(Continua).
A. LveLnn

ESERCIZI PER LA SCUOLA

Sulla misura del gnadrato e sul teorema di Pifagora.

- 1. 51 costruiseano due quadrati in modo che il late dell’uno
sia doppio di quello dell’altro. Quante volte il secondo quadrato
& contenuto nel primo?

2. 51 costruiscano due quadrati in modo che il lato dell*uno
sia tripio di quello dell’altro. Quante volte il secondo quadrato
& contenuto nel primo ?

J. Bi costruiscano due quadrati in modo ehe il lato del primo
sia guadruplo di guello del secondo. Quante -volte 11 secondo
quadrato & contenuto nel primo ? ,

4. Dato un quadrato, si costruisca un secondo gquadrato col
lato eguale a cingue volte il lato del primo, ed un terzo qua-
drato col lato eguale a sei volte guello del primo. Quante volte
1l primo quadrato & contenuto nel secondo ? Quante volte & esso
contenuto nel terzo ?

b. Bl costruiscano cingue quadrati in modo che il lato del
primo sia contenuto sette volte in guello del secondo, otto volte
in quello del terzo, nove volte in quello del quarto, e dieci volte
m quello del gquinto. Quante volte il primo guadrato & contenuto
nel secondo ? Quante volte & esso contenuto nel terzo? Quante
volte nel quarto ? Quante volte nel quinto ?

6. Quanti decimetri quadrati sono contenuti nel metro qua-

drato ? Quanti centimetri quadrati sono contenuti mel decimetro
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quadrato ? Che parte & il centimetro quadrato del metro O ma-
drato ?

7. Quanti metri quadrati sono contenuti in un decametro
quadrato 7 Quanti in un chilometro quadrato? Che parte & il
millimetro quadrato del metro quadrato ?

8. 1l lato d'un quadrato misura 1 metro e 47 centimetri.
Quanti centimetri quadrati sono in esso contennti ?

9. Un quadrato contiene 144 metri quadrati. Qual’ & la lun-
ghezza del suo lato ?

10. Se un quadrato comtiene guarantanove volte la centesima,
parte d'un altro quadrato, e se il lato del secondo & diviso in dieci
part: eguali, quante di esse saranno contenute nel lato del primo?

11. Provare che, se un quadrato contiene 47 decimetri qua-
draty, il suo lato dev’essere maggiore di 68 centlmetri, ma minore
di 69 centimetri.

12. Trovare due segmenti che differiscano d’'an millimetro, e
tali che il gquadrato costruito sall’uno sia minore, e quello co-
struito sull’altro sia maggiore di 7 metri gunadrati.

13. Costrnito il quadrato gquadruplo d’un quadrate dato, si
ccnducano quelle diagonali dei gquattro guadrati che wniscono i
punti di mezzo dei suoi lati. Quale figura ne risulta ?

14. Dato un quadrato, si costruisea nn altro quadrato 1l quale
sla doppio del primo.

15. Provare che, se un eateto d’un triangolo retbangolo iso-
scele & diviso in 1000 parti eguali, la sua lpotenusa & maggiore
del segmento che ne contiene 1414, ma minore di quello che ne
contiene 1415,

16. Nel quadrato che ha il lato eguale alla somma &i due
segment1 datl, si fisponganc 1 guadrati che hanno per lati quei
dne segmenti, cosi che un angolo dell'uno e un angolo dell’altro
steno due angoli opposti, e si condueano le diagonali nei due
rettangoll restanti.

17. Dimostrare che, dal quadrato che ha il lato eguale alla
somma di due segmenti dati, sf* possono tegliere quattro trian-
goli rettangoli egnali, coi cateti egnali a (uei due segrenti, cosi
che la figura restante sia mn quadrato.

18. Dati dus quadrati, costruire un terzo quadrato equiva-~

lente alla loro somma. ;

fe— ——mmrr
mma - ="'




19. Dimostrare che, se un triangolo rettangolo ha un cateto
lunge 3 metri e altro cateto lungo 4 metri, la sua ipotenusa
dev’essere lunga 5 metri. |

20. Trovare la lunghezza dell’ ipotenusa di un triangolo ret~
tangolo 1 cul cateti misurano rispettivamente b metri e 12 metn.

21. Be l'ipotenusa di un triangolo reftangolo & divisa m 25
partl eguall, & se uno dei catetl ne contiene 7, quante di esse
saranno contenute nell’altro cateto?

22. Provare che, se il lato d'un triangolo equilatero & diviso
in 100 parti eguali, la sua altezza & compresa fra due segmenti

1 quali contengono rispettivamente 86 e 87 di quelle parti.
23. Trovare due segmenti che differiscano di wn millesimo

di millimetro, o i gquali comprendano altezza del triangolo equi-
latero che ha il lato di un metro.

24. Provare che, se due lati d'un triangolo misurano rispet-
tivamente 33 decimetri o 56 decimetri, il terzo lato & minore o
maggiore di 65 decimetri, secondo che I"angolo compreso fra
gquet due lati & acnto od ottuso.

26. Provare che, se 1 lati d'un triangolo sono misurati dai
numeri 60, 91, 109, il raggio del cirecolo ad esso eircoscritto &

misurato dal numerc H4 %

26. Dimostrare che, se i Jati d’un triangolo sono misurati dai
uumeri 17, 25, 26, quel triangolo dev’essers acutangolo.

27. Condotta la perpendicolare al minor lato del triangolo
considerato nel precedente esercizio, dal vertice dell’angolo ad
esso opposto, s1 dimostri che la differenza dei numeri che mi-
suarano 1 quadrati dei due ssgmenti di quel lato & eguale a 51

28. Trovare la misura di quell’altezza del triangolo, considerato
nei due precedenti esercizi, che corrisponde al minore dei tre lati.

29. 1 tre lati d'un triangolo sono lunghi rispettivamente
m. 125, m. 312 e m. 323: trovare la misura dell’ altezza corri-
spondente al maggiore di essi.

30. Calcolare a meno di un millimetro la lunghezza di quel
segmento che unisce il vertice del maggior angolo del triangolo,
considerato mel precedente esercizio, col punto di mezzo del lato-
opposto.

D. Besso.




7

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 15, 16 e 17

1. Dimostrare che @ numero dei modi nei qualt un éntero positivo n
pub essere formalto, per vig di addizione, coi numeri 1, 2, 3, & daio
dalla formola |

(23 (=1 7 2 2nx
- ¥ %8RB 73 To 8

D. Brsso.

Dimostrazione del Prof. F. Viaggi.

Vediamo da prima in quanti modi combinando per via d’addizione i
numeri 1, 2 gi pogsa ottewere il numero intern e positivo n. Se A & il
quoziente intero di » diviso per2, il numero 2 si potra prendere 0,1,2, ..., &
volte come addendo, e a ciascuna di tali scelte corrisponderd unna solu-

ziope del problema : il numaro di seluzioni @ dunque 2-1-1, ciod z -2{_ 5 0= ;_ 2

secondo che sia » pari o dispari, e in tutti i casi

2w L3  {—1)
:_ !{—4:}— ...... ().

Cid premesso, cerchiamo ora in quanti modi combinando per via d’ad-
dizione 1 numeri 1,2, 3 si possa ottenere n. Se A, » sono guoziente intero
¢ Testo della divisione di 7 per 3, il numero 3 si potra preqdere £ S0 L R )
volte come addendo e a ciascuna di tali seelte corrispondeno, in virth di (&),
n+3 , (—1Iy 2»—39)4-8  (—1y? 2(n—3Ah) 48 , (—1p-3n

4 ' 4 4 : g <+ 2 4 | 4
soluzionl; ¢ la somma delle precedenti frazioni & il numero domandato.

Ora, osservando che n =3 h-+ », s8i ha

2n 3 | Q{ﬂ_3)+3_|_ L 2in—3h) -3 Rn—3h+3)R41
4 ! 4 e 4 4 o
@n—8h+3)(B3h+8) (ntriHn—r+3) m}-3 o
— 12 - 12 12 I
e inoltre
(_1}::—3?; i _1_(%1)1:*} {_ljn—ah_{_l)nuﬂh—]-l (_1;.:-_1_(_1)11
4 S 4 T4 1—{(—1p 8 ’
percié il numero domandato &
G s W e Vil
12 ¢ 8 ' 8 12
— ] i 2
Ora, ponendor =20, 1,2 nella espressione ( 81) Tﬂ , 6 contemporanesa-
mente n=10, 1, 2 (mod. 3) nslla —-,% ~,|—§GDE . ; w, le due egpressioni assu-

mono gli stessi valori: resta cosi dimostrato il teorema,




— us

16G. Dedurre il postulalo delie rarailele dalla proxosiziove: 11 e~
arato del numero che miéisura ipotenusa dun trfaquin rettangolo 2

eguale alla somma dei quadrati dei numeri che misurano i die eateti.
D. Bzsso.
Dimostrazione del Prof. F. Vigggi.
Dalla proposizione premessa si deducono corollari corrispondenti a

quelli che derivano dal teorema di Pitagora, tra gli altri quello che far-
nisce la relazione tra le misurs dei lati e d'una mediana: ciod in un trian-

golo ABC, se A 08 mediana, si ha
AB'-FAC=2A0'1-2B0
Ora, se 1l triangolo proposto & retiangolo in A, si ha pure
AB-LAC*—=B(C2=4BO";
dungune BO=0C=40, i triangoli O AB, OCA sono 1808¢esli, e quindi gli
angoli in B e C sono eguali rispettivamente a 0 AB, CA 0 o sono percid

complementari.

Si ottiene cosi, come corollario della proposizions premessa, ehe in un
triangolo rettangolo gli angoli aeutl sono complementari; e di qui si con-
chiude, con metodo noto, al postulato delle parallele. (Cf, Balizer Plan. §2, 7).

Va'. Preso un punto sulla bisettrice di ur grgalo retio e condotio per
quesio purio wra secanie ai lati, determinare la posizione che derve
atere lg secanie affinche Sig mivima |

1° iz somma dei segmenii s’ accaili dai lati dell’angolo a partire dez!
rertice,
2l porzione della secarte lemztata ai lali,
3’ Parea del triarngolo formato dalla secante e dai lgH deil’angolo.
A. Lvewl.
Soluziene del Prof. I'o'sfo Montesano ().

I° Sia D il puanto scelto sulla bigettrice AD dellangolo reito BAC
¢ BC una secanie condotta per D; si tiri DE parallela a BA e 81 ponga
DE=gqa, sara AE— q_ _

Dinotando con x la lunghezza del segmento EC, dai triangoli equian- S
goli BAC, DE G si ricava : et |

BAlaliata:a,

donde

ala--a)y gt
- &
Dunque s8i tratta di determinare il valore di o che rende minima la .

: 2 %
funzione g + % f ; +4a, o la somma delle quantita variabili « ed EE. Ma

il prodotio o di talj quantita & costante, percid dev'essere
a’ |
@

[
[———

() Un’ altra solnzione, pon essenzialmente diversa, & stata inviats daj alg. Prof. ¢. Ribomi,




s I o

da cui ) il s

X

: . s _ ;
Il valore — a di @ che rende nylia la funzione ¢ | ,' = I-a risolve il

quesito nel solo eags che i punio D eoincida con A.
2. Dal triangolo rettangolo B A C si ricava -

BC= l/(a—f—:r}’—]—ﬂi CER

2

038ia

at  2a3

BC=V2ﬂ2+2ﬁEH‘—~i—-I'E+ —.i—;-—-Eg—-

|

percid s8i deve trovare i! valore di che rende minima la funzione
at Dl : ad 208
5 |- = Fa* |- 2 a @, ovvero ciascuna delle somme pur —+ &, e +—2ax,
Ma tanto la prima che 1a seconda somma & minima per # = = g, onde risulta
minimo il valore di BC allorche s prende @ — =+ 4.
Anch: I questo caso il valore — g (i @ risolve il quesito quando il
punto Id coincide con A.
3% L'urea del triangolo BA C o data dall’espressione
afla--ax® g3 |
2 @ 2

v

aﬂ.ﬁ aaT 3
Q" 2 4°

; - a  ax
Percio essa sard minima se tale sara la somma 5 ~+ g M
pereid dev’essere '

(13 ar
@ 9

donde
==

S1 pud dunque dire che 2= + 4 ¢ la condizione comnne per il minimo
Per conseguenza conducendo. dal punto D la BC perpendicolare ad A D
risalta minima non solo B A +- A C, ma anche B C e 'area del tirangolo B A C.

Errata-Corrige. — A pag. 186 del vol. 1M, lineg 9+ « a* 1L 5%» va cor-
retto I «a” 48" » ed a linea G- «{n 4137 va corretto in « 70w,

QUISTIONI PROPOSTE.

=0. Provare che esistono due triangoli isosceli, & due soli,
col perimetro di 8 metri & ares di 2 metri quadrati, & ealeo-
lare 1o base di ciascuno di essj a meno di un millesimo di mil-
limetro.,

/~1. Bulle perpendicolari ad un piano dato, innalzate da due
suol punti A, A’ sono presi 1 segmenti A B —9 a A'B' —a; &
data la distanza A A’ — ¢ V2, ed & dato I'angolo acuto che una

retta A Rdi quel piano forma colla A A’ trovare sulls A R un
punto G tale che sia langolo BC A doppio dell'angolo B’ C A

D). Bgrsso.
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FERDINANDO ASCHIERI — Geometr proieitivo,
Prezzo i ],5{}..

Questo 2 il primo di gmatiro volumett], inspirat: ai moderni metodi geo-
metricl {Mannali Hoepli) (*) pubblicati dal Prof. Aschien, della R. Universits
di Pavia, e nel medesimo 1’A., come avverts nella prefazione, si & principal-
mente proposto di svolgere quegli argomenti che niguardano 1 principii di
geometira proieftiva, che fan parte dei programini degli Istituti tecnici. Per
questo rispetto e per il chiarp nome dell'A., parea noi di grande interesse il

tenere parola @i quest’operetia.

Nella medesima trovansi svolte 1a principali teoricke costitmenti un corso
elementare di geometria proiettiva, non che 1 principli dell'Omografia e Reci-
procitd per le forme fondamentali di 20 specie, per quanto abbisognano nelle
nozioni elementari di geometria deseritéiva, ed & mirabile eome I’A. abbia
saputo eoneentrare in cosi piceola mole 4anta molteplicith, d’argoments.

Nei primi §§ I'A,, accemnato alle operazioni della geometria proiettiva,
definisce le forme fondarnentali di 12, 2* ¢ 3* specie, mostrando come colle ope-
razioni stesse-si passi da nna forma delle prime due specie ad mna forma della
medesitua specie; ¢ come dai-dne differenti mod; di generazione delle forme
dl 2* e 3* specie scaturisen il principio di dualilh, rigoardo a4l quale riports
alcone proposizioni correlative fondamentali. Passa poi a definire e studiare
le forme proiettive e prospettive ed a trattare dei sistemi omologici, che eo-
sbruisee in aleuni easi particolari, considerando in seguito ['omologia armonica,
I'aflinith, Ja similitudine e i simmetria,

Nei 8§ 6 e 7 I'A. svolge piuttosto ampiamente le condizioni d'omologia
& prospetiivity dei sistemi piani e di proiettivith di due forme fomdamentali
dl I* specie ed i principii sulle lorme armoniche. Nel seguente § egll tratta
specialmente delly determivazione dj posizione degli elementi fondamental
di 1* specie, giungendo all imporiante proposizione — “ (11 elementi di una
torma fondamentale di 1= specie «i ottengono tuthl con cosbruzioni di forme
armoniche a partire da tre elementi (fondamentali) presi ad arbitrio nella
formea, e propriamente vi sono elementi (razionali) che s ottengono esatta-
mente con un numero finito delle dette forme armoniche; vi sono invece ele-
mentl (irrazionali) che si ritengono determinati come elementi limiti di serie

infinite di elementi obtenyti con costruzionl di forme armoniche g partire dagli
element! dati , — e ne deduce che se due di tali forme sovrapposte hanno

tre elementi uniti sono congruenty, e che se dne forme fondamentali g 1s spe-
¢ie In corriepondenza umvoen, sono tali ehe ad una forma armonica corrisponda

—— — e ———
- P e —— ——— ey —

{*} T tre aliri banna Der titolo: — Gepmetria Deserittirg — Grawmetria analitica del pionp —
Feometria cnnlitien idefto spzio,
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una forma armoniea, le dne forme sono proiettive. Nel medesimn § sono poi
svolte le costruzioni fondamentali delle forme proiettive di prima specie nel
plgno.

Nel 8 9 considera I'A. le forme fondamentali d; 12 specie in involuziome
€ nel dve succeasivi le relazioni metriche della protettivity e dells. involozione
lelle forme fondamentali di 12 specie ed i rapporti anarmonies.

Nel § 12 trovansi brevemente sviluppate le proprieth proiettive del cer-
<hto e in quello 13 le propriets dei poligoni inseritti e eircoseritti al eerchio
<he hanno nome da Pascar e Briancmon ed 3 corallari che ne consegnomo.
Nel § 14 & trattato il sistema polare di un ecerchio e guivi trova lnogo 1a
considerazione dells figare polari reciproche rispeito al ecerchio, ¢id che con-
duce 'A. alla dimostrazdione del principio di dualith nel piano, e del triangolo
coniugato rispetto al cerchio.

Nel § 15 sono studiate le forme elementari di 2 ordine del piano, ossia
le coniche, costruite eome figure omologiche del cerchio, esaminardo 1 casi di
loro determinazione, e da loro son dedotte mediante proieziore le forme ele-
mentarl del 2° ordine della stella.

I 88 16 e 17 sono i corrispondenti dei §§ 18 o 14, per®d riguardo alle eo-
niche e il § 18 & un aecenno alle guadriche gobbe.

Negh ultimi tre paragraf finalmente 1'A. tratia delle forme fondamentali
reciproche mostrando quante siano Je coppie di elementi corrispondenti suffi-
cienti a determinarle e quali le condizion; de soddisfare affinche doe sistemi
piani, od on sistema pisne ed ung stella, o due stelle siano proiettive o recipro-
che. Avendo particolare rigunardo ai sisbemi piani proiettivi s0vrapposty; studia
le particolarith inerenti ai loro elementi unitt ed alla loro corrispondenza in-
voluteria, Insegna quindi a risolvere in modo generale 11 problema di costruire
gli elementi uniti nelle forme elementari proiettive sovrapposte e in ultimo
risolve aleuni problemi di 9° grado seguendo il metodo geometrico detto di
falsa posizione.

La trattazione di tutti questy argoment: g, in generale, e necessariamente,
witeso alle piccole proporzioni dei Mamuali Hoepli, molto sommaria, anko che
un alunno delle nostre scoole medie vi si potrebbe difficilmente orizzontare
senza l'aiuto del maestro, ma eol snssidio d3 questo ha nel libro del Prof.
Aschieri un valido ausiliario per procacciarsl buona messe di uiil; cognizioni
in materia di geometria di posizione.

Egh & certo che disponende di maggiore spazio I'A. avrebbe potuto, con
vantaggio grande dei discent, aggiungepe in alenni punti maggiori detiagli
atti a meglio chiarire le snccessive tecriche. Cosi, ad es., riguardo alle forme
fondamentali di 1* specie in involuzione sarebbe tornato utile esplicare viep-
pia perché in due forme i tal specie proiettive sovrapposte, se ad om ele-
menio, riguardato come appartenente all'una e pol all'altra, corrisponde lo
stesso elemento, quesia proprieta abbia lnogo per tutti gli elementi delle due
forroe; e laddove egli insegna a costruire lo forme proietive di 12 specie nel
planoe, era utile aggiungere, dopo le costruzioni del § 8 n. & ), abteso alla
loro importanza, ghi enunciati dei teoremi a cul esse danno origine e da cui
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derivano guelli & Pascal e Brianchon (*). Queste e alcane altre agginn|
avrebbero forse accrescinto l'importanza didattica del Libro, non certo il s
valore seientifico.
Iusegna.;:tti ed allievi, de'nostri Istitoti tecnicl, saranno sicuramente :;
& chi abbandonate per un istante le regioni elevate della scienzs ha v

vivere aleun ‘poco nel loro ambito redigendo 1l pregiato volumetio d,
giamo occupati.

5 r';:l
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-'_rtese lettore, che mi ha fino a questo punto seguito, potra
: le poche cose di analisi che seguono; di queste ho

bismgnu% ér poter continuare mnella mis narrazione, La esposi-
!EBE fu da me ridotta al purc necessario e nel modo
rve piu acconcio, affinché anche quel lettore, che per
caso avesa dimenticato qualche principio algebrico, possa in

T R . i ;
brevi istan i richiamarselo alla memoria.

Nell'ellissaiiqui traceiata intendes; rappresentare mna sezione
. )
meridiana dellg

:
I

rotazione, P P
& I'asgse minore
(20}, E E, 'agse
maggiore (2 a),
M un punto del-
Uellissemeridia-
na, Z lo zenit
d1 questo punto,
Ulorigine delle
coordinate orto-
gonall, MR —y, C R— %, 90" — M N X l'angolo che la tangente
ad M forma coll'asse della X s N, N M la direzione della verticale,

M N R = : = latitudine astronomica, Mz un arco di meridiano
che riteniamo infinitesimo, » %3

P' a

Detta E I’sccentricita dell’ellisse esprassa nella stessa unith
I eui $0no espressi @ o b, poniamo ¢ ¢ = E, ciob b2 — a2 (] e*)
ed allora la ben nota equa,ziunﬁ'idell’aﬂissa, riferita al centro di
un sistema di assi ortogonali, diviene

1) Y2 (1 —e?) 2? — g2 (L~ &%
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Questa, differenziata, da
dax i

——

poiché _
dy ¥

o

tang (90 — p)— —
91 ha tosto

yE‘

2] — g2 ‘

Sostrtuendo il valore di 3 della formola 1) si ha

tang® ¢ —

tang’ 9 — P .
Risolta per x da

¢ pol
. 8en ¢ (1 — &%)

'3 fosa
o v 1 — ¢’ sen® ")

Differenziando queste ultime equazioni si ha:

a{l—e?*sens

vV (I — e?sen®p)?

de— —do-

a{l —e?)cose
v (1 — e* sen? g3
Poiché Mm & su infinitesi i
o pposto un arco infinitesimo, si ha, ponendo
e ?

4+

dy— do-

dS:l/de—.!_dyE,
{(l—efa

v (1 —e3senig)p’
A

ma ¢ ben noto che £ % —p 4 ; T
he 7o &1 raggio di curvatura, dunque

dunqua
2) ds—de-

(1—ea *
Vv (1 —e2gen? @ )3
f‘lﬂﬂﬂ Ora ¢, % 1 valori delle latitudini astronomiche di due
%::Uﬂ 1 ?ullr:} stesso meridiano; volendo conoscers la lunghezza del-
arco Intercetto si riprenda lu formola 2). |
Il fattore di 4 sviluppato in serie secondo il canone bino-

3) R=

3
S i > B i
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Alle potenze dei seni si possono sostituire i coseni di archi

multipli perché

" 1 ]
SEH‘J:p:é—éEGS?‘?
SEH“?“""§—1GD82‘P—]—-}-GDS4?
B 2 - B
D 15 3 1
B v A4 = e
sen® ¢ — - 32%52*4—]6{:&5&&9 — 55 €08 6.

Sostituendo nella precedente serie 1 valori ora scritti o po-
nendo:

__ 43 1,,1 38, , 106 5,
=ltgegft 3ottt Eot
3 1 1% 1 105 15
Ig_'“ — g !——-- 1 " E-d:-
- A S I
. % 1, ,1086 3
T T8 TH BT
Er: 105 = l E-Ii rt hw
8P

81 ottiene

ds:d%}(ﬂ(l——ef)[ﬂ—f—ﬂc{}5:2¢_:=§—-fcnsécp—;--anﬁsﬁg:.,..]

Integrando fra i limiti ¢ ¢ ¢, si ottiene la langhezza ¢ dell’arco
intercetto

a:ﬂ(lw—g?)[m(?—tp) e %B(EEHE‘?—EEHE%)—J‘—
s %T(sené;@—-senélch)_i_éﬁ(senﬁtp—-—senﬁth)....]

Limitandoci alla quarta potenza dell’eccentricith (piti che suf
feiente nel problems dell'unita di misura), dopo fatte le facilis-
sime sostituzioni si ha

1 3 & L
c—a (1 -——Ze“" _62"34) [¢ — )] ——ﬂ(—g- e’ +§§€")[sell 29—sen?yq]

, 10
-—[—-2-5—1121}84 [sen 4 ¢ — sen 4 v,].

»

B ben ovvio che nella formola precedente ¢ — o, dove essere
espresso 1n parti di raggio, e percid, se  — %, & dato in gradi
e frazioni decimali di grado (coll’errore massimo di 3 unitad del

2

qmnto ordine corrispondente al limite di precisione pratica nelle
determinazioni astronomiche di %) 81 @VIA:

= .y
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2 . ]. o 3 T
4} ﬂ‘:m(l—zﬂ _5_{1.31)180[{? Tl]-""
— (gﬂﬂ-—[—%ﬂ“") [sen 2 v —sen 2 ¢] -+
15

—J—E—ﬁgﬂt el [san4¢—59ﬂ4 H]

Poniamo ora ¢ —0° , == 90°, & la lunghezza del quarto di

meridiano che chiamo = diviene:

- 1. 3 4\ =
5} ﬂ_ﬂ(lmzﬂ—aﬂ)ﬁ.
Dividendo Ia 4) per la b), e risolvendo rispetto a z, abbiamo:
g0e 00 Z 3 3
S— [ g e — A W S
o s=p 5 *fr(tp——wlj(ﬁe ’- 45)5511(? ©) C08 (¥ +-4)
1350 £ ¢4

BIn (o —gq) SO 2 (e — @) cos 2(3-4) ...

Su guest’ulfima relazione importantissima dobbiamo dirigere
la nostra attenzione. Il valore di ¢ deve essere conosciuto per
altra via o diremo in qual modo: peraltro & imperioso far notare
che se © - ¢, desse per somma 90° il termine che contiene & si
annullerebbe rimanendo Paltro in e?; o perd con quells fortunata
condizione anche una conoscenza approssimata di e basterebbe allo
scopo. Po1 la risoluzione della 6) deve farsi col metodo delle ap-
prossimazioni suecessive.

k

; “ o ; . .
Pongasi da prima o e — 2. quest’ultimo valore si intro-
T

duca nel secondo e terzo termine, i quali calcolati coll’aggiunta
del primo ¢i porgono un secondo valore di 2, ecc., ecc.

Resta ora ad esporre in qual modo si possa avere colle mi-
sure geodesiche e. A tal wopo ripigliamo Pequazione 3), che da

11 ragglo ¢l curvatura

o) Thos s

Vv (1 — efsent ¢)°

Per una piccola estensione, per es., per un’ampiezza di eirca 1°,
Parco del cerchio osculante si confonde col corris pondente arco
di ellisse meridiana.

Sla s la lunghezza misurata fra © e o, poco differenti di 1° 6
ridotta con una proporzions ad un grado, e sla ¢ la latitudine

f:’-'"l_f-?t
2

in’barmedia( ) B ben ovvio che

& . EEI:] ._I'?_-




ccon D sus

C10® ™ (1 —eda

—

T 180 : u‘/’{:l_._.ei Eenﬂ q}}ﬂ-
Un’altra misura ridotta ad un grado in latitudine diversa
(verso 1l polo e verso 1’equators) dara

T (I—EE}EI
180 ' (1—¢*gen* @)

S]-—l—r

Dividendo s, per s avremo

3

/(3’)5___ | — ¢ gen? @
l Ast T — gt sen‘ @,
& ponendo

4" r :la/Ef

che & guantitd data dalle misure nelle latitudini 24 determinate,
31 ha:

D) ¢'— e -
: T sen*® —Tgen’®,

Ripiglhiamo ora la mostra narrazione.

L’arco Lappons o quello del Perili, sostitniti nella formola 4%),
avrebbero dato la b)), cioé I'eccentricitd, con sufficiente approssi-
mazione; di quella, come vedemmo, abbiamo bisogno per il cal-
colo della 6).

Ma la 6), come abbiamo fatto notare, contiense il fatto prezioso
che se ¢ -}-¢'—90¢, il quarto del meridianc & dato da

90

Y= o Qax
¥ — g

ossende ar un piceolo termine dipendente solo dalla guarta potenza

dell’eccentricila.

Se le misure, dungue, affidate aila cura di Delambre e di
Mechain, si estendevano da Dunkergne a Barcellons, o+’ era
92024, 9, che se invece lestremo Sud si portava a Formentera
uelle Baleari, ¢ + ¢ diventava 8u°42' 1, guantitdh cosi vicina
a H0” che Vinesatta nozione di e¢ non metteva certo pensiero. Di
qu le ecure, gli affanni, i1 pericoll e la morte di Mechain sul
territorio spagmmolo, intento, anche dopo fissata la costante me-
tries, fino all’'ultima ora a congiungere la costa di Spagna colle
Baleari, congiungimento felice ed ammirabile che fecero pini tardi
Biot ed Arago in mezzo alle miserie del blocco continentale, dei
pirati e della subdola guerra di Spagua.
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1l programma, che dovevano compiere Delambre e Mechain,
era quello di rimisurare Parco Cassiniano fra Dunkerque e Mont-
joui, ciod fra B51°2" o 41°22' per mezzo di due basi e di g
catena di oltre cento triangoli, colla condizione che le due basi
dovessero reciprocamente verificarsi e collagginnia delle determi-
nazioni delle latitudini estreme ed anche intermedie, programms,
che gl attnava con istrumenti nuovi e precist usciti dagli ingegni
di Borda e di Lenoir.

Qui dovrebbesi, per una narrazione meno incompleta dell’ar-
gomento, enfrare sulla parte fisico-astronomica dells misura del-
Yarco del meridiano; se non che mi astengo di farlo per I'indole
del periodico dove trova posto guesto scritto, ed anche perché il
cortese lettore pud consoltare Yopera delPillustre Marmelli, Za
terra, o cola leggere, nel primo volume, uns mia appendice pro-
Prio su questo argomento, che qui omstto.

Narrare ne’ suoi minuti particolari in qual modo ammirabile
ed in mezzo a guali pericoli i due illustri womini compirono il
loro mandato, dire della efferatezza da un Iato, del coraggio
dall’altro in epoca cosi tempestosa, sarebbe fuor di dubbio tema
Interessante, ma esso mi obbligherebbe & una quantity di premesse
storiche qui fuor di proposito.

Dopo il 20 giugno 1792 fino al 28 lnglic 1794, giorno della
morte di Robespierrs, la Francia entrd in quella fase fatals o ad
m tempo grandiosa della Rivoluzione. La seconda Assembles Na-
zionale prese il nome dapprima d’Assembles Legislativa e pei di
Convenzione Nazionals, nella quale padroneggiavano i Giacobini;
da guesto momento il despota della Francia ¢ il Comitato di Sa-
lute Pubblica. Le passioni popolari si seatenarono, il sospetto di-
venne il sentimento universale, caddero teste regali, teste sacre,
teste 1llustri, e per parlare dei nostri sparvero Lavoisier, Condorcet,
Bailly violentements; cadde Meusnier sll’ assedio di Magonza ;
muore pin tardi Bords di morte naturale, ma in glovane eta.

Carnot, del Comitato di Salute Pubblica, quantunque impieghi
1l formidabile suo genio a far trionfare la Francia contro 1 ne-
mici proprio mnel momento pit terribile della sua rivoluzione,
esercita nella posizione in cui si trova benefiche influenze a pro-
teggere di fronte agli energument suoi colleghi i dotti, la sclenza,
la impresa del’arco di meridiano.
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Uno scrittore francese, il Fonvielle, ha narrato con efficacia
drammatica appunto le vicende di Delambre ¢ di Mechain du-
rante i loro lavori, i quali vernero finalmente condotti a compi-
mento per Parco Dunkerque-Montjoni sotto il Direttorio e quando
la meravigliosa campagna del 1796 e la spedizione di Hgitto ave-
vano rislzato dinanzi il mondo il prestigic di Francia.
L'arco di Francia e Spagna e quello di 60 anni prima del
Peru fornirono alla Commissione metrica il valore di e con sufii-

a—?__,_. 1
3347

ciente approssimazions. S1 ebbe e quinda
e— )/« — o —0.077324

lg & = T7.776629

lg et — 5.553258.

La lunghezza dell’arco misurato fra Dunkerque e Montjom,
espressa in tese, ridotta al livello del mare risultd di

5015683.6 — &.
La latitudine di Dunkarqué risultd a Delambre di
bl*2'10". b=—1,
quella di Montjoni fu determinata da Mechain ed ebbe
41°21' 44". 9 —¢, (™).

Le latitudini posteriormente assunte da Delambre sone un pochino
% indentico a quello usalo nel

diverse; quelle ora scritte danno <
calcolo classico.
G- ry = 920 93 55 4 -
oy — B0 25", 5
1g "L — 0.9686464
Y= F
lgo— B.7416113

lg(— o) — , B.7102577

¥ @,

W o — 51381660.0 — 3 a

b — i

lg [sen (. ~—-c)cos (o + 7)) == 7.8471343 »

(*) NB. I valori di ¢ e ¢; vennero pill volte legzermente modificati du-
rante 'epoea intera dei lavom. (Cfr. Decamere, Base del sistema melrico).
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lg [sen 2 (¢ — t1)cos 2 (o 4 £,)] = 9.5186954 5

lg 5t 4- 3et) = 7.954016.... I . (:Ew — 0.4712933
1350 et
18 g o oy == 5.394463...

I1 caloole mnel 2 & 3 termine del secondo membro della 6)
usando 3, in luogo di X mi diede — 960.95; + 42.02, donde un

pru esatto valore di 3, & 5130741, che non si modifica che di
un decimo di tesa usandolo come nuove valore approssimato :

dongque X-— 5130741 tese del Pera a ¢ 16%.

Laplace (Mée. Cél., lib. 111, pag. 155, ultima ed.) da 5130740,
quindi il caleolo precedents & in accordo eol risultato storico.

1 4 . te 1 te S te ol po i-
Tos000ay 4 5130741 & 05130741 ciod 0% 37 Om 115 996,

E assai Interessante porre in evidenza la precisions colla guale
avrebbero dovato osservare e mismrare Delambre ¢ Mechain af-
finchd il valore del metro fosse esatto, per es., al mezzo decimo di
millimetro. Supposto che ¢ ¢, fosse stato 90° e che Veccentricita
usate nulla avesse influito ({coms quasi fu veramente) sul termine

; ; 3 : : e
che contiene e, si tratta di differenziare Pespressione I — .
- - - . . » - 1
Hsprimendo in primi d’arce si ha
3
dz — 9-3’ dﬂ T T 9-3 d?- "58"{")4:
Sostituendo per ¢ I'arco misurato e esprimendo l’errore 4. in 1" siha
, 9.3 551584
Vo— : é . g’
dX=—9.3 do it e U

d>==9.8ds— 14744,

Ur dunque, perch2 il metro avesss 'srrore soltanto di mm 0.05
€ non pil, conveniva che ¥ nom errasse pia di metri 500, cioé
tese 256.5. Il massimo, dunque, errore tollerabile in 43 era nella
nostra ipotesi tese 256.5: e perd Verrore dell’arco Dunkerque-
Montjoul non doveva oltrepassare 28 tese nella supposizione hen
improbabile che d ¢ fosse zero. B supposto invece do zero, d ¢, ciod
Lerrore nella differenza ¢ — g, non doveva eccedere 1”.9; ma, a
parte le deviazioni dells gravita, all’epoca della unificazione daj
pesi e delle misure nou si era sicur, & raggiungere precisione
simile pelle determinazioni delle latitudini,
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1 4 messidoro, anno VII, davanti i poteri riuniti nella sala
dei 500, una deputazione dell’Istituto di Francia, allora riorga- -
nizzato, informéd dei lavori compiuti dalla Commissione del pesi
o delle misure, e presentd i prototipl che rappresentavano la
grande opera compiuta. Una sharra di platino costruita da Borda,
alla temperatura del ghiaccio che si fonde, lunga 3% 0> 11".296
della tesa del Pert alla temperatura di 16°.25 centigradi era il
metro legale, il quale, col placet delle podesta legislative, veniva
deposto negli Archivi di Stato.

e il lettore volesse approfondire I'argomento dovrebbe con-
sultare I'opera di Delambre prima citata, sleuni seritti di Le-
gendre, la Geodesia di Puissant, le Note Varie di Lalande, ece.
Senonché la tesa del Perty, mater comunis, e 1l metro, flius suus,
potévano perire, perocché un terremoto o lo folgore hanmo po-
desta di annientare o di fondere, o peggio ancora (e lo sapeva
bene il Direttorio) sovente gli nomini distruggono quelle cose che
la folgore o il terremoto hanuo risparmiato, con questo d’aggra-
vante di fronte alla crudelta delle forze naturali, che spesso si
Tanno apologisti della distruzione.

B perd Borda aveva gia deferminata la lunghezza del pen-
dolo che batte il secondo medio a Parigi, e aveva apparecchiato
le sbarre di platino per le eventuali esperienze future. La sa-
Zacla umana si era premunita anche per i easi pitt improbabili.

1l Governo della Repubblica ordinava che a partire dal 21 ven-
demmiale, anno VIIT, il litro fosse I'mnitd di misura per 1 liguidi,
restando abolite le misnre antiche.

Benché il metro fosse trovato, il programma scientifico della
misura dell’arco di meridiano fu continnato da Mechain sotto gl
auspieli di Bonaparte (1769?-1321), poco prima che divenisse 1mpe-
ratore; ma ahimé! Mechain nello zelo del lavoro per il congiun-

gimento de’ suot triangoli di Spagna colle isole Baleari non cura
un primo attacco di febbre gialla, e al secondo muore nelle
braccia del barone di Puebla alla#Plana, dove ancor oggi dorme
1l sonno eterno, martire del dovere.

Una interruzione lunghissime ne’ lavori di compimento & pro-
dotta dalla morte di Mechain. Quando Napoleone I trionfava a
Jena o annientava la Prussia, 1'Ufficio delle lengitudini ordinava
a Biot e ad Arago di tentare I'ammirabile congiungimento dei
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triangoli spagnuoli colle Baleari. Qui non & il easo di narrare le q, ﬁ

nuove peripezie che le ostilith colla Spagna, i pirati e il blocco '

apparecchiatono al giovane Arago: diremo soltanto che il c-.nn-

giungimento fu fatto, e Varco Cassiniano si estese ds Dunkerqgue
& Formentera, poi da Greenwich s Formenters. -

Se la Commissione del metro avesse atteso di possedere la
lunghezza dell'arco completo, Greenwich-Formentera, i risultati
salla lunghezza unitaria sarebbero stati m po’ pitt concordanti
col vero.

Con ¢ (Greenwich) 51°98'40".0 6 ¢ {Formentera) 88° 39’ 56".11
(280 1 costanti che si obtenmero in prineipio del secolo), con
*=730431,3 tese del Peri1, con ¢°=—0.006166 si ottiene

— 5130942 — 3" 0> 11* 313

In eccesso sul risultato dato da Laplace di 0".017,
I lavori geodesici assunsero nel nostro secolo. uno slancio ed
una precisione non prevedibili. Presto si dimostrd che i cireoli

ripetitori, usati da Delambre e Mechain, quantunqre ammirabili,
potevano benissimo dare le latitudini estreme coll’errore di qualche -

secondo d’arco e cosi pure gh angoli dei triangoli geodesici: fa
messo bene in luce che le attrazioni locali possono viziare le la-
tibudini astronmomiche modificando Ia direzione normale della gra-
vitd. Grandi archi di meridiano si MISUrarono in pit parti del
mondo, sotto moltissimi paralleli si determind la lunghezza del
pendolo che batte i secondi, discussioni, approfondite merce la
teoria degli' errori, condussero ai risultat; moderni, che dalla ve-
rita. potranno ancor discostarsi, ma di gquantitd estremaments
plccole.

La scienza moderna riconosce che ben si apposero gli uo-
mini celebri della Commissions del metro assumendo che 1 me-
ridiani della terra avessero eccentriciti costante, perocchs le at-
trazioni locali, spesse e svariatissime, vere intumescenze geode-

siche, nulls, tolgorio all’insieme generale che il livello medio dei

mari sia un ellissoide di rotazione. Soltanto il piti probabile va-
lore di X nello staio attuale della scienza & B131758 «+. I errore
qundi commesso dalla, Commissione del metro fu dj circa 1018

tese sulla Iunghezza de} quadrante, e perd l'errore sul metro di
— 0% 088, |
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Il metro, quando debba rappresentare 16 OOE oo Gel quarto del
meridiano terrestre, deve essere lungo

O 3% O 11%.384

della tesz del Peri a 16°. % di t.

Se ora nella formola
Az —93ds — 1474 ¢,

51 sostituisce & d lerrore commesso nell’arco ¢ — ¢!, supponendo
che le posteriori determinazioni di: e di ¢, lo abbiano veramente
messo 1n evidenza, si ha d; = - 2".2, e poichd dZ & — 1018 tese,
81 ha de — — 7D. |

Tale errore nella misura diretta & piit che probabile, e perd
el & lecito, fino ad un certo punto, di conchiudere che la devia-
zione de’ livelli alle due teste dell’arco era o mulla o piccolis-
sima, o percid la massima parte delllerrore va attribuita alle
determinazioni delle latitudini estreme.

La definizione di metro, che enunciasi nelle scuole, deve es-
sere modificata nel segnente modo:

1l metro & 'unité di misura internazionale, il cui prototipo esiste
nell’Archivio di Stato di Francia; esso differisce in meno dalla
diecimilionesima parte d'un quarto del meridiano terrestre d’una
quantitd per gh usi civili evaniscente. Il prototipe & una sbarra
di platino alle temperatura del ghiaccio fondentesi lunga

g @k Opr 115886

la tesa essendo quella usate nelle misnre del Perli supposta alla
1
4 .

Non varrebbe in veritd la pena di mutare il prototipe in
causa dell’errore — 0",088, giacché, qualora anche si facesse un

prototipo esatto nello stato presente della scienza, pure a rigore

temperatura di 167 centigradi.

: 1 » s _
di essa non sarebbe ancora T5oaonog Ge! quarto del meridiano ter

restre, giacché, perché lo fosse, sarebbe mecessario che la terra
fosse mn ellissoide di rivoluzione, mentre il livello medio dei
mari lo & soltanto approssimatamente, e poi bisognerebbe giurare
in modo assoluto che i costanti moderni non abbiano ancors leg-
gerissimamente a mutarsi e per la imperfezione delle misure e
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per la mutabilits, quanto lenta essa possa essere, delia figura de-]’

nostro pianeta. In ogmi modo e a titolo di curiositd diciamo e.ha

la sbarra di platino s {}3,‘ perché fosse {0000 000 del quarto del me-

ridiano terrestre, dovrebbe eossere lnnga mm. 1000,20, in lungn‘

T
R

A
I

i
l':.i'\-
1Li

di mm. 1000. e §

Non & fuori di proposito far osservare che immergendo il cam- -

pione prototipo in un bagno a - 2205 4,, ritenuto che il coeffi-

ciente K per il platino sia 0.000003842, I'allungamento lineare &
sppurto circa mm. 0,2

Lﬂ : a2 . " i " . = :".'*.'
Commissione internazionale del metro, rinnitasi a Parigi

nel 1872, neppure sollevod, a titolo di capriccio, la guestione di-
mutare 1l prototipo, anzi, con decisione plenaria, deliberd che
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« Pour l'exécution du métre international on prend comme point
de départ le métre des Archives dans état od il se trouve ».

Il metro prototipo di Borda non & diviso ; ma il Comitato
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® 1 prototipr delle diverse nazioni, nguali in lunghezza

al primitivo, fossero o tratti; che il metro internazionale avesse . iivhf
la Tum "l e
ghezza del metro tipo & 0°C.; che nella fabbricazions dei. iy

sulle quali debbonsi traceiare i 100 centimetri, debbono essere _
1111.1ghe cm. 102, Riguardo poi al chilogramma fu deciso che il 7!
chilogramma internazionale sarsbbs dedotto dal chilogramma i

prototipo degli Archivi. Come si stabili per il metro, cost si fece. i

per il chilogramma, il quale deve essere di platino iridiato nello

stesso rapporto di 90 a 10. La forma del chilogramma interna- H,?

zionale & identica a quella del prototipo degli Archivi, ciod un

cthindro di ecuil Palienza eguagha il diametro e le periferie delle

basi leggermente arrotondate.

Non credo necessario di piu oltre trattenermi sulle delibera-

zionl della Commissions internazionale metrica, perocché quel
tfi,ntn che ho detto & sufficiente al mio compito, Non resta a de-
siderare che una sola cosa, ciod che tutto il mondo civile accett
per legge e nel fatto il monumento imperituro, che & gloria in-
bangibile della Franeia. Oggidi il sistemna metrico & legalmente
obbligatorio in Italia, nella Svizzera, mell’Olanda, nel Belgio,
nella Danimarca, nella Svezia, ecc., ecc. In Inghilterra o negli




Stati Uniti 'uso & autorizzato per legge, ma lentamente 11 si1-
stema metrico diverra affatto universale, e la societd numana pro-
vers anche con questo fatto che, ad onta degli abusi sanguinos:
di alcuni settari briachi, 1 beneficii morali, sociali e materiall
che la Rivoluzione francese reco al mondo sono stelle lucide
nella costellazione umana, alle quali sempre con reverenza diri-
goranno gli sguardl 1 lontant nostri nepoti.

Dicembre 1888, R. Osservatorio del Collegio Romano.

. MiLLosEvVICH.

Sopra 1 Sistemi di Circoli aventi Io s%esso asse radicaie

IIT1.

1. Da un punto P’ (Tav. I, fig. 1* e 2%) s1 tirl una retta 1in-
definita P’ Q' e si segnino i punti Q, N ove essa incontra rispel-
tivamente I’asse radicale & la linea dei centri del sistema dato.
Da P’ s tiri ancora P’ B’ parallela alla linea dei centri e si pro-
Innghi fino ad incontrare in I’ V'asse radicale. Detto P il centro
del fascio ecorrispondente delle polam di P’ rispetto ai cerchi del
sistemsa, e condotta PH parallela all’asse radicale, si prolunghi
fino a segare nuovamente il cerchio (di centro ) che ha per dia-
metro P'P. La distanza di guesto punto di intersezione della P H
col cerchio ad H & eguale a R' 1. Quindi, ricordando che, quando
si considera il caso della 2% figura, la tangente condotta da H al
circolo (7 & epuale ad H I, si avrd costantemente in ambedue

1 Ccasl:

HE I H=HL. HI
Ora, osservando la prima figura, s1 vede che tanto 1l punto B
cada dentro L. L', guanto cada fuori, si ha:
HL.HL —IH 117
mentre nella seconda figura si ha:
HL HL =IH + 117
quindi si comprendono ambedue i casi scrivendo:
HL HL —=TR*+11°




e perciod: Y

Y
IR —HP.IR =1L r

FETR ey i'
L se P, & la proiezione di P snll’asse radicale, sary P, P—IH: .7
- 5 .
onde: | bl 1}f
] T B
(4) PP=HP.IR 1T 2

Ma dal triangoli simili P'H'N, Q' IN, essendo IR’ — B P, s .--’:f_:__fé"j |

ricavs :

IR:IQ —H'N:IN
e percheé: S

I N=IN—IH —=IN-| PP o R
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si avra: g b
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IRATEANARS S

LH == IN (IN+ P P). W

iR l-': i

Sostitnendo quindi nella (4) per IR’ guesto suo valore, avremo:

(3) PlP?:HP.IQ’+1I—-%.P,P.*P:i:IL?.:

Se dunque il punto P’ si muove sulla rotia QP'N, il cor-.;
rispondente P descrivers wna linea tale che lo distanze rispetﬁ?;"j} .
di ogni suo punto dall’asse radicale e dalla linea dei centri del ; 3
ststema verificano costantemente la relazione (5). | ,1

Senza stare ad investigare guale sia la definizione geometrica E 3
piu semplice di guesto luogo, si esamini subito il caso speciale i
1n cni la retta data & la PP R parallela, alla linea dei centri del Pt |
sistema. In tal caso allora si deve manifestamente ritenere che E :
LR’ & costante nella relazione (4): g

PP=IR . HP+ 11~

e R e il centrp del fascio i po.ari corrispondente ad R, ab-
biamo visto che si ha: |

IRR.RI—=+11"

& seconda che siamo nel caso contemplato dalla 12 o dalla 9 fi- |
gura. Quindi si avra in ambedus ] cas;-
| P!PE:IR".HP—}—IR'.RI
& percio: |
(6) P.P’—IR .RP. -

Se ora P’ sl muove sopra P' R’ parallela ad HT, i segmento ’




I R’ essendo costante per ogni posizione di P’, ne viene che il
corrispondente R di R' & un punto fisso. Percio il centro P del
fascio delle polari di P’ rispetto ai circoli del sistema descrive
una linea tale che il quadrato della perpendicolare condotta da
ogni suo punto all’asse radicale del sistema & proporzionale alla
distanza del suo piede ad un punto fisso dell’asse stesso. B noto
che la linea che gode di tale proprieta & una parabola, il cui asse
& l'asse radicale del sistema e il cui vertice & il punto fisso. T
parametro di questa parabola essendo IR, la distanza del vertice
dal fuoeo sard !/, IR'. Dunque: — <« Se un punto scorre lungo una
« retta parallela alle linea dei centri di un sistema di cerchi, il
« centro del fascio corrispondente di polari rispetto a quet cerchi
« deserive una parabola che ha per asse 1'asse radicale del si-
« stema, per vertice il centro del fascio di polari del punto ove
« la retta data Incomtra Tasse, e per raggio vettore del funoco la
« quarta parte della distanza fra la linea dei centri e la retta
« data » (PoNcELET).

O altrimenti pud anche dirsi: — « Se pei punti d’ intersezione
« de1l cerchi di un sistema con una parallela alla loro linea dei
« centrl si conducono i rigpettivi diametri, 1 nuovi estremi di
« questl sono sopra una parabola. »

2. De g1 1ndica con V uno qualunque dei punti ove la paral-
lela P’ R’ dlla linea dei centri & tagliata dalla corrispondente
parabola, ila posizione di detto punto verrd determinata dalla re-
lazione (Fig. I* e 29):

R'V:E=IR'.RR.
(Quindi, a seconda che siamo mel cago della prima o della 2* figura,
81 avrd: |
RRVI=IR®" 117
RV=TIR?"-117

e percio mel primo caso é:

oppure:

BYVY=Rh L"
nell’altro:
BRV=RL;R L.
Da c10 1l teorema: — « La distanza del punto d’incontro di una

« parailela alla linea del cemfri di un sistema col sno asse radi-
«cale & uno qualunque dei punti di intersezione di essa paral-
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«lela colla parabola, luogo dei centri dei fasei dj polari dei punti
« sitnati su quella retta rispetto ai circoli del sistema, & eguale

« al segmento che congiunge il nominato punto d’incontro a gno

« dei punti limiti del sisterna, se questo & composto di cerchi
« che non si segano: nel caso Opposto essa & media proporzie-
« nale fra le distanzae di quel punto ai punti comuni a tutty 1
« circoli del sistema,. »
d. Se da V si conduce V G parallela all’asse radicale, essendo
YG=R'L si avra nella prims figura:
GVI=R V' -11
GV =R V:+1I2
% percid osservando che R’V —7 G, si avra nell'mn caso:
GVE=IG"—IL:

e nella seconda:

||

nell’altro
GV=0GL.

Queste ultime relazioni provano che il cireolo di centro @ o
ragglo GV appartiene in ambedge 1 casi al sistema che gi con-
sidera. Ora, siccome questo cerchio & tangente in V alla P’ R, e
due soli sono 1 cerchi de] sistema che toccano |y P R, cosi si
puo concludere: — « La parabola, lnogo dei centri dei faso] di po-
«lari dei punti situati sopra una parallela alla linea dei contri
« di.un sistema rispetto ai cerchi dj 6880, pasga pel punti di con-
« tatto di quella retta coi due corchi del sistema che le sono
« tangenti. » :

St prova facilmente che, qualunque sia 1’ inclinazione di uns
retta sulla linea dei ceniri d’un sisterna, la distanza del snuo punto
d’incontro coll’asse radicale ai punti nei quail & toceata dai cerchi
del sistema ad essa tangenti, & eguale al segmento che congiunge
detto punto ad mno dej puntl limiti, se il sistema risulta i cerchi
che non g; $6g2ano; altrimenti & media proporzionale fra le distanze
di quel punto ai punti comuni a tutti i cerchi del s1stema.
~ Dopo tale osservazione, il lettore potra facilmente verificare
che un teorema analoge a quello dimostrato org per la parabola
sussiste anche allorquando si considers, il caso che la data retta
abbia colla linea dei centr; del sistema di cerchi wna inclinazions
qualunqgue.

Modica, agzosto 1883, | L. Granyr.
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Alcme formole snlle somme delle potenze simili dei numeri natarali

Indico con 8™ (x) la somma delle potenze m* dei numeri na-
turali 1.2.3....2,6 ciocd pongo:

Sm (ET) — lm + 2:}1 + I i

e la chiamo per brevita somme di x dordine m.
Comineio dal considerare il caso di m =— 1.
51 ha:

S(a—]—b):1+2—]—...u—i—(a+1)—!—(a+2)...{a—l—b):
—S(a)-+ S &) L ab. (1)

Ponendo nella precedente relazione (0 + ¢) m luogo di &, 1*1'-.

sulta;

S(a+b+c}:S(a)—!—S(b—kc)—]-a(b{-c):
=8 (@) +S® 4 S0+ a4 o+ bo

ed in generale:

S@+b+ot . k+)=S@ -SB+...S® +80 +
+al+.. kDBt k.. R

Ponendo e —=b=—c=.., =1 le formole precedenti diventano:

S2e) =285 () -+ a®
SBa)==38(a)+(1 -+ 2

Sha)=—b8@)+SB—1)a
ed osservando che S(b— 1)—=8 {(6) — b e sostituendo si ha:
SEa)y—b8(¢) -a*S (B —a’d. (2)

Ponendo b¢ in luogo di & nelladprecedente relazione o svi-
luppando si ha:

S{abey=becS(a)+ a®*S(be) —a’b ¢
e sviluppando S (3 ¢):
S (a,ac):acs(aj+af(cS(b)+3;28(c))-a*;bc(b 1)}
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similments -

S@bcd)=>dcdS(a)da'[cdS (B + 534 S () + S (D))
—a'fbedibe+ b+ 1))

L] L o E ¥ * ] L] & ] &

o la legge di formazione & manifesta.

Facendo e—=b—c—... lo precedenti relazioni diventano: .
3(@)=(a+a) 8 (a)—a? E
S (0%) = (@° + a® | o) S (a) — (6° + af) — & (8 (@) + 8 (@) —a?)
S (a)=(a® + a + a® + a% 8 (g) — (a" 4 a° + a%)— g

=& (S (a®) +a S (a) — a®)

S@)==(a""'} a4 ..a*-98S (@)—(a® ~' Lt~ _ gr Y
— 018 (@) 4 07" § (@) —a" 1.

Quest’ ultima formola si verifica facilmente da = ad # - 1 ap-

plicando la (2).

Passo ora alle somme d’ordine qualunque.
S1 ha:

S@+B)=1"42+4...a"F(@a+ 17+ (642" +...(atB)" E

Sviluppando le potenze #* indicate e sommando i termini d’egnale

grado rispetto ad @ in questi sviluppi, si ottiene: |
S (a+ B =8"(a) + @'+ (Ha ' SB) + D a - §B) - ...
o G2) ST (B + 8 ) 3

per =1 si ricade nella (1), per =2, 3. .. si hanno le somme e
i (@ 8) di 20,30, .. ordine in fanzione delle somme di g © b -
dello stesso ordine e degli ordini inferiori.

Ponendo ¢ -4 in Inogo di @ e ¢ in luogo di & nella prece-
dente relazione e sviluppando si ha:

S@+tdto=S@+h+@+ret@@Lby"8@... i

T @B S (0 - 8 (o) e
¢ sostituendo il valore di 8" (a L &): | ffi
et 9=S@+a bt @ by o QSO+

TE@TSEl+ e 'S @) a8 @+ ...
ot GID S T B+ (6 + B)S T (o) -8 (B + § (o) |

e cosl di seguito per le somme di 4, 5... termin.
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Ponendo ¢ —& la {3) diventa :
¥ @Ra)=8 (@ +a".a+Da ' S@)+ Qo *F@) +...
..na8" " (a) 4 8" (a)
- cosi pure:
" (Ba) 8" (2a)+ 2a).a4 ()(2a) 'S(a) L. ..
n(2a)8 (@) + 8 (a)

&7 (& a) =8 {(b—1) a} + }(b—~ L) al* a 4 (1)} — 1) af*~'S{a)...
e ;(b— l)a} S Ya) -+ 8" (a).
Addizionando membro & membro gueste relazioni e riducendo
s1 ha:
F P =08 (@ + ' G —D+ MHa 8 (a) S (p—1) -+
+ G e S @S T — . L)Y a) S (B— 1) -
+2ad" " {)S (b — 1. | 4)
Osservando che & (5 — 1) = 8* () — ", per & qualunque in-
tero & positivo (*), e ponendo per simmetria (7) == 1, la precedente
formola si pud anche serivere cosi:
¥ (0a) —8 (@)= a S @) B +()a'S (@) B L. ..
G20 aR " Ha) B () + () a’ 8" (a) 87 (8) — {() $°(a) (ab)™ -
+ DB (@ (@b +... ") 8" (a) (ab) + () 8" (a) (a )]
che da 87 (4a)in funzione dells somme di a e di & d’ordine »° e

di ordini inferiori. — Procedendo in modo analogo a guello tenuto
per le somme lineari si potrebbero anche qui ottenere Ie formole
esprimenti 8" (abc), S (abed)... e quindi 8" (a), S (a¥),. ..
5" {a") in funzione dolle somme 4’ ordine #° e d'ordinmi inferiori
dei fattori; il che perd tralascio di fare per brevith; d’altra parte
queste formole hanno forme assai complesse, sicché non offrono

pt vantaggio di sorta.

Una relazione semplice ed interessante si ha tra le somme
del successivi ordini da ¢ ad n db un numerc ¢; da cui si de-
ducono altre due, 1'una tra le somme dei successivi ordini impari,
Paltra tra le somme dei successivi ordini pari. Il lettore le pud
trovare nell’ dritmetica generale del BarrzEr, § 28, n. 11.

{+. Riponz1.

(*:I Che S‘“{u}:]ﬂ j 2B : S [——
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onl iriangols che ha per Iafi l¢ mediang i un triangolo dato

1. Sia A B C il triangolo dato (*), le cma mediane AD, BE, CF
g'incontrano in O a due ferzit di ciascuna dal vertice, e sia A D
un late del triangolo da costruirsi con le medesime. Da D si
conduca D E' nguale e parallela a BE o diretta nel medesimo
genso di BE e si unisca A con F'; sards ADE il {riangolo
delle mediane.

Infatti, dal parallelogrammo D BE E a1 deducono successi-
vamente gli altri CDEE, CDFE, CBFE,CF AE o sicon-
clude A E' uguale e parallela ad F C.

Se da (', incontro di AC e DE', si conduce C'B' parallela
a CB, fino ad incontrare AB mm B/, sarda A B' ' il triangolo
delle mediane di A D E'.

|, Ti S : e i':"- &
Infatti, risultande DO =C'E', la A’ == AC & una me  jiiEuR:

diana del triangolo D A E'la guale viene incontrata in E dalle
altre due D &, E'H, poicht AE=2EC'=3A C. £ incltre

AB'=3AB, e quindi B'C'=2B0; di pit BD=1FC o ps-
rallela ad ¥ C e AG:%A E’:éFG e parallela ad B C, per-

¢i0 DB"A G & un parallelogrammo in ecui AB' —GDe paral- - jﬁ

lela G D; infine B H==2F F=_CB e parallela C B;quindi &' H

eguale o parallela C'B'; adungue A B’ ' &1l triangolo delle me-
diane del triangolo D A E/,

Ora, volendo descrivere il triangolo che ha per lati le me-
diane del trmangolo A C' B, sapplamo come continuare le costru-
zioni. Da IV, intersezione di A D con C' B/, si conduca D' E pa-
rallela & D E’ e che incontra AC in C' ¢ AE' in B, o da G"
la C"B" parallela a B C, e cosi si prosegna. Le parallele a CB
dai punti C', C”,... e a DE dai punti D', D", ... danno due
serie di triangoli omotetici rispettivamente ad ACB e ad AE' D.

(%) I1 lettore & pregato di fare la figura.
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2. Volendo determinare ’area del triangolo delle mediane del

dato trisngolo si osservi che: ares ADC :%A B C, poiche
DC=3;BC. Area DC'C=3ADC=3A B G, perche ¢' C =

=7 AOC, quindi: ares AD ' = ; ABC—;ABC=;ABC.
ILlarea ADE'=2.ADC/, per essere DE' —=2C' D, sara per-

tanto — EA B C. Adunque l'area del triangolo delle mediane é%

di quella del triangolo dato. Questa proprieta .si verifica per cia-
scun triangolo di mna delle due serie omotetiche costruito colle
mediane di quello che lo precede nell’alira serie.

Il rapporto tra la somma dei primi » triangoll costruiti ed

il primo di essi &: (1434 () +...5) |ADE:ADE,

cioe lo sviluppo del quoziente [1 — (-?—’)ﬂ] : [1 —- 2] che ha per hi-

4
mite 1:[1—3]|=4
3. Il triangolo delle mediane pud costruirsi anche in altro
modo. Sia A B C il triangolo dato (*) e formisi il parallelogrammo
doppio AB CB'. Essendo D, C' i punti medi dei lati B, C B,
sata A D C' il triangolo delle mediane di A B C. Chiamisi K 1l
punto medio di A C e F i1 punto medio di B A.

Infatii AD & mediana; D C' —e parallela BE:%BB’,FGI-

ché congiungente, nel triangolo B B 0, 1 punti medi d1 B C, CB/;
A G = e parallela CC' perché anche A ¥ —e parallela CC".

Compiendo il parallelogrammo A D C' B, doppio del trian-
colo A D C' e congiungendo i punti medi D', C" di D ¢/, T B”,
sara A D' QY 1l friangolo delle mediane di A D O; 11 che si di-
mostra come prima. |

Ogni triangolo delle mediane si ottiene costruendo il paral-
lelogrammo doppio dell’ultimo triangolo ottenuto e congiungendo
con A 1 punti medi dei lati che concorrono nel vertice opposto ad A.

I punti indicati colle stesse Wttere in quest’'ultima costruzione
appartengono a cireuiti poligonali a forma di spirale eol polo
in A (*%, che diremo #riengolare, perché derivati da un trian-

(¥) 11 lettore ® pregato a fare una nuova figura.
(**) Anche nella 12 costruzione 1 segmenti rettilinest BD, B’ D'..,.; CE',

¥ E'.... possono riguardarsi inscrittt in archi di spirall omopolarl 1n A.
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equiangole. i

4. Il triangolo delle mediane pud avere attorno ad un vertice . i
del triangolo dato sei collocazioni, che sara lecito numerare e pei‘-t ﬂ
correre nel senso delle lancette d'un orologio, apponendo le oifre 1
¢ 2 al due triangoli che hanno metd della lore area in comune .5 :
col dato. e

La serie dei triangoli snccessivi delle mediane puo formarsi
con une o due dei sei triangoli sopra distinti, o con qualungue
permutazione, anche con ripetizione e rovesciamento, di 3, 4, b, 6.
dei medesimi. Queste permutazioni (eccetto che in alouni casi
perticolari} danno origine a spirali che risultano omopolari o in
un vertice del triangolo fondamentale, o in un punto determina-
bile colle successive costruzioni.

Firenzs, settembre 1888,
F. Bexocen.

SOpra due esgreizi proposti mella trivonometria 3¢l Serret (%)

I

Essendo a un arco gmalumque si ha

tang ¢ — é [ta,ng (E =i %) — tang (I — %)] (™)

Infatti per note relazioni trigonometriche & perché i due archi

s
4—1— 2& ~—~§ gsone compiementari, si ha

{ T Q T ; =
cos 2 (- —_— —) cost? (-— s —) — 86N ( — ——) RN
4 2 4 2 4 2 SN
t&ﬂg ad— o o= e - rS - - - ;
gen 2 (- -—) 2 sen (— —) o8 (— % ) PR re8)
4 i 2 4. T 2 & T 2 LA F?
REOEEE
{*) Edizione francese e traduzione italiana di A. Ferrucel. ‘?53 : :
- Phe  NE & B ¥ o s 1l
(™) Quest'identits, dev’ essere sostitnita alla tang a = tang (fi - 2) S o

£

— tang (e_L — E’) che & I'8* dell’esercizio I del libro 1T del suddetto Trattato.

o
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”Gag(i‘g _EEHE(Z“S) Y N a
T QWS(EHE Eell(w g) I-GD (4 2) El*ﬂg( 2)]

== [tﬂ'ﬂg' (7 +2)— tang (1“3)]-

1L

Essendo @, &, ¢ tre archi qualunque, si ha

cos (@4 b ¢) | cos(d+ ¢—a) BDE‘(E ¢ — b) -
+ cos (@ + b — ¢) ==4 cos @ cos b ¢os ¢ (*)

Infatti par note relazioni trigonometriche si ha

cos (& -+ & - ¢} cos(d - ¢~—a)+cos(a -+ c—b)+cos (@ + b —c)
__QGDELI(}DE({?—I—b)-HQGGSﬂGDE(C—--b):
2 cos a [cos (e + b) + cos (¢ — B)]

—QRcosa.2cosbeos e—4 cosacoedcos e,

IHER

Essendo a, b, ¢ tre archi qualunque, si ha

sena + sen b -} senc—4 Busg Gﬂsg EDS%
_ a+b4+¢c—m Ja—b—c+t=x , Bb—a—e4m
—2 sen 1 (uﬂs 4 - C0S 1 Yl
Bc—a—b+xw | a—rh-te—=
-} cos - L cos : )
Infatti, poiché per I'identitd dimostrata ultimamente si ha
i = T,
4cnsgsnagcns%:ﬂﬂsa+g 5 ] Gnsb_l_; ! | cos = ; ? ;
= GDE{H—E}—&
' ph

= —— — L

s —— e S

(*) Quest’identith & la 1* dell'esercizio VI del libro 17, della guale mi
8e1vo per dimostrare poi la 2% corretta dello stesso esercizio.
(¥} Quest’ identite dev'essere sostitmita alla

aenr:+senb+ﬂenc#—4cn'ﬂgcoﬂ%cﬂa%:
'—Henﬂgbgﬂ—ﬂ(ﬂsgﬂ b—e—m S b —ag—m
4 ¢ i Cos 1 :
3e~~—a—b—=n *a1+b—+¢— =
! ]
—+ cos g - CO8 o )

che & la 28 dellesercizio V1 del libro IL
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sard pure identicamente }
: | Q b ¢ 1&

sen a -~ sen b —|—:aenc——4m}s§ CO8 5 €08 3 1

i

— Te—

:ﬂﬂnﬂ—ﬂﬂﬂb_’_; 2 ; sen & ~— cos = ; . - gen ¢ — i
1 b — 5 1

— cosZ l—: : cﬂsﬂ+9+c

e powché d’altra parte per note relazioni trigonometriche s

f | !
cﬂsaTb+C: sanﬂ(ﬂ Folar ﬁ)

2 4
c—m a!l‘fc
GOSs

a--b
— — 9 gen —

! c -~
4 ]

;
]
=
sostitnendo convenientemente mella (1), si ottiene

7 b e
SeN @ -+ Sen. b + sen ¢ — 4 ¢cos , CO8 = COS =

2 2 2
bt — =
:(senu—u_cﬂs ; ﬂ) | (Sﬂllb—ﬂﬂsa_!_; b |
. a-t-b—ey a-bte—nx adble—m=m
~- (san £ — COS 5 ), 2 sen A CO8 i

Ora, mediante la nota identita

'Sﬂﬂg—cﬂspx2san(g p_lg_q)[ms (E p_'q)—-

= 2o (2 1) on (B0,

la precedente eguaglianza diviene

a b e
sen @ ~- sen b | sen ¢ — 4 cos _ €08 = CO8 =

2 2 2

LéLeo—= bt+pe—3ag—

— &) LeT AR R . o | (3 | SNES

— e GS Gt

4 4 |

7 S R I, —_ -

Je B agn Y msﬂ—}—c 3b—= | i
R i
R S — P
4 9 gan 824 ¥ i B +b—8ec—= | R
4 4 i S
atl-b-l-¢ [ t 1;:’ 2
+ 2 sen — | WG{}E Lol AT
4 4 g

e se nel 2° membro di questa, per la nota relazione cosz— cos (—a), s

81 cambia il segno ai tre primi archi di cul sono indicati 1 6o~ 50
. . . x . N A ™ r}" o :;
seni, © s1 mette in evidenza il fattor comnne 2 sen &~ ell £ v it A
81 ottiene finalmente
o ;L 1.-': .n-' i
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s’ b ¢
aenu—l—sanb—]——senc—-—-écﬂsgcusﬁuﬂs§

a+b4+c—=m 8a—b—c+7 | 8b—a—ec-tm |
1 (cos ) Eo8 4 i

83¢—a—b+7 , a-+-b-4-e—=
—+} cos i I cos i )

— % gen

Parma, luglio 1888.
Dottor GruserrE DERNARDI

SOLUZIONE DELLE QUISTIONI 17,18 e 19

1%. Preso wn punto sulla bisetirice di un angnlo retto ¢ condotta per
questo pumio wung secanfe ai lati, determinare la posizione che deve
avere la secanie affinche sia minima

19 la somma dei segmenii s’accafi dai laté dellangolo a partive dal
-pertice, |
X la porzione della secanie limilala ai lati,

8" Parea del triangolo formato dalle secante e dai lafi dellangolo.
A. Luan.

Soluzione del Prof. F. Viagg:.
Tratto un problema alguanto pilt generale.
Qia X 0Y I'angolo retto; P un punto interno, PO —=d e PO X =w;

una retta condotta per P incontriin A, Ble direzioni 0X,07Y e sia « Pan-
solo acuto in A :d, @ sono costantl, = variabile.

sen (w -+ a}

“ I ¥, . ——
1 Oﬁmd.#sﬂnu*—_dnnﬂm-]—dsanmﬂutga,
OB:d.Sen {m—i_m}:ﬁS&Hmu—}—(gEDEmt&]}gaj
CO8 a

gquindi

OA}-O0B=dsenw-t+dcosw} dsenwcotga- deoswtang «;
la somma dei due primi termini del 2 membro & costante, quella dei due
ultimi, essendo essi positivi e il loro prodoito costanie, diventa minima
quando essi sono eguali, quando obod

tang a == \/t&llgm.
Per tal valore di ¢, 0 A 4 OB acquista il valore minimo

d(y/ senw <+ v/ cos w)°.
Se w— 45>, 0 A - OB assume lo stato di minimo per «==405°.
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2° Sia A, B, la posizione di A B corrispondente all’angolo acuto «; de~
ferminato dall’equazione . |
tang a, — \/ tang »

¢ 8la a—uo, — e, ¢ quindi acuto.
Dail triangoll OA, P, OPB, 8i ricava

85N w CO8 w
A P=4a  PBy—=4d.
Sen «; COoB =,
da eui
Sen w CORw - tang w I
O Fd. =dcnsm( | )
8en o, CO8 a, sen o cos &,

e analogamente
AB—Ad2cog w (

tangw 1 ) _
sen (=, £¢) ' cosfx Xq¢)/

e le due ultime eguaglianze, in virtu di quella posta a principio, diven-
tano dopo agevoli trasformazioni trigonometriche

d oot w
AJB == —
Co8% o
AB— dcosSw Sen e, o8 a, CoS ¢ == (¢os? &, — gen? x,) 8en o
COS® a, sen (e, = ). co8 (z, £ ¢)

-

B Zsenie4 o) sen2g

Ben D o

¢ da queste

AB—A,B, =4, (1—cosg);

ed essendo, per le ipotesi fatte su = e ,, positiva la frazione del secondo

membro, si conchinde che
AB > A, B,
secondo ¢he sia
- l—cosg >0 o0ssia =0,

Dunque A, B; & il minimo di A B,

Nell’ipotesi © =45, & o, — 45",

3° Moltiplicando tra loro i valori di O A, OB e Jividendo per 2, si ha

3

ADAB==d?sen o cos m«}g (sen?ocotg o cos?e tang a);

i1 1> termine del 2° membro & costante, il valore della parentesi, somma
di termini positivi il cai prodotio 2 costanie, diventa minimo quando
questl sono eguali, quando ciod

tang ¢« —tang o, ossia a=w.

Pereid il valore minimo il triangolo O A B acquista quando # centro
del suo cerchio circosecritto & P.

Considerando ora il caso che la trasversale condotia per P incontri la
direzione opposta di 0X o di 0, 8e, p. es., A st allontana da O indefi-
nitamente sulla direzione opposta di 0X, le funzioni OA - 0B, AB,QAB
crescono continuamente e indefinitamente a partire da zero: dunque lo
Zero st pud considerare un loro minimo.

' R = o s 7
3 . r mmen T L1 L T
S T T TR b T by g i By i o R O e G- g 3

Al ., LA
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1. Se eol simbolo S=(3) indica la somma delle potenze m*we des

prémi X numeri interé € posilivi eda, b, ¢, .... | sono numer: primi due
a due ed n intero e positive, dimostrare che:

S“Ea.b.c....l}_S"(ﬂ) St (B S (1)
sl vk a - b .

& un numero intern. |
A. LuaLt.

Dimostrazione del Prof. U. Scarpis (*).
LEMMA. « Se a, n, k¥ sono numeri interi e positivi sara:

S (@ . R)=k .S (@) (mod.a)>».

St (h.a)=1" -2 ... L.
Fla+1) 4 (a 2)“+ +(u+*r}" + o+ @ay

Poniamo:

+(m+1)“+(m+ﬂJ“+ +(m+r)ﬂ+ +((s+1>a)“

A {R=—Da+ 1) + ((h—!)a,+2) s —i—((ﬁ:——-l)a-kr)“—f— —r-(hﬂ)“
Ora dallo sviluppo della potenza d’un binomio si rieonosce che:

(8.a-ry" =+ (mod. a)
e sard quindi

(sat-1y +(3a+2)y 4+ ...(sa+42) 4o (8- ayr =87 (u), (mod. a)

da cui si deduce subito la dimostrazione del predetto lemma.
-Dopo cid, riducendo allo stesso denominatore I"espressione cnnmderata

nella guistione, si ha:

S*(a.b.c....) —8*(@).b.e..... — & Ba.e....l—8(Q)a.b....0—...-
& 0ilicat

Tutti i termini del numeratore sono multipli di @, ad eccezione dei
due primi; mu per questi, secondo il lemma precedente, vige la relazione

S (a.b.e. L. D=8 (a).b.c....l(mod. @)

per cui la differenza 8" (¢.B.c....0)—8"{(@).b.C.... 10 sardy divisibile
per a, e quindi anche il numeratore in guistione.

Per la simmetria della formola in egual modo si dimostra che il nu-
meratore 2 divisibile per i rimanenti fattori &, ¢,.. .7, ed esgendo ¢, b, ... L

primi due a due, ne segue che sard divisibile anche per il loro prodotto.
#

(*) Altre dimostrazioni di questa e della guistione seguenie sonc state in-
viate dai s'g. Profl. F. Finggi e G, Riboni. Le dimostrazioni di gnest ultimo s
fondano sopra i risnltati contenuti mell’articolo * Alcune formole sulle somme
delle potenze simili dei numeri naturali , che trovasi in altra parte di guesto

tazcicolo.

e

= T
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1D. Se col simbolo 8™ (x) s'indica la somma delle potemze ™™ Jei
primi X numeri interi e positiviy a, b, ¢....1 sono numeri primi due
a due ed B, , B, v....% numeriinteri posétivi arbitravi, dimostrare che.

In B 5
5 {I b, ﬂ‘ eraol ) 817 (a) S# (h) S (D)
|8 "l’ 31 ﬂ b 9 -"“"_'z
& un numero intero,
A. Loair

Dimostrazione del Prof. U, Scarpis.

- - [ ] L L] L] m u [}
LEMMA. « Egsendo a, m, « nameri inferi positivi, § (n: ) & sempre di-

s a—1
visibile per a »,
Per il lemma della guistions precedente, abbiame la seguente catena

di congruenze:

m W g —d 3 |
(;) =S (ﬂn ) a (mnd. a )

L ] m( a—2 —2 B

S (un )E S (an ).a (mnd. a ) A
S*(a*=S"(a?).a (mod. a®

| S"(a®)=8"(a).a (med. a). i

Dallultima si ricava che S™(a?) & divisibile per ¢, e tenendo contodi
¢id si deduce dalla precedente che S™(a%) & divisibile per a® e procedendo ] 1
—1
& questo modo si dimostra infine c¢he S ( ) & divisibile per a . 5

e
L

Posto cid, riduecendo allo stesso denominatore Pespressione considerata
nell'enunciato della quistione e riferendoei alla quistione precedente, si
comprande che tuito si riduece a dimostrars la congruenza:

Py ol Fi

' ref ol

S (a, bﬁ cT....Zl)ESM(a).a BcT.. E}'.(mnd. au).

Ma in virtu del lemma della guistione {18):

Sw( . 0. ﬂ....E) S ({1) o . c....El.(de. z::;u)

& sogtiiuendo:

ity el i Eol o ST T

SEH (ﬂﬂ) : E‘rB. r:T. . Z}LE Sgﬂ (@) . aa o ]. E}ﬂ. cT. —_— E}' (mud. au).

Per ipotesi g, 8, ¢. ....1 sono primi done a due, quindi il prodotio

b .e’....1 sard primo con a , e dividendo i due membri dell’nltima con- g
. By ;
gruenza per il fattore comune » .¢’....1 , primo col modulo, saremo cosi

infine condotti a dimostrars che:

) S {ﬂ] ﬂu_l(mnda)

A quesio scopo osserviamo che:
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PRSPPI L) PR
(_ﬂ_{_g)ﬁn X (I W _(iﬂ)aﬂn—r _or +_ _..92n
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{ﬂ+h}2“=ﬂ‘!"+ s (E”) ain-—-r hr +. Y 2

f

@+ a)l*=a?"r.... (ﬂr")aﬂ*f-*‘.a" e PR/
da cui sommando si ricava:
87 (2.a)— S (@) =a*"+'.... (2:) QFr—r 8 )yt (o)==
=12 gt L (gt S (@) . 820 (a).

Analogamente si ha:
S5 (3a) — St 7 (2a) =R*. @t +1 L L ()2 -t - S (@) - S (a)
WA W (T s T T e N et
LN T ey @t 5 )

e sommando nuovamente:

Sﬂﬂ ﬂu)_Siﬂ(ﬂ)zﬂln-I—l.Siﬂ(ﬂuﬂl 1) ...
e s (2l S @ 8@ (T ),

r

Notande ora che:

Slnwr(ﬂm_l'_hi)=sﬂﬂ—r(ﬂu_j_)_(ﬂu__l)Iﬂ—r

Thn—-r a — 1 i 2 .
si Scorge che, essendo S (a ) divisibile per a , im base al

!ﬂ—-r(ﬂru_l

lemma precedente, lo sard pure 8 —_ 1) e che quindi tutti 1

2n
termini dello sviluppo di 8 (au) — 8% {q@) che corrispondono ad

e §
r=0,1,2,....(2#—2), saranno divisibili per a .
Iyalira parte per r=2nn — 1 abblamo:

(Efil .u.Sl (amﬁ_l—l).siﬂ— b ()
ed essendo
A B s S W | VT TG & g W,

(an—lﬂl)ﬂm—-]
2

risulta che anche il termine corrispondente ad r=2 »n — 1 sara divisibile

% 4k s
per & e 8i conclude quindi infine che
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S!H u'u) — Sir{a)= G:) ae, Su-(a

R

- (a!:r. —1 . 1) St (q) (mqﬂ. ﬂ:u)

eciog che:

And o —
& (a )ES"‘” () . ct (Inm:l. ﬂu);
quello che si voleva dimostrare (*).
e £ A= o R - S

QUISTIONI PROPOSTE.

=%%. Elimimare @, y, z dalle tre equazioni

yb—c+2)+z(c—b4y) =X {2 f 2
z{c—a )+ zla—c+2)=Y + 2 - a2
x2a0—b—c)+y (B —a—¢e) - z2@¢c-——a—0)—

=X+Y+Z+ 2@y + 22— pz — 2o —ay).

%3, Dato un triangolo ABC si costruisca un secondo trian-
gfﬂn'A, B, C, coi lati B, C,, C, A, A, B, eguali rispettivamente
a1 segmentt AA’, BB', CC' che uniscono i vertic: A,B,C con i
punti A', B, C' dei lati ad ess] opposti, o dei loro prolunga-
ment1, determinati dalle

in {}.T.li m significa un numerc positive o negativo. Sia A, B, C,
11 triangolo derivato, con analoga costruzions, dal triangolo A, B,C,,
e AsBs C; quello derivato da A, B, (2. Provare: 1° che eaisti}nﬂ
tr? valori di m per ciaseuno dei quali 1l triangolo AsBs Ce & si-
mile al triangolo A B ¢; 2° che esistono sei valorl di m per cia-
scuno dei quali il triangolo A, B, C; & simile al triangolo A B C.

D. Bzsso.

* ’ . .

{*) Per &bb{tnt%unza di materia si rimanda al faseicolo venturo lo svolgi-
;ﬂe.ﬂtﬂ. da]}e .qulatmn-l 20 ¢ 21, di una od ambedne delle gaali pervennero so-
vzionl dai sig. Profi, g Milloserich, F. Viaggi, F. Palatini ¢ K. Badia.
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

EUCLIDE, Libro quinte, novamenie ﬂspnﬂtﬁ dal Dott. Micseue Gremien:. —
Firenze, G. C. Sansoni, 1883 Prezzo L. L

11 Prof. Gremigni, gia noto ai lettor1 di questo periodieo, nel presente h-
bretto espone in modo chiaro e rigoroso la teoria delle grandezze proporzio-
nali contenuta nel gninto libro d’ Euclide. I'A., fondandosi sul pregevole lavore
del Prof. Bertini salle stessp argomento, che ha reso un cosi notevole servigio
ail'insegnamento liceale, ha creduto conveniente di modificarlo, nell’ intento ci
rendere pitt semplice 'esposiziome e in pari tempo ridurre a2 quanto @ stret-
tamente necessario la materia da esporre.

Ove si consideri che le recenti modificazioni al programmi dells acuole clas-
siche {24 ottobre 18%88), assegnando al Gipnasio 1 primi doe libri d Eunchde,
trasportano il libro guinto dalla seconda alla prima classe liceale, la pubbh-
cazione del Prof. Gremigni sarh accolta con favore dagli insegnants, ai gquali
ossa facilitersh grandemente il compite di dover esporre una teoria, gia per sé
stessa alguanto difficile, » giovanetti meno maturi per questa sorta di studi

11 Gremigni sostituisce un teorema agli assiomi 1° e 3° d' Enclide, e nella
dimostrazione di quello fa uso esplicitamente della definizione di gramdezze
rquivalenti, secondo la quale son considerate come tali guelle che =1 possonod
‘dividere in parti rispettivamente eguali (sovrapponibili). Sebbene guesto con-
cetto nom sia in Eunclide, il quale non definisce le figure che ora moi diciamo
eguivalenti e cui egli da semplicemente i nome di eguali, & molto facile col-
mare questa lacuna col premettere, insieme con poche altre osservazioni, 1'ac-
cennata definizione di equivalenza alla spiegazione della propomzions venil-
cinguesima del libro prime. Noi pensiamo anm che cid oramal nom possa
trascurarsi da chiungue voglia impartire un insegnamento rigoeroso.

' La cura particolare posta dall’A. per ottenere la maggior possibile semph-
cith & manifestata anche dell’ordinamento che esso ha dato alle sme prime
ofto propesizioni, le guali cost s possono ridorre a guattro 50!l enunciatl
facilissimi o rigordarsi.

Il G. poi premette molto opportunamente alla definizione di proporzione
dne facili proposizioni, le gquali dimostrano che effettivamente s1 possono m-
maginare guatiro grandesze aventi quella proprieth, per eul verranno pol dette
proporzienali.- In seguito espone nel seguente modo la defimizione che b fonda-
mentale in gquesia teoria: Quaitroe g?'ﬂ:;drzze.... formano una proporzione, guando
e equimolieplici secondo gqualsivoglic numero, della prima ¢ della terza, sono,
tutte ¢ due, o maggiori, 0 equivalenti, o Minori rispettivamente delle equimolte
plici, pure secondo qualsivoglia numero, della seconda e quartes grondezzae. Questo
enuncizto ha su quello di Buclide (definizione b*) il vantaggio di non dare
aleuna preferenza alle prime dne grandezze di fronte alle altre due, il che
contribuisce 8 render poi iutta I'esposizione piu semplice e chiara. Cosi, per
esempio, 1a proposizione: se A : B:: C:D, sarhanche C: D :: A : B, che ha bisogno
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di dimostrazione colla definizione euclidea, 2 data dal G. come immediata

conseguenza della sua definizione nella quale essa ® infatti contenuts.

Le proposizioni che seguono, senza allontanarsi essenzialmente nelle dimeo-
sirazionl da qunelle di Enclide, ne diffsriscono per lordinamento pel quale, o

come pure per la maggiore semplicith degli enunciati, esse riescono assai pih
-faeill a ritenersi.

L’A,, infine, oltre agli esercizi proposti dal Bertini, ne agginnge aleuni altri
molto propri anch'essi ad illustrare la teoria generale. Noteremo soltanto ehe
Vesercizio 18°, non essendo che un diverso enunciato della proposizione 208,
sl potrebbe senza danno sopprimere.

Ci anguriamo che lo stesao autore faccia presto succedere a questo libro

unit nuova esposizione del libro sesto, informata agh stessi eriteri che lo hanno

guidato mel lavoro del quale qui abbiamo temutv parola.
A, GraNpl

PUBBLICAZIONT RICEVUTE DALLA DIREZIONE DEL PERIODICO.

Journol de Mathématiques élémentaires i T'nsage de tons les candidats anx
€coles du gonvernement et des aspirunts an baccalaurént Bs sciences,
publié sous In direction de MM. bz Loxgceames, professenr de Mathéma-
tiques spéeiales au Lyecde Charlemagne, Lucies Livy, agréosé des sciences
mathématiques, directeur des dtudes b 1'Ecole preparatoire de Saint-Barbe.
o° Serie, Treizitme annde. N, 2, 3, Pévrier, Mars. Paris. Librairie Ch. De-
lagrave, 1889.

Journal de Mathémntiques élémentaires yublié par H. Vosert. 13% année, N. 9, 10,
11, 12. Paris. M. Nony et C', 17 Rue des Eeoles, 1880.

Mathegis, recueil mathématique Pusage des écoles spéciales et des établis-
sements d’instroction moyenne, publié par P. Mawsion, professenr i 1'Uni-
versité de Gand, et J. Nuupera, professeur & I'Dniversitd de Lidge. Tome
nenvieme. Janvier, Février, Mars, 1889.

Le Seuole secondarie, eco dell' Associazione naziomale fra gh Insegnanti delle
Scnole secondarie. Anno VI, n. 7, 8 ¢ 9. Milano, 1889.

Rendiconti dell’ Aceademia delle Scienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Societk Reale di Napoli). Serie 2, Vol. 3, Fasc. 1, 2: Gennado, Febbraio 1889.

Bivisla Scientificn-indusgtiriale compilata da Guroo Vimercarr. Anno XXI,n. 1,2 ¢ 8.
Firenze, 1884.

AcamEsnone ((3.) — Daterminazione della densitys dell’aria (Rend. R. Accade-
mia Linced, 1885). — Sul grado &i precisione nella determinarione della
densith dei gas (Rend. R. Ace. Lincei, 188D). — Inflnenza della deforma-
zione del pallone di vetro nella misura dells density, det gas (Rend. R. Aec-
cademia Lincei, 18R9).

Amopeo (F.) — Fasei di omongrafie binarie e rappresentazione geometrica degli
elementi immaginari (Gior. Battaglni, Vol. XXVI).

AxprEmt (A.) — Sopra una proprieta singolare di alenni numeri dipendente
dal sistema parbicolare di numerazione mel quale sono scritii (Gior. Bat-
taglini, Vol. XXVI).

Beurram (B.) — Considerazioni idrodinamiche (Rend. R. Istituto lomb., 1889).

Cmisrom (C.) — Sul caleolo del coefficiente magnetometrico per 1 magnetometri
costruits secondo il metodo Gauss modificato da Lamont. Torino, 1889.

Gerin {7 4bbé B) — Eléments de trigonoméirie plane et sphérique. Ouvrage
couronné par I'Académie royale de Belgique. Namur, Librairie Wesmael-
Charlier, 1888. Prix: 5 fr. 40

Grmoem (M.) — Euclide. Libro quinte. In Firenze, G. . Sansoni, 1889. —
Prezzo : 1 lira.

(T2 seguito nel prosgimo fugeicnlo).




Sull’equivalenza dei poligoni e dei poliedri

1. Due poligoni o due poliedri che si possano decomporre
nello stesso numere di part: rispettivaments egnali o che sono
limiti delle stesse variabili convergenti (D Paoirs, Elemeni: di
Geometria, 385) sono equivalenti, ed & chiaro che due poligoni
o due poliedri equivalenti hanno superficie 6 volume eguale. Non
mi sembra inutile dimostrare le proprietd inverse, mentre, per
quanto so0, non vi sono che due memorie, una del GerwirN (Zer-
schneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen Figu-
ren in dieselben OStiicke -~ Giorn. di Crelle, vol. 10) ed una del
GoreEL, 1nserita mel vol. 4° dell’Arch. di Grunert o che non ho
potuto comsultare, che si ocoupine di tale argomento. La dimo-
strazione per i poligoni & in sostanza quella de! GmrwiEew, che si
estende facilmente al easo dei poliedri.

2. Siano 1 due poligoni P e Q che abbiano aree nguali. Si
trasformino rispettivamente P e Q in due triangoli A BC, DEF
che avranno aree egmnali. Se 1 due triangoli avessero un lato
eguale, avrebbero eguali le corrispondenti altezze, e i dne trian-
goli e quindi 1 due poligoni sarebbero equivalenti. Se guesto
non &, osserviamo che pud sempre supporsi che un lato D F del
triangolo D E F' sia maggiore di ciascuno dei lati del triangolo
A B (, potendo se no trasformarsi il triangolo D E F in uno che
soddisfi guesta condizions, e sia 4 B un lato del triangole 4 B
non inferiore agli altri due (Tav. II, fig. 17 @), E G l'altezza del
triangolo D E F corrispondente al lato DF e € O 1'altezza del
triangolo A B C corrispondent® al lato 4 B. £ € 0 > E @, e poi-
che AB>BC> C0, ne viene A B> E G. 11 circolo deseritto
con centro in F e con raggio eguale ad 4 B incontra la retta r,
parallela a I F o distante da questa di un segmento eguale ad
E G, 1n due punti M ed N. Unendo M con D e con F si ha il
triangolo D M F equivalente a DEF e che in conseguenza ha

5
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% Wassn gros del triangolo 4 B €, e poiche 1 due triangoli D M F,
A 51 hanmo area eguale ed eguali 1 lati A B ed F M, anche le
*ﬁ"“%’# eorrispondenti sono eguali; i due triangoli somo equiva-
s, wl equivalenti sono i due 4 B (, D E F per essere equiva-
5% ) triangolo D F M.

?m:; .ﬂi.ﬂ.'nn i-dua ?nliedri P e ( che abbiano volumi eguali. Si
TEHAmImo rispettivamente P e ) in due tetraedri 4 BCD
e //, ehe avranno volumi eguali. Se 1 due tetraedri avesser{:
i fanein equivalente, avrebbero sguali le altezze corrispondenti
* s faccia o 1 due tetraedri e qundl 1 due poliedri sareb-
basys) Sitivalenti. Se questo non &, abbhia il triangolo # G' H area
magginm del triangolo 4 B (' e quest’area non sia inferiore a
Ih4lla delle altre faccie del tetraedro 4 B ¢ D. Osserviamo che
:1:;‘:”"*1“ tdel triangolo F @ H, per esempic G H, pud supporsi non
W ity ad un lato A B del triangolo 4 B () poiché altrimenti
i) ’if’iimgﬂ]ﬂ F @ H potrebbe trasformarsi in un altro che soddi-
Mhistmug & questa condizione. Da # tiro la E O perpendicolare al

Pn PG H 6 un piano = (fig. 2* @) parallelo al piano FGH e 7

;i:ﬁ’:ﬂj b da questo di un segmento eguale ad £ 0. Sia poi DS
{j ?*; ;i:rﬁh, dlel tetra,e.drn A B CD corrispondente alla faccia 4 B (,
f,! -, mibozza dﬁl tf-la.ugnln A B ( rispetto al lato 4 B. E DS >E0,
o l)'] .’ 185, 51111]11:1-1 CT > E O: Ne segue che il lnogo dei vertici
i “:" !frl’tgﬁlf 'aqmva,lentl al triangolo 4 B € e che hanno per base
Prend, in cilindro che {;a,glia, il piano 7w secondo due rette r e 7,
f’fnh}“ #ldo sopra una dl esse un punto qualunque M ed unen-
b ;i;!j I, G ed H si avra un tetraedro equivalente al tetrae-
wE( F 71 o che avra lo stesso volume del tetrasdro 4 B ¢ D,

*:1 Poisht | due tetrasdr ABCD, FGHM hanno le due faccie
” |!| ‘: l;]r 2 | GHM equi?fﬂenti, le corrispondenti altezze saranmo
® 1 due tetraedri eguivalenti, e risultano pure equivalenti

|
!ﬂ':;':! ANBCDed EFGH per essere equivalenfl ad uno stesso
M,

Grorio Gronrawi.
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Rappresentazione geometrica dei numeri irrazionali

La teoria dei mumeri irrazionali, guale & esposta mei piit re-
 centi trattati, si fonda sul concetto di classi numeriche conver-
gentl od & suscettibile di una rappresentazione geometrica che mi
pare notevole.

Per fiszare le idee mi atterré al capitolo IV degli slementi
d'algebra di A. Faiiofer (edizions del 1888): 1l quale capitolo
corcherd di illustrare graficamente, ammettendo che un numero
irrazionale (M, N) sia la misura d’un segmento, incommensurabile
col segmento unitario, determinato in modo unico seeondo la
legge di formazions delle classi M, N che determinano il numero
wrrazionale suddetto.

Sarh facile, ad esempio, costrurre ’irrezionale /¢ di cui si
tratta nei paragrafi 111, 114, '

Difatti sia (Tav. LI, fig. 1#) O U il segmento unifario, O Q 1l
segmento misurato dal numero razionale ¢ non quadrato perfetto
o trovisi colla costruzione d’ Euclide (VL 8) il segmento O A medio
geometrico tra 0 Q, O 1.

Siano O M, —=m; O N, —=#a, due segmenti commensurabili con
O U e Punc minore, V'altro maggiore di O A — Descrivans: le
circonferenze O M, M,, O N, N, tangenti in O alla circonferenza
OAQ: e come 1 punti M, N, sono l'uno interno, 1’altro esterno
al ssgmento U A, cosi 1 punti M, N, saranno puro I'uno inferno,
1'altro esterno al segmento O Q.

Ora, giusta la b* definizione d’Euclide e indipendentemente
da ogni idea di misura, si hanno le proporziom:

OMQ:OMleMI:OU}’ ON,:ON.==ON,: 0U
e poichd 1 segmenti O M, O N, sono commensurabili con O U per
ipotesi, lo saranno pure OM, ON, con OM, ON, e gquindi con
O U, cosicchd le misure m, %, di quei segmenti saranno razionali

e sl avraono le proporzioni numeriche :

m,im=—=m1l; n,im—m:l
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E poiché O A separa la classe del segmenti O M, dalla classe
4ei segmenti O N,, cosi il numero che misura O A separa le classi
A% pumeri m, n, razionali e i cui quadrati sono rigpettivamente
sunori e maggiori di ¢.

Dungue il segmento O A rappresenta graficamente I’irrazio-
sale /7y,

k
T i) gy e T

SOMMA DEI MUMERI TRRAZIONATI.

SBiano (fig. 2*) O A, OB due segmenti presi su una retta in-
definita dall’una e dall’altra parte rispetto il punto O, e siano
%% le loro misure rispetto un segmento unitario O 1J. Se «, 8 sono
fazionali, il numero che misura il segmento A B & la somma
%~ p: & quindi naturale di definire la somma « - 8 come il nu-
Mero che misura A B anche nel caso in cui ¢ B siano mno od
entrambl irrazionali ed espressi da (M, N); (P,Q). In tal caso,
vome O A separa le due classi di segmenti O m, O % commensnra-
bili con 0T o misurati dai numeri m,n; e OB separa le classi .7
di segmenti analoghi O p, O ¢ misurati dai numeri », g, cosi AB - :
#epara le classi dei segmenti mp, n ¢ o percid il numero = | B se-
para le due classi di numeri m + p, = L g: cosiecché si ha:

MN)+@®Q=M+P, N+ Q). | k|

1JIFFERENZA DEI NUMERI IRRAZIONALI.

Siano (fig. 839) O A, OB due segmenti, di cui O A il mag- |
kiore, portati a partire da un punto O su una retta indefinita -
tle una stessa parte di O; e siano @, B le loro misure rispetto il
sogmento unitario O U. o i

La differenza «-—8 che misura A D nel caso di o, B razionali
Mi prenders come misura di A B anche se a B sono uno od em- i |
brambl irrazionali e espressi da (M, N); (P, Q). J

In tal caso, segnato un segmento O C' commensurabile con 0T,
maggiore di O B, e minore di O A, come il segmento O A separa

e e
:
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la classe.dei segmenti O n dalla classe dei segmenti O m termi-
nati in un punto del segmento C A, e come OB separa la classe
dei segmenti O p dalla classe dei segmenti O ¢ terminatl in un
punto di B C, cosi il segmento A B separa la classe dei segmenti
m ¢ da quella dei segmenti »np e corrispondentemente la diffe-
renza «— B separa le due classi di numeri m — ¢; »—p: cosic-
ché abbiamo |

(M, N) — (B, Q) =(M — Q, N—P).

ProDoTr0 DY NUMERI TRRAZIONALL

Siano (fig. 49) O A, OB due segmenti portati sm lati O, Oy
d'un angolo qualunque, o siano «f le loro misure rispetto un
segmento unitario O U portato pure sul lato O« a partire da O,

Tirisi UB o per A la A C parallela a U B.

In ogni caso si ha, secondo Fuchde, la proporzione:

O0C: OA=0B3B:00.

E se 1 segmenti O A, OB (e quindi anche O C) sono commen-
surabili rispetto O U cosicché le misure =8y di gquel tre segment:
giano numeri razionali, si ha anche la proporzione numerica

Tea—pg:1
onde
T:ﬂﬁ.

Adungue se o8 sono razionali, il numero che misura OC &
dato dal prodotto = 8. B naturale di assumere il numero che mi-
sura. O C come prodotto del numeri e, # anche se = § s0n0 UNO 0
entrambi irrazionali ed espressi da (M, N}; (P, Q).

In tal caso siano OM, ON due segmenti misurati da m,n e
siano OFP, O Q altri due segmenti misurati da p, g

Tirate 16 UP, U Q e per M, N le rispettive parallele M R, N S
si ottengono sul lato Oy due segmenti OR, OS che, essendo
m, n, p, ¢ numeri razionali, rappresentano i prodotti mp, »g. Fa-
cilmente si dimostra essere O R minors e O S maggiore del seg-
mento O C,

Difatti, tirata per A la AR’ parallela a MR = hanne, se-

condo Euclide, le seguenti proporzioni:




0
0A:0U=0C:0B=0R:0P..... 1)
OA:OM—OR':0R..... 9
Dalla 1) per essere OB > O P si deduce (Euclide, V, 14):
OC> OR’;
dalla 2) per essere O A > O M si deduce (Euclide, V, A):
OR > OR,

onde, a fortiorl, si ha:
OC>OR> mup.
Tirata poi per A la A8’ parallela a NS, si dimostrersbbe

pssere smmilmente

OC(08 < nyg

Adungque abbiamo itrovato

mp<y<ng.

E.anche facile dimostrare che le coppie dei segmenti OM, 0P

e dei segmenti ON, OR si possono sempre prenders in modo
che 1 risultanti segmenti O R, O 8 differiscano tra loro per meno
d’un segmento E E' piccolo ad arbitrio.

 Sia infatti O R uno dei segmenti commensurabili con O U e
termimati ai punti del segmento EC e cosi pure O S un gua-
lunque segmento commsensurabile terminato tra C ed E': sard
allora OR > OE; OB C OF o la differenza tra 0S8, OR rie-
scira minore di E R,

Tirata allora la AR e per U la parallela U P/, si prenda il
punto P tra P’ e B in modo che il segmento O P risulti com-
mensurabile e tirisi B M parallela a P T.

S1 hanno le proporzioni :

OU:0A—0P:0R....... 2)

dalle guali risulta che i tre segmenti OM, OT, O A e i tre altri
OF, OR, OP presi due a due, hanno la medesima ragions, ma,
In ordine perturbato; cosicché si ottiene (Euclide, V, 23):

OM:0A=—=0P:0P



s T s
ove, essendo OP' ¢ O P, & pure

OM < OA.

Adungue 11 segmento commensurabile O R risulta dai due
gegmenti OM, O P, del quali OP, e quindi anche OM, & com-
mensurabile con O U: cosicché il segmento stesso O B & misnrato
da un prodotto mg. Anologamente dimostro che i1 segmento O 8
6 musurato da un prodotto = g.

E come O C separa la classe dei segmenti O R da guella dei
segmenti O S, cosi corrispondentemente il nunmero y separa le
classi del numeri mp, n g, e percio 6 y—=(MP, N Q),

ossia &

(M, N). (P, Q)= (M P, N Q)

QUOZIENTE D NUMERI IRBAZIONALI.

Siano (fig. 58) O A, O B due segmenti riferiti all’unita O U e
misurati dal numeri = B.

Tirata AB e per U la UC parallela ad A B, é&:
0A:0C=0B:0U

e nel caso che « B, e guindi anche v — O C, siano razionali, &
pure

aiy=f:1
onde

T=—B‘

Nel caso che = B siano mno o entrambl irrazionali, i1 quo-
7 3
8

1 segmento O C trovato colla precedente costruszione.

In tal caso, supposto &« — (M, N} 8 —= (P, Q) e prese, come pel
prodotto, le coppie dei segmenti O M, O N e dei segmenti O P, 0 Q,
g1 conducano M Q, NP e per U le rispettive parvallele UR, U S.

S1 ottengono cost sul lato O y due segmenti O R, O S che essen-

ziente © lo intendersmo ancora definito dal numero 7 che misurs

. . . ; . . - It n v P
do m, », p, ¢ razionali, sono misurati dai quozienti — —: i quali
4 P

segment: si dimostra facilmente essere uno minere di O C, 'altro
mMaggiore.

=




e ,
Difatti, tirata BR' parallels, a UR, si ha |
0Q:0B=OM:0R'....... 1)
OU:0B=0C:0A—O0OR:0R'....... 2)

o dalla 1), per essere 0Q > OB, & pure OM > OR', e quindi -

anche - ,

OA>OR
dalla 2) per essere O R> OR' &i deduce che & pure
0C>O0R>
~ Analogamente, tirata B S’ paraliela a U S, 81 troverebbe
0C ¢-08 ¢ 3
Si & dunque dimostrato essere:
= <1< 3

Sia inoltre B E' un segmento piccolo ad arbitric e si pren-
dano OR, OS commensurabili con O T e terminaii I'nono tra
E e C, Valtro tra C od E’: cosiechs la differenza ira OR, O8

Tiesea minore di B R,

Tirisi UR e conducansi per A, B le parallele A S", BR.

o1 ha: |
OU:0B=0C:0A=O0OR:0R'..... 1);

81 ha pure:

OR:0A=0T0T:08"
OA:0C =05 »4 L

onde (HEuclide, V, 23) deducesi la proporzione :

OR:0C=0B:08"..... 2) - ;
St ha dalla 1), essendo OR < O C, che & pure i
OR ¢ O0A,

e dalla 2), essendo OC S O R, deducesi similmente
08" > 0B.

Se ora M Q & una parallela a UR situata tra BR, AS" e
che determini i segmenti O M, O Q commensurabili con OTU, s

ha che OR & misurato da un guroziente am_




* -'\.'-. ‘_ L 7'-:3 . -
- Analogamente tirando A R”, B8 parallele a US e poi una

parallela intermedia N P che "ﬁetarmini i segmenti commensura-
bili ON, OP il segmento OS risulterebbe dal quoziente dei

segmenti1 O N, O P e sarebbe misurato da }j

Ora, come O C separs le classi dei segmenti O R, O 8, cosi

il numero v separa le classi dei numeri -?- %: & ciod y — (%I. y ;‘)

0ssla
‘ M N
(M, N): (B, Q= (G p)
(Continua).
A. BrerigNaNDL

TEMI DI MATEMATICA

PER LA LICENZA D' ISTITUTO TECNICO

RELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA

( Contirvuazione)
Avrunno 1882, I). — Determinare ¢ lati d'un iriangolo ret-
tangolo, conoscendone Pares ed 2l raggio del cerchio inseritio.
Sotuzione algebrica. — Rappresenti §* 'area data del trian-

golo ed r il raggio dato del cerchio inscritto. Chiamando @ l'ipo-
tenusa ed y e 2 1 cateti del triangolo, alla determinazione delle
mcognite si hanno le fre equazioni:
— __2ss . ? ¢

Y 2 — 28 m—}—y—i—zﬁ_?; X =y - 2

Dalla seconda segue:
4 54 o 4 5% (y -

2 =S5 +y 42y — 2D

e sostituendo ad y z ed y* -} 2 i valbri corrispondent] datl dalla 12

e 3% egmnazione

Sf+r=r(y-+ 2,

?12_1_31 Ed iv_si_?.l

donde: y + 2 — Porchs 1l problema sia pos-

sibile occorre intanto che si abbia s> », poiché # non pud es-
sere una guantita negativa.

=
¥
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Conoscendo la sorama ed il prodotto di y e 2, 1 valori di
queste quantith saranno le radici dell’equazione:

s J L, S
le guali sono:

] g2 '/ 53— 2\ p? ? o % 3
y—" : e , .1 ts 57—
V=tV () — %= 27 l/( ) — 5

Perché queste radici siano reali, come il problema richiede, oc-

eorre che si abhi 82 2 : - 7
Che st abbla —— > s, ossia dividendo pers e trasportando

() —2(5)—1>0, sicchs il ¥ dovrt '
= -} — 12> 0, sicché il rapporto ~ dovra essere o maggiore

dells maggiore o minore della minore delle dus radici dell’equa-

aone o' —2p-— 1—0 1o quall sonop’'—1 -+ Vﬁep”:l-——l/i
DHDHHE;> V2 -} 1, giacehd il rapporto stesso non puod essers

minore di [ — }’2 che & una quantita negativa.
Begue da cid che data ’area s° del triangolo, questo non esiste

% non sl ha r < . ; Nt mentre dato il raggio » del cerchio

wseritto nel triangolo conviene scegliere l'area &* in modo che la
radice quadrata di quest’area, ossia s, sia > 7 (12 - 1) ed inoltre:

13 r ] - = - ' . i
1* 2 maseime raggio del cerchio inscritio in un triangolo rettan-
S

_ T1—=s(2—1);
2 la mingma area s° di un triangolo retiangolo di cur é dafo il
eggio T del cerchio inscritio, si ha guando s—r1 (}/2 + 1).
‘SGZHEE'{J?EE geometrica. — 81 deseriva un angolo retto A BC,
Tndi un eerchio di raggio r tangente ai due lati daﬂ’ﬁngnlﬂ,
pol tolta dall’area data un’ares
A uguale a quella del guadrato
MONB del raggio del cer-
chio inscritto, si trasformil’a-
rea rimanente in um triangolo
avente per altezza il raggio
OP; la mets della base di
questo triangolo sichiami A’ C',
M C E chiaro che inserendo fra i
lati dell’angolo retto un seg-

golo di cui ¢ data Varea s° si ha quandor —— 75

-
i
-
!
R
3
oo
.
: A
g
ik
3 s
el
[
) Pa
l I..
"
]
I.'
;

A

e g T [ 1



— 75 —

mento A C—A’C’ in modo che sia tangente al cerchio MNP
si avra il triangolo richiesto A B C. A tale uopo si descrivera
st A’ C' un segmento di cerchio capace di un angolo uguale alla
meta di 3 retti poi si determinerh quel pumto delParco di tal
segmento distante da A’ (" della lunghezza ». Condotta da que-
sto punto una perpendicolars ad A’ C' i segmenti in eui il piede
di questa perpendicolare divide A’ (C’ saranno chiaramente quelli
che nella figura terminano ad A ¢ P ed a C & P, uguali rispet-
tivamente ad N A ed MC. I punti A e C si possono quindi de-
terminare con facilith e con essi il triangolo cercato.

Avronno 1882, II). — Dividere un tronco di cono relto (cir-
colare a basi parallele) in tre parti dugual volume, mediante due
prant paralleli alle dasi. (Dati © raggi a, b delle basi, si devono
trovare 7 raggi delle due sezioni).

Il trapezio isoscelse A B C D rappresenti una sezione meridiana
del tronco di como ecircolare retto: sardh AB—28 e D=2 a,
con @ > b. Chiamisi @ il raggio di una sezione del tronco, con
un piano parallelo alle basi, che divide il tronco in due parti i
eui volumi sone come m:% e G H Vintersezione di questa sezione
con guella meridiana: sardh G H—==2a. Si conduca poi per B la
perpendicolare 2 D C che incontra GH in K ¢ DC in E.

Chmamando %, H le altezze e », V i volumi dei due tronchi
di sezioni meridiane ABH G, ABC D, st avra:

w:?(ﬁi? + &’ -+ b, V:%‘E(b’"—% a' + ab),
onde x & da determinarsi dall’equazione:

k(bﬂ—f-m?—f—bm):?f—_ia[b?—f—aﬁ—{—ab).

Ma dai triangoli simili BHK, BCEsiha 2. H—=2—5b:a — &,
quindi: »

(2 — b B ;& ba) = (a — & (B -} ﬂﬁ‘f‘ﬂb)ﬁ%

da cui

3 ;
m:\//b3+ m’jﬂ(aﬂ_bﬂ)

con & sempre reale e positiva (o > b).
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Facendo successivamente m=——1, n—2 edm—2, n—=1 si
marmo 1 raggl « ed ' cercati mell’enunciato, ossia

3 3
B l/63+%(m3—63), e !/63 +§(u3 — &%)

“4 poi fosse mz==n—1, allora s avrebbe

s
a3 |- 53
e V ﬂ_-gjj’__ .

Egrare 1883, 1 8). — Dividere i numero 13 in tre partd i cui
Yutdrati diano la somma 75 e tn modo che © itre quadrali siano
M progressione aritmetica.

Chiamando # il numero dato 138, s la somma 75 dei quadrati

‘nlle tre parti, ed x, y due di queste con z >y, le equazioni
fptiorali del problema sono:

At (o =15 257 — 2t 5 — (@ )P =0,

i cui, dopo avere addizionato membro a membro, s1 deduce

5 o 8
s 'il/?,'

Bostituendo questo valore di y nella prima equazione, risulta
24§t [r— (=) D] =
figLp, -
(] g I/E 8 1 I/; e
) x (nq: 3)’1’—-5—|—§(‘H:|: 5) =0,
fiindi : |
.y | ’/E l/s 1 5\2
v =g{n =+ 5)= 3—3(® q:l/“a")’

', L L] ] [ | P
lve 1 segnl superiorl corrispondono al valore - l/-g- per y e
'"{Helli inferiori al valore — l/%

? & . ] 3 -

Dall’espressione precedente per z si pud ricavare agevolmente
' limitazione per s corrispondentemente al valore di ». Con-
J' i v = . . . : " (]
lorando infatti 1 sepni superiori, affinche x sia reale & neces-

;s . p e 2 T ? .
*Wriv che si abbis -3-21(5-;— l/;-) e guindi sg% , menire se 81

Mlvliano 1 segnl 1nieriorl deve aversi %Zl (ﬂ ~+ l/ %)t da cui de-

T, 8 > 3n% Risulta da cio e dal fatto che la sommmg delle

] A

- = T T e np=d et
' o : i
- e - P L A ol LW LA s -
e e g b e PR A LA o 4 =)

= ————

.
S e 0w
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due radiei dell’equazione (1) & ugnale 8 n = V%, che, dato =,
se § & minore di %ﬂ i problema non ha soluzions, se %ﬂ- L8 3nt

il problema he una sola soluzione, e questa corrisponde al valore
—+ '/% per y, finalmente se s > 3 #°il problema ha due soluzioni,
corrispondenti ai valori = ’/g per .

Nel caso speciale considerato nell’enunciato, avendosi s< 3, 13
¥

B > 1—3—, il problema ha una soluzione unica, guella per la quale

ad z, y ed alla terza parte competono i valori 7, 5, 1.

EgraTe 1883, Ib). — Trovare la distanza del sole dalla terra,

preso il raggqio terrestre come unild, e supposto essere 8,57 Van-
golo che gquesto raggio sottende al cemtro del sole.

. . angolo al centiro corrisp. alyarco =ragcio
Resposta : distanza — —F P 8510

, 87 67 —
57017’ .44",7b ; .

g7 & — — 24068 raggl terrestri.

EsraTe 1883, 11a). — Senza far uso di iavole, calcolare la

tangente dell’arco di 37°. 30,
Osservando che 37°. 30/ — % 7h* & che

b TBo — cos 16° __ +/5-+1 y5—1_ 3541

sen 15° 7 2% 2.y vi—1'
81 calcolers Ia tangente richiesta a dall’equazione 2r _Vitl ;
T = — v5—1
OVVero:
'+ 22— /Bax— 1L =0

Da questa si ricava: ¢ —= — (2— /8)+ 2,/2 _ 3.

Del due valori di « dati da quest’espressione quello che si ha
prendendo il segno — pel radicale & negativo, e poiché la tan-
gente cercata dev’essere positiva,pcosi sard:

z-=tang 37°. 30’ = -- 8 — /3)+ 2 /8 /5 = 0,7673270.

Esrare 1883, I1 b). — Un flume separa un osservatore da una
torre alta metri 64,8. Con un sestanie losservatore, ¢l cui occhio
é a 1™, 60 sul livello del piede della torre, determina in 47°. 56’
Uangolo sotfeso dall’altezza della torre. Qual’é la distanza dell os-
servatore dalla torre?




e TR L

C La verticale CB rap-
| presenti la torre, 1'oriz
zontale DB il piano del
del terreno, e sia 4 la po-
s1zione dell’ocehio dell’os-
servatore. Immaginando
da 4 la perpendicolare

AD alla DB e tracciate
4B, A(, ed AE parallela
a DB, s1 avra:
AD=EB—=—m. 1,6; < CAB:—=47%56"7 CB—=648.

Pongasi: <DBA-—« AD—4% BCO—H, BD—z, < CAB—B.
Sara < CAK =B~ e dail triangoli rettangoli ADB, CAE si
AVIa: AD—A— 2. tang = AE—a—(H — 2) cot ( — 2),
donde, eliminando la @, e sviluppando cot (B — «):

h 1-4-tangp.tang «
t,aﬂguf'(H_—h) tang B — taug «

B D

OV Vero:
(1) ... (H— A)tang g . tang® . + H tang 2 — A tang § — 0.

i ¥ - = L L] " o s :
D1 qui rieavando tang =, si avria 2 dalla relazione x — L

Poiché le quantith H > % ed % sono da supporst positive e
tang P parimentl, dal segni del termini dell’equazione (1) '8i de-
duce che la radice numericamente minore dells medesima & po-
sitiva e l'altra da trascurare negativa. E cosi coi dati numerici
del’enunciato si trova tang e« — 0,02488 e quindi @ —m. 60,3.

{ Continunl, A. Lyera.

l__.—-a_

ESERCIZI SUL TRIANGOLO RETTANGOLO

—_—

I. Data lo bisettrice dell angolo retio d'un triangolo rettangolo
e Uarea di questo, determinare i lati.

Sia « la misura della bisettrice, s la misura dell’area del trian-
golo. Indico con 2, =z, y le misure rispettive dell’ipotenusa e del
catetr. Alla determinazione delle incognite servono le equazioni:

7
(e 4 y)?
Dalla 1* e 24 si ha: (r y) — 2 + 45 Sostituendo questo va-
lore nella 3%, guesta diviene:

— o,

[1] 2Yy=2%; -y =22y




W -«

28zt
487

3-::&2'/3(23-—-—5{?).
o r

Dei due valori di # quello proveniente dal segno meno non pud
soddisfare al problema, Paltro affinché sia reale richiede che sia

« ogsig o ¥ 45— 88—=0

da cul

23—5{*}0, ovverc « << V' 2s.
Sostituendo nella 22 delle 1] i1l valore trovato di z, per de-

terminare z, ¥ Testano a risolvere le equazioni

g 2_831_4:515‘:!_ _2
g =~ $Y =128,

da cm1 st ha snbito:
B /3
r 2

x-;y—2\ E‘E; o — =

v s (s— of)

e successivamente:

m:%[S—I— 3"3(5+=f)]; y— "‘f [S— »,r”s{s-—u?}}

essendo inutile tener conto del doppio segno pel redicale in »—y.

Perche 1 valori di r ed y siano reali & mecessario che sia
§—a >0 ossia « < /5, e poichd se questa condizione & soddi-
statta lo & pure la precedents, cosi guest’nltima & la sola che si
richiede perché 1 valori di z, ¥, 2 siano reali e positivi.

1. Data lo biselirice dell' angolo retto d'un {triangolo rettan-
golo e la sua zpolenusa, delerminare ¢ cateit,
Siano « e @ ls misure della bisetirice s dell’ipotenusa date e

s'indichino con z, y quells de: cateti. Si hanno le equazioni:

acay

(@ +y)*

Dalla 2* di gueste, tenendo conto della 12, s1 ricava facilmente:

a(zk v/ 2atta?)
5 .

— e

11] 4y sy~

2{xy) — 2« {(xy) —a' ﬂ’:{}*dnndﬁ: &Y —

Evidentemente #y & positivo, quindi pel radicale deve prendersi
1l segno pin, ché essendo /2" > %, se sl prendesse il segno
meno, x ¥ riuscirebbe negative. Si 6 cosi trasformato il sistema {1]
nell’altro

@ty =t 2oy =t T T )
Da questo dednconsi immediatamente 1 valori di # +ye ¢—y
e quindi & e y ossia:

o
1 -l
= T TR mEE R LR —
(] a

meowem e oTmam FLEm s (1t

T, L e P

=y o P o H
. 1 T ——T ¢ rT W oWt
o o

T cmas e T -
] .

- g | e opee D=

e |
il ™l T — Ly " — T —

T —

R e Y e —"—




Ora perché 1 valori di « ed y siano reali e positivi & neces-
sario e sufficiente che sia @' —a (2 | /555 T a2) >0, da cul tra-
sportando il radicale nel 2° membro, quadrando e riducendo si
ricava a® > 2 4.

1. Data Valtezza corrispondente ail’ipolenusa e la bisetirice

dell’angolo retto d'un triangolo rettangolo, determinare ¢ swoi lati.

Indicando con % ed o le misure dell’altezza o della bisettrice,
con =, y, z rispettivamente le misure dei cateti ¢ dell’ ipotenusa,
alla soluzione del problema si hanne le squazioni:

1 T e ) xya "
[1] ry—hz;, x+y—zxy TP —
Dall'nltima di queste, tenendo conto delle due sltre, si ricava
hzd ot _ 2hat
hz AT oh— da cul deduces: e pa L

51 ha percid da risolvere il sistema:

4 h® o 2Rt ol
ﬂ.‘:‘ ‘|‘3f _“(gki u:)%? y'_ﬁh?—a’

dal guale ricavasi, operando come nei precedenti esercizi:

2ha
w_giu__n (h+ y aF hi):

{h v/ of — At)

Perché @« e ¥ riescano numeri reali & necessario che sia
o' — &' >0, ossia « >k, perché pol siano positivi e finiti deve
essere 24°— ¢* >0, la quale include pure 2 — /= 22 = 0. Infatti
da quest’ultima deducesi successivamente h> /73 e 2k*—«* >0,
Si ha cosi che =< /9.% onde risultano per ¢« le limitazioni

V2. A>=2>h od anche \/’E}%ZI.

1V. Dato ¥ perimetro d'un triangolo rettangolo e la bisettrice
dell angolo retto, determinare 1 lati del triangolo.

Indicando rispettivamente con ¢, 2p, z, ¥, z le misure della
bisettrice, del perimetro, dei cateti e dell’ipotenusa, alla deter-
minazione delle incognite si hanno le equazioni:

>
ryz 2

Ty =g ety =AY m ="

m ;. e T ERE
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Dalla 1* e 32 81 ricava subito: ‘

2y /2
2

Dalla 18 e 2* risults poi:
4+ y=2p—x—y), da cm zy—2px—2py+2p =0

— o ossia 2y 3 —e(x-|) =0

Qi ha cost da risolvere 11 sistema:
2y —2pty)+2p=0; zy yi—a(@+y) =0

Da questo deducesi:

__ Rp*a o Bptyd
my_ﬁx"'ﬂ_.j}—u’ m—l—ymﬁ Ve .p—a’
donde
= b 3P Fp—[— a2 —2\z.pat-pi;
2-._.5-.}3-—-'1_ } V3D p_dj

o "lh:;E . p i ,’_'! e =‘—|
I =grr 5 IF  Fe—R¢F. g |

Si ha poi subito

. 4p WZ:
“—2p v’z‘—m[P "’2_”5"]'

Porchd i valori di « ed y siano reali occorre che si abbia
2 —2 /2 ap -+ p° >0, onde, se p si considera determinata, 1 Va-
lori possibili di « soddisfacenti a guesta condizione saranno quelli
maggiori della maggiore o minori della minore delle radici del-
Veguazione o' — 2, Zap 4 p*—0, le gnalt sono «=p (2 = 1)
se poi vuolsi che 1 wvalori medesimi siano anche positivi, come
richiede la natura del problema, conviene che sia 2,/2p-—¢ > 0.
Ma considerando che pure z dev’ esserc positiva, e percid deve
aversi p /3 — =0, ossia « <p '2 (la qual condizlone trascina
Valtra 2 /2p—a > 0), si ricava immediatamente che 1 soli va-
lori accettabili per « son quelli minori od uguali a p (/2 —1)
od il massimo valore attribuibile ad « & precisamente p (/2 — 1).
Si & pervenuti cosi al risultatd® che di tutti i triangoli rettangoli
di dato perimetro 2p quello ha la massima bisettrice = dell’an-
golo retto pel quale ad s spetta il valore p(y2—1)e in questo
caso ad @, y, z corrispondono i valori

Ve B, M/ 1% — 2p
eglt? # dLg@® T

H J-S—

onde il triangolo in discorso & isoscele.

——

" — —
- '

L B i s eppeepy—— —" " Al
mr o= = m
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Viceversa, considerando come determinato «, perché i wvalori

di = ed y siano reali conviene che p sia maggiore dela mag--

giore ¢ minore della minore delle due radici della stessa equa-
Z10Ne _pe s K ,F"'_Q &P —f— o — 0 eonsiderandovi P come incﬂgnita., le
quali sono p—a(/2+1) = f'—é (2=x /2.

Ma poiché z dev’essere positiva insieme ad « ed y, conviene

o 8

inoltre che si abbia /2p-—a >0, ossia p > VE onde, essendo

2. 2— 2 < ?“_E , 1 valorr1 da ritenersi per p saranno soltanto
o

2 &
\ 2

pud prendere p sara precisamente % (24 /2). 51 deduce da cid

quelli maggiori od uguali ad — (2 4  8) e 1l minor valors che

che tuttl i triangoli rettangoli aventl una determinata bisettrice «
dell’angolo retto, quelle ha il minmimo perimetro p, pel quale p
ha il valor precedente, ed allora ad @, y, 2z corrispondono poi i

valori

- 2 (2 3 . vEe(Z-/2)?
=74 3yi T df3yvE

ed il triangolo che si oftiene & isoscele.
D. Gaupronr.

ESERCIZI PER LA SCUOLA

Applicazione della teorica delle progressioni,

. Dimostrare che dando ad ¢ i valori 1,2,...m e suppo-
nendo che ay, &, ...a, formino una progressione aritmetica di
ragione d, la somma S delle somme S, 8,,...3, delle m pro-
grossioni aritmetiche che si deducono dalla

<a.0,+d.a;L2d...a, 4+ (n—1)d

mn(n—1) mrim—1) 4
2 d 2 @

5 =a, m*

© 1n particolare supponendo che 1 numeri a, @, ...a, siano
1,3,...2m—1 e si abbia d—2

S, +S,-F ...+ 8, —=m (m* 4 ' —n).
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9. Dal risultato generale dell’es. prec. dedurre che la somma
dei termini del quadro

‘ﬂ mB-
L] T F n n‘t ] i ! : i i i
3 S’E a.;l ﬂ:?j 2 S0N0 1 t'EIm Iil d UTLE: rogressions Aar me'-

tica di ragione d e si forma il quadro

llllllllllllllll

ﬂa] ﬂﬂ? ﬂa'd; iilﬂaﬂ!?
dimostrare che la somma del termini del medesimo o

mim—I ,)n(n|1)
a, m - 5 74 g

4, Dal risultato dell’ss. prec. dedurre che la somma del nu-
meri del quadro

mi

[’:"_ﬂ (72 —+ 1) ']2

: 2 .

e in particolare clis la spuuna del numeri delia tuvola di m
tiplicazione {pitagorica) & 2025.

5. Dimostrare che se 8, 8,,...8,, rappresentano le sorome des
primi » termini di m progressioni aritmetiche i cui primi termini
Gy @y . . . @, formano una progressione aritmetica di ragione ¢ e
le cui ragioni d,d,...d, forrgano parimenti una progressione

118

-
|

aritmetica di ragione d', s1 ha:
=1
Si+Sg—f—...+S,n:n=alm L m— gl 4

7 (1 —1) , mim—1) 4}
LB gdlm. —ri

e in particolare se a,a, ...a, sono i numeri 1,2,...m ed,d,

e, 1 numeri1 ,5,...2m—1

D@ : . nm (1l -+ mn)
S+ 8, 4. . A B ;_ .

[T -
g - —

[ T T TN SR —
¥

L I
=
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6. Dimostrare che dando ad ¢ i valori 1,2, ... m e supponendo
che @, a,, ...a, siano i termini d’'una progressione geometrica
di ragione ¢, la somma S delle somme dei termini delle m pro-
gressionl aritmetiche che si deducono dalla

~.a+d.a+2d...a,+n—1)d

L)

e

7 (1n—1)
5 '

7. Dimostrare che se S, S ... 5,, rappresentano le somme
dei primi » termini di m progressioni geometriche aventi la stessa

S — W_lfmd

ragione ¢ e per primi termini 1 numerl a, @, ...a,, formanti
una progressione aritmetica di ragions d, si ha

S, - SE I _Sr'n L (ﬂ:1 i m{mz-—-l) | d) '9;"’:11
e in particolare se @, a,...4, SOono i numeri @, 24, ... M a
S+ 8,4 ...+ 8, =G,

8. Dimostrare che dando ad ¢ i valori di 1,2,...m e suppo-
nendo che @, 8., ... 4, siano 1 termini d’una Progressions geo-
metrica di ragione r, la somma S delle somme dei termini delle
m progressioni geometriche di ragione ¢ che si deducono dalla

‘ TR0, g0
é
. rm—1g -1
'—ﬂl*r—l g—1

J. Nel caso dell’es. prec., supponendo che m ed n crescano
indefinitamente, mostrare che S ha per valor limite
R S
(1--7)(1—q)
10. Dimostrare che se S,,S,, ... S, rappresentano i limiti delle
somme di m progressioni geometriche decrescenti aventi per primo
termine 1 e per ragioni rispettivamente ¢, ¢% ...¢™ si ha:

1,1 1 g{l1—qg™)
; | s iy
S;‘S,""+Sm“m =3

11. Date le somme 8,, 8, del primi » e p termini, rispettiva-
mente, d’'una progressionse aritmetica, mostrare che il primo ter-

mine della medesima o £L2—LS—n(7—1)8, , & la ragione
S, —2p 8, R
#p(p—mn)

i i z



12. Se a,, @, a, rappresentanc i termini m™™, n", P

d'una progressione aritmetica, mostrare che si ha la relazione:

- (p—® an+ (m—p)an - (n—m) a,—=0.
18. Se a,., a., z, rappresentano i termini m*™°, 2™, p™™ di
ung progressione geometrica, mostrare che s1 ha:
ol = ) - - =L

14. Se 8,, S,, S, rappresentano rispettivamente le somme de1
primii m, %, p terraint d’una progressione aritmetica, mostrare
che si ha la relazione:

np(p—m)Du+pmm—p)d,+ma @B —m)3,—=0.
15. Dimostrare che se P,, P,, P, rappresentano, rispettiva-
mente, 1 prodotii del primi m, %, p fermini d’una progressione
geornetrica, 81 ha la relazione:

Pmﬂ B ip —- nj. Pﬂp 11 fm - ;z:uj‘ Pﬂm ®nofn - m) — 1.
16, Dall’identith:
(n 4+ 1P ——nP=3n{xn+ 1) 1,

dedurre che la somma del primi m — 1 numer: iriangolar: %E :
2.5 (‘?H et 1) ¥ 3
_"2_"- y v 2 7 B

(m—1)m (m—1)
5 ;

17. Addizionando termine a termine le due somme

L sl BT o Bl g o 10
0.1-+-1.24+2.84 ...+ (m—1).m,
dedurre che

12_1_2:_]_“._J__mﬁh,_ﬁ_m(m‘{‘l:é(ﬂm“l‘l).

18. Dimostrare che la somma dei prodotti due & dus, in tutti

i modi possibili, dei numeri 1, 2, 3,...m &
»
m—1)mm+4-1)Bm4-2)

12
19. Dimostrare che la somma dei prodotii dei termini corri-

spondenti delle due progressioni

~a.{ea+x).{(a+2x)....(a + [m—1}a)
b By} B+ 2g) b+ Im— 1] y)

[ m(m— (m—l)m{ﬂm—-l)m

1
mab - 5 )(bm“l“ﬂy) | 5 Ch

-— —r e wmmm e v - owrme= T = omar = s - - -
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20.- Dimostrare che la somma dei termini della serie che si

ottiene moltiplicando i termini corrispondenti delle due progres-

sionl
—wa.latax).{e}2a)....(0+[p—1]@
2hi by ¥ B b by

a;y) y*—1  ndbay"

y—15 yg—1 " y—1
21. Dimostrars che 11 limite della somma

ab4(at+x)by-+(@+22)by 4.+ (a4 [n—1]2) by" ~'+..,

in cui ¥ & minore dell’unita, gquando » cresce indefinitamente, 6

E:(ﬂ

b . bwzy
11—y ' 1—yt
22, Dimostrare che la somma dei termini della serie che =i
ottiene dividendo i termini corrispondenti delle dus progressioni
—a.leta).(a+2x)....(a+[n—1)x)

7 -1

=b: by : byt .. by

1 ! . | @ (y* — 1)

=D e D+
23. Dimostrare che 11 limate della somma
a4 0+2 , e+22 ad-n—1jz
E{I by | by‘! EL R by"-' [ »% 13

in eni ¥ & maggiore dell’unitd, quando # cresce indefinitamente, &

ay' tey—ay

by*2by+0
24 Ihmostrare che la somma
a  ac+b ,act4-bet b | ,acn -1 pbher-*4...-;bet b
EE écl ; el N 2 dr — | Y

° afe —dyle —-1)(d—1,] E}(c‘“—l){d——]_}—b(ﬂ“_1!(153_1)'
ed” - tic—djle—1{d—1)
26. Dimostrare che avendosi ¢<d e d> 1, l1a somma dells
serie infinita
& ac+b , ae’--be-+ 0 acﬂ—]—bcf—l—bc%—_@_}_”'

E { e 1 et i e

m..i

2d*—~—ad-|-bd
ed- —ecd—ed-L-enr’

A, LiveuL
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SOLUZIONE DELLE QUISTIONI 20, 21 e 22

—

20. Provare che esistono die triangoli tsosceli, e due soli, col peri-
metro di 8 metri e Uarea di 2 melri quadrati, e calcolare la base di cia-

seuno di essi q meno di un millesimo dr meilimelro.
D. BESSO.

Soluzione del Prof. F. Viaggi (%).
Ciascuno dei lati ezuali d’un triangolo isoscele sia misurato da y e la

base da 22; siano 2p il perimetro ed a Parea del triangolo: «,p sono

costanti positive.
Si stabiliscono le seguenti equazioni

) Ry § S
J;"/E;E fﬂi_ﬂ

daile guali, eliminando y, 8i ricava l'equazione cubica

2pad—pratta*=0 (1)

che pud anche scriversi cosi:
Y B gt ot :
(2~8) oD +a—F=0 w

Attribuendo ad &« valori continunamente decrescentl da O a — o0, 2 p &3
e — 12 2? decrescono continuamente da 0 a —w e il 1° membro della (1)
da o a —o0, pereid (1) ammetie sempre una ed una sola radics negativa.

4
Se a? —% > 0, per ogmi valors positivo attribuito alla @ il 1° membro

delia {1") assume valore positivo, quindi (1) non ha radiee positiva.

4
Se af -J% —0, la (1) e quindi (1) ammette la radice doppia positiva g.
—_— jis . r ; w ; D P
S¢ af — o < ), poich® per due valeri consecutivi scelli tra 0,5,2 e
attribuiti ad a il 1° membro della (1) assume valori di segni contrari,

la (1') ha due radici positive comprese tra 0 e “g In guesio caso, se ¢ &

un angole ausiliario acuto determinato dalla equazione

Cod g -—5\;: ﬂ,

la (1) si trasforma nella seguents:

4 (x;iﬂ_&_‘]-)a_g(fif_ 1) = cos (y — 180°);

(*) Altre soluzioni vennero inviate dai Sig.! Prof! E. Millosevich, R. Badia,
F'. Palatini.
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- .
e confrontando guesta con 1'identita

‘F

4cnsﬂ-(‘§§— 60°~{-% . 120°) — 8 cos (3

81 scorge che le sue radici sono fornite dalla formola

— B0} % . 1zon) = cos (g — 180°),

= YI% g0 (%% 60° 1% . 120’)1

dalla quale, ponendo 2 — 0,1, 2 si deducono le radici positive

o1 (™ "g - See (ﬁﬂ* = - g)

&' %_ ey
2p

e la megativa

v 34 ¢
2_’3} se g

Ora delle radici di (1) conducono ad una soluzione del problema geo-
metrico gquelle che sono peositive e minori del valore corrispondante d’y,

|3 -
i

ossia quelle comprese tra 0 e ‘g-: percid mel 1° caso il problema non ba

goluzione, nel 2° ne ha una sola e il triangelo risulta equilatere, nel 3°

ne ha due, )
Il cago di p=4, =2 rienira nel 3°, ¢ per questi valori particolari

si ha
w2 = 1,8b4637T6797...
x'' = 0,bD696 82832 ...
o' ——0,45160 b5629 . ..

¢ le basi det due triangoli che rispondono al problema calcolate a meno
di un mezzo millesimo di millimetro sono di metri 3,7092756 e 1,1989817.

Osservaziove. Se ei si propone di calcolare la bage (2a) dun trian-
golo isoscele, data 1’'area {a) e la differenza (2p) tra la somma (2y) dei
lati eguali e la base; si ottiene il sigstema d’equazioni che si deduce dal
precedente cambiando il segno alla letiera «. Dalla digcussione precedente
31 conchinde che quesio nuovo problema amimetie sempre una soluzione
& una sola.

Nel easo di p—4, g — 2 la base calcolata a meno di un mezzo millesimo
di miliimetro & di metri 0,903212.

2R. Sulle perpendicoluri ad wn piono dato, innglzale da due sSuoi
punti A, A’, sono presi ¢ segmenti A B=2a; A' B =a; ¢ dala la di-
stanza AA'=a 7, ed ¢ dalo Pangolo acuto che wna retta AR di quel
piano forma colla A A': trovare sulla A R un punto C tale che sia Dan-

golo B CA doppio dell’gngolo B' C A’,
D. Brsso

Soluzione del Prof. F. Viaggi (*).
Sia « 'angolo che la direzione A R forma conla A A’} e sieno A C=az,
A’ C=uay; x,y rappresentano numeri positivi.

(*) Un’altra soluzione vemne inviata dal Sig. Prof. B Millosevich.
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Poiche cotg BCA = z , cotg B’ C A’ =y, essendo per ipotesi 'angolo

BCA doppioc di B'CA’, si ottiene la seguente equazione:

i

y*—1
3 (1)
Un’altra equazione s’ottiene scrivendo la relaziope tra i lati del trian-
golo ACA' e Vangolo e

WP=ot—2 \Ereosa-1-9;

e dalle due, eliminando x,

1
Y'—¥—3 \ 2CO8 u 0 2)

che pud anche scriversi nel modo seguente:

2 1 32 2 i
(y _"I._;a,‘) (y | VE) | 3ys 2yv7c080 =0 (),

Conducono a una soluzione del problema le radiei di (2) che sieno po-
sitive e diano per = valore positivo, ossia le radiei maggiori di 1. Ora
y3 — y =y (y + 1) (y — 1) cresce continuamente da U a | « se ad ¥ 51 at-
tribuiseono valori crescenti da 1 a |-, percio:

Se o> 90°, il 1° membro della (2) rimane positivo per valori eguall o
maggiori di 1 attribuiti ad y, ossia la (2) non ammette radice maggiore
di 1 e il problema non ha soluzione ;
~ 8e a=00°, l1a {2) ha la radice w, e guindi il purto allinfinito di A K
risponde al problema;

Qe < 00°, che & l'ipotesi del testo, la (2) ammette una ed una sola
radice maggiore di 1: & pud anche osservarsi che essa & la sola radice
positiva di (2), perch2 le sue tre radici, avendo per somma 0, non pos-
sono essere tutte ¢ tre pesitive, ed avendo per prodotto il mumero posi-

: 1 L. : ;e
tivo - debbono essere una positiva e due negative, se reali. Ri-
2 Ve eosw

manendo dunque nell’ipotesi a <C 907, basterd prendere la radice positiva
di (2), ed essa condarrd alla soluzione del problema: procediamo alla de-

terminazione di ial radice.
Sia intanto «, P'angolo acuto determinato dalla equazione

»
3 /3
CO8 o, — i v’?‘f’

@, = 23717 1" 4342, ,

2 1
3 Vs 2/7cose
ha (il che si rende manifesto, ove si osservi che per valori negativi d’y
il primo membro delia (2') & negativo); unica radice reale & la positiva

che & fornita dalla foermola cardanica

08818

< 0, radice negativa la (2) non ne

Se ¢ > a;, e quindi

-

e Y s P -
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1
O T l/ 1 1;5', ; 1 l/ 1 1&
y_zii VF COB ot 32costa 27) ' (4 yZcC0Sc 32%e08’a 37

1a quale con Paiuto dei due angoli ausiliari aculi ¢ e ¢, deferminati dalle
equazioni

o ? cos a, tangqa=|/tang§:

sen § ==

33
diventa
2
S Vssendy
e quindi da (1)
_— sen* 2y
T 2yisene
2 1

=10, le radici di &) Huﬂu una po-

Se e—ua,, & qu111d13 = Fvsoosa

gitiva e un’alira doppia negativa, epperd

_ 2
e da (1
) 1
T 2vs’
Se o< a,, e quindi 2 . = 0. meree Pancolo acuto ausi-
1 © 4 33 2vzeosa 3
liario =~ determinato dall’equazione
Co8 4 = 3 Vii
T 1 Vzeos o’

Pequazione (2) si rasforma nella seguante

() -3 (G )= e

e paragonando questa coll’identita

4 cos® (% —+%. 120"—’) — 3 cos (3 -+ . 12{1*’) = COS ©

8i scorge che le sue radici sono fornite dalla formola

——= COB ( +- k. 1200)

v’ 3 3

s, limitandoci alla radice positiva, si ha per questo terze caso :
¥ i

CO8 7 :

Y — i_. COos 8 %

V3 0 3 cosB0°
e quindi da (1)

sel (SG"-' ) sen( 30° — 3 | 1
¢
I

00580".13035

Il caso = =0 rientra nelP’ultimo considerato; ma trattato direttamente
conduce alla soluzione




s TF st

-

r=I(Vi+ VD)  y=30vi— VD)

Osservaziore. Se il rapporto A B:A'B’ fosse diverso da 2 la equa-
zione nelia ¥ verrebbe del 4° grado, percid la (2) si pud considerare come
caso particolare d'una biquadratica in cui il coefliciente di y* sia diven-
tato 0, & quindi una sua radice sia diventata oo; il che verrebbe a dire
che i! punto allinfinito di qualunque direzione AR risponde al problema.
Quesio per altro si pud giustifleare con considerazioni geometriche nel
modo seguente: gqualunque sia la direzione A R e comunque preso Csu di

di ossa, 8i ha :
tang ACB o AC

tang. A’CB’ " AC
quindi
tang A’ CB’
_A_(EEHQ A'CB' A'C
A'CB" 7 " tangACB = AC’
ACB
. TR : ,
ora se C si allontana all'infinito hmﬁ — 1 e, poiche ACB, A'CB’ fen-
. tangACB __ . tang A'CB'
dono a zero, lim ACH =1 e lim 2 CE il
dungua
Vm ACB 9
S Uloh:

x> Fliminare X, ¥, T dalle tre equazions
yb—c+z)+z{e—bfy=X+y*42°
zle—atxyLae—ctz)=Y42*1a®
rx@a—b—tyRb—a—oyf2(2¢e—a—8=X+Y Z-+
122t} y* - 27— yz — 0 — 2y}

D, Brsso.
Soluzione del Prof. 8. Cutania {*).

Le prime due si possono scrivere:
(y— 22— (b—0cY y—2)+2=0,
(z—aP—(c—a)(z—ax)+ Y==0
La terza prima si trasforma in
i = G ey B —g— - #RE—— =% {2
+ Yz —a)P-+Z+ (z —y)
1l secondo membro di questa edtiazione, tenuto conto delle due equa-
zioni precedenti, si riduce a
b—c)(y—2)F+le—a)(z—2) 4 24 (r— )
Sostituendo, trasponende e riducendo si ha:
x—yh) —@a—-Ylz—ypt2=0

..

T

(*) Altre soluzioni vennero inviate dai Sig. Prof.! L. Bosi, 8. Gaiti, G. Ribong
e F. Viaggr. -
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Dalle tre equazioni cosi trasformate si hanpe immediatamente qgueste .

ire alire:

. bh—e l/ b — £\3
y—i=—g—=} (3 )
= e —a ¢— a\?
FTE =g iV( 2-) T,
a—1b l/ a— b2
omy=232 2 )/ (T~ 1.
le guali sommate membro a membro danno.

=)/ 5 5=V (5 v =V (55 =0

Togliendo i radicali, dopo facili riduzioni, si ottiene per eliminata delle
tre equazioni date la relazione seguente: ‘

X2 ye ] 72 —2XY—2XZ-2YZ—XB—a)la—e)—Y (e—b} (& —a)
—Za—e)le— b)y=0.

QUISTIONI PROPOSTE.

24. Se a, b, ¢, f rappresentano numeri positivi e si ha:

ax®+bayt+cyr—=f od r*—a* 3
dimostrare elementarmente che i valori massimo e minimo di r?
sono dati dall’equazione

(0 —dac)r*+4f(at+e)r*—4 =0
A. Lugrr

25. Dato un cerchio ed un triangole ecivcoseritto al mede-
simo, condurre una coppia di tangenti al cerchio che stacchl dal
lati del triangolo dato segmenti proporzionali a tre segmenti daf1.

A. SAUvE.

26. Se una piramide ha per base un poligono regolare, la
somms dei quadrati degli spigoli laterali & uguale a tante volte
la somma dei quadrati della congiungente il vertice col centro
della. base e del raggio del cerchio circoscritto al poligono base,
gquanti sono i lati di questo poligono. (%)

(*) Teoremz enunciato nella Poligonometria analitica del Prof. Callegari
e da questi attribmito al Prof. Piani.
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C. 7. Reagio: Complementi d algebra per gh allievi degl Istituti Teeniei (2° bien-
nio). — Ditta G. B. Paravia — L. 3,80.

“ In questo volume st irova sviluppato tutto 1l programma d'algebra per gh
¢ Tetitnti Teenici (2’ biennio) L’Autore ha raccolto i vari articoll in quattro
“ 1ibri setto guattro titoli collettivi (Caleolo combinatorio — Numer: e gran-
¢ demze — Variabile e limite — Equaziorn e disegnaglianze) per dare all’opera
“ maggiore unith e in certo modo jmprountarla & gnella divisione che si ia del-
s Tanalisi mel smoi diversi rami principali. L'allievo che avra seguito su questo
“ testo il programma e procedera alla lettura del volunme eom’# seritto, v1 tro-
4 yerh, speriamo, 1D conveniente pPreparazione ai gorsl superiorl. ,

In quest’avvertenza premessa all'opera b segnalato cid che costitnisce 1l suo
maggior pregio: e invero in ciasenna pagina appare evidente lo studio messo
dall’egregio A. a porre nella mente degli allievi 1 germi d1 teorie che do-
vranno essere fecondati in avvenire, ed a farlo coi modi piu acconci: preci-
sione nei concetti e rigore nelle dimostrazioni, senza pert I’ingombro di troppe
lungaggini ¢ minuzie che impediscano a menti ancora inesperte di raceogliere
in nno sgnardo sintefico le cose stadiate; largbezza veduie, senza varcire
il limite d’on insegnamento secondario; concisione ed evidenza anche mells
esposizione delle teorie piu delicate.

L'opera che s'& vennta formando nella pratica dell insegnamento quoti-
diano, trarry da questo occasione d miglioramenti per future e, spero, prossime
ediziomi: cosi gualeosa potrebbe forse essere soppressa, gqualche altra aggiunta
(I'applicazione. per esempio, delle diseguaglianze alla discussione dei problems,
la gnal discussione & uno scoglio dei candidati alla licenza), qnalche defini-
zione resa piu precisa (gqumella sul limite, a mo’ d’esempio, in cul e detto che
41lla variabile indipendente s'attribriscono valori sempre crescenti o decrescentiy
senz aggiunger altro, il che sl presta a un interpretazione incompleta), gnalche
enianciato di tecrema reso meno ellittico (&ra gli altm, aleuni di guelli cke
rignardano diseguaghanze dedotie dz una o pil alire)

Ma il 2° libro, ehe ® il pilt notevole del volume, @ anche quello su cm
1’A. potrebbe, & mio avyiso, effettnare gualche rimutamento di maggiore im-
portanza. Egli, con savie consighg prepara il Jettore al numerc irrazionale e
all'immaginario ripigliando addintiora i1 concetto di mumero dal primordl:
rapidamente me espone le successive generalizzazioni con metodo analitico;
quindi stodia le grandezze e la possibilita di rappresen tarle con i numer:.

Ora io credo che nn'esposizione sintetica, condotia sul disegno che 1n un
bell'articolo stampato in questo Periedico ne tracciava i1 ch. prof. Bettazz,
vincerebbe sull’alira per rapidith e, cid che pilt monta, per evidenza, 0OVe 81
badi che la teoria & destinata ad alliev 33 seumole secondarie: e se abttingesse
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ad alcune vedute originali del Cliffort, fanto meglhio. Ma detto questo di pas-
sata, osserverd che I'A., mmtrodotto I'irrazonale secondo i} concetto del De-
dekind e tratiato dell’addizione tra irrazionali, delle altre operazioni da solo
la definizione, salvo poi & formare (una gevarantina di pagine dopo) snll'irra-
zionale, considerandolo come limite, e ad occuparsi ampiamante di tutte le
operazionl. B questo lasciare in sospeso la teoria ha creato gualeche imbarazzo
all'A. stesso: infatti, definito il rapporto di due grandesze in iuthi i casi, ma
non avendo ancora defimito Vegunaglianza d'irrazionali, per dare un zignifieato
all'egnaglianza di rapporfi ricorre alla seguente definizione:

“ Date due grandezze tra loro omogenee, A e B, e alire due tra loro omo-
“ genee, U e D, il rapporto delle dae prime sarh eguale a guello delle seconde,
“ quando B e D saranno comprese sempre lo stesso numero di volie in dae
* grandezze equimnitiple delle A e C, secondo gualungue numero , (n. 74).

La gnal definizaone dovrebb’essere, nel libro dell’A., un vero teorema. Un
altro imbarazzo incontra nella dimostrazione del teorema al »n. 92: |

“ Sia ¥y un numero variabile che assume valori sempre crescenti, ma che

non pud diventar grande pit di qualanque nomero; se nella successione del
“ snol valor) nessono ve n'® maggiore di tutti, esisterh un numere fimto 1,
“ limite saperiore d'y. ,

i

B comincia la dimostrazione eosi:

“ Infatti ®ia ¥, ¥z, ¥s, +-. 1o snccessione in ordine erescente dei valori dy; . -

“ siccome g non pud divendar grande » piacere, vi saranno infiniti numéri &d
“ esso smperiori, sma I il pilt piceolo di questi. ,

Ora o Y'A. suppone gid introdotto il numero irrazionale (come infatti Tha
introdotto) e parmi che I'esistenza di guesto minimo I dovrebbe dimostraria;
0 non lo suppone, e dovrebbe ammettere 'emistenza di 7 per pashﬂatu; ma e
poi, al panto In cut si & condotto, sarebbe giustificata 1" introduzione di que-
st’altro postulato? Osservazione simile pel n. 93,

E poiche son venuto a parlare del libro sul limite, osserverd che nella di-

mogtrazione del teorema * lim i— Ii:-ly , 86 8i parte dalla trasformazione

3 B3 -

lim (iy) = lim . Yim y si commette la svigia di presupporre 1'esistenza d
1
lim —.

¥

Per 1a teoria delle equazion: indeterminate, svolba con molta gimmetria e
abbondanza di metodi, vorrel segnalare all'attenzione dell’A. le formole riso-
lntive dell’equazione lineare com tre inmcognite, le guali oltre all'inconveniente
di comparire con ire indeterminate, anzicht con dnme, non sono facilmenie
generaltzzabili al caso di pit ihcognite. |

Chiuderd questa rapida recemsione col tributare ancora una lode all’ egre-
gio A. per le note storiche disseminate pel volume; le guali hanno il merito
d’aprire l'animo dei giovani sll'ammirazione dei grandi nomi che hamme illu-
strato la scienza.

F. Viasal
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Annalea de la licence s sciences (Mathématiques, Phisigues, Naturelles) --
Session de movembre 1888. — Paris, Nony, 17, Rue des Ecoles, 1889.
Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Universith italiane, pub-
blicato per cara del professore G. Barraariz Vol XXVII. Gennaio-Feb-

braio, Marzo-Aprile. Napoli, B. ‘Pellerano editore, 1889,

Jowrnal de Mathématiques élémentaires h 1'nsage de tous les candidats aux
eoles dn gonvernement et des aspirants aun baccalauréat es sciences,
publié sous Ja direction de MM. »r Loxacuamps, professeur de Mathéma-
tiques spéciales am Lycée Charlemagne, Locmn Lavy, agrégé des sclences
matbématiques, directeur des études b 1'Ecole preparatoire de Saint-Barhe.
3¢ Serie, Treizibme annde. N. 4, B, Ayril, Mai. Pans. Librairie Ch. De-
lagrave, 183%.

Jorrnal de Mathématigres élémentaires publié par H. VeisenT. 13® année. N. 19,
14, 156, 16. Parie. M. Nony et C'¢, 17 Roe des Ecoles, 1889

Jornoal de sciencias mathematicas e astronomice publicado pelo D' F. Gomes

Trixeira professor na Aesdemia Polytechnica do Porto. Yol. 1X, n. 1.
Coimbra, 1889.

Le Scuole secondariey eco dell’Associazione nazionale fra gh insegnanti delle
Seuole secondarie. Anno VI, n. 10, 11, 12, 13, 14. Milano, 1889

Mathesis, recueil mathématique b 1'usage des écoles spéeiales et des établis-
sements d' instruction moyenne, publié par P. Maxsion, professeur & I'Uni-
versité de Gand, et J. Neusena, professenr b I'Université de Iaege. Tome
neuvieme. Avril, Mai, 1833

Rendiconti dell’ Accademia delle Seienze Fisiche e Matematiche (Sezione della
Societs Reale di Napoli). Serie 22, Vol. 8, Fase. 3, 4: Marzo, Aprile 1889,

Bendiconti del Cirveolo motematico di Palermo. Tomo 111, Fase. 1, 2. Gennalo-
Febbraio, Marzo-Aprile 1889,

Rivista Scientifien-industriale compilata da Gurmwo Viuercats. Auno XX n. 4 e 5.
Firenze, 1884,

Avrenanm (P.) — Sulle variazioni di temperatura dell’acqua nelle condotture.
Roma. Tipografia Poliglotta della S. C. di Propaganda Fide, 1889,

Axoriast (A)) — Correzioni ed agginnte agli Element: di Geometria eunchden
egpostl con nuevo metodo. Napoli, Pellerano, 18E9.

Arzeia (C) — Sugli integrali di funzioni ehe oltre alla varabile di integra-
zione contengono altre varinbili (Bologna 1888). — Funzioni di linee
(Rend. R. Ace. dei Lincei, 1889).

Bovrras: (BE.) — TUn precursore italiano di Legendre e & Lobatschewsk
(Rend. B. Acec. dei Lincei, 1889).

Beryarp: (F.) — Aritmetica per le Scuole primarie. 2* ediz. riveduta ed am-
pliata. Lecce, fipografia editrice salentina, 1888. — Prezzo: cent. 70.
CasoraTi (F.) — Nuova definizione della curvatura delle superficie e suo con-

fronto con quella di Gauss (Rend. R. Istituto Lom., 1889). _

De Mares (L) — Saggio @'applicazione dei principii dell'idranhea alla teoma
delle correnti dell'aria (Anmali Uff. Cent. Meteorclogia e Geodinamica,
Vel VIII, 1886).

Greena (G. B.) — Sulla classe e sn? numero dei flessi di upa forma algebrics
dotata di singolarita 3uﬂlunque (Rend. R. Ace. Lincei, 1889).

Goenivzso Fazio %A) — Caratteri di divisibilith per 7, 13, I7 e pei numeri
della forma (@, 10 - 1). Appunti. Palermo, Libreria L. Pedone Lau-
riel, 1889. — Prezzo: cent, 50.

Juwe ((G.) — Ricerche sui sistemi Hmneari di curve piane algebriche del ge-
nere p ¢ sulla loro ridnzione allordine minimo. Memoria II (Anm. mate-
matica pura e applieata, 1885).

L;mui 8( gg)} — L'opera scientifica di Ettore Caporali (Gior. Battaglini, Vol. XX VY1I,
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Loma (G.) — (I Poligoni di Poncelet). Discorso pronnnziato mell’ Universits @i . i
Genova in oceasione del suo solenne accoghmento a Dottore aggregato .30
della Facolth di "Scienze. Porino, G. B. Paravia o C., 1889. — Prezzo: L. 3.

Margoroxao (R.) — Teorema di meccanica (Rend. Circolo mat. Palermo, 1888). -2naves
Sulla variazione di un integrale definito e sulla teoria delle equazioni a - - zh
derivate del primo ordine (Rend. R. dce. Scienze fis, -mat. Napoli, 1888). — BTN
Suil'accelerazione nel moto & um solido interno ad on ponto fisso {Gior.
Battaglini, Vol. XXVII). — Alemni teoremi sulle funzioni citindriche di
prima specle (Rend. R. Ace. Scienze fis.-mat., Napoli, 188y).

Morera (G.) — L' insegnamento delle Scienze matematiche nelle Universiti
italiane. Genova, 18R9.

Pavova (B.) — Sulle deformazioni infinitesime (R. Ace. Lincei, 1889).

Praso (I.) — Arithmetices principia nova methodo exposita. Torino, Bocea, 1889, o

Pers1ani (0.) — Teorica delle equazioni di secondo grade esposta agli alonni -+ “
della seconda classe liceale. Romn, Tip. della Pace. Prezzo: cent. B0. ¥

Baora Prseamnt (1) — La trigonometrin per tutti. Napoli, Morano editore.
1888, Prezzo: cent. 60. =

Razzavonr (A.)) — Delle superficie salle quail due serie di geodetiche formanc’
un sisiema comiogato (K. Acc. delle Scienze dell Tst. & Bologna, 1889).

Rxpigge (A.) — Mathématiques et mathématiciens. Pensées et curiosités. Pa-

. I, Nony, 17, Rue des Eeoles, 1889).

Russo (G.) — Sul saggio di geometria metrico-proiettiva del prof. E. Tirelli.
Catanzaro, 1889, '

Scuole énezznne. — Pensieri di un veechio insegnante in riposo. Roma, Forzani
£ . : ’18891 .

Tarmisvicne (A.) — Conrs d'arithmétique. Paris. Nomy et C., 17, Rue des S
coles ~ Prix: b fr. ' R

Errata Corrige. — A pag. 53, 1. 21, invece di:
« AU = g parallela CC' », leggasi « AC'=TFC »,

A pag. 56, linea 13, invece di:

sen g -— cos p =— 2 gen (E I p—é—g) cos (l; p;g):__ g

4

1

leggasi :
86N ¢ — CO8 ¥ = — 2 sen (E 3'2‘_?) SER (: P;H)




Aleune proprieta projettive del triangole

-I'TL;:-?': 0
Le proprieth esposte qui sono un complemento’ di quelle
contenute nella nota « Un teorema sul iriangolo » inserita mnel
fascicolo del Settembre-Ottobre 1887 di questo Periodico.
1. Sia ABC un triangolo e P, , P, due punti del suo piano.
Siano
A, , A, le intersezioni di BC con P, A | P, A
Bl,B_} b OA. 2 PIB?PEB
G},Ug » AB » PIGJPQC
ed A* B* C* le intersezioni di P, P, coi lati BC, CA, AB.
Dimostrerd relativamente al triangoli
A.g Bl 01 3 BE 01 A]; 1 G:.t -A*l Bl
AB.C. , B,C,A, , CAB,
proprieta analoghe a guelle stabilite nell’altra nota per 1 triangoli
ABOC , ABC.
Usiamo per brevita delle notazioni seguenti: (%)
B, G, g3 G A, - A, B, —
(A Al) - Ry (B BE) .= B'le 3 (C 02) = T
Bﬂ GI Gl ﬂ] i Al B‘E e
(&a) = % (g5) = 8 » (g'g) = 1o
B, G, . G A, — A, B - )
(4a) = = (55) = 8 (g'g) = = 3
By Goy _ C; A ApBay
(0a) == (g5) = b= v (o'g) = 2=
B, G Vo Ug Ay - Ag By -
(-A_Al) N ﬂl!?'-‘Ei'_(]ggﬂ) = B : (G CI.) = duz
B, C,y _ Gy Ay A By _
( AI) = am, (g 31) = B 5 (g ei) = T
. . . MN} .
{(*) Indico anche qui con (P Q) il panto nomune alle due rette MN e PQ.
Per ginstificare poi le notazioni con tre indici che ho ereduto di dovere
adottare, fard osservare quanto sia facile tener presente che p. es. Buz & nn punto
del lato opposto a B, mel triangole A, B; Co , e precisamente guello ip eum
i1 lato stesso & imcontrato dalla retta che va da B a Ba (ciok a quello dei due
punti B, , By che non appartiene al triangolo). .
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2. Le forme
; Ol -A-g E’Eu ﬁt!l

AC B, B

sono prospettive dal centro B, per cui si possono far corrispon-
dere a1 raggi

[1] PG, PiAy, Bigy,, , BBy
1 raggl
[2] PC ,PA ,PB , P B,.

Inoltre queste due forme di quattro raggi sono prospettive
ed hanno per asse B C, poiche

(p:0) = Cu (B3) = Ay (pf = B

Ne segue che le coppis
P, Be: P: B P C P, C
(P:g eﬂlj) (P] ﬂ?n) 4 (PE B: ) ( P, 5321)

Bygu s (¢ )(c )

sono allineate con un punto O, di P, Py, che & il coningato ar-
monico di A* rigpetto a P, , P,.
In modo analogo, cicd solo collo seambio della letters B e C,

cro8 le coppie

8 e v, st proverebbe che la coppia
Ci Ten

& anch’essa allineata collo stesso punto O,. Di pin a causa, del
quadrilatero B G, C B, & armonico il gruppo
A‘I R Pl _E%_

& percio anche :l gruppo di raggl

AE a (.&.] * 5. P_'l A.)
c108

AE (A_:Jk &n Pl PE);
la rebta A, «: passa dunque essa pure per U,.

Abbiamo cosi che nel triangolo A, B, C,; le rette che uniscono

1 verticl

A! % Bl y 01

col punti
@z 5 P, Ao

dei lati rispettivamente opposti, passano per O,.

. ’ it u__.____.._._..,._.ﬁ.,_._..-u__.-;_;yr"f,__ﬁﬂ#n S il ""':f S S i

&
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Collo scambio degli indici 1 e 2 si dimostrerebbe che le

rette che mniscono 1 vertic }
A, B , G
del triangolo A, B, G, a1 puntl

o , Bur , T

dei latl oppostl passano pure per U,.

3. La retta che unisce O, col punto O della nota prece-
dente (Un tfeorema sul triangolo) & la retta

tEilrte!

poichd questa coppia di punti & allineata con O,, come abbiamo
qui dimostrato, ed allineata con O, come & dimostrato in quella
nota.

4. Dimostrazioni in tutto simili a quella del § 2 si possomo
fare per 1 triangoll

:BE Cl -A-l 7 BJ, Oﬂ AE
Cg A—l B] 3 Cl Aﬂ Bﬂ

e per i triangol

5. Posgsiarmo riunire come segue i resultati precedenti.

T.e 6 rette
Ay, 5, B Bm C, Yen

A g Bi B ) Gy Tiee
passano per O,, le

Bg B; 3 C] 121 3 Al %12,

Bia , Gy 5, Apum
per O,, e le

G.‘E 5 R -"2"-1 ®ig Bi Bue

Cini » Ay am B, 8
per O..

I punti O, , 0, , O, song sulla retta P, P,, & sono respet-
tivamente 1 coniugati armonici di A*, B¥, C* rispettoa P, , Pu.
Le rette
00, , 00, , 0O,

non sono altro che le

; AA A
(o) (co )+ Gaaed Gia) o (om) (5; )
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6. Considerando nei gruppi proiettivi di raggi (1) , (2) del

§ 2 le altre 4 coppie da 1ntarsﬂzmm di cui non abbiamo tenute
conto nella dimostrazione si vedrebba che vi sono altre 12 retie,

di cui 4 passano per O,, 4 per O, e 4 per O..

Pesaro, 10 febbraio 1889 |
S, R

Snl numers delle divisioni nglla ricerca del MAsSimo GOMMN GIVISOTS
0 dns Bomen

-— e - —

1. Lemma. In ogni divistone il dividendo & maggiore del dop-

piv del reslo,
Siano rispettivamente A, B, Q, R il dividendo, il divisore, 1l
quoziente ed il resto di una divisione; dico che A & maggiore di 2 B.
Lofatti, essendo

A=BQ-+R, B>R
e ) almeno eguale ad 1, possiamo scrivere
B=R+4d4 Q=148

d o 5 adempiono alle condizion::

d=1,

dove
s B0
e quindi la prima di qusste eguaglianze diviens

A=@R+d(1+3 R

0S91a
A=2R+}d(1

)+ R,

B poiché d(1 - &) dev’essere almeno eguale ad 1, 'ultima

eguaglianza mostra che A > 2 R.

2. Comronrario. Se fra ¢ resti che provengono dalle successive
divisioni per la ricerca del massimo comun divisore ire due Nu-
meri, se ne considerano due qualunque, che comprendano come
intermedii un numero dispari di altri resti, i primo di questi due
resti & maggiore del prodotto dell’altro per una potenza del 2 tl

=, _'.__?'.._-:;IT.E_:;.
e ;1 "'i.f}‘
b r-* w {,r
AR
AL LR

L, e o owm g
Aa Loty = .
B S B e R e -

[ e - i -y St e
Db e A L (i,
Aty gl e T e T

T b 8yt e A A T

=t d—mat. m. T
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cui esponente sia equale al quoziente della divistone per 2 del nu-

mero dei resti fra essi intermedii aumentato di 1.

Consideriamo fra i resti, che si ottengono nel cercare 1l mas-
simo comun divisors tra i numeri A e B, 1 resti R, od Bipizn ©
sieno Rai1, Rayss. -, Bajse-y 1 vesti fra essl intermedii: ci0 &
1o stesso di dire che fra i due resti considerati ve n’hanmno altr
(2 » — 1) intermedil.

Frattanto il Jemma precedente di diritto a stabilire le se-
guenti » disegnaglianze:

RJ: - 2Eﬂ+2.1 3 R}H—E.I = 2 R.ﬁ 2,24 0 vy RJ!-{-E (rn—1} = 2 Rﬁ—]—ﬂn:

le quali, moltiplicate membro a membro, e soppresso poi mnella
diseguaglianza risultante il prodotto Ry 2.1 Bayosqog vos o b dias)
che & fattor comune ad ambo i membri di essa, danmno

R}: s 2” = R}r-}-ﬂn-

Quest'ultima diseguaglianza dimostra appunto yuanto e stato

assorito.

3 MropeMma. Se nella ricerca del massimo comun divisore Irg
due numeri A e B si debbono fare piu di 2n divisiont, 1l minore
di essi B & maggiore di 227! (n - 2)-

Siano

R, y RE--: s ;Ri'n-l , Re,

i resti delle successive prime 2u divisionl. Da gueste divisioni,
poichd il guoziente di ciascuna di esse dev'essers almeno eguale

ad 1, risulta:
(1} B'—RI ERE ? Ry “REERS y &4 JREH-E_REH—!. E‘_Rin-

Da queste egunaglianze o disegnaghanze, sommando membro
a membro, otteniamo

(2) BE}“RE—I—Ra—I_"'*'I—]_REH-E_I_QREH—I'I—REH
6 poich® sappiamo (corollario 2) che
R3 - 2:&—2 ¢ Rﬂu-l ’ Rﬁ - 23-5 " Rﬂﬂ-l 4% vy RE;:-—E - 3L B‘.‘Enﬂl 3

SaTh

Bs + Rs - oo+ Raus > 2 Rapea (1 4+ 2 F 28 o - 2071 - 2770,
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08918,

donde proviene ancora
(3) Rs + Rs + .. oo+ Ragnos -+ 2 Baucs s dn=t

Le (2) & (3) forniscono la seguente diseguaglianza
(4) B}IRE*E—R; +-*1-+R2;z—2—]—2”'1135;:-1 —f‘Rsu-

Con processo identico a guello tenuto per passare dalle (1)
alla disegnaglianza (4), possiamo, escludendo dalle (1) dapprima
le due prime eguaglianze e diseguaglianze, poi le prime quat- -
tro, ecc., dedurre successivamente
(C;) Re> Ry +Re+.--.F Re,-2 + 277 % Ryt + Rey,

(Gg ) 2R, = 2 Rg —]—- 2 Ra + —E— 9 Re, .0 + Gr-2 R, _1 —I— QRQ,,._.
(C,) 2°.Bs>2".Ro-t .+ 28 Bayps + 2% Raues + 27 By

L ] ] L] ] ] : a [ ] ] [ ] - - [ ] - -

N SR
| - ] - - :..:ﬂ I-\.r .l'"r.:i'E:l-'l

{Gﬂ - 3) 21‘1 -4!_. REJ‘] S } 2” o "-J‘_ REH ik ____|[___ 21‘1 - 4. REH -0 _i_ : _;-::-

| _]_ On =2 Rg,;.. " _I__ Ou-4£ RE»)
(Cﬂ_g) -3 Ro, 4> . Rgﬂ_g *—:— PALIE Rgn-l —I— n=3 R, .

Ora la (4) e 1a (C;) danno
(5) B> 2R4 —f— ZRE —’— Ve + ERJ?;-E—}— 3. 2""232”_1—]— EREHE

(*) Anche indipendentemente dalla conoscenza delle proprieth delle pro-

gressioni geometriche, si pud in generale dimostrare che

149y L., 4 2r-1=21 —1

osgervando che, per essere
14+222-4+28—1=2.8—1=—=283—1;
142492 —98 —1-122-2.92 —-1=25—1;
142422498 =95 — 14208 —=25,2—1=24 —1,ece.

siamo indotti a ritenere che

1-4+924+9224-...J-28-1 =2 —].

E guesta egunaglianza, ottenuta per induzione, st mostrera che e vera sem-
pre, provando che la legge di eguaglianza fra i} primo ed 1l secondo membro
sussiste ancora per il caso che ad ambi i membri di essa si agglungs il ter-
mine seguente a 29-1, ossia 2#. Infatti il secondo membro diviene allora
2n — 1 L2 =9,28—1=98n+l — 1, il quale ha col primo membro
142498 | ....1- 9% la stessa relazione che ha 2#—1 colla somma
1-424-22 L, .L2+-1 Dpngue resta dimosirato gquanto si voleva.

Ry + Rs - ...+ Raees > 2Rper (272 — 1), (¥
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la (b) e la (Cs) forniscono quaét’a.lﬁra diseguaghanza

(6) B‘F‘QE.RF_;—I—QE.RE-—;—----—}—EE-R:E;:-E_l—
—l—‘g: QH'ERE,;-j—l— s, Rﬁn;

dalla (8) e dalla (C;) risulta
B>2 . Ryt 2 . R+ oo + 28 . Rz + 5.2 Bgpon 1 2% , Rz
E cosi di seguito procedendo, si verrh ad avere
B> 98 Ry, st 2778 R, o+ (0 — 1) 2773 B, == 20 9 Bgws

& POl
B o ng, RE;!—E "?I— 7. 28 E’EH-'].";I_ 2;“-2' Bﬂ:i .
B poiché si ha
Rﬂn-ﬂz REH-‘L _I' Rﬂn y

gara ancors

B>20-2Rs,.1(n+ 1)+ 2. 2% Ra,,
ossl1a |

B> 24-2 Ra,.1. (‘H- —!~ 1) —}- 21=-1 Ra. .

" Ma, per ipotesi, dovendosi fare per la ricerca del massimo
comun divisore tra A & B pin di 2» divisioni, & lo stesso che
dive cho dev'essere Rs, almeno egmale ad 1, ed Rs,.1 almeno
eguale a 2, e per conseguenza dall’ ultima diseguaglianza si
trae che

B>2-22(xn-+1) -+ 21,
08818

B> 2-1(n 4 2).

A. TgoreMA. Se n ¢ il pik piccolo numero intero che soddisfa
alla condizione di essere 20-1(n - 2) maggiore del pu piccolo de
due numeri dati, nella ricerca del massumo  COMUDN divisore fra
questi due numeri non i PoSIONO fare piu di 21 divistont-

Infatti, se nella ricerca del massimo comun divigore fra 1
due dati numeri si potessero fare piu di 2 1 divisiom, allora, per
il teorema (3), dovremmo conchiudere che il minore del due nu-
meri dati dovrebbe essere mdbgiore di 27 (n - 2), ik che con-
traddice all’ipotesi fatta. Dunque resta dimostrato quanto sl
voleva.

5. OsseErvAzIONE. Invece del teorema (4)1 trattati di aribme-
tica di Bertrand e di Serret mportano guest’altro:
Se 2" ¢ la pik piccola potenza del 2 che supera @ minore
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di due numers dati, nella ricerca del massimo comun divisore tra
questi due numeri mon st possono fare pik G 2 n divisions.

Ognmn vede quale risultato pit soddisfacente apporia il teo-
rems (4} sul (B). |

" Citerd tuttavia uno dei moltissimi esempi, che si potrebbero

addurre, per mostrars sia il maggior vantaggio che arreca |
teorema (4) rispetto al (), e sia ancora come Sl pOSsa dire, in
senso assoluto, soddisfacente la conclusione a cni conduce il teo-
rema, (4). |

Volendo cercare il massimo comun divisore tra 144 ed 89,
vediamo che il pilt piceolo numero # tale da soddisfare alla con-
dizione

2e-1(p - 2) > 89

5 B, glacehd per n==5 si ha 21 (2 | 2 =16 X 7 = 112.

Quindi, per il teorema (4), possiamo conchindere che nelia,
ricerca del massimo comun divisore fra 144 e 89 non si debbono
fare pin di 10 division. |

Mentre invece, poichd la piti piccola potenza di 2 che su-
pera 89 & 27, si dovrebbe, per il tecrema (b), conchiudere che
questo numero massimo di divisioni dovrebbe essere 14.

Cercando poi il massimo comun divisore fra 144 ed 89 si
trova realmente che si debbono fare 10 divisioni (massimo nu-
mero di divisioni che viene appunto indicato dal teorema (4)).

Bari, 21 febbraio 1889,
STEFANO (FATTI.

Professore di matematics al R, Lieec di Bari.

I teorema di Pitagora e il postulato delle parallele

Nel fascicolo Settembre-Ottobre 1888 di gquesto Periodico il
prof. D. Besso proponeva, fra le alire questioni, la seguente:

Dedurre il postulato delle parallele dalla proposizione: 1l gua-
drato del numero che misurs l'ipotennsa d’un triangolo rettan-
oolo & eguale alla somma dei quadrati dei numeri che misurano
1 cabetl.
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Qui, manifestamente, la proposizione pitagorica deve Inten-
dersi ammessa per gualsiasi triangolo rettangolo, ma la quistione
riesce pili interessante se conveniamo di ammetterla soltanto per
quei triangoli rettangoli pei gquali possa effettrvamente sottoporsi
o verificazione sperimentals, vale a dire soltanto per quelli 1 cm
lati risultino per essa commensurabili fra loro; allora infattl il
postulato delle parallele che se ne deduce potrh econsiderarsi,
anche per guesta via, suscettibile di pratica verificazione.

Stante 1 identata | } .

a* —1\* a :
i G =)

futti 1 triangoli rettangoli che hammo i cateti proporzionali ail

; . . at—1 g 35 \
numeri razionall @, ——, S0NO appunto nella condizione, se e

vera la proposizione premessa, di avere tuttl e tre 1 lati propor-
zionali a numeri razionali e quindi fra loro commensurabili; percio
noi considereremo la proposizione stessa come verificata per tutti
6 soli i triangoli di guesta classe che corrispondono ad un dato

particolare valore di @ £
Qe ABC & uno di questi triangoli, rettangolo in A, ponendo

a*—1
a. g _— 1, AVTEeMoO.
AB:AC=m
() BC —ABFAC=4T. 1+ my=aC". (1 +m)

Angzitatto dimostriamo la reciproca, ciod che se ira ilati da
un triangolo hammo luogo queste due relazioni, esso & rettan-

golo in A.
Su A O s tiri per A la perpendicolare A D == A B o st unisca

C econ D: dal triangolo A CD, poiché 1n esso AD:AC=m,
si ha
CDP—AC+-AD
onde, per la (1), CD=—BC 8 i due triangoli sono eguali.
§’'imaginino ora costruiti tre segmenti le cul misure sodisfino

le equazioni
Ziy—m, Y:z=m, x4 z2=3BC,

L=

(*} I] caso praticamente pil semplice ﬂnrrispumie ad ¢ = 8. Potevamo ser-
| 2 g 2
virci anche dell’attra identith a? -+ (% — 1) = (% -+ 1) s allora il caso piu
semplice ers per ¢ =—4.
10
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rappresentati ciod da
o e ym1+m2. o lem?

Con due di essi, 2 e y, 8 col lato A B si formi il trian-
golo PQ S, facendo

PS=«2 QS=y PQ=AB;

polché
PSr QR _BY
T P _
e per la (1)
B (? - "
_“—“"'1 __]__ el [} f A B - r'.:E._:.:
saTa -
PS4 Q8P =PQ, 4
od essendo ancora
P5:Q85=m, B
ne deduciamo essere il triangolo P Q S rettangolo in S.
St prolunghi P8 d’'un segmento JFE -
s s 1 D - B
SR—z T m? :
e st tinn Q B; dal triangolo rettangolo QS R, in cui ~=
S Q:SR—m, £
s1 ha
AR =QS*+ RS = >
— Q5 T 14m®
ma per la (1)
BC: ., .
[ op it — ACP
onde
QR—AC(C,
ed essendo

"PR=—eiz2=8BC

concluderemo che i due triangoli PQR ed A BC sono fra loro
eguali. Ma P QR & diviso dall’altezza corrispondente all’ipote-
tenusa in due triangoli i cui cateti hanno fra loro lo stesso rap- B
porto m dei cateti di esso; altrettanto avverrda dunque del trian- |
golo ABC e di qualsiasi altro triangolo. della classe che si
considera.

C10 posto, nel nostro triangolo A B C si tiri l'altezza A By
per D le corrispondenti altezze D E, DF dei due trizangoli
ADB, ADC: avremo

SLLA
S

O AR T
A ] el
o= e
1-5':.\‘,;\4 o o Dt aer

R e A T

o e
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AF:DF=m , DF:C¥F=m , AF +CF=ACQ,
dalle gquali

__AC " I __AC
AFH1+mg.m ’DF"“I—[—mE'm , CF“_1+mf
Similmente:
__ AB ; AR __AB
BE—1+1nz'm’ ,DE__1+mE.m ,ﬁE_1+mE=
ed essendo
AB—=—=AC.m

¢i dedunce
, AF=DHE, DF—=AE.

I due triangoli ADE, A DT, rettangoli in E e in F, hanno
dunque anche gli aliri due angoli rispettivamente nguali, e poi-
chd i due DAE, D AT sono fra loro complementari, la somma
degli angoli di ciascuno di essi & eguale a due rettl.

Di questa proprietda d'un triangolo il postulato delle paral-
lele, com’® noto, & loglca conseguenza.

S. SBRANA.

Rappresentazione geometrica dei numer: irrazionali

(Continuazione)

PorrNzZE DEI NUMERI IRRAZIONALI,

Sia (Rg. 6% e 72) un angolo X, 0X; siano X, 0 X,;, X, 0 X,
X,0X,....X_,0X, tanti angol nguali al dato e contatl nel
senso positive X, O X, e altrottanti angoli X, O X, X, 00X,
... X, 0 X, uguali essi pure al dato e contati nel senso nega-
tivo X, 0 X, "

Fatto centro in O e con raggi Vnnith lineare OU e un seg-
mento gualsivoglia O A, descrivansi due circonferenze che sechino
lo rette O X nei punti U ed A rispettivamente. — Chiameremo
A, A, i punti U, A appartenentl a1 iati O X, O X,.

Forminsi ora le spezzate A, A As.... A A A A, ..., A,
i cni lati siano paralleli ai successivi segmenti U A terminati

gL ol mmyTaT =

L T i

= rrwmmar A1 e oy IR
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alle rette 00X, 0X,, 0X,....0X, o alle rette 0X,, 00X,
OXpsi vn OX |

I risultanti triangoli A,OA, A, OA.,, A,OA,... . A ,O0A;
AOA, A OA,....A 1, OA, come tutti simili al triangolo
costante O A U, sono simili tra lﬂrﬂ e sono pure simili i triangoli
determinati da due coppie di lati GDIIIPI'E]ldBIltl angoli equimol-
teplict di X, 0 X, o di X,0 X,

Sia ora O A—= e suppongasi « razionale.

Allors 81 b , 5 s s v sss a5 sasms o DRy

0A,:0A =0A: OU {mda OAE-——:OAf:f
O0A,:0A,—=0A:0T0 » OA,—OA,"0A—d
------- . B s

0A,:0A,—O0A:0U » OA,—O0A,, 0A—=w

D

% s1 ha pure analogamente

0A,:0A, —OT:0A; ondeQA, =22 "0V 1 .

OA,:O0A, —=OU:0A; » OAE“E'-'-:——:{E

OA —OA?
o E R e R R R R R B g B « &
OR,:0A . ,,—0OU04: 5 DA"P_[}S?“:O]AP:TP* ;é
#
Adungue se « & razionale, le rette che congiungono il punto :
O coi vertici della spezzata rappresentano le pobtenze positive,
nulla, e negative del numero a. {g
Questi stessi segmenti converremo che rappresentino ancora W
quelle potenze anche quando sia « irrazionale e dato da (M, N). ;
Allora, giusta quanto si & detio circa il prodotto di due nu- ;
mer1 irrazionali, sara, ad es: O A, maggiore di tutti 1 quadrati

m,, minore dei quadrati %, e anche maggiore di tuttii prodotti
come m,.m, e minore dei prodotii 7, n, poichs, supposto m,. > m,
e %, > n, essendo O A, maggiore di m! & pur maggiore di m. m,,
ed essendo minore di #; & pur minore di =, n,.

B per conseguenza O A, — (M", N¥), e analogamente si ragions

per OA,,0A,....O0A,
In quanto a1 segmenti OA, OA, OA, .... OA, osser

viamo che & ad es:

e | R e B gt e e fal At ow
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Oosicchs, ginsta quanto fu detto sul quoziente di due numer:

L & i L " i = 1 4 h
irrazionali, & O A, minore del quadrabl _— = m;* nonchs del

r

., 1 ; : i 1 5 ;L
quozienti ———-& maggiore dei guadrati -, — %', nonche dei qmo-

ts

zienti

er oul é
”?_mp cuL e

0 A, — (N MY

e analogamente si conchinde per O A5 0 A, .... O A,

Abbiamo cosi ftrovato per le potenze ad esponente 1ntero,
positivo e negativo di un numero irrazionale le seguenti for-
mole di definizione:

(M, N)* — (M?, N"),
(M, N)® = (N7, M),

OSSERVAZIONE. — 1l numero «, razionale o irrazionale, prd
essere maggtore dell'unita, come nella fignra 6% o minore come
nella fignra 7¢. Nel primo caso risulta chisramente, dalla simi-
litadine dei diversi triangoll considerati, che i segmenti O A,
OA, OA,;....OA, vanno crescendo, e 1 segmenti OA, OA,
OA,....0A, vanno diminuendo; e indefinitamente come 6
facile dimostrare.

Poichd difatti presa su O A; la OA'—0A,

» » 0A,....0A,=0A,

llllllllllllllllll

» > 0 A.p 4 0 A.Fp_l R 0 'A'P'f

risultano 1 triangoli A, A, A, , A, A  Als. . ... A, A, Ay che
sono simili e in omi i latli omologhi A A, A, A AzA ...
A, A, vanno crescendo: cosicché andranno pure crescendo i
segmenti A, A’ A AL AAGL LA AL
Me s1 ha:

O0A,—=0A

OA —O0OA, 4 AA,

QA,—OA,} A A,

lllllllllllllll

di qui sommando s1 othtiene:

0A,>0A4(p—1A A,
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od & chiaro che, prendendo p, e quindi anche (p—1) A, A/,
abbastanza grande pud rendersi 0O A, maggiore di gunalunque
segmento, per quanto orande.

Si dimostrerebbe in modo analogo e¢he O A_, pud rendersi
minore di qualungue segmento per guanto piccolo.

. Qe invece consideriamo la fignra 7%, che si riferisce al caso
di « razionale o irrazionale minore dell'unitd, si giunge & con-
clusioni affatto opposte.

(6 & naturale: poichd essendo ora O A, il maggiore dei due
segmenti O Ay, O A, i lati 04, 0 A, del triangolo O A, A, di-
sognato nella fig. 6° riescono ora scambiati e scambiato per
conseguenza riesce il semso X, O X, degli angoli positivi ecol
senso X, 0 X, cosicchd le conclusioni oftenute precedentementse

nei campi positivi e negativi risulteno invertits.

Conchindendo si trove il nofo:

TroREMA. — L successive potenze a esponente intero e po-
sitivo d’'un nnmarb, razionale o irrazionale, maggiore dell’nnita
vanno crescendo e le }_}.ﬂtBﬂZE a esponente negatlvo vanno decre-
scendo indefinitamente col crescere dell’ esponente; mentre 1l
contrario avviene se il numero & minore dell’unita.

RADICI DEI NUMERI IRRAZIONALI.

Lo considerazioni fatte sulla spezzats A, Ay . ... A, A A,
A, A,....A, A sussistono indipendentemente dal valor comune
degli angoli in O. Se quindi pensiamo che questi angoli vadano
continuamente decrescendo una spezzata, come la suddetta, 1 cm
lati abbiano, sui lati di quegli angoli, una inclinazione costante,
tende a una curva, detta spirale aquiangola, le cul tangenti & ¥
fanno (figura 8') coi raggi vetfori che vanno al punto di con-
tatto nn angolo costante.

1 raggi vetfor! vanno crescendo nel senso AM di guelia
parte della curva che giace mell’angolo ottuso O A apoichs OA
eresce quando il punto A si sposta da A verso &; decrescono
nel senso opposto. Vanno ciod crescendo quando ruotano in-
torno O mel senso degli angoli positivi, vanno decrescendo nel
senso opposto. Questo perd avviene per una spirale derivante
da una spezzata come quella della figura 6": per una gpirale
derivante da una spezzata della figura 7¢ avviene 1l contrario.

e e LRt Tt | O Tl
L e et - e -
T o
——rr

q,
AT
"

et vFa
S

=

ra

' i .
§ AR vy e I
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I raggi vettor: sl conservano di lunghezza costante se 'angolo OAwx
della spirale eguiangola & rotto, poiché in tal caso quella curva
si riduce a una circonferenza.

Poichd poi il raggio vetfore pud 1arsi ruotars di infiniti giri
attorno O mel senso positivo o negativo,le spire della curva sono
i numero infinito e vicine o lontane dal polo tanto quanto i
vuole senza che mal passino pel polo stesso.

Supposta ora descritta una qualungue spirale equiangols e In
essa segnati due raggi vettori O U, 0 A, ngnali all'unita e & un
segmento gualungus, dividasi Vangolo UO A, 1 7 parti nguall
oolle ratte OA, OA,... OA,,. Siano =8 i numeri rappresentabl
dai segmenti OA, O A,; s1 ha, come vedemmo a proposito delle
potenze:

_ i "
o B dicesi radice ™™ di .

Se B, e quindi anche a, © razionale la radice n™™ di = € de-
finisce quel numero la cul potenza n'™® & ugnale ad e.

Qe 8 & irrazionale e dato da (P, Q) allora esgsendo

«— (P, Q")
si definisce B, ciod la radice =" di «, come ) irrazionale che

separa le due classi del pumeri le cui potenze 7" SonO TISpet-
tivamente minori e maggiori del dato numero *.

T,OGARITMI DEI NUMERI IRRAZIONALL

Siano O U, 0 A, OB tre raggl vettori di una spirale egqman-
gola; siano 1, a, b i numeri che li misurano e siano % P le misure
degli angoli A O U, B O U riferitl ad un angolo nnitario gualungue.

Cirea i valori @, b possono presentarsl quatiro casl: studiamo,
in ciascuno di questi casi, il rapporto B- =

»
1° CASO.

Suppongasi
a>1; b>1.

11 rapporto 8:= pud essere intero; frazionario; IncomMMensu-

rabile.

Sﬁ & B——m « si ha Gnrrispondentemante b—a"= -EI{B: @),
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Se & ﬂ:%u e sl segna langolo YOU:%-H, gt trova

' Aol 3 3 VSl
=0 V™ u: B
e dalla 1) deriva:

n 1
OV=ya—a"
e quindi la 2) diventa
b—a —glbia) S
— ' AT
Se 1nfine B: ¢ & un numero irrazionale (P, Q) cosiccheé sia: g |
s
ek
Pa<B<qa %
allora 11 raggio OB cade nell’angolo dei raggi O B, O B" for- j
mantl colla O U angoli ugnall a pe=, ge: percid, per la natura
della curva, sard corrispondentemente: ¥l
OB <0B<LOB
09514 : |
a? < b < gl
E poichd® OB separa le due classi di segmenti O B’, O B" SRl
P ] : :s; ;.
.-‘{;-.-.i .1
cosl avremo: e
b— (&, a¥) E
b—qalf® i
i3l
dando cosi la definizione di una potenza a esponente incommen- =
surabile. b
i ¢ % Y
Adungre gqualunque sia la natura del rapporto B : « si 8 trovato: i
b —a'®

ogsia, prendendo l'angolo A O U come unith di misura:

b:aﬁ

E ]

20 CAS0,
Sia,:
a>1; d<1.

L’angolo B O T essendo in senso opposto all’angolo unitario
A OU, ¢ misurato da un numero negstivo — B' e ragionando
come nel 1° easo, s ottiens:

b:{fﬂ,'
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3¢ QASO.
Sia ¢
a <1 s B> i
Qi ha ancora come nel 2° easo B — — 8’ o gl trova ancora:
!
b—a B .
40 0aR0.
Sia ¢

a<l: b<1

1’angolo B O U avendo lo stesso semso dell’angolo unitario
A OT, il numero B & positivo e si ha:

b—d’.
Adungue in ognl caso &
B=—1l0g,

gualora si misuri g prendendo I angolo A O U come unita,

i vede da cid che si & detto come una spirale equiangola
faccia graficamente I'ufficio di una tavola di logaritmi, dove 1
raggi vetfori Tappresentano i numerl e gli angoli dei raggi stessi
col raggio unitario rappresentano i logaritmi, qualora s prenda
come unita angolare Yangole formato dal raggio, base dei loga-

ritmi, col raggio unitario medesimo.
B chiaro che il logaritmo della base & unita: che il loga-
~itmo dell’unitd & lo zero: che secondoché la base sip MAIOTe
o minors dell’mnity i logaritmi dei numerl maggiorl dell’ unita
sono positivi, 1 logaritmi del numeri minori dell’unita negativi, o
viceversa: che il logaritmo di (}-o) e =@ 8 il logaritmo di zero
5 = o a seconda che & la base maggiore o minore dell’unita.
B pur facile dedurre dalla spirale medesima quell’altra defi-
nizione di logaritmo che nasce 'c:ial confronto di due progressioni:
poichd gli angoli der raggr vetior: essendo 1n progressione arit-
metica i Taggi stessi sono in progressione geomefrica: come
sarebbe pur facile ricavare le proprieta fondamentali dei loga-
ritmi ecc., ecc.

Mi bastersa dimostrare che dai logaritmi ealeolati in un sistems
di base O A si possono dedurre i logaritmi in un nuove gistema

moltiplicando gli antichi per una costante che & il modulo.
11

|
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Si ha difatti

BOU__BOU AOU__BOU 1
ATOU— AOU A'OU T AOQOU A'0OU
AOU
08818, ;
1
log.b —log, b . T

CoNCOLUSIONE.

Tn tatto cid che gi & detto fin qui si ftenne conto soltanto
del valore dei segmenti rappresentanii i numeri irrazionall. Vo-
lendo tenser conto anche del senso di quei segmenti otteniamo di
estendere alle guantith algebriche le coneclusioni trovate pe: sem-
plici numer1 irrazionali.

Tale estensiome & nota per cid che riguarda la somma e la
differenza. Quanto al prodotto, riferendoci alla fignra 10* rappre-
senteremo 1 moltiplicandi positivi con segmenti contatl da () verso
X,: i negativi con segmenti da O verso X, e 1 meltiplicator:
positivi con segmenti comtati da O verso Y. : i uegativi da
O verso Y.. Allora applicando la costruzione comosciuta si vede
che il prodotto positivo O Ciy ez risnlta da fattorl dello stesso
segno, mentre il prodotto negativo O Upus e risulta da fattorn da
segno contrario.

Analogamente si conchiude circa il gunozlente,

81 vede anche dalla fignra 11* come le potenze di grado pari
di una guantitd negativa siano positive, quelle di grado dispar
negatlive.

Infine troviamo che le radici e i logaritmi delle quantita ne-
gative, non hanno una rappresentazione grafica, poiché 1 raggl
della spirale cquiangola possono tirarsi per il polo in tutte le

possibill direzioni del piano.

A. BirFIGNANDI.
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ESAMI DI LICENZA LICEALE

1880 — Sgssione I LUeLio

TEMI DI MATEMATICA

(11 osndidato ha la scelta fra i dume temi qui sotto proposti)

GEOMETRIA.

Costruire un triangolo di cui siano date la longhezza della
bage o le lunghezze delle perpendicolar tirate da un punto as-
segnato della base su ciascuno degli altri due lati.

ALGEBRA.

Di due cilindri eircolari retti & conosciuta la somma Y dex
volumi, la somma A* dei guadrati del loro raggl, © si sa inolire
che le loro superficie lateralh sono equivalenti ognuna ad una

superﬁcie data S.

Galcolare il raggio o laltezza di clascuno dei due cilindr.

EIERCIZI PER LA SCUOLA

Sulla potenza di un binomio e di nn polinomiov,

. Provare che, se @ & b sono positivi ed & a > b, sl ha
a: — W > (a —b)".

9 TLa differenza di due numeri & eguale a 12, e la differenza
dei loro quadrati a 26%: trovare i due numerl.

2 Ta somma di due numeri & eguale ad a, e la somma del
loro quadrati & eguale b esprimere, mediante a e b, 1) 11 pro-
dotto dei due numeri; 2) il quadrato della loro differenza.

4. Trovare due numeri tali che la loro somma sia eguale

. 18 o la somma dei loro quadrati a 194.
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¢ T.a sommsa di due numeri & eguale ad a e il loro prodotto
5 eguale a b: esprimere, mediante 4 © b, il quadrato della dif-

forenza dei due numeri.
6. La somms di due numeri & eguale a 26 ed 11 loro prodotto

a 144: trovare i due mumerl

7. Provare che, se la somma di due mumer: & eguale a 26,
ed il loro prodotto a 144, ciascuno di essi, sostituito m lwogo
di @, armulla il trinomio »° — 26 @ -+ 144.

8. Provare che, se il trinomio & —a® + b gi annnlla per

. . { ' .
un valore di @, diverso da 3, esso dovra pure annullarsi per un

aliro valore di o, e sarh la somma di quel due valori eguale
ad a, ed il loro prodotto eguale a &.
9. Trovare una relazione fra la somma di due numeri, la

somma dei loro cubi ed il loro prodotto.
10. La somma di due numeri & eguale a 23, e la somma

dei loro cubi a B887: trovare il loro prodotto.

11. La somma di due numeri & eguale a 23, e la somma
dei loro eubi a 8887: trovare 1 due numerl.

12. Provare che I'mguaghanza

- pr—gq

5 soddisfatta guando ¢'intenda con @ la differenza di due nu-
meri, con p il triplo loro prodotto, e con g la differenza de1 loro

cubi. (%}

—

—— —1 -

(*) TarvaaLia, che aveva trovate la formola pel cubo di on bincmiv, &
stato forse guidato da gquesta trasformazione alla gcoperta della regola per Ia
risoluzione dell'equazione z3 - px = ¢. Civ mi sembra risultare:

1} Dalle parole premesse alla dimostrazione dell'accennata formola:

% T,a causa della regola data per cavar la radice coba e similmente guella
da formar i1 rotto delle propingne radici cube delld nameri non cubi, &1 pud
assegnare da guesta sotloscrisia proposizione non posta da Tuclide nt da alin
eecetto ehe da Hieronimo Cardanc da moi a lul mosiraia, con la qual propo-
sizione fa da me trovata la regola generale al capitolo di cosa e cubo egnale
a pumero ¢ a molti altri saoi dipendenti I'anno 1574 in Venezia come al sno
Tuogo si dith , (a pag. 80 dell'opera: Ln secouds parie del general trafiaty di
auwmeri et misure di Nicono Tartacria. Venezia, 1556).

9) Dalle tamose terzine eclle gunli enuncin Ia regola corrispondente &
quella forma dell’equazione cubiea:
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13. Trovare un numero che sostituito in luogo di « renda
soddisfatta 'uguaglianza
2% -1 360 & — 9863

14. Verificare 1’ identita

o p =2 +6 7 ()

156. Applicare la precedente identith alla ricerca proposta al

N. 11.
18. Verificare l'identita

wpp=2(t Y 205 e Y O

i

17. Provare che, se la somma di doe numeri & egnale a 23
o la somma delle loro guarte potenze & 67937, il quadrato della

loro differenza deve annullare i1 $rimomio

2t | 8174 o — 2636565

18. La somma di dne numerl & oguale a 23, e la somma
delle loro quarte potenze a 67937 : trovare i due mumerl.

19, Esprimere la differenza, fra la quarta potenza delle somma
i due mumeri o la somma delle loro quarie potenze, in funzione
della somma dei dne numeri e del loro prodotto.

e

Quando ch’el enxbo con le cose appresso,
Se agauaglia n qualche numero discreto,
Trovan due albtr. differentz in ess0:

Dappoi terral ¢uesto per consueto,
Ch'el lor produtto sempre sia eguale
Al terzo eubo delle cose neio;

Fl residuo pol suo generale
Dellil lor lati cubl ben gottratty,
Darh e tna cosa principale.

(Quesiti et invenzioni diverse 1 Nicors TanTAtks bresciano. Venezid, 1545).
(*) Le identita proposie 2 N 14 e 16 somo state stabilite dal Cavaurerr,
e da lui applicate alle dimostrazioni di quel suoi celebrl teoremi che 81 tra-

ducono nelle eguagliznze

(BT )

nt

Lim

(1‘*.”[— 24 +5* e ﬂ4) —
h

H = 20

( Brercitationes geometricee 36X Auctore F. Bonaventura CAVALERIO. Bononiae,

1647).
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20. Applicare 1a relazione richiesta nel precedente esercizio
alla ricerca proposta al N. 18
21. Esprimere la differenza

(@4 B — (@ + &)

in funzione della somma a -} &, e del prodotto ab.

22. Lia somma di due numeri & eguale a 14 e la somma delle
loro quinte potenze a 161294: trovare 1 due numer.
23. Verificare 1" identita

@ +¥=9("g7) +2 ("5 -
802 50 (Y + (47Y)
24. Provare che, se o e b sono interi, il quoziente

& 0 — (@1
Tadlatb)

& il gnadrato d’un numero intero.

25. Con suceessive moltiplicazioni del binomio @ - % per sb
stesso, 81 formino gli sviluppi delle potenze seconda, terza, quar-
ta, ecc. fino alla dodicesima,.

26. Quale relazione ha luogo fra il coefficiente del terzo ter-
mine nello sviluppo di (@ 4- 0)” e i coefficienti dei termini se-
condo e terzo nello sviluppo di (a-- 5)? Verificare che la stesss
relazione ha luogo fra il coefficiente del guinto termine nello
svilappo di (2 4~ 8)" e i coefficienti del termini gquarto e quinto
nello sviluppo di (@ + &)". E in generale che, indicando con I,

11 coefficiente di a"~” & mello sviluppo di (a -+ &), ciod il coeffi-
ciente del termine (» 4 1), si ha, per tutti quei valori di » ed r,

Ln, r— Lnui, r—1 + Ln—l, - (:!F)

27. Dimostrare che la precedente relazione ha lnogo gualun-
que sia l'intero positivo a.

(*) Gl sviluppi deile potenze d’un binomio, fino alla dodicesima, sono
statl trovati da Tartaglia, il quale ha pure trovato che i coefficienti sono le-
gati da questa legge (a pag. 72 dellopera gia citata: La seeonda parte del
general tratéato di numeri et mizsure di NicoLé TARTAGLIA. Venezia, 15656). Ma
eégii non ha data la formola generale dello sviluppo di (v -+ 5)*, come sembra
avere creduto gualche autore moderno.
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98, Mediante la precedente relazione dimostrare la formola

pn—1)(n—2)...n—r+1
| S

] [F o
FEPE.

99. Dimostrare che il numero L, , ha la proprietd espressa
dall’eguaghianza
LH, ol — L?l. H=r
50. Dimostrare che il prodotto di 7 numerl inter: consecutivl

& divigibile pel prodotto 1.2.3...m.
31. Dimostrare le due egunaglianze

Lﬂ,ﬂ+L}i.l+L?F,2+ LA +L}i.ﬂ—l+Ln,ﬂ:2“
LH,H_LH, l—"'f_' LH,E# % 8 N {ﬂl)ﬂLﬂ,ﬂml + (_'l)ﬂ L:r:,ﬂ:ﬂ

39. Dimostrare che, se & & minors di 1, la somma

il ;{:)EE‘F’ 4+ (1 — m)ﬁ?ﬂ

oid

& minore di 27,
33. Dimostrare che, nello sviluppo di (m ~+- i—ﬂ)ﬂ " b un termine
indipendente da @, e trovare questo termine.
34. Nello sviluppo di (@ -+ )" 1 termini terzo, quarto e quinto
sieno eguali rispettivamente a 4320, 5760, 3840: trovare a, b ed =.
3%. Trovare @, b ed = colla condizione che quattro termini
consecutivi nello sviluppo di (@ + &) sieno eguall rispettiva-
meute a 2916, 4860, 4320, 2160.
36. Dimostrare che, posto

Poeal . B8 s

la potenza (o -- )" & eguale alla somma di tutti i valori che s

dedncono dalla formola

P
" g% BB
P,. P

quando s'attribuiscano ad = e 8 tutti i valori interi e positivi,
non escluso lo zero, tali che sia @ - B—n, e s'intenda sostituita
Punits al simbolo P, "

37. Nello sviluppo della settima potenza di h -+ ¢ porre
h—a - b, poi sviluppare le potenze di ¢ - b, ¢ ordinare se-
condo le potenze decrescent1 di .

38, Sviluppare (a + & -} ¢)° secondo le potenze decrescenti
di a, e provare che lo sviluppo & eguale alla somma di tutti 1
termini che si deducono dalla formola

1 n et et ETETERA v = e m —re—— — rm e ——
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Pg a 7.8
a® b ¢l
P,.Pg.P,

quando si attribuiscano ad «, B, ¥ tutti i valori interi positivi,
nen escluso lo zero, tali che sia |

af B4+ y—0.

39, Dimostrare che la potenza

(6 + &+ ¢)
@ sguale alla sommae di tutti 1 termini che s1 deducono della formola

P,

a® &P e7
b

quando si atiribuiscano ad =, 8, 7 tutti i valori interie positivi,
non escluso lo zero, tali che la loro somma sia eguale ad n.
40. Dimostrare che la potenza

{fat+b+c+ ...

e eguale alla somma di tutti 1 termini che si deducono dalla formola

P, 28 .~ 78
ﬂ b G‘rd L S
P“.PB.PT.PBI'.

quando si attribuiscano ad o, B,y tutti i valori interi e positivi,
non escluso lo zero, tali che sia

e e o (8 S S
41. Assegnare il numero dei termini dello sviluppo della
potenza »° d'un trinomio.
42, Assegnare 1l numero dei termini dello sviluppo della

potenza »" d'un guadrinomio.

43. Assegnare il numero dei termini delio sviluppo della
potenza #° d’un polinomio di m termini.

44. Applicare il teorema proposto al N. 40 al quadrato, al
cubo ed alla quarta potenza d'un polinomio di m termini.

45. Verificare 1’ idemtits
o s 4 1
o +B 4t d=(—3a+3b+ac+sd) +
1 1 1 1
+Ge—zbtzetzd) +Gatgh —5e+yd)

+Go b rhe—ta)
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46. Verificare 1'identita
(a+b4¢f —(a+b—c)P—(a—0b- o —(—ea J-b-t+c)'=24abe

)
47. Verificare 1’ identita

@+b+c+di—@+dte—di—
—(@+b—ct+di—(@—btctd)— 2:192@.«:@
—(—a+btetd)+(—at+bre—df+ s
+(—a+b—cHdP+(—a b+ ¢+ d)f

48. Trovare il coefficiente di * nello sviluppo di
1+ @+
49. Trovare il coefficiente di 27 nello sviluppo di
(1+2z 48" +42)
50. Qual’s il cofficiente di &® nello sviluppo di
(l—|—w—|—a;'3-lr-.... a10)*?

). Bzsso.

SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 23 e 24

223 Dato un triangolo ABC si cosiruisca un secondo triangole A, B,C,
coié lati B,C,, C,A, A B, egualt rispetlivamente ai segments AA', BR’, CC
che vnisconn i vertici A, B, C con ¢ punis A’ B, C dei lali ad essi
ppposti, o det Oro prolurgamentsi, determinati dalile

E_i’ _ CB AC
Re T BA T B

m,

in cui m sigrifica un numero posifiro o negativo. Sta AzBsCs 4l triomn-
go’'o derivalo, con analoga costruzione, dal triargolo A BC, , e A,B,C,
quello derirato da AsP3Ce. Provare. 1° che esistomo tre valori di m per
ciaceuno dei quali 4 triangolo AzB2Ce @ simule al triangolo AB(C; 2° che
esistono sei valori di m per eciascuno dei quali i trigngolo AyB;Cq 2 s3-

mile al triangolo ABC, |
’ D. Brsso.

Soluzione del Prof. 8. Cataria (*).
Si dieano a, b, ¢ i numeri ¢he misurano 1 lati del triangolo fonda-

mentale, rispetiivamente opposti agli apgoli A, B, C, ed egual significato
abbiano @,, b, ¢ rispetto al primo triangolo derivato, @, &, C; Tigpetto
al secondo, e ag, by, €, rispeito al terzo.

—_

{(*} Altre solmzioni d1 gnesta guestione vennero inviate dai Sigg. Prof.?
G. Riboni, F. Viaggi.

TN

13
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Dall essere : | “
B A’ . ; Q i
AT m 81 trae A'C — i

e dal iriangolo AA'C si deduce:

i

AA®= AC* 4+ A'C* — 2AC ., A'C. cos C.

R e
Esprimendo cos C in funzione di a, b, ¢, o tenendo conto delie nota i
zioLi sopra indieate, dopo facili riduzioni si hu

(m+ 1P a=m -+ (1* + o — % m -+ ¢t
Similmenie si ottiene:

(-1 B2 = B m® - (¢t + a® — 1% mm - o
1y c:=a*m2 I (a8 — &) m -} B2 |
Nello stesso modo partendo dal triangnlo A1 By (7 i esSprimono a,, by, &

in funzione di ay, 5, ¢, ai quali ultimi numeri sostituendo i valori dati
dalle tre precedenti formaole si ha:

CmEItat=ctmi L2 () — 6% m3 - (5a® — 1% — ) m2 -
+2@ 8 - c)m | be
(m 4 14 b — g¥ md |- 2 (a® L b — ety md L (512 — e — o) m? -
T 2(*+ ¥ —a)m 1 2
(A e =2t -2 (0* + ¢* — a?) m3 | {5ct — a* — 1Y) mt -
42"+ a®* — ) m -+ a2,
Ora il triangolo A B C pud essere simile ad AsBaCs 0 & Ba('sAz 0 a CeAsBg, | : f
dove le lettere che cecupano uno stesso posto srno vertici omologhi a i
quelll mdicati dalle lettere di egual posto nel triangolo ABC,
Nel primo caso per la similitudine devono sussistere le relazioni

(L2 bg 3
a - & T g

Quadrando, sostituendo per a2, b2%, ce® i valori ora trovati, togliendo

1 denominatori, trasportando, riducendo e ordinando rispetto ad m, le
dette relazioni si riducono a

Amt4-2(A—B)m®— (A +Bm!—2(A—Bm-J+-B=o
Cmd -2(C —D) m3— (C - Dm*—2C —Dym-LD—o

dove
ﬁ*—a‘c‘=A,m—b‘c?=B.c*-—a’bﬂzﬂ, ctht —gt==D,

Queste due equazioni ammettono evidentemente le due soluzioni comuni
1 e — 1. La soluzione m — — 1 deve considerarsi come estranea. Abbas-
sando le due equazioni precedenti al secondo grado, col dividerne i primi

membri per m* — 1, si ottengono due equazioni quadratiche le quali non
ammettono nessun’altra solnzione in Commune,

Nel secondo easo si hanno altre due equazioni di quarto grado a cui
deve soddisfare il valore di m, le quali ammettono soltanto il fattor co-
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mune m?-- 2 m. Escludendo la soluzione m = o, che non corrisponde a
nessuna cosgtruozione, si ha m = — Q.

Nel terzo caso 51 ha m = — %
1

Dungue esistonoe tre valori di m, e Sono 1, — 2, 3> ber clascuno dei

quali il secondo triangolo derivato riesce simile al triangolo fondamentale.

Partendo dal triapgolo AzBe Cz si possono esibire g, b3, ¢; 1n funzioni
di ez, b2, c2, ¢ poi, per mezzo delle formole precedenti, in funzione di
a, b, c. Cogi 8l ha:

m+-1tal=a"m 4 8(a® - 0* —c)ym® B4 - ¢* —a’)y mt
4 (Ot — 1102 + ) M3 -8 (—a* — 8 - 4 ) M -3 (— D f-c* L-a® ) m-}- aa

ece., ecc.

Anche qui, come precedentemente, il iriangolo A BC pud essere simile
al triangolo A,B,(; in tre maniere diverse. La prima maniera di luogo a
due equazioni, a cui i valori di m devone soddisfare, ¢ guali non ammet-
tono nessuna soluzione comune. La seconda, dopo facili ridazioni, da
liogo alle due condizioni seguenti a cui m deve soddisfare:

A(mbé 3-3ms — 3md —~1Im®* —3m*+-8m -+ 1) |
+CBm>3md —Im® — 12m* —Bm) =0
B'(mﬁ—|*3m5—~3m*—lim3—3m9+3m 1)
- A (8md - 3mt — 9m® — 12m? — 3m) — o

le quali sono soddisfatte dalle soluzioni comuni alle due equazioni
(1) mé+3ms —3mt —Hm? —3m* - 3m -1 =0
(2) Ims |- 3mt — 93 — 12m? — B = o.

La seconda essendo divisibile per 3 ed ammettendo le seluzioni m = o,
m = — 1 che non verificanc la prima, 8i ridoce a

mi — Fm— 1 == 0.

1l primo membro di questa equazione & un divisore esatio del primo
membro dell’equazione (1), onde le (1) e (2) ammettono tre soluzionl co-
muni, che sono guelle dell’equazione cubica

m3 — Im — | == 0.

Quest’equazione ha tutte e tre lp sue radici reali, le quali 8i possono
trovare col metodo esposto & pag. 266 della trigonometria del Serret,
traduzione italiapa di A. Ferrwcci, 1856. Applicando questo metodo 8i
trovano per m 1 tre valori seguenti:

m' =2cenT0 , m'=—2sen 100 , m'"" =—2 sen 5.

La terza maniera di essere simili i triangoli ABC, A; B; G, d& luogo

all’'equazione cubica
me - Bm?* — 1 =0,

le cui radici sono le reniproche di guelle dell’equazione precedente.
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Dunque esistono sei valori di m, e sono i tre ora trovati ed ‘i lere.
reciproei, per ciascun dei quali il terzo triangolo derivato riesce simile::
al triangolo fondamentale,

Si pud inoltre notare che dalla deflnizione di » risulta che se un va- 5l
lore di 72 da un triangolo derivato simile al fondamentale, anche il va- ‘g
lore reciproco da un triangolo derivato simile ad ABC. i

Infine la costrazione del triangolo A,B,C, si eseguisce nel seguente modo: ™
Da A’ si guidi 1a parallela a BR’, nello stesso senso di BB' ed eguale a
BB'. Detto E l'aliro estremo di guesto segmento paralieclo a BB’, unendo *
A com E, sara AA'E il primo triangolo derivato, o

=24. Se 4, b, ¢, f rappresentanc numeri posilivi ¢ 8 ha

: ax* + by +ey'=fe vt==a{y
dimosirare elementarmenie che © valori massimo e minimo di v sono

dati dallequazione (B% — dae) v4 L 4f (at-¢) v — 4fV =o0.
A. LueLri.
Dimogtrazione del Prof. M. Reechet/i ().

Dall’equazione 2* ;- y® = ® si ha «®=1v!— y*; questo valore si so- .
stituisce mella prima equazione e, tolto il radicale, si oitiene s
i [0+ (@ — ¢)f] — # jv* [0* - 2a (2 — ©)] —2f(a—a} +

-+ et — Bafel + F==0. '

Percha il valore di »* sia reale, deve verificarsi la relazione
ot [5* + 2a (a — o)) — 2f (@ — O)ff —

— 4 [0% -} (a — ©)9] (a0t — Qafov*+ %> 04
sviluppande e riducendo, si ottiene

(* — dac) vi - 4f (a + ¢) o' = 42 2 0. tI
I valori che annullanc il primec membro della (1) sono F
27
rl= — = 2
T et —yie—cr B 5
2
i i 3)

@at+e¢ + Vie— oy
Se¢ )" —4dac==0 il primo memhro della (1) si annulla soitanto per

P e = _{: P che rappresenta il minimo.

Se 8" — 4dae < 0, il valore (2) rappresenta il massimo e il valore (8,
il minimo.

Se * — dac > o0, il valore (2) rappresenta iI minimo ¢ il valore (3)
il massimo,

Dunque in tuiti i casi i valori massimo ® minimo di z*-}-y* sono
dati dai valori (2) e (8), che annullano il primo membro della (1).

o
L
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(") Altre dimostrazioni vennéro inviate dai Sigg. Prof™ 8. Cetania, ¥. Viagg/
U. Searpis.
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

A LG T

(A PROPOSITO DI UN LIBRO RECENTE)

Gid da parecch anni fu fondato 1n Inghilterra e ivi prospera un. sodah-
zio {Association for the Improvement of Geometrical Teaching, o brevemente
A. I. G. T.), avente per ascopo di promuovere dirigere gh studii atti a far
progredire 1 metodi d insegnamento della Geometria, e, in particolare, 1
tener viva un'agitazione pacifica contro 1'nso esclusivo nelle scuole degii Fie-
menti di Eoclide (1). Nell'epoca in cui esso venne istitniio — guantungue con-
tinaia di insegnonti non dissimulassero che sarebbero stati lietl di surrogare
con qualche testo moderno guello del vecchio Alessandrino — i supremi Gorpi
examinatori si ostinavano a esigers non solo che le proposiziomi di Geometria
elementare si studiassero nell’ordine adottatbo da Eupeclide, ma anche che s di-
mostrassero in modo identico a gmello che egli aveva proposto. Per vincere
quests registenza I'A. 1. G. T. ottenne Vappoggio dell'Associazione Britapmica
per l'avanzamento della Qoienza : infatth al Congresso che questa terme a
Bradford nel 1873 fu letta una relazione (2) favorevole in massima alle idee
del¥ Associution, in cni perd ® detto che 1 quel tempe non essteva amcora
un libro avente tale sutorith da poter bandire Euvclide, sono pbl espresse alcune
;dee sull’ indirizzo che tale libre dovrebbe avere (3) ed & preso impegno &

{1) 11 decorso inaagurale fu pronunzialo dal prof. HasT o 51 legge iradoiio in italiano, as-
siome al resoconto della prima seduta, & Pag. 180-187 det T. IX (1871} del Giornale di Hatema-
tiche.

81 veggaro anche sullo stesso argomento i doe lavori:

HigsT. Discorse sull Introduzione agli Elemenld di Geomeirio del Prof. Wright (Glornale i
Matematiche, T. V1 (1368), pag, 363}

WiLton. Euclide come tesio di Geomeiria elementare (1. ¢., pag. 381).
Lresempio della rivolia coniro Eoelide vamns dall’alto, Infaiti nel discerso pronunciato nel

1889 da Sylves'er per 1’ Suangarazions del Congresse dell’Associazione Britanniea leggiamo 1 pe=
ripdi: « Io mi rallegrerei,.. éi vedere Ruclide sepolio enorevolmente negli acaffali a una profon-
4ita maggiore 4i gunella a cui pud arrivare gustungue seandaglio, foori della portala di gualun=
que stolaro... 1l prime piudio i Enclide mi fece odiare la Geomeiria; cid Bpero VArri a scu=-
sarmi s 1 modo con eni ho parlato @i esso come libro di tenrto ha urtate le opimioni di aleuni
fra i presentl {e so che vea me 8000 aleuni che eolioeano Hnclide come secondo in saniita solo ri=-
spetto alls Blbbia & lo aousiderano come uns delle basi della costituzione inglese). »

Quale contraste fra quesis opinione e "ammirazions sconfinata che si & professata per Haell:le
durante tanto tempo, della gaale fanno fode le parcie che, a trediel secoli di distanza, astrisaero
il ecommentatore Proclo [n Se ad essi (g Elemewsti di Foclide) tu vooi aggiungere o {ogliere
qualeosa, riconoscaral che tl allontant dalla snza o ti lasei fuorviare verso Perrors o I'igno-
ranza »] e Lagrange {x La geometria & mna lingua morta, ¢ =olul che mon la studia in Kaclide fa
lo stesno dl ohi volesse apprendere il Greco od il l.atno lcggendo lo opere moderna geritte in
queste due lingue »] !

{2) Report of the Commiitese appointed to conaider the posslbility of Improvement in the
Methods of Instructione in Elementary Geometry, the Committee consisting of Prof. Bylvester,
Prof. Cayley, Prof. Hirst, Rev. Prof. B, Price, Prof, H. L 8. Bmith, Dr. Spottiswoode, Mr. R.
B. Hayward, Dr. S8almon, Rev. Prof. Townsend, Prof. Foller, Prof Kelland, Mr. .J, M. Wilson
anid Prof. Clifford (secratary) (Report of British Association, 1873, p. 459-480).

(3) Non mard forse senza interesse per il leitore il saperc che {1 principale fra 1 suggeri=-
mentt datl eonsiste nel consigliare di premeitere all’ Insegnamento deila Geomeiria pura guella
disciplina che apparve nelle nosire sauole col mome d4i Geometria intuitiva, e che quesic consl-

gilo venne seguilo.

it

PR = oo,
4 B L L LR s RS

S FOPTRT

R o T SPIVILY Sl WL At



— 126 —
ntornare sull'argomento guando guesto libro fesse stato compinto. L’A. L. G.IB.F :
— che fin dal 1873 aveva schizaato tale Juvoro - non rimase maanaueh g
a questo invito, e tre anni dopo fu 1n grado di presentare un Syllabus *’qf
Plane Gwmefry, sul goale nel 1876 fu fatts una relazione (1) luamghlem H‘.If ;
Congresso tenuto o Glasgow dall’Associazione Britannics (2); le conclusioni. ﬁl
questa relazione s1 rilevaro dal seguente periodo che ei piace riportare: * La
Commissione non esita a dare come risnltato dell'esame complessivo che essn,
fece del Syllabus, che questo si manifests redatto con tanta cora e con tali
r:lguﬂ.rdl verso le -r:nndlzmm esgenziali del problema. da, I‘E]ldEI‘E dealdemblha--'??'“

delle Umiversith ¢ degli altri grandi Istituti di istrozione del Regno onde dﬂ-
ciderne l'adozione come testo degli esami di Geometria elementare dopo averv}-';{"j’
mtrodotte quelle modificazioni che il detto esame pud eventualmente dimo- -,
slrare necessarie. , Incoraggiate da guesto successo, I'A. I. G. T. prese I'iiizias 7
tiva i una petizione alle antorith di Cambridge e Oxford per ofienere ILIIE 5
maggiore liberth mell’ insegnamento delln Geowmetrin; guesta petizione fu fir<"
mata da un gran numero di persone competenti ed ebbe per effetto 1'anbo-
rizzazione di gostitmire nell’ insegnamento le dimostrazioni euclidee con altre - 7o
el pari soddisfacenti. i
Un permesso analogo fu concesso dagli aliri Istitati. Onde oggidi in In--'?‘_'
ghilterra, un cantidato  an esame, per rendere palese la verith'di un teorema .~
di Geumﬂtna pud adoperare gualsiasi ragionamento, purcht sintetico e baaﬂ.ta
51 proposizioni che, anche nel testo Greeo, precedono guella da dimostrare. Sl 2
pad quindi dire che gli sforzi dell’A. 1. G. T. siano stati coronati da emtg
soddisfacente per quanto concerne i rudimenti della Scienza dell’estensione.
A facilitare il raggiungimento del preprio scopo I'A. I. &. T, mtr&preaa
una serie di pabblicazioni.
La prime di esse b il Sylebus {London, Macmillan), & cui gopra &i alluﬂﬁ.;;:ﬁ
e contiene in sunbo ristretiissimo ¢id che si deve sostituire ai primi sei L1br1'-;'.?.1 ¢
di Buelide: i1 disegno ivi schizzato fn eseguito sis dall’Associazione stessa ﬁul-
Yopera The Elements of Plane Geometry (London, Sonnenschein), sia dal Wil-
son coll Elementar Geomeiry (London, Maemillan). L
Ma questi lavori, per quanio pregevoli, non hanno un grande interesse per Ay |
noi laliani, che possediamo gid parecchi buoni trattati i guali, pur essendo in- e
formati al metodo euclideo, insegnano il modo di arrecare agh Elementi que; * . fitd
mighoramenti che lo stato attuale dells Scienza esige o i programmi ufficiali = -
consentono. Per converso b stato recemtemente pubblicato dalla stessn A. I. G.7T.  iicegd
un naevo opuscolo {4 Syllabus of Modern Flane Geomutry, 52 p., London, Mac-
millan) che pud inberessare noi pure, percht esso non ba un esatto riscentro
(per quanto so) nella letteratura nostra, polendoal designare come un riassunto
di Geometria complementare.
Dopo un’Introduzione, in coi si trovano le nozioni sui segmenti rettilinei,

(1) V. Report of British Asgociation, 1818, p. 813,
(2} La Ocmamimleone era 1a stessa di prims, coll’aggiunia del Prof. Henrlci o del 8igg. J. W,
» Glalsher o Hayward (relators).
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esso contieme mm interessantissimo capitolo sulle Proprictd dei Triangoli, ove
gono raceolid 1 teoremi fondamentali della teoria delle trasversali con molteplici
applicazioni, e le proprieth fondamentali del punti, rette, circonferenze con-
nesse a un triangolo e che 1 moderni (specialmente Brocard, Lemoine, Taylor
e Tucker) hanno per primi considerate. Segne pﬁi un capitolo sulle Forme ar-
moniche e uno sulle Proprietd armoniche del quadrangolo ¢ del gquadrilatero
completi. 1 due eapitoli segnenti concernono 1 Cerehii (poli e polari, cerchit or-
togonali, assi radieali, centri di similitudine); il suceessivo alenni Problemi di
mussimo ¢ minimo brattati geometricamente e 1 duoe nltimi vn cenno sm1 Rap-
porti anarmonici e 11 Metodo della projezione.

(i sia permesso di chindere questo articolo con due osservaziomi.

I'ana si riferisce a quanto nel Syllabus & detto intorno al principio di
dualith. A nostro avviso, anche in un primo insegnamenis della Geometria
projettiva si pud dimostrare che per ogmi proposizione della Geometria di po-
gizione ne esiste un'altra — che 81 dirh correlativa della prims — di cui enon-
ciato e dimostrazione s1 oitengono dall’ennnciato e dalla diinestraziome della
prima mediante certl scambl di parole: basta mifatti motare che ogmi ragio-
namento che 81 fa nella Geometria di posizione nasce combinando opportnnamente
i postulati dello spazio relativi all'incidenza di punii, rette, piani, e che questi
postulati sono o due a due correlativi, fatta eccezione per quelli che sono cor-
relativi a s stesw. Per consegunenza gquanio 2 detto a pag. 15-16 dell'opuscolo
in questione pud rendersi pilt completo ed esatio. Esempi opportuni si potranno
addurre per scemare le difficolth che la precedente dimestrazione del principio
di duality pud presentare ad un principiante a cagione della generalita di essa.

L' altra osservazione concerne gli elementi imagnani. L’'introdurre la
nozione di punti imaginarii unicamente come un artificio per evitare la &-
stinzipne dei varii casi 41 unpa stessa figura, non ¢i sembra wn sistema degno
del patrocinio di un’Associazione pel progresso dell’ insegramento geometrico,
anzi sembrerebbe meritevole di venir combattuto da essa. Noi possediamo gin
dei mezzi per definire e studiare gli element: imaginari, sia considerati in
coppie sia presi separatawmente, mezzi 1 yuali non lasmano nulla & desiderare e
per rigore & per chiarezza, e al gnali non manca che ana maggior diffusione per
divenire patrimonio di tutti. Gikin Itelia st e cominciato ad adobtarli vuol nel-
!’ ingegnamento universitario vuoi nei tratta$l mighori; or non sarebbe forse
un cormpito nobilissimo per I'A. 1. G. T. guello di otienerne l'adozione anche
in Inghilterra? E questo compito & di tanto pin grave momento ingnantoche
in alecune produzioni geometriche cﬁltemp{}rﬂ.ﬂee s1 nota mna nrlassatezza di
rigore, che — & forwa riconoscerlo! — si riscontra assai pih di rado in guelle di
Analigi e alla diffusione della gnale & urgente di opporm: uno dei modi pih
efficoct percid & secondo noi appunio 11 cacciare dal santuario della Geometria
pura le ordinarie trattazioni degh elementi 1mmaginari (e, aggingiamo, degli
elementi all'infinito) alle guali wolti perdonano la deficiente esattezza grazie

alla loro maggiore intelligibilitha.

Genova, 23 Maygio 1888.
Gino Logia.
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Sopra tna proprietd dei foochi delle coniche

Sia F un fuoco di una eomica fissa, ¢ sia P un punto qualun-
gue fisso nel pianc di essa. Per ¥ ¢ per P facclamo passare una
conica qualungque, c¢he incontrerd la prima in quatire punti A, B, G, D.
Se chiamo ¢, £, y, 3 gli angoli che la retta F P fa con le rette che
congiungone F con A, B, C, D, mi propongo di dimostrare la seguente
relazione che esiste fra questi angoli:

5 — costanto.

L'equazione della conica fissa in coordinate polari, prendendo F

come polo e la retta FP come asse, & della forma

]
F=pl+ecns(ﬂ—m} th

in cui ¢ & il raggio vettore, p & un parametro costante per una
stessa conica, e & l'eccentricith, o & il modulo ed w ¢ infine lan-
golo che la retta P fa con l'asse maggiore,

Ora cerchiamo 1’ equazione polare della conica variabile che
passa per F e P. L’equazione generale di una conica in coordinate

polarl €
e (g cos® 0 4 /1 sem b cos 0 -+ b sen® 0) 4- o (g cos H=+ [sen b) - C=0.

Ora, siccome questa conica passa pel polo F, dovra essere evi-
dentemente ¢—==o0, ¢ lequazione si riluce alla seguente:

o (@ cos® 0 4~ /1 sen 6 cos 6 = & Sen® §) - § €08 6 -~ /'sen § = 0. (2)

Se vogliamo ora esprimere che la conica medesima passa per P, sic-
come P sta sull’asse polare, basteri fare ¢ = o nell’equazione (2), per

ottenere la lunghezza F P. Si ricava F P = :g = costante, la quale

espressione indica che relazione deve esistere fra i cocflicienti @ e g.

13
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Per trovare i punti d'incontro della comica fissa con la conica mo-
bile, basters dunque risolvere il sistema di due equazioni (1) e (2)
a due incognite p ¢ 9. Sostituendo il valore di ¢ della (1) nella (2),
avremo una equazione che contiene solamente ia ¢:

(e cos® ) 4 & sen B cos 0 4 b sen® )
]l 4. ecos () — w

0 “4geos o+ fseng=o0. (3)

Quest'equazione risoluta rispetto a ¢ darh i quattro valori a, B, v, 8
Anzitutto moltiplichiamola per 1 4 ¢ ¢os (0 — w), ¢ pomendo pol
co$ (B — o) == €0S § €08 » - sGn 0 3e0 » con semplici riduzionl sl per-

viene all’equazione:

cos®p(pa—degcosw) 4+ <ento(p b4 efsenw) 4+ (4)
+-sen b cos 0 {A P4/ cos w4 e g sen w) <4 g cos b sen H==o0.

Ora esprimiamo senp e cosy in funzione della tangente dell’an-

]

golo 5 b- S1 hanno le formole:

Sostituendo guesti valori e togliendo i denominatori si giunge final-

mente alla seguente:

2 ]
(l—tg%ﬁl) (pﬂ_g_cgcm m)-—l—htg ~B(pb+e,’qenm)+

; ' :
—|—dtrf~ﬂ(l—tg2§ﬂ)(sz+€fﬂnsm+egsenm)-{— 5"

, 1 1 ) 1 1) .
“}‘Q(I_tgzéﬂ)(l—|—tgﬁﬁﬂ)-—{—ﬁftggﬂ(l—]—tgggﬁ)—-ﬂ, (J)

1
Questa equazione & di quarto grado in tg 59, e rsoluta da 1

1

valori tg g a, tgziﬂ tg . 37’ tg— 5. Ma si vede facilmenie che

nella (5) 1l termine noto & (pa-+egeosw 4+ g), ed il coefficiente

di tg° 5 - 6 & {pa—+egcosw—g) Dunque per la teoria delle equa-

Z1onl si b
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pategeosw g __ 1 Fl 1 l 5
pﬂ-i—egmsm—g—_tgﬂmtb?,pthTtgé' (6)

Ora si ¢ visto che FP= __E'E' Qe chiamiamo M questo valore di

PP si ha g=— aM, e sostitnendo nella (6) si ha finalmente:

p—M(ecusm-l-Q__ 1 i 1 1
p—M{ecﬁsm-—-I) tgéﬁtgﬁﬁtg'ﬁ."tgga' (7)

Ma questa formola dimosira | teorema, perché nel primo membro
p, M, », e sono costantl.

Questo teorema & molto generale; infatii una conica ¢ deter-
' mipata da cingue condizioni. Ora la comica mobile & sottoposta a due
sole condizioni, cioé di passare per F ¢ P. Vi sarh dungue un Du-
mero i comiche tre volte nfinito che soddisfa al ieorema.

1.a conica mmobile pud essere un circolo, anzi vi saranno infi-
mti eireoli che soddisfano al teorema, che sono quelll che passano

per i due punti F e P,
Analogamente la conica fissa pud essere un corchio, ed in tal

caso il fuocco F sard il centro del cerchlo.

e 1a conica mobile fosse evanescente, ciot si riducesse a due
potte, il teorema dovrebbe sussisiere ancora. Una delle rette passera
per F ed una per P. Quella che passa per F incontri la conica nel

: , 1 1 o B
punti A ¢ B. Evidentemente s ha tg5* 1€ 5 A=1, e quindi -

1 1
mane ig 5 Y tg 5

cogi: Se in una conica una retia passa
irando la conica in coppie di punti €D, sl ha:

g -]éP FGig % P F D = costante. ()

Se FP fosse zero, nella fn;mﬂla (7) bisognerd porre M = 0
e si pud enunciare 1l seguente teorema: Qe una conica qualungue
F di una conica fissa, incontrandola in punti A,

passa per il fuoco

B, ¢, D, se chiamo « B.y, 3 gli angoli che la tangenie m F fa con

5 — costante. 11 quale teorema si pud enunciare

per un punto isso P 1ncon-

() Teorema di Mac Cullagh V. Salmon, Sezioni coniche, pag. 202, es. 8.
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le rette che uniscono F con A, B, G, D, si ha sempre la relazione:

Questo teorema somministra un’elegante costrozione per risol-
vere 11 problema: Costruire mna conica quando sieno dati tre punti
ed un fuoco della medesima.

Sieno A, B, C 1 tre punti ed F il fuoco.

Per F conduco una retia qualungue F D. Mi propongo di tro-

vare uno del punti D in cui quesia reita taglia la conica incognita.

Congiungiamo i punii A, B, C con F, e costruiamo un cerchio

col centro in F' e di raggio qualungne, il quale inconirerh le rette
A, I'B, FC, FD rispettivamente nei punti A, B, ¢, D'. Se de-
scrivo la conica determinata dai cingue puntl A, B, C, D, F, per
il teorema antecedente se chiamo e, By 8 gli angeli che fa la tan-

gente in I a questa coniea, colle quaiiro rette che pariono da F,
abbiamo : :

] 1 I ]
tg 5« tgéﬂtgé‘r tg§3=].

Se ora consideriamo la conica che passa per i ire punti A, B, G,

¢ che & tangente in F alla conica ora costruita, questa incontrera
la conica incognita in quattro punti A, B, C, I)', 1ali che

] 1 ] -
gzt P tgsy tg 58 =1
C108

1

tggaztg 5

Ll

0, c10 che & lo stesso, il punto D' eoincidera col punto D, ¢ sark
1] punto d’incontro della retta F D colla conica ora descritta. Cosi
S1 potranno trovare aliri punti della comica da deseriversi.

E facile vedere che senza bisogno i costruire le coniche di cui
ho parlato, si pud condurre la tangente in F, e determinare il punto d’in-
contro della retta FD eon costruzioni semplicissime e colla sola riga,
servendosi del notissimo teorema di Paseal sull'esagone iscritto.

Un altre corollario che si deduce dal teorema (8) & il seguente:
S¢ 1 quaitro punti d’incontro della conica mobile colla conica fissa
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A, B, C, D sono infinitamente vicini, od i alire parole, se le due

; ; € o : , | ;
comiche hanno un contatto di terz'ordine, si avra: gtz *=1, da cui

T

2; i1 ehe si enuncia dicendo:

o

Se una eonica ha un comtatte di terz’ ordine con un’ alira, e
passa. per il fuoco F di quest'ultima, la tangente in I ¢ perpenti-
colare alla retta che congiunge F col punto di coniatio.

I teoremi ora esposti hanno 1 loro corrispondenti ool metodo
delle polari reciproche. Ora indicherd solanto il teorema reeiproco
al teorema (8).

Prendendo F per polo, alla conica fissa corrisponde un cerchio,
essendo F il fuoeo della conica medesima. Alla conica mobie cor-
risponderh una parabola, ¢ la divezionc della tangente in F corri-
sponderd alla direzione dell’asse della parabola. Dungue si puod enun-
ciare il teorema seguente:

Se quatiro tangenti comuni ad un cerchio e ad una parabola
fanno coll’asse di quest’ultima degli angoli % B, Y, 5, fra essi esiste
la relazione

| 1 1 !
Il teorema (7) ed i seguenti ammettono la reciprocu.
Infatti se nella (6) pomiamo

pa-egcosw + g
pa-+egcosw —fg

— costante,

- > :
2 costante, il che dimostra che la co-

¢i 1ecava lmmediatamente

nica mobile passa costantemente per un punto fisso P, la cun -
stomza da F avevamo chiamata con M.

Per terminare osservo che 5§ la conica fissa & un cerchio,
p =R raggio ed e==o0, sl ha

=

A. SAUVE.
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SULLA TEORIA DELLE PARALLELE

E nolo che se esiste un triangolo 1 cui la somma degli angoli- &
sia oguale a due angoli retti, altrettanto avviene per qua}smjglm *

altro iriangolo rettilineo, ed il pmtulam delle pamllele ossia che

una refta data, & verificato. Per una via diversa si giunge qui ad

una proposizione equivalente, sussistendo la quale, il postulato delle _:
parallele & parimenti verificato. E senz’altro entro in materia, non --245"

presupponendo altre cognizioni all’infuori di quelle che d’ordinario

s1 sogliono premettere alla teoria, ¢ cioé dei soli primi ieoremi del-
1" Euclide.

Teorema 1° — Due rette perpendicolari ad wna medesima non

posSsone 1ncontrarsi.
Iwmosirazione. — Se & possibile che le due Tette AC, BD

(Tav. 11, fig. 1) s’incontrino in O, allora nella sovrapposizione del - -

plano a se stesso mediante una mezza rotazione attorno ad A B, le
due rette GC e DD verrebbero ad avere un altro punto comune O
dall’altra parte di A B senza coincidere, il che & contrario all’as-
siloma della retta.

Teorema 2° — Due rette che fanno con una terza angoli or-
dinatamente uguali, non possono incontrarsi.

Dimostrazione. — Tirisi pel punto di meszzo della A B (fig. 2)
la O G perpendicolare a CF, e si prolunghi fino ad incontrare I'altra
retta D E nel punto H. Risulteranmo 1 due triangoli O G A, O BH
che dico essere congrucnti: infatti essi hanno i latit O A ed OB
uguall per ipotesi, e questi lati sono adiacenti ad angoli rispettivamente
uguali, gli uni come opposti al vertice, gli altri per ipotesi. Sard
pereio, nei due iriangoli, 1'angolo in H uguale all’angolo in G, cioé
la retta G H perpendicolare anche alla D E, ¢ le due rette CF, DE
perpendicolari ad una medesima non potrammo incontrarsi.
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Qeolio 10 — Dalla uguaghianza di una coppia degli angoli for-
mati attorno ai punti A € B (di due angoh corrispondentt), deriva
quella degli angoll delle rimanenti coppie, v guella degll angoli al-
terni (tanto internl che esterni), e infine ’uguaglianza della somma
degli angoh interni dalla stessa partie a due angoli rettl.

Seolio 2° — Per un punto G (fig. 8), esterno ad una retta A B, sl
pﬁb dunque condurre almeno una retta EF che non incontn la A D,
guale & ad osempio 12 perpendicolare alla retta CD, che sia coDn-
Jotta. alla sna volta da G ad angolo retto sulla stossa A B Ora: o
‘ja ET & l'unica retia del piano, ira tutte gquelle tirate per O che non
incontri la retta data A B, o non lo ¢ Nel primo caso avverra che
qualsivoglia altra reita per O, facente colla B I’ un angolo qualunque,
anche piccolissimo, ‘ncontrerh la A B (da una parte O dall'altra del
punto D), e la B F stessa potra dirsi costituire la posizione limite di
ana retta che ruotl In qualungue Senso 24torno 2 G, in modo da in-
contrare la AD successivamente in puntl sempre pii1 lontani da D;
che se invece V1 S0n0 altre rette per O, olire la E F, che non neon-
trapo lJa A B, allora queste saranno necesgariamente in numero in-
fnito, e clod, com’ & manifesto, tutte quelle comprese in un certo an-
golo (che avra EF per bisettrice), 1 cui lati siemo le ultime retie, a
partive dalla E I stessa & dalle due parti di questa, che non incon-
trano la A B. S1ano GK ed ' K’ le due rette nominate, per MoGo
che qualsivoglia retia per ( non compresa entro 'angolo H G H e
nel suo opposto, incontrl 1a A B da una banda o dall’altra del punio D,
¢ precisamente a Jistanza tanto maggiore da D guanto minore & la
‘nclinazione sua sulla HK o wlla B K': si potrh allora dire anche
gui che ciascuna di queste due rette & la posizione limite di una retia
mohile che da C si diriga successivamente a punti sempre piut lontan)
della Teita A B. |

Esprimeremo (uesto fatto dicendo con ardita ma cornoda T0e-
iafora che la EF nell’un casﬂ,"'é 1e HK ed H K’ nell'altro, 1ncon-
trano la retia data A DB a distanza infinita.

Definizione. — Due rette che s inconirano a distanza infimita
Jiconsi parallele: ¢ deriva dalle considerazioni precedenti, che per un
punto U esterno ad una retta data A B o sl poirh condurre a quesia
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una sola parallela, o se pe potranno condurreé due (una pe_r
ciascun verso), simmetriche rispetto alla perpendicolare calata da
C sulla A B. |

Teorema 3° — Se il punto di concorso di due rette (di cui una
sia fissa e l'altra ruoti attorno ad un punto) si allontana indefinita-
mente, 'angolo da esse formato finisce col divenire pili piceolo di qua-
lungue angolo dato.

Dimosirazione. — Siano le rette A B, CL (fig. 4) fra loro pa-
rallele, e sia w un angolo piccolo a piacere: una retta condotta per C, |
e che faccia colla CL l'angolo w, incontrerh per 1'ipotesi la retia
AB in un punto M. Prendasi ora su questa, a partire da M, un.
segmento M N uguale a CM e tirisi la C N; sarh allera, nel
triangolo CM N, I'angolo in N uguale all’angolo M C N, ¢ perd minore
dell’angolo v.

Una retta CM che ruoti attorno a G, in modo che il suo punto
d’intersezione colla A B vada successivamente ed indefinitamente al-
lontanandosi, pud quindi fare con questa un angolo minore &i ogni an-
zolo dato, C. V. D.

Teorema 4° — Una parallela alla retta AB in C, ¢ parallela
alla stessa in ogni altro suo punto.

Dimostrazione. — Sia C D (fig. 5) una parallela ad A B condotta
per 1 punto C: dico che la parallela ad A B (nello stesso senso in cui lo
¢ la O D, per esempio verso destra) tirata per un altro punto qualun-
que M od M’ della C D, coincide con guesta retia.

S1 tirt infatti per M una retta che faccia colla C D un angolo o
piccolo a placere, e congiungasi C con un punto qualungue E della
detta retta sitmato al di sopra della A B: sard per ipotesi la C E una
secante deila A B, ed a maggior ragione lo sarh la M E che dovrd in-
contrare la A B in un punto situato a sinistra di quello in cui concor-
rono la A B stessa e la CE. Che se il punto considerato é M, alla
simistra di G, si tirl per esso la M E che faccia colla M'C un an-
golo w’ piceolo a piacere, e se & possibile essa non incontri la A B, ri-
manendo cioé tutta al di sopra di questa retia (nel caso della figura).
Allora se si conduce per C la CF facente colla C D un angolo uguale
ad »’. questa (Teorema 2°) non incontrerd Ja M’ T, ossia sard tutta
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da una stessa parte, e precisamente al di sopra (nel caso nostro) della
medesima, € perd non potrd incontrare neppure la A B che 1ispetto
alla M" B stessa giace dall’altra parte. Non sarebbe dunque CD Ia
parallela alla A B tirata pel punio € e nel verso A-B, come é stato
supposto : & pereid necessario I'ammettere che Ja M"E' tirata comun-
gque per M e al di sotio della M" G D, inconiri la retta data A I.

Concludendo : le parallele alla retta A B, nel verso da A a 15,
passanti per M od M, sono adungue le MD ed M’ D" coincidenti con
la C D parallela in C, C. V. D.

Corcllario. — Se la CD & I'unica parallela ad A B che si1 possa
tirare per C, ossia se & parallela ad AB n entrambi i sensi A B e BA,
anche per ogni altro punto della CD passera una retta unica paral-
lela ad A B, che sarh la stessa GD. Ma se questa & 'unica parallela
ad A B per M, vssa sarh perpendicolare alla ML condotta per M ad
angolo retto sulla A B, laonde « Se due rette AB, CD perpend-
colari ad una medestma relln CH sono parafllele. qualungue
alira relta M L perpendicolare ad wuna di esse ¢ perpendicolare
anche all'allra».

Teorema 5° — Se un guadrangolo & rettangolo, 1 suoi lati op-
posti sono fra di loro ngual.

Dimosirazione. — Sia il guadrangolo L M M’ L' (fig. 6) avente,
per ipotesi, tutti gli angoli retil, e, se & possibile, sia la M L maggiore
delln M’ L’: allora sovrapponendo il rettangolo a se siesso dopo
averlo rovesciato, e posto LL” sovra L'L, dovrebbe il punte M cader
fuori della L' M ed il punto M entro il segmento L M, in guisa che
la M M’, nella nuova posizione, traverserebbe il lato M' M del rettan-
zolo primitivo, e perd non sarebbe perpendicolare alle LM, L' M’ con-
trariamente all’ 1potesi. |

Analogamente si dimostrerebbesl’uguaglianza degli altri due lati
oppostl.

Corollario. — Da guesto teorema e dal precedente corollario
deriva immediatamente la proposizione « Se due retle sono paral-

lele fra di loro in entrambe le loro opposie direzioni, esse SOno
dappertutlo ugualmente dislanii, ossia st possono condurre 070
delle perpendicolari comuni, le quali sono uguall ».
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Reciprocamente abbiamo il teorema seguente.

Teorema 6° — Se due rette ammetiono due perpendi-
colari comuni, esse sono parallele in entrambe le loro opposte
direzioni,

Dimostrazione. — Sieno le AC, BD (fig. 7) perpendicolari,
per 1potesi, all’una e all’altra delle AB, CD: per il teorema
precedente sath A C=B D ed A B = C D. Condotta allora la
diagonale € B, si avranno i due triangoli congruenti A B C
¢ DUB, ne’quali saranno percid uguali gli angoli ABC ¢ BCD
oppostl al lati ugwali AC e B D. Adunque la diagonale CB del
rettangolo dato forma coi lati opposti di questo angoli alterni in-
ternl uguali. Ma con la giusta posizione di due, tre, ecc., rettangoli
congruenti ad ABDC, come & indicato nella figura, si formano altri
rettangoli AEFC, AGHC, ecc., della stessa natura, nei guali cioé

le diagonali CE, CG, ecc., formano angoli uguali coi lati opposti; e -

d’alironde aumentando indefinitamente il numero de; rettangoli, 1’an-
golo CG A finisce col diventare pil piccolo di ogni angolo dato (Teo-
rema 3°): dunque anche 1'angolo G CH, uguale a CG A, ha la stessa
proprieth, e ia retta CH essendo la posizione limite della diago-
nale GG allorché il punto G si allontana indefinitamente sulls AB &
parallela ad A B.

Che poi la CH sia parallela a questa retta anche nella direzione
opposta B A, si deduce dal fatto che essy & perpendicolare ad A C,
donde segue che quanto avviene da wna parte di questa retta, si ri-
bete simmetricamente dall’alira parte. Laonde le due reite AB, CD
perpendicolari, per ipotesi, alle due AC, BD, sono parallele in en-
trambe le loro direzioni, C. V. D.

Scoliv 1° — Se in un quadrangolo ABD C i due angoli A e B
sono retil, ed 1 lati opposti AC, BD ed AB, CD sono fra di loro
uguali, eziandio i rimanent; angoli del quadrangolo saranno retti, ed

i suoi lati opposti saranno percid parallel.

Scolio 2° — Nelle ipotesi dello seolio precedente, tirando la dia-
gonale AD, deriva inoltre che i triangoli ABD, DCA sono tra loro
uguall, e perd che in eiascuno la somma dei tre angoli & uguale a
due retti. Ma se eid avviene, il postulato cuclideo delle parallele &
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vero, come fu avvertito: sicché guando sieno verificate le sopra-
dette ipotesi, si pué affermare senz'aliro l'esistenza o la verita del po-
stnlato medesimo.

Sassari, 18 febbralo 188D,

A. Sumi.

ESEMPI GEOMETRICI DI LIMITI

Nel secondo fascicolo di questo periodico il signor Benucc: ha
mostrato un esempio geometrico di limite, considerando la serie dei
triangoli, ciascuno dei quali ha per lati le mediane di quello che lo
precede.

Jo mi propongo con questa Nota di gemeralizzare quello studio,
giovandomi anche di alcuni risultati ottenuti dal signor Besso nella
Nota inserita in questo periodico « Di aleune proprieta del triangolo »
anno 1I, faseicolo L.

1. Sia dato il triangolo ABC (Tav. III, fig. 8%), si dividano 1 lati
AB, BC, CA nei punti ¢, A, B, in modo che sia

BA' _CB _ AC _
A'C™ BA (OB

essendo 72 un numero dato gualsivoglia, che riterremo POSLtIVO quando
A’ T, ¢ sieno sui lati, negative quando sui loro prolungament.
Da A" si conduca A’D eguale e parallela alla BE'; il trian-
golo A A’D dico che ha per lati i tre segmenti A A, BB, C a7
Tnfatti si congiunga D con B e 1'5-331 prolunghi fino ad inconirare
in P il lato AB; sarh DB’ eguale e parallela a BA', ed inolire si

avra .

BP _GB _ BA _
PA_ B A _agc ™

da cui risulta che la fisura A'CB'P & un parallelogrammo, e pero

A'C=BP ¢ BG=DP.
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Essendo BC eguale o parallela a DP, sarh pure BP eguale ¢ ‘“
parallela a €D, ¢ poiché BP= A (' (non potendosi dividere wn
segmento in un ra,ppbrtc} dato che in un sol modo rispetto alla gran-
dezza delle parti) sarh A ¢ eguale e paraliela a CD, ¢ perd anche A D
cguale e parallela a CC'. ¢, d. .

<. Dal punto M, in cui la A" D incontra il lato A G, si conducs la
parallela a BC fino ad incontrare in N il lato A B; dico che il trian-
golo AMN ¢ otienuto da A’ A D nello stesso modo come questo fu of-
tenuto da ABC (bisogna perd pensare di percorrere il contorno in
S€nso opposto a quello con cui si & percorso il primo). | _

Infatii essendo | | ; 3

AAMCeMBD

- . . - I-

1) "y u

. 3 CHAF T [ TY SO R S PRL PN ol o o AT TR
e L - n e - - & - -
l1| h.!r-h._'_". .I.“J"_".'_lhu,-ml-\_- oy, T g I"'--I Hi H

si ha

DM __ D B’ B A .

MA ™ A¢ T ae 7 i

e pero i lato A M del triangolo AMN ha la proprieia enunciata. ‘

1l lato A A’ & segato in Q dalla D P in modo che T

A'Q _CB Py

ed inolire si ha che J
PN B M |

% e e S e 8 &
(2) = E =", H
per cul combinando Ia (1} colla (2) 81 ha -‘5’

PN:NB=PQ:01.

| Quest ultima proporzione mostra che la NQ & parallela alla B3,
equindi anche alla A’ D, e che il quadrilatero MN QD & un parallelo-
grammo, e quindi MN =D, '

Per provare che anche il terzo lato A N é eguale al segmento A’ S,

che nel triangolo A" A D congiunge il vertice A’ co] punio S dividente
il lato AD nel rapporto #z, si osservi che essendo

B A’ AS% | :
NG~ §p ;




o A e |
la A”S & parallela ad A B; inoltre si ha

————i

BN BN MC  m B

BC' AP AR  m—+1  BC
Ar:

e perd N A’ sarh parallela a CC' ¢ quindi ad AD; allora cssendo il
quadrilatero N A"S A un parallelogrammo, i conchiude che

AN=A"S. ¢. d. d.

3. 51 notl che 1l triangolo AMN & simile ad A BC, ¢ che appli-
cawdn ripetutamente guesto procedimento si formera una serie indefi-
nita di triangoli ABC, AA'D, AMN, ecc., ecc., che indicheremo
brevemente con

:i:,) T Tl Tﬂ Tﬂ -----

tall che quelli di posto dispari saranno simill {ra di loro, e cosi pure
quelli di posto pari.

4. Stabiliamo geometricamente il rapporto del triangole A A'D
al triangolo dato A BC, e perd quello di uno qualungue della seric («)
al suo precedente.

Dalle proporzioni

MC AB 1
MB B C m
sl ricava componendo
MC 1 BC
BC m—+1 AC T ma1
& pero
MC m
AC  (m=+ 1)¥° i
Ora &
A.A'MC  MC m R RE WG 1

ALAACT AC (m+18 A.ABC BC ma+1l

(Quinrli, moltiplicando membro a membro queste proporzioni, si ha

A A'MC m
(8) A.ABC = (m—+ 1P




e I D
Ma dalla
AC (m 4 17
MC m
dividendo si ottiene :
AM me 4+ m - 1
MC m

e quindi

A-AMA" AM _mf4m41 AAAD  A'D i ]
A.A'MC™ MC ™ m 7 AAMAT AM '

Moltiplicando membro a membro si ha

() ji.A’AD__(mE—i-m-I-I](m—I—I)
1 A A MC m ’

Mottiplicando di nuovo 1a (8) per la (y) si ha

A.ABC T (4= 132

- Si riconosce facilmente, ponendo eguale ad y 1’ espressione
m? el = 1 . . . X
m+ E © risolvendo poi I'equazione di secondo grado in . cosi

ottenuia, che I'espressione stessa diventa minima per m = 1, cioé
quando ogni triangolo della serie (») abbia per lati le mediane di guello
che lo precede; essa mon ha aleun massimo, potendo annullarsi il
denominatore per 7 == — 1, nel qual caso le retie A A, BB, CC di-
ventano parallele rispettivamente ai lats opposti.

o. Quando il valore del rapporto (8) sia < 1, sl potrhd conside-
rare 1l limite a cni tende la somma di futti i triangoli della serie («)

-m.ﬂ--i-m—-[-]‘ i
o T 1P < 1 & che

sia 72 2> o, ossia che i punti A" B’ ¢ sieno suj lati del triangolo ABC;

In questo caso se si prende come unith di misura il triangolo stesso ABC,
s1 ha

ora condizione necessaria ¢ sufficiente affinché

g I (M= 4+ m 4= 1)2
e 'm+m+ A
Sl ey Tt
e pero
: m2 4 2m ] (m 19
Ihm § —= . e
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Nella stessa ipotesi di #e > o si potrebbero determinare separa-
tamente 1 limiti a cui tendono le due somme di triangoli sirmil di
posto pari e dispari nella serie (). |

.
6. La formola s (;f ;;;1

st pone —, il che significa che se i lati del triangolo ABC si dividono

non cambia di valore e in luogo di m

nel rapporto 7z percerrendo il perimeiro in senso opposto a quello
tenuto finora, il iriangolo formato con le nuove rette AA', BB, C(C
sard equivalente a quello formato cod primitivi segmenti.

S1 osservi che questl triangoll cquivalentl non saranno in gene-
rale eguali, poiché si riconosce facilmente che 1 irtangolo ABC do-
vrebbe essere equilatero.

Volendo studiare la variazione del triangoli della serie (=) bastera
restringere la variazione di 7 {ra i liniti —1 ¢ 4-1; a due valori
differenti i 2 compresi in quest’ intervallo corrispondono differenti

. L . . .oomELm 41 ,
valori per 1 triangoli, giacche 1'equazione T k, dove % ¢

una costante, da due radiel reciproche per m, alle quali corrispondono,

per cib che sl & detto, triangoli equivalenti. Al variare di m da — 1

3

a -+ 1 1 triangoll decrescono da valori infinrtamente grandi, fino ai -

del iriangolo datc guando 72 =1. Al valore m = o corrisponde il
triangolo dato ABC,

7. Fissato il valore di 7 sard facile calcolare 1 lati dei triangoli
simili al dato A B, che nella serie (2} occupano i posti dispari; chia-
mando « il lato omologo di = BC, nel triangolo To, 81 avea:

Tg___:sﬂ___{mi’-—f-m—i-ng

T a2~ (mg1p
da cul
»
m%aiﬂ L
T (m 4= 1¥

Anche nella serie der lati emologhi pel triangoli simili che vecu-
panc il posto dispari nella («} si petra considerare il limite della sormima
quando 72 > 0 81 avra




S — TE -]-ﬂ!_-—t—l o (m? 4= m 4= 1%
m4 12 {(m 4 1)* l
lim S Ei{mg—j-m-l—]?

¥id

B poiche i perimetri di triangoli simili stanno come due latl omologhi,
indicando con > p la somma dei perimetri de’ triangol simihi che nella
serie {«) oceupano posto dispari, avremo

a [m? M~ ]
2D itk }_(a b0

¥ 11

¢ perv

le + b4 &) Im?* 4~ m -+ 1)

m

im > p=

Pavia, 18 aprile 18580

Francesco PaNizza.

SULLA RICERCA DEL VOLUME DELLA PIRAMIDE TRIANGOLARE

gquando sono date le lunghezze dei suoi spigoli

La formola che 4 il volume di uwna piramide triangolare mn
tunzione delle lunghezze del suol spigoli si trova in upa MemoTia
di Fulero del 1758, in una di Lagrange del 1773, nell’ opera di
Mascheroni: « Problemi per gli agrimensori», Pavia, 1793, in

una nota della Geometria di Legemdre, ed in molti libri moderni.

Essa si suole ricavare da quella che esprime il volume d'una pira-
mide triapgolare in funzione delle lunghezze di tre spigoli contigul
e degli angoli ch'essi formano due a due, la quale si otiiene appl-
cando delle formole di trigonometria sferica.

Ma il caleolo del volume d’una piramide triangolare, date le
lunghezze dei suoi spigoli, era stato gid effettuato dal Tarifaglia,

Ao TR S S LA i et e e e e R e e T S g T SR e e s e e T s A R e S e T e e A
:'.EI-'-"H"'-"' I'H";,:-_:I:.:'-.'.,{,_":!-‘-_""-_:r-l-;._:::;_:.;r!..-1:_:-:-_‘-:;-_;:!-.:2:- Fa W LY i o TR Pl . 7 DL TR T e P I LY e e -""'.I-_ e Ln g b - ] & e 8y 4 by i |2t L =
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e nel seguente modo, che & molto elementare (¥). Sia SABG
(Tav. 111, fig. 9) una piramide triangolare e sieno date le lunghezze
de’suoi spigoli. Condotta la S D perpendicolare ad A B, e la CE pure
perpendicolare ad A B, e da D la parallela a C E fino al punto H, in cu
essa incontra la parallela ad A B condotta per G, ¢ infine, nei piano
D S H, la S M perpendicolare a D H, sarh S M 'aliezza della piramide
guando si prenda per base la faccia A B C. Ora, essendo noti 1 lati
dei due iriangoli A BC, S A B, si possonc calcolare, applicando pro-
posizioni di Euclide, 1 segment: B E, BD e le due altezze CE, S D;
cosi sara nota la CH, eguale alla differenza di quei due ségmenti,
e saranno pur noti i due lati 8 D, D H del triangeolo S D H. 1 ferzo
lato di guesto triangolo st ricaverd poi dal triangolo S C H, rettan-
golo in H, del quale sono noti il cateto CH e la ipotenusa S5 C.
Calcolati cosl 1 tre Iati del triangolo, si potrh valutarne 1'altezza S5 M.

D. BEsso.

e _—

[

() La quarta parte del.general traltalo de’numeri el misure, di Ni-
coro Tartacria; nella guale si riducono in numeri quasi la waggior parte delle
figure, cosi superficiali, come corporee della Geometria: ef olire a cid ' appli-
cano slla materia, o si metteno in atio praiiico, cose molto ulile a tuite le
qualita delle persone, et infinitamenie desideraie de: stmdiosi delle Divine Ma-

thematice. Venezia, 1560. »

15
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SOLUZIONE DELLE QUISTIONI 24, 25, 26 © ¢

P
i :"I'.;.'.-i-:-.";-‘-’:"-.:.i;,.ﬁ-p'.-.".'.',‘-;:..j' o s B e

24, Se a, b, ¢, I rappresentano numeri positici e si ha:

=% .

ax? f-bxy Leyt="f od v —x% 4 y¥,

P
Yl el
e HLTRN

dimostrare elementarmente che i valori massimo e minimo diy? sono dali | .7 %
dall’equtazione -
b2 —4ac)df-4flagpc)r —4i2=0. -

A. LuoLw

Altra soluzione del Prof. F. Viaggi. h ';

oo S .""". " o o e LT Ay T PR S he afit
7 e T Ve S SR T il T b AR S i e

Si supporra che a. b, ¢, f siano semplicemente numeri reali.
Se f= 0, la prima cquazione si scinde in due lineari omogenee a coeff- 1.

cienti reali, se 32 — d g ¢ > 0, o complessi, s¢ 82 — 4 ge < 0; e secondo

] X

che si verifichi I'uno o Paltro caso »2 ammette due valorl minimi eguahi a 0,

o0 non ne ammeite; valore massime non me ha in nessun caso,

Se f & diverso da zero, possiamo supporlo positive, semza togliere con cio -y
= ok iy
? {.I!'.'-_:-'F

nulia alla generalitd; e tale ipotesi faremo. Ricorrendo alla variabile 0 legataf

YL -*'-l.:d- o = Jum g W—;i—u—lr‘ A g me

alle 2, y dalle relazioni - Fo E
i - .'Ir ?;Ii“'_ ._ . .1
o= 7 03 § = rsen t | 1:-.-'1.:."};.’-:':53&?{-'

[te quali possono sostitnire la seconda equazione proposta), ed eliminando =, y .-

tra esse ¢ la prima equazione dats, si ottiene R ¢

) 5 [ L
Y e Ml

r? = ! S
. ERTE
® a cos? § 4 b sen O cng O 4 ¢ sen? {) L

e da questa, con l'sinto dell'angole zusiliario 4 determinato dalle ’”*

1
Rl - h‘ _;._.

Sl 111 s Rl — e e i C0S I;_{,a i e e R DO ' '-

dopo agevoli trasformazioni si deduce
' 2F

at e+ Vi —_E}E«-I; b2 sen [ - 2 0) "

dalla quale, se chiamiamo r2, rg il magsimo e il minimo di »% , i

"

2 F

cre—Ve—FrE averVa—drem 07

che son radiei dell'equazione

2f
—

8° —dacl 44 7f{a+erf—4r2=0.

. } '& =‘_.;_.'_ -
R LHE



Per aceetfare 1 valort di r-_j r*g bisogna evidentemente che essl sieno posi-
{ivi: qundi

se a+c<0 e 2 _ 4 ge <0, r=2non ha né massimo ne minimo

» at+e<0 » pE—4dagac>0

n a4 ¢==0 , ¢ ha solo minimo

» a4+ e>0 » B—dge>0

» a+e>0 » p2—4ge <0, rfha massimo e minlmo,

Nel caso 42 — 4 g ¢ = 0, del quale non ci siamo occupati nelio spec-
chietto precedenie, si ha la formola seguente:

2f

P2=¢;+r:+[a+c:}'sen b -+ 20)

nella guale [a + ¢} sta a rappresentare il valore assoluto d1 @ 4+ ¢c; se a (e
quindi ¢} & negativo, r2 ha sempre valore negutivo, quindi r immaginario ed
#2 non ha né massimo né minimo; se @ |e yuindi ¢} é positive, s1 possoOno ac-

cettare le formole ().

25. Daio un cerchio ed un triangolo circoscritin al medesitmo, condurre
una coppia di tangenti al cerchio che stacchi dai lati del triangelo daio seg-
menti proporzionali ai tre Segment: dati,

A. Sauve.

Soluzione del Prof. F. Palatini (¥).

Cominciamo dallo studiare il Inogo dei punti tali, che la coppla di tan-
genti che da ognuno di essi pud condursi ad una coniea dala stacchi sopra due
tangenti fisse della medesima segmenti proporzicnali a due segmenti dati.

Sia A la conica data, che supporremo dotata di centro, e siano my , mg i
due segmenti dati e supponiamo dapprima che le tangenti fisse # , Z siano
parallele fra loro. Si vede allora senza veruna difficoltd che il lnogo cercato é
costituito dalle gquattro rette parallele a # , #3, le gquali tagliano internamente
od esternamente la distanza delle dune tangenti date nel rapporic » , mg.

Ma siano ora communque poste le due tangentl date 4, ¥ ¢ sia la 71 de-
stinata a contenere i segmenti corrispondenti ad my . Conducendo per un punto
gqualunque S del piano un fascio di raggi e facendo corrispondere fra lore 1 due
punti d'ineontro di ciascun raggio colla curva data, otteniamo sopra guesta due
forme punteggiate projettive, e conducendo le tangenti alla X in futli 1 suo
punii e facendo corrispondere fra loro le #ngenti che foccano la curva in punti
corrispondenti delle due punieggiate, otteniamo due fasci di raggi del secondo

{*) Un allra seluziene di guestn quistiene, olirc Ic doc che qui &l pubblicane, veane Inviata
dal Sig. Prol. & Calania.

sfia i el T s 2ol b SRR R Tt S B
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ordine projetlivi. Se poi seghiamo upno di questi due fasei culla tangente 4 e' %-p
I'altro cvlla 73, olieniamo sopra queste tangenti due punteggiate pru‘}attlvﬂ.l:i i

3
;

punti d mcm:tm della coppie di raggi corrispondenti dei due fasei del sec,undn"i“
ordine 8l trovano evideniemente in linea retia, cioé sulla polare s di 8; siceome:
pet 1 fasel stessi olire ad essere projettivi sono anche in involuzione, eost s>
vede che nelle nostre due punteggiate sopra 7 , t3 sono segmenti determmati

A A Bt S B

da punti corrispondenti quelli staccati sulle due rette dalla coppia di tangenti ;
alla nostra curva uscenti da un punto qualunque della s. Le nostre due pun- -7 &
teggiate sopra 4 , % sono simili, cioé hanno proporzionali i segmenti corri- ? 3
spondents, se si corrispondono fra loro i punti all'infinite delle medesime. Ora ﬂ : g
questr punti all'infinito si corrisponderanno, quando vi saranno due tangentl {;
o
useenti da un punto di s parallele alle due tangenti 3 . f3, cid che avﬂena* ' 3}5" 1 '.;
evidentemente quardo s contiene il polo L {v. Tav. I1l, fig. 10) della retta DE parallela 1”‘ ; ;
aila corda di contatto BC di 4 , 43 e simmeirica a questa corda rispetio al #}} *:
ceniro della eurva, ciod quando s contiene il punto I, simmetrico ad A (punto o !
d'incontro di #, &) rispeito al centro della enrva, giacché le tangenti che Ui
St a
escono da tal punio L sonn precisamente parallele alle #; , &4 . A i
Da quanto abbiamo fin qui detto possiamo adunque concludere: ogni retta -'__ S
e 5
passanie per L & lale, che le coppie di tangenti che escono dai punt) di essa - _";-;55;’*»;; - 1
et
determinano sulle ¢4 , # segmenti proporzionali, e solo punti posti sopra una Hﬁfg’i E ;}
a1 tali rette godono di questa proprietd. Dunque il luogo da mnoi cercato sara : 4
O uba retia od un sistema di rette passanti per L. Sia g la retta od una delle =it iﬁ
.-}f E
rette che costifniseono il nostro luogo, per cui ogni coppia di tangenti condobla -y &
da un punto di g alla K Segna sopra {1, 7z due segmenti x, y iali che: jfﬁ' | !
Gy =—my: mg . R %
Quinidi se sono RS, HEK i due segmenti determinati dalle tangenti alla f‘ |
curva, parallele alla g, sulle #; 13 avremo:
RSIHE=RS:QT=m; :my a
Ma 1 trizogeli QPR, SPT sono cvidentemnsute simili, per cui si ha: 3
QT:PT—R&:PS§
e siccome per 1a simiglianza dei triangohh PS8 T, ML N si ha: ;
PT:PS=MN:ML
r e !
cost risulierd infine:
ML:MN=—=RS: QT =m; ; ms
Dunyne se ¢ & una delle retie i cul punti soddisfano al problema, essa deve
taghiare fz in un pun'o fale, che sia:
ML:MN=.m,: mz
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Reciprocamente & facile vedere che ogni reita la quale passi per L e seghi
ts nel modo anzidetto & tale, che le tangenti alla K ad essa parallele determi-
nano sopra ¢;, fg due segmenti che stanno fra loro come »1 : mg Ihfath sia g
una tal retta, RS ed HK=—0Q T s1ano'i1 segmenti delerminati rispetfivamente
sopra 71, /g dalle due tangeni: parallele alla g. Essendo sumili 2 triangoh PS T,
QPR, MLN, avremo:

SR:QT—P8:PT=ML:MN=—m1 :ma

‘E siccome noi ahbiamo dimosirato che, data una retta qualungue passante
per L, ogni coppia di tsngenti coandotte da un sue puante qualungue alla curva
stacca sopra ;. 7z due segmenti di rapporio costante, cosi si vede che la relta g
la quale passa per L ed il cul punto all'infinito soddisfa al problema, & una retta
~ che appartiene al luogo che stiamo stadiando.

Ora sulla 2 vi sono due punii N tali, che sia:

ML:MN=—m:ms

percid il nostro luogo & l'insieme di due reite passant: per L e che si cosirui-
scono nel modo indicato. Notiamo che di queste due rette una & esterna e 1'alira
¢ interna all’angolo P L M, per eui una di esse taglia e I'altra non {aglia la curva.

Se poi sl vuole che il rapporto delle coppie di segmenti determimati sopra
13, tg dalle eoppie di tangent: che soddisfano al problema sia eguale a quello di
my, mg senz'alira specificazione, ciod senza deferminare su quali delle due tan-
venti fisse si devono irovare 1 segmenti che corrispondono ad m; e su guale
quelli che corrispondono ad wms allora naturalmente 11 lwego st compone di
un’altra coppia di retie passanii per L e che si oilengono con costruzione ana.
loga a quella indicata per le alire due rette gid considerate.

Risolte cosi gquesto problema, noi possiamo iisolvere molte altre queshioni
rignardanti la costruzione di coppe di tangenti che stacchino sopra cerie retfe
date, tangenti ad una o a piu coniche, segmsnti con dati rapporti, e fra tali
questionl enira appunio la 20" proposta nel Periodico e che nol fratferemo, come
abbiamo fatio per il problema sopra risolio, considerando una coniea gualunque
dotata di centro, invece di un gerchio.

Sia dunque A B C {fig. 11) il dato triangolo circoseritio alla nostra conica K e
si voglia condurre una coppia di tangenii taly, che 1 segmenti determinati sopra
A B, BC, CA stiano fia loro ordinatamente come tre segment: dati my mp mg,
Pereid costruisco le due reite LM, L N, Ifogo dei punti dai quali tirando le
coppie di tangenti alla curva, esse determinano sopra A B, B G coppie dt seg-
menti che stanno fra loro come mq :mg. Po1 costruisco le due rette PQ, PR
luogo dei punti, dai quali tirando alla curva le coppie di iangenti, esse deter-
minano sopre B, G A coppie di segmenti che stanno fra loro come mg : mg,
Le due coppie di rette cosi eostruiie si taghano n quaitro punti. 51a H uno di
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questi puntl, da cui si conduea Ja coppia di tangenti alla curva e siano ordi-

natamente @, b, ¢ | segmenti che essa stacca dai lati A B, BC, CA. Allora gi'_':_:;-;-.:;:i-.- ;7 .

ha evideniements : P

&:bh=my:mg b:c—= g :mng

Cloé:
g:bre=—imy :me:ms

Evidentemente le due retfe, luogo dei punti dai quali conducendo le coppie
di iangenti alla curva, esse staccano sopra A B, A G segmenti propirzionali ad __
my, g devono passare per i quattro punti E, F, G, H d'intersezione delle due - .-
coppie di rette prima considerate, cioé saranno le diagonali del quadrangolo sem- -
phee EF G H. Dungue si vede che in generale vi sono quattro coppie di tangenti
che soddisfano al problema. Se poi osserviamo che delle due rette LM, L IN una
tagha la curva e I'altra no, cio che avviene pure delle altre due rette P Q,
PR, vediamo che almeno tre dei punti E, F, G, H cadono szmpre fuori della
curva, {potendo essere interno solo quello in cui si tagliano le due rette che =
segano la conica) e quindi tre coppie di tangenti che soddisfano al problema
esistono sempre (sono sempre reali), mentre la quaria pud non esistere (essere ;.'i.

Prima .di chiudere notiamo che, applieando le considerazioni svolte nel Tisol-
vere il mostro primo problema al caso in cui la conica data sia un’iperbole e R
le tangenti fisse 1, %2 1 suoi assinioti, osservando che il jmntn L simmetrico ad
A (che 1n quesio caso & il centro della enrva) rispetto al ceniro della comica
¢ A stesso,si pud facilmente concludere che in ogni iperbole, tirata una retta qua--
lungue per il centre, le coppie di tangentl che dai punti di questa possono con-
dursi alla curva determinano sui due assintoti segmenti proporzicnali. Esiccome
le due punteggiate projettive simili, che abbiamo considerato sopra 1, fy nel
risolvere quel problema, in questo caso hanno wnite il loro punito d’intersezione,
cos1 sl vede pure che rfueste due punteggiate sono prospettive e pereio le retle
che ne congiungono i punti corrispondenti formano un fascio di raggi, il cui
cenire dovrd giacere evidentemente all'infinito.

Soluzione del Prof. F, Viaggi.

Lemma. — « Se una circonferenza & inscritta in una striscia e da un punto
« gualinnne del suo piano si conducono le tangenti, i1 segmenio da esse stac-
« cato su un lato della striseia & quario proporzionale dopo la distanza del 1
« punlo dall’altro lato, I'altezza della striscia, e il segmento d'una delle tangenti -
« compreso tra il punto di contatio ¢ quello scelto. »

Sia O la circonferenza che tocehi in X, Y i laki XX YY d'una striscia;
fe tangenii condotte du un punic V incontrino in M, N il lato XX, ¢ 1a VM
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incontri in S l'altro lato e tocchi in T la cireonferenza; sia 1 il punto all'in-
- finito dei lati della striscia.
Fissato il senso positivo della rotazione, si hanno le seguenti egunaglianze

d'angol: :

| |
NUV:KOM:MDT:IOS::EXDT

percid 1 fasei O(NKX M), O (VM TS) sono egual e
(NEMD=(VMTS);

dalla quale eguaglianza di rapporti anarmomici, ricordanda cbe 1 ¢ punto all'in-
finito e osservando che X M=—=—MT, si deduce

NM VT-MS5
¥ 8

e questa dimostra i} lemma, perché M S, V 8 sono proporzionali all’altezza della
striscia e alla distanza di V dal lato Y Y.

Corollario. « Date due tangenii fisse d’un cerchio, 1l luogo geomelrico der
« punti tali che le coppie di tangemti condotle da essi sfacehino sulle tangenti
« fisse segmenti proporzionalli a segmenti dati, coineide col luogo dei punti le
« cni distanze dalle tangenti parallele alle fisse sono inversamente proporzionali
« al segmenti dati: risulfa quindi di due retfe, delle qual una segante del cer-
« chio T'alira no ».

Cid premesso, occupiamoci del problema proposto.

Del triangolo dato si costruisea il simmetrico rispetio al centro del cerchio;
le coppie di tangenti condotte dai quattro punii, le cui distanze dai lati del se-
condo triangolo somo inversamente proporzionali ai segmenti dafi, risolvono il
problema.

I quatiro punti sono o tutti e quattro esterni o ire esterni e uno interno
alla circonferenza: quindi le soluzioni possono essere guatiro o tre.

26. Se uno piramide he per base un poligono regolare, la somma de:
quadrati degli spigoli laterali & eguale a tanile wvolte la somma der quadratt
della congiungente il wertice col centro della hase e del raggio del cerchio cir-
coscritto al poligono base, quanti sono 1 lati di questo poligono.

Soluzione del Prof. A. de Zolt (*). &
Sia ABC... la base, V il vertice della piramide, M la projezione normale
di V sul piano deila base, O il centro di guesta.

(#) Altre solnzionl vennero invinte dai Sig. Prof. L. Bosi, §. Calania, F. Palatini, . Eussc,
7. Ecarpie, F. Tiaggi ¢ dal 8ig. L Tersar:
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Dai triangoh OA M, OBM, ecc.; si hanno le n eguaglianze o _j'::'-.':3}'.1,‘;{:?3?_%3}?’._,

Ll CR A TP ol 2

AMI=MO"+0A — 2MO.0 Acos AOM, B

BM*=MO0* + OB —2MO.0OB cos BOM,

Ea
S a e

che, sommate membro a membro, danno I'eguaglianza

2AM =nMO* +n0A* —2 MO > OA cos AOM.

L AR b s T i

Ora, un poligono, i cui lati siano equipollenti ai segmenti OA, OB, 0C,..,
¢ chiuso, ¢ quindl nulla la sua projezione su gualungue retta, in particolare
sulla O M; ossia &

L =i .-.'_._:'.-..._.._-i._._.-._.. P T o

D 0A cos AOM =0,
e perd

|
1 TR e A

2 AM =aM0O 4+ 0a%

"
-1l

Infine, aggiungendo ai due membri di quesia egnaglianza n M V2, si ha,
per il teorema pitagorico ' 4.

S AVE=00V2 1 00A% ¢ 4. &

B e, — i u_. s .L_,._l.-..i.l.d'.t--_, B by ™ ,.'-_r_.- e

L)

s

T

o
;1
1

kT

QUISTIONI PROPOSTE.

&'?. Dimostrare che, se 1'equazione - Mt

4P - gt? 4t 4-5=0

ha le quattro radiecl positive, dev’esserc g
7 o 6} ﬁ == I_
28". Se da un punto, interne ad un poligono equilatero, si

guidano segmenti terminati ai lati, uno per clascun lato, e tufti :4p
egualmente inclinati sul rispettivi lati, la somma di tutti questi 174

¥
o
B v e

(") Le questioni contrassegnaie con aslerisco sono specialmente desiinate
agli alunni delle nostre Scuole secondaric e di esse si pubblicheranno soltanto
le soluzioni inviate dagli alunni stessi.
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segmenti ¢ indipendente dalla posizione di guel punto, e, per un
dato poligono, essa é minima ¢uando 1 segmenti sono perpendicolars

ai rispettivi lati

29", Se nella formola

o !} — cosa
tang - =+
ang 2 = | 4-cosa
si moltiplicano i due termini della frazione per 1 — cosa, ¢ poi

si sostituisce al coseno il suo valore in funzione del seno, =1 trova

a ] 1$V1—5&ﬂ2a
mngz‘“i sen a

3

ia guale Jda quatire valorm per tang g mentre si pud dimostrare

a priori che, quando ¢ dato sena, la tangente (i % ha due sol

valorl distinti; come si spiega P'apparenie contraddizione ?

30°. Se nella egmaglanza tang (r —a) = — tang a si pone
T i T i : T 4.
& = 5, si otliene tang ; = — fang g, da cui tang 5 = 0; dove

sta 'errore ?

31°. Il volume d'upa sfera supera dun decimetro cubo guello
del tetraedro regolare in essa inscritio; calcolare la lunghezza del

raggio a meno d'un millimetro.

32". L’'angolo al vertice d'un triangolo isoscele & di 178° 50';

I
1600000°

iriche, 1l rapporto della base ai perimeiro.

calcolare a meno di e senza valersi di tavole trigonome-

D. Besso.

33. BEsprimerc in funzione del raggio della sfera circoscritta
al dodecaedro (icosaedro) regolare, };a somma dei gquadrati delle
retle che congiungono un vertice del dodecaedro (icosaedro) con

quelli che non fanno parte delle facce concorrenti al vertice scelto.

34°. I area di un triangolo gualunque & uguale al prodotio

dei segmenti che il cerchio inscritto, o uno del eerchi ex-iseritt,

»
16
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determina su uno dei lati del triangolo, per la colangente deila SR

HES SR = 4
f R P LT MO
- IR 1 T

metd dell’angolo opposto. =
| G. Rosso. ";é-

1l
] . r
= a.
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35’. 1 numeri della forma 4g -4- 1 divengono quadrati P&r-
fetti per o =0, 2, 6, 12, 20,..... -
P. MonTESANO.

36 Se m & pari ed 2 & un numero dispari qualungue, il

binomio o™ 4~ 1 diviso per 4 e 8 di sempre per resio 2.

37", Trovare il resto della divisione per 13 di 7190,

Fas)

88". Dimostrare che se in un poligono A4, 4,. . . . . 4. s 3
dividono i lati, nel medesimo senso, internamente od esternamente e
nei punti 4y, 4, . . . . . 4, in modo che éia ,ﬁ
Ay Ay Ay Ay = 4 Ay Ay ds = . ... . =4, 4,: A, 4y
| due poligoni 4y 4, . . . . A, A1 4. . ... 4", hanno lo - o
stesso centro di gravita. r;%
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Arithmetices principia nova methodo exposita a 10SEPH PEANO in. M
R. Accademia militari professore, Analysin infinitorum in R. Taurinensi - 3%
Atheneo docente (Torino, Bocea, 1882; pag., XVI-20). RS N

™
ELE T e -
e S P il Ll L+l

Unla delle idee pili grandiose e geniali di Leibnitz & il progetio di creare
una seritbura simbolica universale, nella quale totti i eoncedti complessi fossero
espressi, secondo regole fisse, mediante i segni convenzionali &i pochi concatti
E?Bmentari. Di questa serittura simbolica universale, destinata ad essere un modo o
i es ;irimersi indipendente dalle varie lingue e analogo = guello usato nella nu-
merazione scritta, egh credeva potersi trarre per la Logica, 1a Maetafizica ¢ qua- };
lu?que alira scienza astratta, dei vantaggi simili a queth che dal caleolo alge- #ﬁ{ ;
b.l‘lﬂﬂ ottenns la Matematica.- Guidato dall’analogia, egli eredeva che con questi ‘*sg;c‘ﬁﬁ 3
stmboli, partendo dalle piit semplici relazioni seambievoli delle idee, si potesse 1';:{{5 f
trasformarle, combinarle o guungere cosi a nuove relazioni, si potessero ciog I
trarre delle conseguenze e formulare dei gindizii; la cui veritd dipenderebbe uni- ."'-:‘rf;'ﬁ-
camente dall’avere applicato a dovere il calcolo legico. E, quasi traseinato dal-

laﬂ:asﬂmante Su0 sogno, egh soggiungeva: In questa lingna non si potrebbe .
esprimere che la weritd!
@

_.
[
A A
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Io non so se v1 sia finora siato qualecuno dotato di sofficiente vigoria in-
iclletiuale per meitere ad esecuzione con tutia questa ampiezza il ceoncetto di
Leibmitz, ne ho gran fiducia che la mente umana abbia ancora raggiunto un
livello abbastanza alto per poter creare uno strumentio con cui chiunque possa
ragionare sempre esattamente. Ma invece, ridotto il disegno di Leibnitz a pid
modeste proporzioni, si pud asserire che esso fu attuato dai cultori di quell’ im-
portante disciplina che si chiama Logiea matematica o Calcolo della logica ().
(Juesta dottrina, esatta quanto la Matematica, ma piu astratis, e perd smscetti-
bile di pi0 numerose applicazioni, fu eoltivata con successo dul Boole e da alin
in Inghilterra, dallo Schrioder in Germania, e fece il suo ingresso in Italia or
fa un anno eolla pubblicazione, per parte del Peano, dell'opera Calcolo Geormne-
trico secondo & Ausdehnungslehre di Grassmann preceduto dalle operaszioni della
Logica deduttiva (Torino, Bocea, 1883).

Quello perd che — almeno per guanto sappiamo — non era ancora stato
fatto, era di mostrare come il Calcelo della logica si potesse vantaggiosamente
applicare all'esposizione completa di qualche teoria: finora &i avevano soltanto
esempl sparst di ragionament: eseguiti cox quel metodo, i quali, appunto per
essere statl scelti evidentemente ad arte, potevano difficilmente persuadere i pil
restin ad ammettere la bonta del metodo stesso. Quindi nessuna argomentazione
piu persuasiva avrebbe potuio arrecare il Peano per far bene accogliere la dottrina
ch'egh ha patrocinata presso di noj, del presentare 1’opuseolo al quale & consa-
crata questa nota bibliografica,

In questo lavoro sono anzitutto nassantl, sotto forma concisa ma lucidis-
sima, guei prineipil di Logica matematica necessari per 1'intelligenza di cid che
segue. B della massima importanza che il lettore si sforz di impardronirsene,
anzi di famigliarizzarsi con ess1; fissi specialmente Ia sua attenzione sull’ ultima
parte (pag. XIII-XVI) dell’introduzione (infitolata Logicae notationes), ove tro-
vera esposta sotto forma nuova la {eoria delle rappresentazioni di euni il De-
dekind fece s1 largo uso nell'opuseolo Was sind und was wollen die Zuhlen? (™)

Dopo di cio il Peano entra in argomento. Egli non si occupa, come fece
Dedekind, di pervenire alla nozione di numero col puro ragionamento; ma am-
metie 1'esistenza di entl, che chiama numers, definiti da certe proprietd carat-
terisiiche, le guall bastane e per gemerare itntio i} gruppo partendo da un suo
elemento (I'unitd) e per sitabilire tutte le proprietd del gruppo stesso. 1 ieoremi
sull’'addizione formano il principal soggetto del § 1 degh Arithmetices principie;
invece la sotirazione, la moltiplicazione, 1’elevazione a potenza e la divisione
sono sindiate risp. nei 8§88 2, 4, 5 e 65 le dimostrazioni, esposte tutte con i
simboli logici, hanno per caratfteristica comune un’applicazione dell’induzione
completa. Nel § 7 sono raceolti, sotto il gitolo di Theoremats variz gl enun-
ciatt di aleune proposizioni della teoria del numeri, la dimostrazione delle quali
& copsighata al lettore come esercizio utilissimo. 11 § 8, ispirato agli stessi con-

{#*) Sull’ importanza della Logica matematica io mi sono gld espresso in gnesto stesso perio-
digo (T. IH, pag. 115, nots) ¢ nel mio discorso I Poligoni di Poncelet (Torino, 1889, pag. 47 e 48),
(#%) Of, questo perlodice, T, 111, pag. 153.
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cettl che informano il Libro VI di Euelide, ha per iscopo i Numerorum Fﬂ.“h
twnes, cioé studia le proprietd dei rapportl e le operazioni sn di essi -]} 5_--3'&;55:;-_ 5 :
dedicato ai teoremi sui numeri massimi ¢ minimi di una classe. Dej due rimg- -
nenti (§ 9, Rationalium systemata. Irrationales. § 10, Quantiigtum systemata) = -
Vano ha per iscopo di estendere ai numeri irrazionali i teoremi gid dimostrati = . B

rd;
oL =
T Vit v
B B R
P T et .

,

'
—
x -

r

per gli interi ¢ i rapporti, 1'altro contiene una serie di teoremi relativi; alla - G :
teoria di Cantor dei gruppi lieari di punti. Nell’introdurre numert irpazie- | f
nali, I'A. si atliene in sostanza al ben noto procedimenio ehe porta ordinaria- ,
mente 1] nome di Dedekind; percid egli introduce anzitatio {pag. 15) la nozipne
di limile superiore di una classe di numeri razionali e definisce la natura delle ;
relazioni fra un numero razionale e un limite superiore espresse dai segni — t
> = & R

la definizione di irrazionale si pnd leggere pol nella prop. 5, § 9, che dice: "__ *-
Quantith & ogni ente il quale si posea 1dentificare al limite superiore d’una _,{- f
classe di numeri razionali, classe che non sia nuila e tale che esistano dei - iR :
meri razionali maggiori di fatti i snoi elementi. Nelle quantitd sono compresi
tutéh 1 numeri reali positivi, raziomali e irrazionali, eccettnati 0 e oo. | 3 *
Nel terminare questo annunsio (che, se tempo e spazio non ci fossero man- - _.__5,"'5':

cali, avremino trasformato in un commento) degli Arithmetices principie non :
possiamo 2 meno di avvertire il lettore 2 mon scoraggiarsi per le diﬂicuilhﬂi‘:hq} t:
gh presenterd 1'inieHigenza del metodo usato dall'A. e di congigharlo a tradurre: - i
in linguaggio comune gli enunciati delle proposizioni e le loro dimostrazioni Iy ) ]
cost facendo, non solo egli potra persuadersi ad oculp dei vantaggi nella eon- - | :
cisione che il Caleolo della logica offre, ma potra anche farne nuove ﬂpﬁli*fﬂ' j
zioni ad altri argomenti a cui esso ¢ evidentemenie applicabile (™), R ;
' Mantova, 27 piugno 1889, QRS
Givo Loria. L E {

GIUSEPPE GARDENGHI — Teoria matematicq della previdenza. — Parma, . =:~ %
Tip. Battei, 1889. — Prezso L. 6. e |
Fino dal 1886 il Prof, Giuseppe Gardenghi pubblicd negli Annali di pre- 1% !
videnza del Ministero di Agricoltura, Industria e Gommercic un melto lodato

studio Sull'ordinamento tecnico delle Sociste di mutuo soccorso, nel guale si risol- 'j'f-_i
vevano, col semplice sussidio dell’Arttmetica e in base a certe ipotesi di morta- i
11t3 e morbosits, i problemi che pili interessano la previdenza. Quello studio fece
nascere nella mente dell'A. il concetto di altro lavoro d; maggior mole, in cui
2 problemi stessi fossero trattati colla generalitd, che s raggiunge soltanto col- &%

RN APy
(*) Agginnginmo qul I’ indieazione a4 slennt errori di stamps che potrebberp sfuggire = !,%f :.'
Anaiche letiore inesperto: 5 7,&*; B
pag. XII, linea 2, invece di [%] casilegga (X&)l a : ;*; '.f*,- ..
o B [Eajy . [s]ay ey |
> XIH]. > ]B’ » 3 3 g r..xn. ]
» 1, prop. 3, > g, b, ¢ 5 a b | j 3 i
> 3 > g, ."= i, b » . b, ¢ . :
» 12} 3 EI’ = |} (f_‘.ﬁj b} » 0 {ﬂ',‘ b). -
(*¥) Tale ¢ tntta 1a Geometrla 41 Eaelide,
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I'uso del ealeolo algebrico, ¢ fossero svolte, come I'A. medesimo dice, nurve con-
stderazioni, che difficilmende si potrebbero esporre col solo sussidio dell Aritmetica.

Quesio nuovo ed importante lavoro, che c¢i sta ora davanti in una bella e cor-
retta edizione del Battei @i Parma, non & puramente teorico, come il suo titolo
potrebbe far credere, ma teorico-pratico, in quanto vi si trovano non soltanto
le discussioni e le formule teoriche, ma ben’anche tuttl i sussidi di tavole e di
esempl numericl, che possono facilitare 1'uso pratico delle formule stesse; e queste
sono sempre ridotie alle espressioni pitt opportune per le applicazioni numeriche.
Perd, sebbene la parte pratica del libro, pel fine a cui mira, sia della maggiore
mportanza, a, per la competenza grande dell’A. snlla materia, sia riescits alia-
mente lodevole per accuratezza e luciditd, e gli abbia imposin un lavoro consi-
derevole ¢ spesso ingrato, l'indole di questo periodico conmsiglia di prendere in
esame speciale soltanto cid che si trova in esso di interessante sotto l'aspetto
teorico. Per guesta ragione non mi iratterrd qui né sulle numercse tabelle di
caleoli numeriei, di cui I’A. ha opportunamente e pazientemente corredato il suo
hbro, né sull'ultima parte del suo lavoro, che & di vitale interesse per le societd
di mufuo soccorse, come guella che concerne il loro ordinamento economico e
in cuai &1 sviluppano, corredandoli di esempi, diversi metodi per la formazione dei
loro bilanei tecnici, dal quali soltanto si possono dedurre un gindizio sicuro sul
loro stato economico e le norme per i provvedimenti, che potessero essere neces-
sarl a garantire ai soci I'adempimento degli impegni presi verso di loro.

L'A. premette una introduziona, nella guale sono esposie con breviid e chia-
rezza le mozionl e i teoremi elementari del caleolo delle probabilitd, dei gual;
si dovranno fare applicazioni nel corso del libro. Opportunamente, a ragsiun-
gere la chiarezza nella esposizione di concetti complessi, qui e dovanque occorre,
egli fa uso, anz che di molte parole, di esempi pratici bene scolti come yuello,
eon cut, dopo avere accennato alle probabilitd di tener conte dei gradi different]
di indecisione di tatti gli avvenimenti possibili per calcolare la probabilitd mate-
matica di une qualunque di essi, chiarisce come gli avvenimenti stessi possono
decomporsi 1n alirl, ciascuno dei quali abbia un egunal grado di indecisione.

11 calcolo delle probabilith non & rigorosamente applicabile agli avvenimenti
sociali, perché non s1 eonoscono a priori né il numero del casi possibili, n¢
quello del favorevoll ad un dato avvenimento, né & datn apprezzare i Toro grad
relativi d1 indecisione. Si pué soltanto, mediante ripetute osservazioni, avero del
rapporio, che da il valore della probabilitd matematica di uno qualunqﬁe di essi,
una cognizione tantc pit approssimata, quanto ¢ maggiore il numero delle osser-
vazioni fatte, come si deduce dalla legge dei grandi nuwmeri. Con cid 1'A. nel
§ 2 prova la necessith e chiarisce il significato delle tavole statistiche relative
agli avvenimenti social, che si hanno a ggusiderare ; tavole, il grado di atien-
dibilita delle quak dipendera, a tenore delle cose esposte, da due elementi, cioé
dal numero degli avvenimenti osservati ¢ dalla emogeneita loro. Le lavole di mor-
talith e di sopravvivenza difettano spesso grandemente per amendue le partl, ed
¢ percid wutile fare wso dei metodi di correzione e di interpolszione, che T'A.
svolge nei §§ 4 e 5 dopo avere nel § 3 dateﬂ_Ie note defimzioni del quoziente
di mortalita relativo ad un dato periodo di tempo e del quoziente istantaneo di
mortalith, nonché¢ quello del guoziente di vilalita da Iui introdotto.
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H metodo di correzione delle tavole di mortalits esposto tanto graficamente
quanto elgebricamente consiste nel teper successivamente conto di diverse Eene
di osservazioni fatie tatte ad eguali intervalli di tempo e nel completarie medmnte.ﬂ
Vinterpolazione per sostituire poi ai risultati divetti della osservazione Ie madle
aritmetiche di quelli, che si riscontrano nelle diverse serie cost completate. --{ o
Quanio al metodo di interpolazione, I’A. parte dall'ipotesi che, almeno enﬁﬁ | f*
limiti abbastanza vicini, il quoziente istantaneo di morialitd aumenti jn progreg- .'-l.f-;:.'.;ﬁf :
stione geometrica d'anno in anmno, @ giunge per una via nuova e spedita alla
formula nota del Gompertz, che contiene. come si ea, tre costanti da determinare :
quando siano noti i numeri dei superstitt in tre eotd differenti. Dellz bontd di f;
questa formula, ciod del vaniaggio, che si ha a farme uso, si ha una riprova "’E”ﬁ'f?ﬁf
nel § 9, in eui da un confronto fatio fra 1 msultati ottenuti colla furmula”}{:ﬁ”
. | : Rl S
slefsa, quando i tre numeri necessari per la determinazione delle costanti siano i
tuiti desanti da una cerin tavola di mortalita, e i dati di diverse tavole, si Plleva“

L di ' I ] ,.;;:3':-"' " "~.

come quelli differiscano dai daii della tavola prescelta meno che questi fra di loro. 7 %51
- B A o

Col § 6, che definisce scientificamente 3 concettr dit wita probabile di una = %]
persona e di vita media di un groppo di persone, si chinde Ia parfe generale ""' e;.fh

¢ preparatoria del libro. ”ﬁf

.t : i.-

L’A., ehe, mirando principalmente all’ utilita pratica del sno lavoro, ha vo-
luto metterlo al livello delle coliure matematiche pin limitate, ha avatko ricq;'_sl_;t;_':;'-‘:
al ealeolo infinitesimale allora soltanto che questo era necessario a ﬂnmplg&'tmf#f”

fe Ty

leoricamente un eoncetto, e lo ha fatto in gmss che Ie parti della monografia,”
in cul del caleolo medesimo si fa wso e che (quando non sono rimandate. in .
nola ¢ contraddistinte da annotazioni speciali) sono, per comodo del lettore;::

1mpresse in caratiere minuto, possono essere tralasciate, in quanio tutto il g i

-3
e

nente eostituisee un insieme completo ed intelligibile per se. Gli elementi dél@:’_
caleolo delle probabilita, le tavole di mortalita e morbositd e le formule note

5

t L . e z . . m T
del'interesse composto costituiscono per il resto, a an i presso, 1 fondamenti 73
e

ed il materizle futio, con cui I'A. procede ad edificars la propria teoria, nella /%
quale egli discute e risolve colla maggiore chiarezza e geﬁeralit& tuttl i pl'ﬂ~ :'
blemi di previdenza, che =i attengono direttamente all'nome, e ai guali prnv-"-.'_";?"
vedono le societd di muntwo soceorso. Cosi el §§ 7, 10 & 13 si trovano Je . it

r
Qi
LA
e

o

-,

espressiont del valom attugli per le singole eta di un contribuio vitalizio costants e
e di un’annualithd vitalizia immediata a favore dei viventi al principio, alla metd .. B

e alla fine di ogni arno: nel § 11, premesse aleune considerazioni e formule ; f '
relative all'interesse continuo, st tratta delle annualita o meglio rendite vitalizie .- 55

wingir.
1li i ] 1 1simo 3. — S A
pagabili per intervalli aguali ad 2*° 3 snno ¢, trovando il limite per m == ¢p - fﬁfii {

F11;
e facendo uso della formula di Eulero, che esprime un integrale definito per:Hiifaas |

=, .-_g.-'__:‘é:é."h .-'5-‘::,

AT
v g g LT s T

[

meaz0 di una somma, si ottiene una espressione approssimata della rendita mta-“’%&
]fzfﬂ continua; nei §§ dal 14 al 18 inclusivamente si trovano le eSpTessioni ana- *3}*‘%3
hiiche delle annnalita vitalizie differite (pensioni di vecchiaia) e si dimostrano ELry

aleuni teoremi interessanti ed originali, dai quali visulta come, calcolate le pen- 5
sioni vitalizie decorribili da tna data etd, ze ne possano dedurre immediatamente ..
quelle relative ad un’altra decorrenza qual si voglin. Nei §§ dal 19 al 22 i . -

teoremi relativi alla probabilits composia sono applicati a caleolare il valore

=11 o Dy iy e s O LI
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attuale di una pensione a favore di due individui da pagarsi fin che entrambi
siano morti, e delle probabilita composte medesime si 43 una nuova ed elegante
- rappreseniazione geometrica, La determinazione di una legge ausiliare di soprav-
vivenza con individui fittizi, per ciascono dei quali Ia probabilita di sopravvivere
dopo un certo intervallo di tempo sia eguale alla probabilitd che sopravyiva
almeno una tra due persone di data eti, non & nuova, ma & ottenuta qui con
metodo nuovo e praticamente utile. 1 problemi relativi alla assicurazione della
vita vengono risoluti in aleuni dei eapitoli seguenti nella loro maggiore gene-
ralitd, ed & notevole la espressione data nel § 28 del valore atinale di una sommas
da pagarsi al momento della morie di una persona in fanzione di quello di ana
rendita vitalizia coniinua, Le numerose questioni relative alle casse per le ve-
dove sono tratiate nei 88 da] 20 al 31, ne quali si dimosirano, fra aliro, aleune
relazioni tra i valori dei diversi snssidi, le guali giovano in pratica perchd faci-
litano ed abbreviamo i caleok numerici. Nel § 32 I'A., da nna questione pro-
postasy, prende opportanitd a trattare econ larghezza notevole 1a nota teoria delle
annualiid ordinarie, Finalmente si determinano la espressioni del valori attuali
de1 sussidi in caso di malattia in base ad una legge di morbosity data dall’A.
medesimo nel volume, che ho avnio gia occasione di ricordare; ed anche le for-
mule relative a tali sussidi sono ridotte g quelle per le anmnalitd vitalizie, il
che permette di estendere ai sussidi sfessi la maggior parte delle conclusioni,
a cul si ¢ giunti parlando delle pensioni di veechiaia. E non pos20 gqui omettere
di notare come nel libro le formule, relative aj valor: attuali di un contributo
vifalizio costante, stano opportunamente collegate con quelle, che danno i valori
attuali der sussidi riferibili ai diversi casi considerati, per mode che i caleoli
nemeriei fatti per gli um servone in parte per gl aliri e reciprocamente.

Le matematiche applicate ai problemi soeiali hanno ancora poehi cultori
in Halia e pil nel campo degh economisti che in quello det matematici. E da
augurars: che il Gardenghi, il gnale colla monografia, che abbiamo rapidamente
esaminata, ha senza dubbio aggiunto ai molti, che g14 aveva, un nuovo o grande
titolo di benemerenza verso le societd di mutuo S0CCOrs0, ne acquisti pure un
aliro verso la scienza dando nel nostro paese un forte e durevole impulso a
quesio ramo di matematiche, che ha un cost grande avvenire,

GrEGoRIe Ricor.

Pabbticazioni ricevite dalla Direzione i6l Perioiico

Bibliothecn mathematica, Journal d'histoid® des Mathématiques publié par Gustay
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DEI POLIGONI

“HE CORRISPONDONQ Al TRIANGOLI RETTANGOLI ED AGLI ACUTANGOLI

ed alcune guestioni relative di probabilita

1. Nella sua nota: La roftura del diamanie, apparsa nel vo-
me XXIV (1886) del Giornale di Ballaglini, Iillustre Prof. Cesaro
olve, incidentalmente, ¢ con semplicissima rappresentazione geo-
otrica, la questione:

Un iriangolo, preso ad arbilrio, & putiosio oltusangolo
acwlangolo ¢

Per comodo del lettore rammenterd la suaccennaia soluzione
e & punto di partenza per questo breve scritfo.

II Prof. Cesiro comincia ad osservare che in un triangolo
nilatero la somma delle distanze da un punto interno ai lati e
stante, ed eguale all’altezza. Se quindi si rappresentano con seg-
enti ad esse proporzionali i ire angoli di un triangolo, in gwsa
e V'angolo retto sia rappresentato dalla metd dell’altezza di un
iangolo equilatero 4 B C, ciascun punto P nell’interno del trian-
lo rappresentery, medianie le sue distanze, dai lati, i tre angoh

un certo iriangolo, cioé una possibile forma di trangolo; e
ceversa, ogni forma di triangolo avrh il suo rappresentativo n un
mtoe P nell'interno di 4 B C.

Tatti e soli i triangoli acutangoli vengono cosi rappresentatl
yi punti interni al triangolo P @ B formato conginngendo 1 puitl
edl dei lati di 4 B C, essendoché per essi soltanto le tre distanze
ai lati sono inferiori alla metd dell’altezza. E poiché la superficie

\ P QR & di quella di 4BC, si deduce tosto che:

La probabilith che un triangolo preso ad arbitrio sia acutan-

I 3 - :
olo € -, e T quindi guella che esso sia ottusangolo.

2. Considerando questo esempio mi parve non inutile ricercarne,
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bty %
i

=" e s e i = =R = = e St e, g R = = -
- Py ™ - .- - o n — - = —
e R e e oo Ve o o I o e = e T e e R R T T
- - Fly, .1 3 TR g . T e el R = el Fr bl o a Ta P, ol Logll ekt 5 by O T e
ﬁ"l—' o i P ta gt el L e e P e+t LR e oo S B 3 (g “fub, T L
- LS L " . - e P g, .y, ¥ - - '3 I - b CNLr. ot
e - — . 17 gt 1y my [T ] I i ; by IErT e, i .“ - AL 'l_i‘ 1
e L o] 3

!




— 162 —

comecché potesse sembrar molto ovvio, alenne conseguenze e gE]lE-.'.:_.,-:_:';_.
ralizzazioni: e pervenni infatil a risuliati che mj sembrano cmqom

Riternando anzitutio sull’esempio precedente, osservo che il
contorno del iriangolo P Q R rappresenta i triangoli rettangoli (la--
cul probabilith rispetto agli ottusangoli ed agli acutangoh &, nato- -

ralmente, nulla), le tre altezze rappresentano 1 triangoli isosceli, e
L lati di 4 B C rappresentano triangoll con un angolo mullo {con due
lati paralleli). L’esame del rapporto deile lunghezze di queste linee
rappresentative, c¢i conduce alle facili conseguenze:

« La probabilite che wn trangolo preso a capriccio sig 180-

« scele & maggiore di quella che sia retlangclo; e precisamente
« le due probabiliia stanno fra loro : - 7'3:1.»

« Prese a capriccio ire retie di un piano é pin facile (2 con-

« tro 1) che due di queste siano paraliele anziché perpendicolari. »

Hinalmente i vertici di 4B C rappresentano triangoli con due’
angoli nulli, i punti P, ¢, B triangoli isosceli retiangoli, e il cantrq____i_; -
del triangola rappresenta i triangoli equilateri. Onde si deduce: !
« La probabilild che un triangolo sin isoscele retiangolo &

< trepla di quello che esso sia equtlaiero. »

« Getlale tre retle a capriccio sw wn piano, € piv f‘ﬂﬂﬂ'{é_‘_,
« (3 contro 1) che vengono ad essere parallele, anziché a for-

« mare angoli eguali (un triangolo equtiatero). »

Non & poi forse ozioso osservarc che questl risultati, a cui -
51 ¢ data forma pih concreta colla consideraziore dei ire angoli di’
un triangolo, concernono sostanzialmente tre grandezze la cui somma

sia costante, ossia lo tre parti di mna stessa grandezza. Onde si po-
irebbe ad esempio dire :
« Diviso a caso un segmento wn ire parti, ¢ pin probabile

« Che una sia maggiore della meld del segmento, anziché tulle
« MINOTL. »

« Presé due punti a caso su un segmento & pity probabile
« (2 contro 1) che wno @i essi cada a un estremo, anziché nel

« Punio di mezzo: ed & pity facile che tulti e due cadano agl
« esiremi, anziché dividano il segmenio wn partt equali. Ecc. »
3. Volendo estendere queste ricerche ai quadrilater, ¢ in oene-

. - ] . ~ii) 1l -I_'..-.'..-. - =
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rale ai poligoni, trovai necessaric introdurre un nuovo elemento an-
golare - variabile da poligono a poligono - che potesse considerarsi
come il correspettivo dell’angolo retto per il triangolo. Le analogie
cui questo elemento di Inogo sono davvero notevoli, come apparird
dagli sviluppl seguentl. |

Osservando che in un triﬁ]]gﬂlu 2 angoli almeno devono essere
inferiori a un relto, nasce spontanea la domanda se sia possibile fis-
sare per il massémo numero di angoli di wn poligono un lemile
superiore (naturalmente inferiore a due retti).

Se 22 & 1l numero dei lati del poligono (convesso o ne, ma non in-

treceiato) la somma de’ suoi angoli sarh == 2 R (n — 2). Si pud quindi

2R —2)

tosto concludere che nn angolo almeno deve essere fe

2R(n—2) Dop
n-——l

. » ' A 2 T 2 R (ﬂ o— 2)
tre angoli non si puo dire aliro che devono essere tuttl

due almeno devono essere inferiori od al pin eguali a

n —-— 2
ciod di 2 B, e a fortiori un limite superiore {che sia minore di
due retti non si pud assegnare a quattro, cingue,... angoli.

Se ne deduce che ’angolo che risponde alla proposta guestione,

2R(n—2)

e che noi indicheremo con R, & = . E si vede che due

n— 1

angoli almeno del poligono non possono superare R', mentre per
altro dei due pie piceoli angoli del poligono uno almeno puo evi-
dentemente accostarsi a questo limite finché si vuole; basta infatti
assumere Y'altre angolo piccolissimo e 1 rimanenii » -— 2 poco su-
periori ad '

Si noti poil che si ha:

2R(n-%) 2R|2(n-1)-2]
a-1 2 (n-1y

(1) R =

epperd ¢ 1'angolo al perimetro del poligdho regolare di 2 {r— 1) lati,
Onde possiamo concludere che,
« T due pin piccoli angoli del poligono di n lali, e quest:
« due sollanto, DEVONO essere entrambi inferiori all’ angolo R/,
« che ¢ pﬂa I angolo del poligono regolare di 2 (n-1) lals. »
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e JIBEL us
Od anche :

« Al piv n—2 angoli del poligono POSSONO eguﬂgliﬁre %) m;

« perare il valore di R, »
In particolare adunque :
Un angolo al pin di un triangolo pud essere 2> 90°, angolo del
quadrilatero regolare. o
Due angoli al pin di un quadrilatero possono essere 2> 120°, an-
golo dell” esagono regolare. o
Tre angoli al piti di un pentagono possono essere > 135°, angolo
dell’ ottagono regolare. o
I poligoni che contengono il maggior numero possibile di an-
goli = R', ossia che ne hammo n — 2, vanno considerati come ana-
loghi al triangolo rettangolo; e li diremo poligoni R — angoli,
Come analoghi ai triangoli acutangoli vanmo considerati quelli che
hanno futti gli angoli inferiori ad B, e che diremo acuminati.

Cost un quadrilatero sarh R’ angolo se ha due angoli = 120°;

acuminato, se tutti gli angoli son¢ inferiori a 120°.

4. Occupiamocl ora in particolare dei quadrilateri, e comin- -
ciamo a vedere se un quadrilatero preso a capriccio sia piuttosto
acuminato o no. Domanda quosta analoga a quella propostasi dal

Prof. Cesaro e cui si risponde con una rappresentazione analoga.

Ricordiamo che la somma delle distanze fra le facce e wn
qualungue punto interno a un tetraedro regolare ¢ cosiante, ed
eguale all'altezza: proposizione del resto evidente guando si osservi
che il tetraedro pud concepirsi come somma di 4 pivamidl avent
il vertice in guel punio e per hase le facce.

Agsnmiamo un tetraedro rogolare 7, di cui 4, B, C, D, siano
1 vertici. Le altezze cadranno nei baricentri A,F,C, D delle facee
¢ questl punti determineranno un muovo tetraedro, che diremo 7
iI quale ha le facce parallele alle omonime di 7 e situate da esse

; 1
ad una distanza eguale a 5 dell’altezza 2 di 7. Se la quarta parie

di A& si assume come rappresentativa  dell’angolo retto, ogni punto
nell’interno di 7' potra rappresentare, per mezzo delle sue distanze
dalle facee, i quatiro angoli di un certo quadrilatero, e viceversa.
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Allora i punti interni a 7" rappresenteranno tutti e soli 1 quadri-

lateri @cuminati, perché per essi soltanto Jle distanze dalle facee
1
g
tazione affatto analoga al triangoli acutangoli; ad anche sotto questo

sono minori di =~ A. I guadrilateri acuminati hanno cosi rappresen-

punto di vista l'angolo R’ appare come lanalogo dell’angolo retto.

: l .. ; ;. s
Poiché 7° ha uno spigolo eguale a §d] queilo di T, e gunindi

1

volume eguale a 57 di esso, s1 ha:

« La probabilila che un quadrilalero preso a caso (COnvesso

]

« 0 noy sia acuminaio piutiosto che no, € 5= . »

Volendo poi distinguere i convessi dagli aliri, troviamo le
regioni di 7 che rappresentano gli uni ¢ gli altri.
I piani condotti per i punti di mezzo delle altezze parallela-

mente alle rispettive basi tagliano da 77 quatiro teiraedri aventl

1

spigolo meth e quindi complessivamente volume - di essc, e rimane un

solido 0 — evidentemente un ottaedro regolare — ogni punto interno al

. : L oa B .
quale, avendo dalle facce di I" distanze minori di - (e rappresentanti

4 R

quindi angoli minori di —— ), sard rappresentativo di un quadrilatero

convesso. I punti invece di 7 esterni ad O rappresentano quadrilater:
non convessi. B poiché O risulta, per il detto, la metd di 7, sl
deduce tosto : |

« B equalmente probabile che wn quadrilolero preso a caso
« sin convesss, quanto che non {0 swa. »

< La probabilita che un quadrilatero convesso sia acumni-

2

< nalo e 55 »

Un quadrilatero non convesso non pud, naturalmente, essere
acuminato: nella rappresentazione si Tede appunto che 77 & tutio
interno ad O, e quindi fuori dalle regiomi di 7 rappresentative di
quadrilaterl concavi.

5. Alla divisione volgare dei triangoli in acutangoli, retiangol,

ottusangoli, corrisponderebbe per i quadrilateri una assal pil minu-
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ziosa. Essendo affatto ozioso creare per tutte le diverse forme pos-
sehili di quadrilaterl nomi speciali, ¢i limiteremo a disegnare con
simbol1 significativi 1 diversi tipi.

Osscrviamo che due angoli al certo sono inferiori ad R, in
(questo caso == 120°; gli altri due potranno essere minori, eguali,
o maggiori di &', ed uno anche potrebbe eguagliare o superare 2 R
Abblamo cost 8 iipi, che disegneremo chindendo tra parentesi 1 va-
lori dei due angoli maggiori:

Ltipo: (> 2RY) (K R'); 1L tipo: (=2 R) (< R);
IL tipo: (> B} (> E): IV.tupo: (O R) (=FK);
V.tipo: (> R') (< B): VI tipo: (= R') (=R');

VIL tipo: (=R') (< R'); VIL tipo: (< R (< R');

dove ¢ sottinteso che l'angolo disegnato col simbolo > R’ sia per
altro < 2 R

Fondandosi sulla rappresentazione data precedentemente, & facile
vedere quali regioni del tetraedro 7" rappresentino questi diversi
tipi, e cost dedurne le relative probabilith. Ommettendo figure e
dimostrazioni, che condurrebbero a sviluppi tanto noiosi quanto fa-
cili, acecenneremo ai risultati.

1 tipp I, III, 'V, VIII sone rappresentati da volumi; ¢ dird
quindi che le probabilith relative ad essi somo a 3 dimensioni.

I fip 1, IV, VII sono rappresentati da superficie; le pro-
babilith relative sono a 2 dimensioni, ¢ nulle rispetto alle pre-
cedent:.

Il tipo VI & rappresentato da linee.

6. Consideriamo anzitutto 1 fipia probabilita 3 — dimensionali.

I. Tipo: (> 2 R) (L R — 1 guadrilateri i questo tipo
1 ..
sono rappresentati da 4 tetraedri aventi lo spigolo eguale a 5 di

. I :
quello di 7, e volume = 5z 1 7. Si ottengono segando T' con
] L] L} L] u u L] l
plani paralleli alle facce e distanti dal vertiel di 5 h. la proba-

yspe . . ... 4
hilita rehtwa ¢ quindi 5.
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1. Tipo (> R) (> R') — Sono rappresentati da 6 tetraedri
eguali a 77, e aventi rispettivamente uno spigolo a comune con esso.
(Juestl tetraedri si ottengono prolungando le facce di 7%, e considerando
le regioni di 7' che restano contemporaneamente al di Ih di due
facce di 7". (Dicendo che wn punto & al di l&4 di un piano parallelo
a una faccia, intendo che giaccia in quella delle due regioni del
tetraedro che contiene il vertice opposto a questa faccia). Cosi la
faccia B" €' I, prolungata, sega 7 in un triangolo equilatero com-
posto di B €' D stesso e di altri tre eguali ad esso. Questi tre
triangoli sono basi di altrettanti tetraedii eguali a 77 (ferminati
ognune dal proluingamento di due facce di 77 e da porzioni di ue
facce di 77). Per ogni faccia di 77 si hanno cosi tre di guesii te-
traedri; ma ognwno appoggia a due facce, per cui i distinti sono

: 43
i numero i >§ =0,
La probabiliti dunque relativa a gquesto tipo ¢ .

V. Tipo: ( > R) (< R’) ~— Sono rappresentati dalle regioni
di 7 che restano contemporaneamente al di 14 di una faccia, e al
di qua di un'alira faccia di 7", Esse si riduecono a 4 ottacdri re-
golar: aventl rispettivamente a comune una faccia con 77, 3 con
1 tetraedri del caso precedente, 1 con quelli del primo caso, e 3
situate sulle facce di 7.

Cosi al di sopra della faccia B' " I esiste 1'ottaedro di cui
tre vertici sono i punti B, C', D, e gli altri 3 sono sugli spigols

; 1 s L. . . ;
@ T che partono da 4, e a - di essi; il swo volume ¢ manifesta-
mente - del tetraedro che ha lo spigolo 7 (1 quello di 7, cioe &
1 8 4 16

g X g7 di 7. La probabilita relativa & quindi = x 4 =5=.

VIII. Tipo: (< R) (< R). Sono rappresentati, come dicemmo,
da 7", e la velativa probabilith & quffndi 2—],7

Concludendo possiamo dire
« In un quadrilatero preso a caso, ma non intrecciato, la pro-
]

« bahiliti clie totti gli angoli siano inferiort a 120° & 57+ ((uella che
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16 - .

«uno solo superi 120°, ma non 240°, & 5= quella che due superino
. b | ; 4

« 120° & o%; € linalmente quella che un angolo superi 240° & o »

Queste sono le probability per un quadrilatero gualunque. Facile
¢ dedurne le probabilith per 1 quadrilateri convessi o non convess
soltanto.

Cominciamo dai convessi.
I guadrilateri del tipo T non sono convessi,

e L | P, ekl b L R L S yray

I gvadrilateri de) tipo HI, e convessi, sono rappresentati dalle
parti delle regioni considerate nel caso generale che rimangono nel- 1
interno dell’ottaedro 0. Da ognuno dei 6 tetraedri allora consi-
derati 1’ ottaedro esclude due tetraedri di spigolo meth e di volume

quindi% di essi; la probability o quindi ?3 di quella generale, ciod
3 6 ]
TN =g |
Riguardo ai quadrilateri del tipo 'V st osservi che di 0gnuno :
der 4 ottaedri rappresentativi del Caso generale uwna meth rimane
nell’interno dj O; poiché le 4 faccie d; { che nnﬁ poggiano sulle

faccie di 7 (ma lo segano a distanza -/t dal vertici) passano per i

centrt di guei 4 oftaedri. La probabilitd relativa a questo caso, per

- d 11 ‘t‘ * o - L . I- ] + 16 8
Puaariiater: convessi, ¢ quindi > X 27 =57
Finalmente i quadrilateri del tpo VIII sono sempre convessi,
v r » 114 111. ‘_1 2] L -—
eppero la probabilith & senipre . o
Cosl, irattate separatamente le probabilith dei convessi, se ne g

possomo. vttenere, con semnplici differenzo, quelle degli aliri. E si ha
1l seguente quadro:
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PROBABILITA RELATIVA PER UN QUADRILATERO
TIPO gualunque CODVESSO nOL COnvessD
| Valori } - Numeri Yalori | Muomer | Yalori Numeri i
4380kt | proporzionali| assolnti  proporzionali| assolutl | proporzionali
4 4
2R R — 4 — 8 :
(> y (< R o7 J 97 1
, 6 ] 3
> R R == & B S 9 — 3
BRICR) | 5 | ; 54
16 8 8
£ e A i 16 - 16 e 16 |
(> ( ) 27 27 27
(<R)(<R)y | L 1 1 5
27 27
1 I »
Somm e delle prohahilits i 27 E" ot 2 2

Il letiore potrh dedurne confronti curiosi. Cost af es. la pro-
babilitd che un angolo solo sia maggiore di 120° (V ti'p{::) ¢ eguale
taniio per i quadrilateri convessi e per 1 nou convessi; quella che
due siano maggiori di 120° & tripla per il convesso, ecc.

7. Proseguendo nell’esame deghi aliri tipi, non distigueremo,
per non entrare in troppe minuzie, i guadrilateri convessi dagli altri,
N1 trova : |

Il Tipo: (=2 B (¢ R). T quadrilateri di nuesto tipo seno
rappreseniatl dai 4 triangoli ottenuti segando 7' con piani paralleli

1 . . .o
alle facce, a distanza 5 7 dai verticl. Detta 1 la superficie di una

faccia di 7, sarh o5 la complessiva di questi triangoli,

V. Tipo: (> ) (= R) — V& Tipo: (= F) (< B). — 1l

%

caso generico che un angolo sia cguale ad B & rappreseniato (a

4 triangoli, sezioni di T con plani a distanza — A dail vertici: e

16

la cui superficic complessiva & 5 5 i ognuno i questi triangoli la

parte che rappresenta il tipo VII & Ia quarta parte (una faccia di 77).

18
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Le probabilith relative di quesii ire tipi II, 1V, VII, stamno |

guindi fra loro::1:3:1; onde ad es. si avrebbe:

« B egualmente probabhile che I’angolo maggiore di un qua-
« drilatero preso a caso sia — 240°, guanto che sia = 120". »

Finalmente i quadrilateri del VI tipo, ciob: {= R') (= &) sono
rappresentati dagli spigoli di 7”. La probabilith relativa, nulla rispetio
a quella dei tipi precedenti, si potrebbe paragonare colle altre lineari,
per es. con quella dei quadrilateri aventi tre angoli eguali (rappre-
sentati dalle altezze del tetraedro 7T) oppure quella dei guadrilateri
aventi due angoli nulli (rappresentati dagli spigoli di 7). E s1 frove-

rebbe che le probabilith relative a questi tre casi stanno :: 1 : l/; B

Si vede cosi in particolare che & piu probabile che un guadrilatero
abbia tre angoli eguali, anziche due di 120° ciascuno.

8. Un poligono R — angolo, quello cioé che ha »n — 2 angoli
2 (n-2) B

egualia ———"—,

come la generalizzazione del triangolo rettangolo. Esso & determinato

quando siano dati gli n— 1latiay, @, . ... &, ., degli angoli K’;e
1'ultimo lato a, si pud esprimere in termini deghi altri (e, s’intende, del-
. I'angolo R'), mercé una relazione, che & da considerarsi come la gene-
ralizzazione di quella di Pitagora.

Essa si pud dedurre immediatamente dall’equazione fondamentale

della poligonometria, stabilita da Lescell.
130°

-1

Posto « — 180° — B — , 81 ricava:

ri=altolt+al+ ..+l +2(maytagas+ ..+ ans (.4 ) COS
+2(a, a5+ Aoy . ... & g Gpy) €08 2
+2(mo+as a5+ ... .= @ny yq) €08 3
-+ . ...
-+ 2 oy Opg €08 (n—-2) 2.

Questa relazione per n—3 di il teorema pitagorico, PpeT
n=4,5 rispettivamente dh eguaglianze, che si ricavano dalle figure
immediatamente, prescindendo (a considerazioni trigonometriche. Posto

& da considerarsi, soito il nostro punto di vista, - &
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POl @y = Qg =0z = - .+ - = Tn—1 forpisce il diametro di un poligono
regolare di 2 (n—1) lati, in funzione del suo lato.

9. La rappresentazione delle possibili forme di poligoni di # lati 51
puo fare ricorrendo a spazi ad n — 1 dimensioni, in modo analogo a
gquello che abblamo veduto per i casi particolar di »=23, 4. Ma non
entreremo in questo argomento, che non & nell’indole del Periodico.

i basti accennare che la probabilith che wn poligono s1a acurninato si

irova cosi in generale data da | : (0 — 1}“_1.

Dott. VirTrorio MURER.

1.¢ PROPRIETA DEI PRODOTTI E DEI QUOZIENT!
ESTESE Al MONOMI ALGEBRICI.

1. Si dice prodotio di due wumeri la somma di tante parii eguall
al primo (moltiplicando) quante sono le unith del secondo (mollipir-
calore); e prodotio di pise mumeri (fattori) 1 risultato che si ottiene
moltiplicando 11 prodotto del primi due per 1l 1erzo, il prodotto de
primi tre per il quarto e cosi di seguito fino all’ultimo numero.

Da cib risulta che il prodotto e sempre omogeneo col moltl-
plicando e che l'unita a cai si riferisce il secondo fattore & il primo,
quella a cui si riferisce 1 terzo fattore ¢ il prodotto del primi due,
guella a cul si riferisce il quarto ¢ 1l pmdnﬂ,::- dei primi tre, € cosl Via.

9. T prodotie di pin fattori gode, come la somma, della. proprieta
commutativa e della associativa.

La proprieta commutaliva pud dimostrarsi cosl: abbiamo per

definizione :

4a| + @ + @
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Dungue
(1) abc—=—ach.

E s1 vede allora che, potendosi cambiare di posto due fattori
consecutivi, si potrd, ripetendo pit volte la stessa operazione, inver-
tire i fattori dun prodotto nel modo che pitt piace. Dungue:

Un prodotio non si allera, cambiando 'ordine dei suoi fat-
tori. B bene perd avvertire che, nel cambiare Vordine dei fattori dun
prodotio, ciascuno di essi non si riferisce pit alla unita di prima, ma
a quella relativa al posto che va ad occupare, conforme a quanto
¢ stato detto sopra.

3. La proprieth associativa ¢ in parte contenuta nella definizione

stessa del prodotto di pit fattori, ed in parte si pud dimostrare in
questo modo: abbiamo, invertendo,

(2) a (be)=(be)a=bca=abe
cioe
Un prodollo non si allera, sostituendo a due 0 pii dei suoi
fatlori un fallore wnico; oppure, sostituendo ad wno dei suol fol-
tori, allri fattori di cui esso sia il prodetio. )
4, Esaminiamo ora le proprieta del quoziente.
S1 dice quozienie di due nmumeri un terzo numero che mol-
tiplicato per il secondo (divisvre) riproduce il primo (dividendo).
Juind: abbiamo: |

a@:8)b=a
(@ 6): b=n

da cui si vede che i valore d'un numero non si altera, prima
dividendo e poi molliplicando, oppure prima molliplicando e poi
devidendo successivamente per wun allro numero.

Puo accadere che i numeri daii siano omogenei fra loro; in
tal caso il quoziente si dice pilt propriamente rapporto dei due nu-
meri, e l'unith a cui esso si riferisce ¢ il divisore stesso o un'alira
gquantith equivalente. Pud invece accadere che il dividendo ed il divi-
sore non siano omogenei; ed allora il quoziente & sempre omogeneo
col dividendo, ed equivale ad una parte aliguota del medesimo.
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Osserveremo infine che il quoziente di due numeri non ha signi-
ficato altro che guando il dividendo & un multiplo del divisore.
Cid posto, vediamo altre proprieth dei prodotii e del quozienti.
5. La molliplicazione e la divisione sono operazion: inveri:-
bili ; dico cioé che le due espressioni (@ d): ¢ e {a:c) b hanno sempre
lo stesso valore, allorche @ ¢ mulitiplo di e.
Abblamo miatt: .

(a:c)bec=(a:c)cb=ab;
onde si deduce che
(3) @b):c=(a:c¢) b,

come dovevasi dimostrare.

Le espressioni della forma a . b:c:d.e: [ sl dicono monomi,
¢, finché hanno significato, essi godono sempre della proprieta com-
mutativa. |

La (3) pud seriversi in quest’aliro modo:

(4) bla:c)=(ba):¢

e dimostra in parte che i monomi godono anche della proprieta asso-
ciativa, e quindi di tutte le altre proprieth che da essa derivano.
In particolare abbiamo che:
Il prodotio di piis monomi vale un monomeo unico formalo
coi fatlort e dwisori di ciascuno.
Di qui si trae la nota regola per la molfiplicazione del monomi.
6. Allo seopo i stabilire la rvegola della divisione dei monoml,

occorre dimostrare le due seguentl eguaghanze :

(9) g:lD = (aib)ic
(6) as(lic)=(arb)c

»
Cid si fa partendo dail’idea di gquoziente. Infatti abbiamo:
(@:D):elbey={a:b):c.c.b=(a:0)b=a

e quindi la (9) & vera.
Similmente, si ha:
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(@:6).c.{b:c)={a:b).c.b:c
| = (a:bb.c:c
—=(a:b)b=0a

donde si deduce che anche la (6) e vera.

7. Dalla (5) e dalle proprieta del moromi avanti dimostrate rica-
vasi che:

a:b.c.d:e:f=(a.c.dy:(b.e.f)

cioe: Un monomio vale il guoziente del prodollo det suoi fattor:
diviso per il prodotio dei suoi divisori.
Dalla. (B} e dalla (6) si deduce pure che:

(a:b.c:d):(le.[:py=a:b.c:d:e:[.g

ciod: Il quozienic di due monomi vale un MOROMIO unico for-
malo coi lermini del primo, col segno che hanno, ¢ cot fermint
del secondo, col segno mulato; cioé i divisori converidti in fatlor:
¢ it fattor: in dwisort. |

8. Le egnaglianze(2), (3), (4) e (5) sussistono finché le divisioni, 1vi
indicate, sono possibili; volendo renderle general, converra estendere
ancora 1'idea di numero. A tale scopo ammetteremo che l'unita possa
dividersi in un numero qualuncue di parti eguali, e chiameremo frea-
zione 0 nwmero frazionario quello che si ottiene contando una o
pitl i queste partl. Sicché in ogni frazione sl distingueranno Sempre
due termini: il mwmeraiore, che indica quante paril eguali dell uniia
si sono contate ; ed il denominalore che indica in quante part eguali
& stata divisa Punita. La frazione di numeratore ¢ e denominatore 0

& e 3 ‘L
s1 1ndica con =

9. Si pud subito dimostrare che, colle frazion, qualsivogha divi-
sione di numeri interi & resa possibile, e propriamente che:
Il quozienle di due numeri inleri e sempre ung frazione
che ha per numeratore il dividendo e per denominatore di-
visore.
Questa verith si desume facilmente dalla proprieth commutativa
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del prodotto. Abbiamo infatti che a b = b @, qualungue sia 'unita a

7 . . ep s b B d
cui il primo fattore si riferisce; onde se 1" unitd fosse -, si avrebbe:

da cui, per la definizione di quoziente,

&

(7) - a:b=-é}—.

10. Dal concetto di prodotto, nel caso che il moltiplicatore sia

intero, sl ha
n b

4
' H

e quindi per la (7)
itib= g e

donde si vede che la (3) vale gualunque siano i numeri interi @, b e c.
11. Per generalizzare la (4), dove comparisce un moltiplicatore
frazionario, bisogna estendere il significato di prodotto. Diremo quindi
prodotto di due numeri un lerzo numero che é formato col molii-
plicando come il moltiplicalore s origing dall’ unila.
Questa definizione, che comprende quella data ragionando
soli nameri interi, applicata ad un moltiplicatore frazionario, ci da :

b
a.—ﬂ:(m:c)b_

e, per la (3), essendo (@: ¢) b=(abd):c, verra
7

a.-=@ab):¢

ia quale, pud anche scriversi,
a.b:cy=(@b):c,

e cosl si dimosira che la (4) vale pegp tutti i numeri interi.
12. Se ora osserviamo, che un numero qualunque @ pud con-
siderarsi equivalente al prodotto & ¢ a riferito all'unita frazionaria

1 L L] L] L ] ] =
;5 @830 sara divisibile per b, per ¢ e per il prodotto & ¢; onde

si pud ritenere che anche la () valga senza restrizioni.
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La (6) poi vale pur essa in 0gn1 caso, perché & conseguenza
delle eguaglianze precedenti. |
13. Passiamo a considerare il prodotto ed il quoziente di nu-
" meri frazionari.

Il prodotto di due o pin [razioni ¢é wuna frazione che hg
per numeratore il prodolto dei numeratori e per denominalore
il prodotio dei denominatori.

Abbiamo infatti, per la (7) e per la definizione dj prodotto,

G

—g.g_—_-(a:b):d.cz(a:b).c:d

=u.a:b:d=a.c:(bd}=§§.

ca

" : ¢ a .
Similmente sj trova: —.—=—: ¢ quindi

=

La quale egnaglianza c¢i dimostra che anche it prodotto di
frazioni gode della proprieta commutativa. E quindi dell’associativa,
perché anche per le frazioni si puod ripetere la dimostrazione del n. 3.

1l quoziente di due frazioni & una [razione che ha per
numeratore « prodotio del numeratore della prima per il deno-
minatore della seconda, e per denominatore il prodotto dei ter-
mns ravanents,

Si ha infatti;

. ad ¢ aede a ¢ i . ,
R e S _— : . i — 1Ga-
Berelle 5=y pem 5 -¢:d.c:c== onde abbiamo identic

+ a'c) E_ﬂ
menE("g-d .E—E—-

Adunque, se il prodotto ed il quoziente i numeri frazionari
conservano le loro proprieth fondamentaii, si pud dire che le egua-
glianze (3), (4), (5) e (6) valgono qualunque siane i numer; rappresen-
tatl dalle lettere che vi compariseono,

14. Tutto ¢i¢ riguarda il valore assoluto de; numeri. Volendo
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avere riguardo anche al segno, si vedra clie nessuna delle cose dette
viene a variare.

Dal concetto di prodotto apparisce chiaro che, se il moltipli-
catore e positivo, il prodotto & positivo o negativo, secondochs il
moltiplicando & rispettivamente positivo o negativo; se al contrario
il moltiplicatore & negativo, i1 prodotto & positivo o negativo, se-
condoche il moltiplicando & negativo o positivo. Onde si deduce che:
fatlori di segno eguale danno un prodoilo positivo, e fallort di
segno differente danno un prodotio negativo.

Applicande questo risultato ad wn prodotto di molti fattori si
vedra che esso & positivo, quando i} numero dei fattori negativi o
pari; ¢ megativo, quando lo slesso numero é dispari.

Da ¢io si deduce subito che, I'inversione di posto dei fattori,
non altera il segno del prodotio; per la qual cosa, un prodotto
(li numerl qualunque, pesitivi o negaiivi conserva sempre le sue
proprieii.

15. Riguardo al quoziente di due numeri qualongue e facile ve-
dere che, dopocid che si & stabilito intorno al prodotio, esso esiste
sempre ed e positivo, se i numeri hanno segno eguale, & uega.ﬁfﬂ,
se 1 numeri hanno segno differente. Onde si pud ritenere che le
eguaglianze (1), (2), (3), (4), (3) e (8) sussistano per tutti i nu-
meri: positivi, negafivi, interi o frazionari.

16. Siamo ora in grado i concludere quello che ci siamo pro-
posti di dimostrare, cioé: se colla parola monomio comprendiamo
un'espressione della forma 4. b:c:d . ¢ : /; la quale {convenendo di

i ¥ . u .
rappresentare con — il quoziente a : b qualungue siano i numeri a ¢ &

anche se non interi e positivi ambedue) pnd sempre ridursi all’alira

abe
cdf’ dove le lettere stanmo a rappresentare numeri qualmque ; pos-

stamo affermare che i monomi godong di tutte le proprietd dei pro-
dotti e dei quozienti, e che possono ad ess applicarsi tutte le regole
di caleolo valevoli per questi.

M. GrEMmiIgxI.
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TEMI DI MATEMATICA

PEﬁ. LA LICENZA D ISTITUTO PECINICO

NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA

(Continuazione e fine).

Estate 1885, 1). — Trovare 2 rapporii dei lali d'un lriangolo

nel quale gli angoli stanno come 3:4: D,

Risposta: a:b:c=2: V?ﬁ . (3 34 1)

EsraTe 1885, I11). — Un grave é lanciato verticalmente : € dato
il lempo frascorso dallislanie in cui esso passa per una data pos:-
sione all’istanie in cui esso wilorna, scendendo, in gquella stessa
posizione. Trovare la velocila iniziale.

Chiamisi », la velocith iniziale cercata, T il tempo della durata
del moto di ascesa, nguale a quello del moto di discesa, a cui corri-
sponde lo spazio s, 2¢ il tempo dato od s’ lo spazio percorso dal mobile
prima che incomingi il tempo 2¢. Sark v, = g7 ed
v 2 1] 2 2

7 2

s Lo
s=uo, T 2gT—

onde, osservando che anche gli spazii percorsi. in tempi uguali, nel

moto 1 ascesa e riscesa sono ugua]i p

8 == "2“5 T *E— 74 i
fa eul derducesi
. T
vn='/ 2 g (S g G )
Estate 1887, 1). — Trovare le lunghezse dei lati di un trian-

golo rellangolo sapendo che il perimetro misuralo col meiro é 1,20
e che la distanza del vertice dell angolo retio dail'ipotenusa é 0,24

Soluzione algebrica. S'indichi in generale con 2p il perimetro
del triangolo e con A P'altezza relativa all’ipotenusa. Se &, y rappre-




T g -

sentano i cateti e 3 1 ipotenusa del triangolo cercato, le eguazioni che

servono alla risoluzione del problema sono
xy+z2=2p; wy=hz; a4y =3
‘Dalle due nltime si deduce: (x4 y¥ — 2 h 2+ z° e dalla prima
(2 4+ y)f = (2p — 2)°, onde

9 4,2
e ﬁg - —— E L] S ! }J -
Qhis+4 3= (2p ~ 2)* da cui 3 T2
Tenendo conto di quesio valore si ha
- 4 p? (A4 p)* . 2p(h+p)
sy 3 L] * i e | o .
(@~ ) = 0 2p) ossia w —+ § = -+ — 5
2 0% b
=
8w h+2p°

Conoscendo ora la somma e 11 prodotto dei due catetl, quesil sa-

ranno dati dalle radici dell’equazione di 2° grado

2p+p) ¥ 2p* k 0

h+2p i F T

X? -

08814

plh+p+p¥ p2-2ph—h  _ p(htp —p Vpr-2ph—2?
= h+2p Y h+2p

Perché questi valori siano reali occorre che sia

2 _
(1) p*— 2ph — A* > 0, ovvero (i—f)— 2 E—) — 1% .

Ll

Ed osservando che le radici dell’'equazione :

PV ofP)
(h)_-y(h) =l

50N0 E = 1 §/ 2 si deduce che i valom di% pei gquali la disugna-

plianza (1) & soddisfatta debbono essere o maggiori di 1 4 #/2 0 mi-

nori di 1 — p/ 2. Questi ultimi perd sono da respingere, il rappﬂrtﬂ%
#

dovendo essere positivo, onde si hanno soltanto da considerare quelli

pei quali & > 32+ 1.

Si ha poi il teorema: Se 1’ altezza d’un friangolo retiangolo,
rispetto all'ipotenusa, & data el & = Ak, il minimo perimetro 2p che

o
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pud avere guesto triangolo si ha guando % = Y2+ 1. Se i peri-
metro d'un friangslo retiangolo & dato ed & = 2p, la massima altezza

di questo iriangolo rispetto all’ipotenusa si ha quando

h 1 o
alvre el @t

Nel caso particolare considerato dall’enunciato i lati del triangolo
cercato sono :

x=m 04; y—m 03; z=m 0,5.

Soluzione geomelrica. Si costruisca un triangolo che abbia per base

i perimetro e per altezza l'altezza data, e in cui 'angolo al vertice

sia 5 di un angolo retto, quindi si tirino dal vertice delle rette for-

manti cot lati che concorrono in esso, angoli ugnali agli angoll alla
base del primo triangolo.

Bsrarte 1887, 1l). — Un punio M & dato per mezzo delle sue
distanze p, q da due relle 0P, O Q fra loro perpendicolari. Con-
durre per M una relta P MQ in modo che la somma dei quadrali
det segmenii P M, QM sia uguale ad un quadrato dato. Discutere
qualche caso particolare, per esempio quello i cui q == p.

Siano NV, § 1 piedi delle perpendicolari calate da Msu O P, 0 @,
onde MN=08=p, ON=S8SM=¢q. Posto O P~ x, sarb:

Ny i 4D . & p
A==t Q’QS_.:S—-Q’OQ z—
¢ Pereio
7 2 2
MP =y +e— s MO =g+ T

sicche indicando con o il lato del guadrato dato, alla determinazione
tdi & servird 'equazione

(i — )% - p? - ¢ g p* s o
2 P /i -l"{m__g,lﬂ_”

Por risolverla pongasi (z — ¢Y¥ = 2. Con cid essa riducesi alla
seguente |

(1) P (=) 1+ =0
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da cui si ha

ot —p —? + Y —p = — 42 7
: =

o2 —pt—gt+ ¥V [ — 2] [a* —(p—a) ]
2

il

Mgl —

Trovata % si ha 2 dall’equazione & = ¢ + }=.

Percht 1 valori di = e quelli pure d' @ sieno reali basta che sia
soddisfatta 1’unica condizione @ > p -+ ¢. Invero deducendosi dalla
medesima che a? > (p + ¢ ed a fortiori o > p*+¢*, si ha allora
che le radict della (1) sono reali e per di pih positive, onde anche i
valori di @ sono reali. Alla & corrispondono poi quattro valori, 1 guali,
indicando con ', 2” le radici della (1), sono :

¢+ ¥ ¢ TV g g — Y
Determinata @ per completare la soluzione del problema, hasta
portare da O verso P o in direzione opposta, secondoché x é positiva
o negativa, un segmento == poi congiungerne l'estremmta con M e
prolungare la congiungente fino ad incontrare 0 @ od 1 suo prolun-
gamento.
Se p == ¢ risulta

onde il minimo valore che pud avere a, perche it valori di & swano
reall, si ba quando ¢=2p e quindi & =2p. In tal caso la retita
P A Q forma angoli uguali con O P, 0 Q.

AvuTonyo 1887, 1a). — Per messo di a e b, misure delle bas:
d'un trapezio, st esprima il valore di guella rella la quale, essendo
parallela alle basi, divide o trapezio wn due parii eqruivalenti,

, 2 2
Risposta: l/‘f1 + 2
:;1 -

Fa™

Osservazione. — La soluzione digguesto gquesito & analoga a quella
del questto dell’antunno 1882. — Trattando la guestione pint general-
mente, ossia richiedendo solo che le due parti abbiano il rapporto m : n,
si trova per valore della refta x eercata

“ma? + nb? P s (@ -+ b) (a — b)
o=l ol == :
'/ B+ m e
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Se m, %, a, b sono segmenti dati, si puo facilmente costruire
colle seguenti operazioni: 1° trovando un segmento ¢ quarto propor-
zionale dopo m -+ n, a + b, ¢ — b; 2° costruendo un quadrate, di
lato d, equivalente al rettangolo di ¢ ed me; 3° trovando 1ipotenusa
d'un triangolo rettangolo di lati b e d.

Avrunno 1887, 1b). — Si risolva geomelricamente il problema:
devidere un lrapezio in due parli equivalenl: con una retia paral-
lela alle sue basi.

Sia ABCD il trapezio dato e si voglia dividere con una retia pa-
rallela alle basi in due che siano {ra loro come due segmenti datim, n.

Si prolunghine i lafi-
concorrenti B4, CD fin-
ché s incontrino in (), su

v OC come diameiro si de-

,ffﬂﬁ geriva una semicirconfe-
{ renza e nella medesima

/' s'inscriva wna corda OF

— 0D eda Esi cali la
& perpendicolare EF ad OC.
Dividasi internamente #Cin G cosi che sia FG : GC=m : n, §'In-
nalzi da (7 la perpendicolare ad OC fino ad incontrare la semicireon-
ferenza in H e su OC si porti OL = OH. Finalmente tirisi per L la
LM parallela alle bast del trapezio, il quale resta cos] diviso come sl

voleva,

Infatii dai triangoli simili OML, 04D, OB5C, s ha:
AOML:AO4D =012 : 0D =06G:0F; AOBC:AOML=0C: 0G
e dividendo

trap. AMLD : A OML = FG : 0G; trap. MBCL: A OML = G(:0G

¢ quindi, essendo uguali i consegunenti:
trap. AMLD : trap. MBCL = F&;: GC=m . n.

Se m == n il punto & & il centro di FC.

Avurunno 1887, Il a e b). — Si trovino i coseni degli angoli d un
trapesio isoscele, dato che le basi del trapezio siano misurate da




e TR e
ae¢b e le diagonali da d. St trovino gl angoli del lrapezio suppo-

nendo a = 8; b==3; d = 7,5. I
Risposta. Chiamando « uno degli angoli alla base ¢ > & del trape- ’“‘*

l a == b :

Z10, 81 halcos e = 2 V&t — ab = ﬁ
Se @ =8, b=23; d = 17,5 risulta: « = 65°. 27", 59, e
Estate 1888, 1), — Trovare ¢ lalti d'un parallelogrammo che l

ha un angolo semirelio, guando si conoscono Uarea e ¢l perimelro.
Quand’ e che il problema é possibile?

Risposia. Indicande Yarea e il perimetro con a* e 2 p, due lati con- |
secutivi del parallelogrammo saranno: S

o :
a+p£_z .= .,
3 i T Ve a

2
Perche il problema sia possibile conviene che sia %: > a* e

Anzi daio p il massimo valore che pud avere g” si ha quando o° =
p’ | :
2 = s * . . e
=4y mentre data ° 11 mmimo valore che pus avere p s1 ha

4
quando p=2a P/ 2.

Estate 1888, I}, — Daia la differenza di due numeri e dala
la differenza der loro cubi, lrovare i due nuwmer:. IDisculere {a

soluzione.
Risposta. Chiamando d la differenza dei due numeri, a° quella dei
loro cubi, 1 numeri cercati sono

& 4 %na—-—ﬁ, 4 _H'/ting———dﬂj
2 — 9 3d 2—*—

dove, pel radicale, vanno presi insieme 1 segni superiori o gli inferiori.

:Eﬂﬂ‘:;-_'f ey i

I1 problema ha percid due soluzioni le quali sono reali se 4 a® > d°
. . \ . '_"i
immaginarie nel caso contrario. k-
# a3 ;333
Data d il minimo valore che puo avere a® si ha quando o® = @

3

data @® il massimo valore che puo avere ¢ si ha per d=qa p”4. Nel
caso del massimo ¢ del minimo, ossia di 4 @® = d°, si irova poi che i

(ue numeri sono uguali e (i segno contrario.
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Osservazione. — La soluzione di questo quesito, di quello della
Estate 1879, 11 @), e di quelli analoghi, pud farsi dipendere, fino al
caso delle quinte potenze, dalla risoluzione d™una equazione di 1° o 2°
grado, in virth delle seguenti identita:

aﬂ-—+-b2 (@ + bY — 2 ab

a’ — {a+bP 3abla—+b)

.«;ﬁ——zﬂ (a4 4 D) — A ab(a—+ bf +20a

o = b° — (a-—l—-b)-|— 5 ab (a4 0P+ 5d® b (a+ b)

aad

come fu altrove notato per un caso particolare (V. Oss. che accom-
pagna la soluzione del tema dell” Bstate 1879, I a)). Tah identita sono
poi incluse nella seguente formula generale di Waring

0" + 1" = (a4 b" = nab a4 )" 4 ‘lﬂ;}(ﬂb) (a+b)“‘4+.;.

—2 1 —2m+2)....(n—m— | -
—I—(—l)"“ﬂ(ﬂ m -+ )1(2_3‘??._1-_; (n—m ){qb)m(a+b}ﬂ_m+

che pud dimostrarsi facilmente col metodo di conclusione da n ad »++ 1.

AnTonno 1888, D). — I lali di un triangolo circoseritio ad un
circolo di raggio dato somo in progressione ariimetica, la cut dif-
ferenza ¢ uguale alle quaria parte del raggio. Trovare © lati.

Indicando con 2 il lato di grandezza media e con 7 il ragglo del
r ¥
cerchio inseritto nel triangolo, gli altri lati saranno & — 5, @+ 7

3ra

e'si avrh: area A == —5— Ma l'area del triangolo, per una nota for-

mola, & anche espressa da

LBt e LAy —~—

—_——

l/'jﬂ”%ﬂ“ H;I,r—f——-)(ﬂm 31—)

onde ugnagliando, e risolvendo rispetto ad @ 1’equazione che si ottiene,

' : r s . - ! 3
risulta @ =g ¥/13. I lat del triangolo sono percid espressl da

r .. in. ¥ = T g
s (P13 —=2) g F 13: ¢ (Y13 -+ 2).

A. LoaLn.

- -
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI
927, 83, 34, 35 e 36

27. Dimostrare che, se Ueguasione
M4 a?—4r 3 8=10

- le gualiro radiei posilice, dec”essere o =186, =1,
D, Besso.

Dimostrazione del Prof. (5. Eraltini (M)
Supponiamo che 1’ equazione

e d ¥ 3 a9t — 42 =1
bia le yuatiro radict positive. Le tre radic: della derivaia
PP =t gl — i )

‘anno positive; e avranno una somma eguale a 3 e un prodoito eguaie a 1.
1 & notp che, se la somma di tre nomeri ppsitivi € 3, 3 loro prodotto &
nore di 1, ed eguale ad 1 solo quando 1 tre mumeri siano cguali fra loro,
zonsegueniemente all’unith. Percid le radiel della precedente eqnazione saranno
te e tre eguali fra loro e all’umia, Cio prova che x = 6. Pertanto I equa-
ne sl poird serivere .

(Vo BT el

radici di questa, quando 1 — B uon sia zero, sono o tuoiie e quatiro imma-
wrie {(se 1 — P & negativo) o due reali e due immaginarie (se 1 — [ & positive).
rehé adunquc siano tutte e quattro reali, dovrd essere 1 — B—10, cioe B = 1.

Dytmostrazione del Prof. ‘5. Vingg!.

Pongo

6 — 2= m [ i By, (1)

mo #,, 4, 1,,1,, le quatiro radici supposte positive, delia equarione; essendo

]

f la loro media geometrica ed 1 la ]nrg media aritmetica dev’ essere
"5 <1 e quindi < 1: inoltre

(41 4ok (= 1P =3(h 4ot 1) - B(f Tt f52) = B (6 -a) = B,

(*) Allre selozioni <di qoesta gueslione pervenmers (al Big. Prof. S, Calawnie, S Gail:, ¥, Pa-
i, 1. Seorpis e 0 TFolomed, R

20
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51 pud adunque conchiudere che, se le radici della equazione sono tutte positive,

6 >m >0 I a2z 0,

Notisi che una delle quantita m, » s’ annnlla sulo quando le guattro radiei sono
egnali tra loro; percid esse sono ambedue eguali a zero o ambedue Iapgglori
¢i zero.

Se m, » sono eguall a zero, ossia se a=6 e B =1, la propusia equa-
zione ha evidentemente le guattro radiel eguali ad 1.

Supponiame invece, se & possibile, m ed n magglori di zero. Se s'indica
con f(¢) 1 primo membro della daia equazione, st ha, tenuto conto delle (1),

F(8) = (1 — 8} — (m2 = n)

e poiché se £ si fa erescere da 0 ad I, f(¢) decresce continnamenie dal valore
positivo 1 —n al negativo — (m < n), 'equazione f () — 0 ammette una e

! 1
una sola radice tra 0 ed 1. Inolire poiché la differenza (.!"' + 1—"} - (t' —g-?) =

r t‘ th‘ — 1 . " -
= (a” — af) i & positiva, quande 1 < ¢ < ¢”, ¢ quindi la funzione

I L]
£+T ¢resce, quando ¢ cresca da 1 a -+ ~, la funzione

f(t):rﬁ;(;{ ]r 22 —m; —=m

cresce dal valore negativo — {m 4+ ) a4 oo, quando £ si faccia crescere da
1 a--c0: pereid 1'equazione f ¢f)—0 ammette una sola radice tra 1 e 3 oo

L'ipotesi adunque che m, # sieno maggiori di zero va rifintata, perché essa con-
durrebbe a conchindere che la aquazione proposta ha due sole radici positive,
contrariamente a quanto st suppone nel testo.

33. Esprimere in funsiorne del raggio della sfera eircoscrilia nl do-
decaedro (icosaedro) regolare, lo somma del quadrali delie refle che con-
géungono un periice del dodecaedro (icosmedro) con quelli che non fanno

parte delle facece concorrenls al vertice scello.
G. Russo.

Solozione del Prof. &. “Viaggi.

Sieno A, B vertici opposti: qualunque aliro verlice del poliedro insieme
con essi forma un iriangolo retiangolo di cui A B & jpotennsa.

Caso del dodecaedro. _

] tre pentagoni, che passano per B, contengono i 10 vertici non situail
con A su una stessa faccia; di questi 1 & B, 3 coogiunii con B formano
costole del poliedro, 6 congiunti con B danno diagonali delle facce: quindi ehia-
mando 7, ¢, d i numeri che misurano ragaio, costola del poliedro e diagonale

d" un

esser

con
stole

dell’

LYY R
s U
oppo

M1

MC

del =

ultin

l:!



s P
a faccia, la somina domandata &
472 334112 — ) 6@ —dH =26 +2V5H )5

Vi 4 1 vVih — V 3
5 ¢, €= 3 7.

ilo 0=

(Caso dell scosaedro.
1 cinque triangoli che passano per B contengono i 6 vertici non situall
A su uoa stessa faccia; di guesti 1 ¢ B e O conguni: con £ danno co-

del poliedro: quindi chiamando r, ¢ i numert che misurano raggio e cesiola
T0—2VE

icosaedro, e ricordando chec —r l/ _ , la somma domandata &
2

Ayt 4-54rt— ) =144+ 2 VH)re

34* 9 aren di un briangolo qualungue ¢ uguale al prodolio dei
1enti che il cerehio inscritto. o wno dei cerchi ex-igerilli defermina
o dei laki del triangolo, per la cofangenfe della mela dell’ angoio

G50

(7. Kusso

Dimostrazione del Sig. &4. Restifa allievo del R. Liceo di Acireale.

Indicando eon = il raggio del cerchio inscritio nel triangolo A BC, con

B

| punto in eui questo cerchio ¢ tangenie a BC, ;1 ha BY = 7 cot B

C
= 5 ot > onde BC_a__r(cnt—B-—I-cnt —-2—) e similmenie
% A A * B
ik r:ﬂtz—l—cot?, —g ﬂnt-%“—l-'ﬂﬂt-?.

Rammentando ora che 1’area T del triangolo A BC uguaglia 5l prodotio
:emiperimetro pel raggio del cerchio imscritto, addiziono le tre uguaghanze
e, divido per 2 e moltiplico per r e cost trovo

i . A 2 s
A = E{}t?—l—ﬂﬂﬁ?—l‘{:ﬂt"g— ;

Ma s¢e A+ B84+ C=—= s ha

L2 4 oot - - G0t - == €0t - 60t o
co. 5 co o5 co ?_cﬁt—gcn 2-2-':} 5 3
#
(e sara
e B ¢ . A
— cntEcnt?eut 5 _BM.:ICthmEf.

T —— g —_— — - B TR LR Lk B

W ¥, Trigonometria del Serref, esercizi al libro 1L
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Ove si chiami poi M il punto in eni il cerchio ex-inscritto, tangents ai.
iati dell’angolo A, tocca BC, avendosi BM —= MC, M C— BM, & chiare ﬁh&

T A4
sl ha pure T—=BM .M C cot —

NJ-.-I'

39". F numeri della forma 4a 4.1 disengono guadrats Pﬂr‘futggpar -

a=0,2, 6,12, 20,... . (*. g
P. Montgsano. .

Dimostraz'one del Sig. 2. Marano alunno del R. Istituio nautico di Catania.
I numeri della forma 4a - 1 gono dispari e percid mon possono easére che
guadrati di numeri dispari. Adungue se vi & un numero di eni 44 =1 sia il
{iﬂﬂ.dll"ﬂ.iﬂ} tale numero sard della forma <n =+ 1, n rappresentando un interp
positivo, compreso zerv. Se 22 ~+ 1 soddisfa alla questione, dovrd essers: .

da4+ 1 —=4dn? 4+ 4n + 1

da cul: a==n (n~1). Cost tutti i numeri di questa forma ed essi a:ul'i'_ mh

tuiti ad @ fanno diventare 44 4+ 1 un guadrato perfetto. B poiché per n == 0, 1,
2,3,4,..... 81 ha a==0, 2,8, 12, 20, ve.vy 1l teorema & dimostrato, |
Dimostrazione del Sig. &. Ziongo alunno del R. Liceo di Aciresle. (") :

S1 comsiderl in generale una serie di numer;

L .

ﬂl" ﬂgjﬂg!-!!l-ﬁﬁlii!l‘ ﬂ

tale che si abbia n, —n =—=8§ »

3 My =28 ... 0ty — nyg = (p ~— l)._a.

Sommando ottengo:

' - (-_'l
ﬂP—H]:3[1+2+_+(P_})]:S ?}PE ).

b poiché i numeri 0, 2, 6, 12, 20,..... formano una serie consimile, nella
quale », =<0, 8==2, cosi si ha in questo ecaso np == p {p — 1). Sostituendo
ora ad a 1a da--1 il valore generale p(p—.1), di un termine gnalungue di
quest’ultima serie, si ottiene

4f¢—i-I:4p(p——~lj—]—-I:(EP—-])?,E. id. o,

36°. Se m ¢ pari ed & ¢ un numero dispart qualungte, il binomio
a” + | diviso per 4 ¢ B da sempre per resto 2,

A. LucLL

Dimostrazione del Sig. (3. Piuma alunno nel R. Liceo Colombo di Genova. (***)
Pongasi a=2n 4+ | ed m — 2 4. Essendo « dispari, anche a” sarid dispari

(*) TI Prof. @ Russzo osserva che quesia guestivne poirebbe essere generalizzata egsi ¢« I numeri
della forma u i+ 1 divengono guadrati perfettl pera =0, n }+ 2, (82422, (Bn - 2)8,..... >,

{¥#) Inviarone alire dimostrazioni i Bignori: 4. Baldessare e 8., Jopino alunni del R, Isiitoto
teenico di Bard; 8. Lopriore alunne del B. Lieeo di Rart, ]

(**¥) Altre dimostrazioni vennero mvinte dai Signori P. Marano slnpno del E. Estituto nantico

di Catanis ed 4, Bgidussgre alunne del R, Istituto tecnico di Bari.
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r em ponendo o — 2% 1, si avra:

LIl

B

et (n#)2 — 2 BT L4 B ] @ ﬂﬂ*+l:4k(k+l}+?.

Manifestamente 4 A (2 1) & un moltiple di 4, onde a® 4+ 1 diviso per

da per resto 2.
Gra % & pari o dispari. In ogui caso nno dei fatiori del prodetio & (& + 1)

multiplo di 2 cosicché 4 2 (8 4+ 1) & divisibile per 8, Segue che g™+ 1 di-
w per 8 dA pure per resto 2.

QUISTIONI PROPOSTE. O

e

39. Trovare il numero delle radici reali dell’ equazione

ax'+4a2*+2a0 —do4aqg=0

H
R g e i g e

——
gL

cut @ ¢ compreso fra O ed 1, e separarle.

a_._',::' e

-—
.

40. Eliminare a, v, z dalle ire enquazioni

Ax+By+C:=
_{?1_ y ,_B] L_ . {‘1_ ot O
x oy oz

AE{IJE+BE y*—}—f‘if

n
A
B
T

LY

|

0.

m [ ) [ ] r [ | -+ [ "
41* Sp con (1_) s’indica il numero delle eombinazioni di m ele-

it ad 7 ad », ha luogo la relazione

1 -1 n-2 "
(Er) Eareeay| (Erw:?) — (h)'

D. Bersso.

42%. Se in un esagono AB'CA'BC inseritto in un cerchio.
ette 44", BB’, CC" che uniscono i vertici Opposti, i Imcontranc in
manto, il prototto dei lati di posto dispari & ugnale al prodotto dei
di posto pari. Si ha ciot AB. €4'. BC >=A4'B.CA4.BC.

A, Sauve.

— J1Lr e

(") Le questioni contrassegnate con asterizco sono specialmente destinate
alunni delle nostre Scuole secondarie e di esse si pubblicheranno soltanto

Huzioni inviate dagli alunni stessi.
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43" Del tre quadrati inseritti in un triangolo il maggiore &
quello che appoggia al lato minore. — La proposizione ammette ec-
cezioni?

4-4*. Se si circoserive un cerchio ad un triangolo equilatero 4 BC,
limostrare geometricamente: 1° che la somma delle distanze di un
punto qualunque P, dell’ arco BC, ai vertici Be ¢ & uguale a PA; |
©* che la somma P4 -+ PB~+ P( & massima quando P & il punto
medio dell’ arco BC.

45. Se 4" ¢ il punto del lato BC di un triangolo 4 BC pel quale
siha B4 : A'C= me Pil punto in cui 44’ incontra la circonferenza
circoscritta al triangolo, dimostrare: 1° che y

¢(ad-¢) -+ mb (a+b)

V (14+m) (md2+ct) —am
2" che il valore massimo della somma delle tre distanze' del punto
£ ai tre vertici del triangolo si ha guando questa sornma ugua.gha

7

PA4+ PB+ PC =

___.'.-.'

2 . -_.':I' -_. ::'\\-_IL;.:"'_:} -'i..-':.::-';'. i '-\,_
R(R+27r), AR
_-tl- ..F_ E ? L B L

-II 1?"‘| H 4‘.
J

dove B e indicano il raggio del cerchio ecircoseritto a.l trlangﬂlﬁ e

quello del cerﬂhm ex-lnscritto relativo al lato a %
A, LU{}LI.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA *

BELLINO CARRARA — La coincidenza dei due metodi di approssimasione di

Newton e Lagrange nelle radici guadrate irrasionali del nmumeri interi. —

Torino, G. B. Paravia, 1889, g

11 metodo delle successive approssimazioni del Newton, applicato al caleolo
deila radice posiiiva della equazione «%2 — N =20, in cni si suppnnga. N numero
positivo, conduce a formare la serie

ﬂﬂ‘lﬂlﬁaﬂi 11111 5{1911_-—1535}}3,..-

nella quale ¢, & un valore approssimato di J' N, ¢ un termine qualungue s1 de- =
N ; |

Il metodo del Lagrange invece fornisce il valore della radice sotto forma

di frazione continua, nella guale, se N & numero intero, un certo numero, che

duce dal precedente per mezzo della relazione: am — - {(om1 + v

-

(*) Per deficienza di spazlo 81 rimefte al faseicolo I. dell’anno ventaro un altro articole bibile-
grafico del Prof. K. De Paolis ¢ &. Fralltini au di un libro del Prof. AxToN Maria BUSTELLI.
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Suppongo #, di quozienti incompleti, a cominciare dal secondo, s1 ripate periodi-
camente. In tale ipotesi sieno:

ﬂﬂ,ﬂfl,uﬂ,-n-.c,ffm,-.-

le ridotte della frazione continua formate adoperando kn, £ kn, 4 & 7. 2" kn,..
quozienti incompleti. |

Si ha il teorema: so a9 = up , ¢ anche a, —y,, .

Tale coincidenza, segnalsta gia nell’Algebra del Serret, come dichiara lo stesso
Prof. Carrara, in quella si presenta come corollario d'una teoria alquanto com-
plicata: ora il Prof Carrara ha avute Ia buona idea di dimostrare il teorema
per via diretta, corredandolo di gqualche altro teorema notevole, d'una tavola che
di gh sviluppi in frazione continua delle radici quadrate gde prim: 78 numeri
naturali, e di opportune considerazioni. Delle quali-la piu importanie dal lato
pratico & la seguente: se, scelto tg come primo fermine della serje delle @, a0, &

& e !
eguale alla frazione irreducibiie T em— PN L I

In nna nota 5 Pagina 8 si legge che il metodo del Newton non assicura
Per 8¢ stesso sensa ullerior: discussiont I'avvenita approssimasione verso il valore
delln radice; e, in fine dell'opuscole, che nel ecaleols delle radici quadrate irra-
swonali dei numeri interi il metodo del Newton riceve da quello del Lagrange
lee sicurezze d'una ben definite approssimazione. Opra 8¢, come appare dal rav-
vicinamento dei due passi citati, l'egregio A. ha inteso dire che senza la coin-
cidenza da lui messa in Iuce rimangono ineogniti i limit degh errori che si eom-

metiono prendendo ay , » - -.. COme valori approssimati di VN, 10 eredo che
si apponga male. E invero, sia N elero o no, se & » lerrore per eccesso o per

difetto del primo valore op che s assume, st dimostra per via elementare cha
I'errore ti a,, &

am 9
i P ) 3
Ay = N = (——-— 2 4 m-1
V 2 ﬂm—l ﬂm-ﬂ‘ ﬂm-ﬂ R ’”ﬁ

dalla quale si ricava la seguente limitazione:
p 2" = s . | 5 T
21 (ﬂ_) < ' — }/ X 8 2y { _Ez_)

In cui ¢ & approssimato per difetto & N ma non maggiore di a,, { eguale
al maggiore dei dye numert ap, ag .

F. Viaear.

Pubblicazioni ricevnte dalla*Direzione del Perindico

(riornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Universita itaiiane, pubbli-

cato per eura del professore G, Bartasuin Vol. XX VI Settembre.Ottobre.
Napoli, B. Pellerano editore, |889.

Journal de Mathématique elémentaires A P'usage de tous les candidats aux deoles
du gomvernement et des aspirants au baccalauréat s seiences, publié sous
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_ FrarTve (6.) — Aritmetica pratica ad uso dellé Scuols elementaii del R g0, L

— 192 —

la divection de MM. e Losceaamps, profossour de Mathémayj uﬂaapédiﬁléé

ay Lyceée Charlemagne, Luciex Livy, *agbégéé-ﬁas goiengesTh athen;at:q;;éa“ .
directeur des études & YEcédle préparatoire de” Saint-Barbe, . 3¢ Série, Trel-) 55
neme année. N. 10, 11. Ociobee, na¥embre. Paris, libraire Ch. Delagrave, 1889, .. .. J&e
Journal de Mathématiqucs éldinentaires pubhié par 1. VumerT, 14 année N1, 58, R
3, 4, 5. Paris, M. Nony et C., 17 rue des Ecoles, 1889, e e e
Jornal de Sciencias malt‘?wmaﬁms e astronomica publieado pelo DottFéms | @F
Teixgira, profesior na Academia Polytechnica do Porto. Vol, IX, 5. 3. =~ E
Coimbra, 1889, ‘ L
Mathesis, recueil mathématique 3 1'usape des éﬁglﬂ& speciales et des etablissements
d'instiuetion moyenne, publié par P. MANston; professear 3 PUniversiié de
Gand, et J. NruBERG, professeur 3 PUniversité de Liége. Tome nenviéme.

Octobre, novembre, 1889.
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- Rendiconti dell’ Accademia delle Scienze Figiche e Mu?emuﬂ'che (Sezione . dﬂi]‘ﬁ%,

Societd Reale di Napoli). Serio 2%, Vol. IIl, Fasc. 9, 10, 11. Settembre, otto-~ - §&
bre, novembre 1889, 5 v : B
Amanzio (D.) — Trattato di aritmetica teorica. 2 edizione. Napoli, Morano . &
editore, 1889. Prezzo' L. 3,75. S
Braravt (C.) — Sopra una classs di equasgoni differenziali lineari a coeficienti o
. doppiamente periodici (Annali della R. Seuola normale superioredi Pisa, 1889), - &' &
Bost (L.) — Soluzione della questione 677 proposta nel giornale di Battaglini, by
volume XXVIL : _
Carania (S)) ~ Sulle cubiche gobbe (Atti Ace. Gioenia di Scienze Naturali in
Catania, 1885). — Sulle eurve piane algebriche’ del quarto ordine. Catania,
.~ 1883, - v A B, 6 flog oy« - -
Drvozynsgtl {(G.). — Elementi di aritmetica teorico-pratica ad uso %Squu]g :
secondarie del Regno. 2" edizione. Milano, Cesana, 1890, Prezzo E:?ﬁﬂ.-ﬁﬁﬂf?_.

[ B

Parte 1, 32 ediziene: cent. 40; parte Il. 2° edizione: cent; . 5,9&'#6331':
2" edizione: cent. 30. G. B. Paravia e C, - . P

Gomes Trixgira (F.) — Curso de Analyse inﬁnitesimal:'C-afﬁulnpinte‘gf&hf(ﬁlji-}%ﬁét;- &
meira parte). Porto, typografia cccidental 1889, G Tl |
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GraBLOVITZ (G.) — Metodo per determinare le costanti della ‘marea lunareog TR
con wna o due singole osservazioni al giorme (Annali dell'Ufficio "m’"@tﬁ’:x =
di Meteorologia ¢ Geodinamica, Roma, 1889), |
GrItLr {R.y — Saggio di wn nuovo trattato d’algebrs elementare per i Lieprigec o
MirosEvice (E.)) — Orbita definitiva della cometa 1888-11] (Memorie . degﬁr
Spettroscopisti italiani, 1880). — Sulla difficelta di determiinare esattamente e
una differenza di longitudine in estrema . prossimitd ai poli {Annuario- ¢ 31..}
1"lstituto cartografico italiano, 1889), , s A
Nicorr (F.). — Intorno ad un’interpretazione geometrica dei sisteri @i equaziont = i
lineari {Atti della R. Acc, di Seienze lettere ed arti in Modena, E875). == " * g
Intorno ad un ceso di movimento di una figura piana Ja quale seorre Niak <.
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500 piano e varia rimapendo simile a sé stessa (1d.-id, 1881). — Tatopno’ i~

PR e

ad un caso di movimento di una flgura piana che mi conserva simile g & o

stessa (id, id. 1882). — Intorno. 8 due casi di movimento di una ﬁgm"ﬂfﬂr %
solida che rimane simile a sé stessa (ld. 1d. 1882). — Intorno agli g]’gi-'”
mentt uniti di dee forme geometriche collineari (1d. id. 1889).  ® * &,
N. N. — Siodio risssuntive della fanzione Fle) = ax? 4 b 4 e. ngémﬁ?r‘ 5
Prezzo cent. 20. e
Razzason1 (A.) — Sulla rappresentazione di wna superficie su di un‘aﬁraﬁ'ﬂlﬁfﬁ};fﬁ_
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modo di Gause (Giornale di matematiche di Baitaghni. Vol, XKVI],; iﬁﬁ?);“ﬁ
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