i

ANKO IIL Gexsaro—Fenenao 1888, FASCICOLO I

PERIODICO
MATEMATICA

L’INSEGNAMENT(: SECONDARIO

DIRETTO

DAVIDE BESSO AURELIO LUGLI
ware

SOMMARIO :
F. Giwpice, — Alcune formole ollenibili semplicemente che
Possona serviro al ealels approssiemato delle fuszioni
L e TP T |
weeols coniriluity alla feosla geomelrica dell’e
S e e B By » 8
rmale sulle anmualith in progressione arftnsetien o1
Esercizi per la seal Y AR ST, » 10
ome ¢l 2 dei lecremi propusti a pag. 136 dell anno 1 » 2
i, R » o2
Y »
rezione del Periodico, a3
i B . . . » 22

con una tavoly fitegrafata

ROMA
TIFOGNAPLA DELLE SCIENZE MATEMATICHE E FISECHE
Via Lata, N. 3.

1888

AVVERTENZA. — L uflicio del « Perlodico » & trasportate in
Via della Minerva, 46. — Roma.



Indice Articoli Anno 1888

N° | Autore/i Titolo Pagine | Anno

1 GIUDICE F. ALCUNE FORMULE, OTTENIBILI SEMPLICEMENTE, CHE POSSONO SERVIRE 1-7 1888
AL CALCOLO APPROSSIMATO DELLE FUNZIONI CIRCOLARI

2 PANIZZAF. PICCOLO CONTRIBUTO ALLA TEORIA GEOMETRICA DELLA EQUIVALENZA 8-13 1888

3 MOLLINI M. FORMULE SULLE ANNUALITA’ IN PROGRESSIONE ARITMETICA 14-19 1888

4 GIUDICE F. SULL’ESTRAZIONE DI RADICE APPROSSIMATA DAI NUMERI ARITMETICI 33-36 1888

5 PANIZZAF. COSTRUZIONE DI TRIANGOLI ISOBARICENTRICI CON UN DATO 37-39 1888

6 GIULIANI G. SOPRA UN TEOREMA DELLA DIVISIONE ALGEBRICA 39-40 1888

7 SUINI A. CONTRIBUZIONE ALLA TEORIA DELLE CONICHE 65-69 1888

8 AMODEOF. CORRELAZIONE FRA I TEOREMI DELLE OPERAZIONI SUI NUMERI INTERI (1/2) 69-75 1888

9 FELLINI D. PROPRIETA’ DELLE CIRCONFERENZE CONCENTRICHE RISPETTO | 75-79 1888
ALIEQUIVALENZA GEOMETRICA

10 PANIZZAF. NOTA SUI POLIEDRI REGOLARI E SEMI-REGOLARI CONVESSI (1/2) 80-82 1888

11 RICORDI E. SULL’APPROSSIMAZIONE DELL’ORDINARIA INTERPOLAZIONE NELLE TAVOLE | 97-102 1888
DEI LOGARITMI DELLE FUNZIONI GONIOMETRICHE (1/2)

12 AMODEOF. CORRELAZIONE FRA I TEOREMI DELLE OPERAZIONI SUI NUMERI INTERI (2/2) 103-108 1888

13 PANIZZAF. NOTA SUI POLIEDRI REGOLARI E SEMI-REGOLARI CONVESSI (2/2) 109-119 1888

14 SADUN E. CONDIZIONI DI DIVISIBILITA’ D’UN POLINOMIO PER UN BINOMIO DELLA FORMA | 129-136 1888
X —a

15 RICORDI E. SULI’APPROSSIMAZIONE DELL’ORDINARIA INTERPOLAZIONE NELLE TAVOLE | 137-144 1888
DEI LOGARITMI DELLE FUNZIONI GONIOMETRICHE (2/2)

16 GREMIGNIM. | LE PROPRIETA’ DELLA SOMMA E DELLA DIFFERENZA ESTESE AI POLINOMI | 161-167 1888
ALGEBRICI

17 BESSO D. TEOREMI SUL TRONCO DI PRISMA 175-179 1888




- s

ALCUNE FORMOLE
OTTENIBILI SEMPLICEMENTE

CHE POSSONO SERVIRE AL CALCOLO APPROSSIMAT(

DELLFE FUNZIONI CIRCOLARI

1. — Si ha:

x X x
25€1— = Sen.X + 238en— . | { —cos—
2 2 2

. & x x x
2°sen— = 2Sen— + 2°sen— - | § — COS—
2 2 23 2?
n o fi = g n g £
EEEH—=2—SEII.__I+2SEH—'- i —CO5— )
2" 2 8" iy
Addizionando queste eguaglianze, membro a membro, e sop-

primendo i termini comuni a primo e secondo membro, si
oltiene :

n X x
asen— = —Cﬂsf- + 2 SEﬂ— { =COS— ) +uuenus
" 2 2
: x
.---...--.'['Esen-—r I_CDSH;
e 2
Per essere
x
EEﬂ;
e
\ 2 limn =

avremo fluindi
x x L x
a) « =senx + 2sen—{ 1 ~ cos— ) + 2%sen—| 1 =~ €oS— J+uiiia..
2 2 2
L
Ora e »

a™se % <
n_;‘ . r Eﬂﬂ—n;
2 2 i

s x T x I
g"'sen—— + { 1 —cos 2c08— « { 1 + cOS—
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Ma, se non sapera -, ¢
2!?1-—3 2
1 1 { 1
- < - < <
x x x 1+ /2
2Cos—[1+cos— | 2eo8—f = cos——_
2™ e 2 2

i | w " " T:
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2 i
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Per Ia a) e per cid che * noto sulle progressioni geome-
triche decrescenti ayremo adunque f
x> seu.r—r-ﬂsen;(i—cus ) ~ i
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) Mediante le limitazioni :
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2, — Si ha:

x N
:sen“; 1+ 2 COs—
senx. {1 + —— —{=8enrY ,— g
I A b iy
2COS— | Il +CO8— } — 1 COSK + ZCO5—
3 ( E) 2
v o M
1 + 2 COS— 2COS—
i 2 2
_-— >
COs. O b 18 L
COSX + 2C0O5— 2C08—
2 2

Da cio e dal numero precedente risnlta che : I valori dati

dalla &) come limiti dellarco x sono, rispettivamente, com-

presi fra il seno e l'arco e fra questo e la sua langente.
3. — Ponendo nella b)

P | 1
T =—
GO
ed osservando essere:
T VYe— 3
sen— = ye 0,258810045102.. ..
12 2
T Va2 V3
COS— = = 0,965 9258262890... .
12 2
T f5-1
sen— = = 0,3000169943740474. ...
10 i
b \/m 4 2 \/_5
CO5— = = 0,951056516293. ...
10 4
x x° @ T * o & x’
2 JB+IEU-32—-ED4UJEE <5Eu§ {E ' 4B+i2{l.32

Tt aw al a® e
z N —2"_ 43 %
6 T 120 GoapP~rent < ¢ ¥ 120

si trova che, per & non maggiore di 1, la differenza

3 2

—_— . &° i i . fangia
nore di *_ g :
¢ minore ! y7p* © Quindi anche di 379

g (erf o)
T — — | 85en- —sena
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60 10 12

T | T T
SER-— = - {+sen— - Vl — sen— | = 0,0264769484. ..

120 2 60 60

= i 7 | / ™

120 2 60 60

s1 trova:

T n F |4
5CN— = Sﬂ]l(ﬁ — '-) _— 0,0515:59552'----

3,1415025 < 7 < 3,1415928
onde

T = 3,141502. ....

4. = Avendo un valore approssimato di =, la &) puo
servire per la determinazione approssimata, in gradi, del-
Yarco di cui & dato il seno.

Cosi, posto
senx = 0,0001

si ha

x x ax
senxy £, sen; < 0,00006, EEDSE(i “* cns-;):> 3
eppero:
2 ., 06,0004 . (0,00006)*

0,0001 < < 0,0004 + .

0SSia :
8,0001 < 2 < 0,00010000000038

Indicande con g la misura in gradi dell’ arco il cui seno &

0,000 e la misura del quale fatta col raggio indicammo
con x, avremo:

onde :

[ |
180" . 0,0004 N 180", 0,00010000000036
3,1415028 5 3,1415923

Eseguendo 1 calcoli si trova :

- —_— T ™ gy e e
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20,6204 < g < 20",6263

eppero :
g = 20,6264, .....

5, — Per cid che precede, e particolarmente per la b).

Wi

si ha per ogni arco x minore di

I

asenx . sen’g!—

s —

I>Senr>xr ——
i iy ¥

acpos— | A = CcO8— )— 1
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" A £
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2 ( a)
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2 2 : . M 1 o .
, ¢ mipore di —- , e inoltre il rap-
x 2 COSX
WOS— + Cos.Tr 9+
2 2
COS5—
2
cOST . . x T x
porto — ; che & eguale alla differenza cos —— sen— tang—,
I 2 ? 2
COS—
2

T e .
diminuisce sempre quando & cresce da 0 a —; percio, se .V

. . 55 .
non ¢ maggiore di - S ha
g
¥,
9sena sen’— ‘ .
Y X b =
a Z &, Vi 5 ’
ocos—f 1+ cos— | =1 ST
2 2 J

C in CDIISEgl’IE nza

SenxY > & -




“U? ’m “*alogo a quello che condusse alla a)

' v
. gﬂ"
lim g=i
N &
¢* limn
v A v v a
— — - EF_EII_J‘t:___---
' 9 tg 2: gi' g23

|—||-'

u'1 B },]DB perpendmolau al Iau. pruluughmnm
'-' "-- ﬂill A il lato CA e sulla DE, prolungata,
mle ad AD.

., “che & doppio dell’ angolo FAE, sia la

8 un retto. Langulu CAD sara precisamente
I'I'**i ‘r.onde sara

?'. *5 {ED>anFE, BA<abD +=BD.

,___al:on x sindica un angolo non maggiore della
pﬂ"tﬁ dun retto, si ha:
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ossia, per cio che & noto sulle progresssioni decrescenti, e

20 X
perche tgz|1-1g°— ) = 2tg—, avremo :

2 g

| (4n + 1)’ .. 67° . tgx - 2551 ® — Lige
e  2lg— — . . "> lg — —— g
(4 +1)" =16’ T2 (4n+1)’—16n° 38y 3o

dove supporremo
. —
n>1, (n+1)x 2-2—
0, — Partendo dalla

colx = 2colex + 180

e segnendo un processo simile a quello cle condusse alla aj,

51 trova:

o 8

o
¥ S8 aaw

{ { & 4 X 1
=

—=¢colx +-lg—+ — 18— +—1
f’ xr 2 gﬂ 23 52 2 gﬂ._l

Da questa, per quanto fo detto al numero 7, segue :

] L 11 + 1 | ‘ J:'{:-I Z coli® .‘!1 >
coLT + . = — — colX +- R—
& g7 + 1 2 gﬂ X 3 gﬂ

Qui puve supporremo

S 1= 2 —. (7
ns (n !)142 ()

Frascesco Guupice.

(*) Le o), g} possono servire agli stessi nsi a cot serve la b).
Le a), @), {) hanno i secondi membri®convergenti per totti i valori del-
I'arco @ perché nei medesimi il rapporlo del lermine nesino gl fermine

= = i
(n — 1187mo_ orpgeendo indefinitamente n ha per limile i

La f) & proposta come esercizio di sviluppo in serie da Cnarrrs De
ComBeaousse « Cours de Mathématigues — Tome 3.¢ — Algebre supe-

rieure — premiére parlie — p. 724 ».
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PICCOLO CONTRIBUTO
ALLA TEORIA GEOMETRICA DELLEQUIVALENZA

Il teorema, che serve di fondamento a quoesla nota e
molto antico, benché non ne sia fatlo cenno nel noslri tratlali
Ji Geomelria elementlare ; fra le dimostrazionl conosciute al-
cuane sono elementari (¥), allre riposano sopra tecorie della
matematica superiore (*%); da quella di Pappo, qui ripro-
dotla, io mi propongo di dedurre come corollari leoremi
noti melto importanti, che finora credo non sieno stati con-
siderati sollo queslo aspelto comprensivo e che percio stimo
potranno essere ulili nelle nostre scuole secondarie.

Teorema, — Sia ABC un triangolo (Fig. 1, tav. 1), ABDE,
ACFG due parallelogrammi qualunque costruiti su AB ed
AC; H il punto comune a DE, FG; la somma dei due pa-
ralleg. e equivalente al parallelog. costruito con due seg-
menti eguali e paralleli « BC ed Al

Dimostrazione. ~ Dai punti B e C si conducano le pa-
rallele alla HA sino ad incontrare in K ed N le DH ed FH;
s1 nnisca K con N e si prolunghi la HA sino ad incontrare

in O ein P le KN e BC (®**¥), Dico che si ha

paralg. BN = paralg. BE + paralg. CG.
Infatts
paralg. BE = paralg. AK = paralg. KP

paralg. CG = paralg. AN = paralg, NP
quindi

paralg. BE + paralg. CG = paralg KP - paralg. NP = paralg. BN,

(*) Pappi. — Math. collec., 1V, th. I.

(*") Laisant. — Introduction & la méthode des guaternions.

{(***) Se 1l punto P non cade fra B e € ma sul prolungamento di BG,
il processo della dimostrazione fa vedere che il rettangolo delle BC ed AH
sarehbe egnivalente alla differenza dei due paralielogrammi.

. peymila

;l-l-'—pﬂ-rl-_

g i
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Corollario 12 — Sopra i lati AB, AC di un triangolo
si costruiscano due triangoli qualunque e pei vertict &
di questi, opposti ad AB ed AC, si conducano le parallele
a questi lali fino ad incontrarsi in H; la somma det due
triangoli & equivalente al triangovlo avente per lali in gran-
dezza e direzione BC ed AH.

Corollario 2° — Sia A un angolo relto e sui cateti AD
ed AC si costruiscano i quadrati ABDE, ACFG. (Fig. 2).

Per il teorema dimostrato la somma dei due quadrati e
equivalente al paralg. contenulo dalle BC ed AH; ma il
triangolo AEH = ABC quindi HA = BG, inoltre da questa egna-
glianza si ricava ancora che la somma dei doe angoli BAM,
ed ABM & eguale ad un retto e percio la AH & anche per-
pendicolare alla BC; allora il paralg, della BC ed AH non
e altro che il quadrato della BC e con cio & dimostrato il
teorema di Pitagora.

Corollario 3° — Sia ancora A un angolo retto e si imma-
gini ridolta nulla la distanza della DE alla AB e si costruisca
(Fig. 3) il quadrato sul cateto AC; per il teorema generale
qoesto & eqoivalente al paralg. BN contenuto dalle BC ed
AG, Ma se dai vertici N ed A si abbassano le perpendico-
lari AP, NQ sull'ipotenusa BC si otiengono i due triangoli
eguali NQC e CPA percio

NQ =PC

e quindi 1" altezza del paralg. BN e eguale alla proiezione
del cateto AC sull'ipolenusa, e con cié & dimostrato che il
quadrato costruito su di nn caleto e equivalente al rettan-
golo contenuto dall'ipotenusa e dalla proiezione di quel ca-
teto sopra di essa.

: 4 . .

LewMa. — In un triangolo qualunque i due rettangoli
contenuti da uno qualunque dei lati di un angolo A e
dalla proiezione dell'altro sopra di essi, sono equivalenti. (%)

(*) Beeo un’ altra dimostrazione di guesio stesso leorema del quale si
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1° Caso. — Sia A un angolo olfuso; BB perpendico-
lare ad AC, CC' perpendicolare a BA: si avra

q-d. BB +q. B'C =q. CC' - q. BC'

ma (*)

q.BC' = q.AB = q.-AC + 2relg . AB.AC'
q-B'C= q.AB + q-AC + aretg. AB'.AC
quindi sostituendo ed osservando che
q-BB' + q.B'A = q.AB, q-CC' + q.AC' = q.AC,
si avra, dopo aver tolio le figure comuni,
relg. AC.AB = retg.AB.AC.

2 Caso. — Sia A un angolo aculo, fatle le medesime

coslrozioni, comunque cadano i punti B' e ' o sq; lali o
sul loro prolungamenti si hia

q.BC' « q.CC' = q.BB' + q.B'C,

e

ripetera 1'enunciato nel modo seguenle :

In un triangolo ABC in pyj Uangolo A ¢ nituso Lhig. 97 (acuto [ fig.
10°]), il rettangolo ABEL di AB . della profeziome AH di AC su AB, ¢
osgusvalente al reltangolo CAIN gi AC e della proiesione AM di AB su AC.

Si prolunghi BA finche incontri IN in Q e si tiri per C la CO paral-
ela ad AB fing ag incontrare IN , jI parallelogrammo risujtante AQ
sara equivalente al retltangoln AN, ma il parallelogrammo AQ & al.
tresl equivalente g} Fettangolo AD onde i doe rellangoli AN, AD (AN,
AVDQ) saranno equivalenti. Si trasformi ora il rettangolo AD in un rellarn.
golo equivalente con up lato ugnale ad AH; per cid fare basta prolungare
AC finché incontri QD in V. tirare VS parallela ad AB e comptere il ret-
langolu avente per hage AH o per allezzy QV (o lirare HV ¢ prolungar|a
fimché incontr; QD in Q', quindi Q'A’ parallela ad A B, finalmente compiere
i1l rettangolo avente per hase V( o per sltezza DQ'). E facile org provare
the AS ¢ pguale ag AB (va Dguale ad AB). Infatti prolungata BM finche
inconlri i prolungamento di [.A im T, i due triangoli retlangoli TMA, Q1A
risultano Ugoali, essendo AM — 1A e <MAT = < IAQ, quindi QA & ugiale
ad AT. Ora i dye trianguli TBA » AVQ (TBA » A'VQ') sono pure eguali
giacché A'I‘:AQrAT::&Q= AlQl) e <ABT=<QVA (< ABT =< NAT
= < HVA = <A'VQ), fegue da cid che AS = QV =AB (VA' = AD),
Ma il rettangolo SH & Equmivalente ad AN {CA equivalente i AN), sicche,
essendo uguali i due rettangoli S|, By (CA', BL), anche i due retlongoli
BL, AN saranno equivalenti. (A, Luewi).

(") Euclide. — per Bats . Brioschi. — Liprp 9* prop, IV.#




o R

ma (%)
1-BC' = q.AB + q.AC’ — eretg.AB.AC

1.B'C= q.AC = q.AB' - zretg.AC.AP'
quindi sostilnendo nella prima equivalenza ed osservando <he
q-AC +q.C'C =q.AC, q.AB'+ q.BB' = q.AB,
s1 otterra, dopo aver tolto le figure eguali,
vetg.AB.AC' = relg. AC.AB.

Corollario &% - Sia ABC un Lriangulm ottuso in A (Fig. 4
dal vertice A s1 abbassi la perpendicolare Al saul lato R
e si prolunghi al di la del vertice; prendasi AH = B(, =

conducano per H le parallele ad AB ed AC e sn gt
lali si coslruiscano i rettangoli ABDE , ACFG terminsls =

quelle parallele; si traccino le AP ed AQ proieziom di owe
scuno dei lati AB ed AC sull’aliro.

I triangoh AEH, BQC sono eguali per avere eguale 1 -
potenusa e I'angolo acuto EAH=0QBC percido sara AE = B
e poicheé in ogni caso & BQ>AB sara anche AE> AB.

Si seghi allora dalla AE la EM = AB e si completi ¥
quadrato DM o della AB; il segmento rimanente MA = W

rappresenta la proiezione di AC sulla AB e perd si avrh
relg. AEDE = q.AB + retg, AB.AQ ()
e analogamente
retg. ACFG = . AC = retg AC.AP, (D)
Ma per 1l lemma precedente
relg. AD.AQ = relg AC.AD
¢ per il teorema generale
relg ABDE + reig. ALFG = q.BC,
quindi sommando membro a membro le (2) ¢ (b) si avra
q.0C =q.AB + q.AC + aretg. AC.AP,

\") Euclide. — Libro 2°, prop. VII.*
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'L:é;q '; o :‘-:; . 'll'_.
l -|- ] i
C‘f FOie ﬁi A del triangolo ADNC sia
|7 s o e
aculo; 1 _,; | b S0 u‘ r#ioni si dimosira come nel
corollario: SR iy i ddé triangoli AEH, BOC sono
1- 71 TSt E H‘

eguali, 11“ [f,: oL 95! Hiune del punto (sul lato AB
o sul sn_ﬁ” ;ﬁm ”.r i ﬁz:u avere l'ipolenusa eguale per
costruzion ﬁi -;--__Isl_i___h_.ﬂ B#oTo “acuto eguale,

i

Ora IEB 4 B "L.-'w?ffl de della perpendmulale calata da

A sopra Hﬁf by ﬁ_y " C (Fig. 5) sarh sempre AE<AB
i "allora le AE ed AG in modo

AC e sl r:ﬂmplelmn 1 quadrati
: ‘8 lggluntu a ciascuno dei ret-
angn]o formato da un lato del-
4 gione dell’ altro sopra di essu,qulndl

b """;" I.F
:a“-;- w ber Il teorema generale si ha

“'. Ay

: , h j T nngamenln di BC allora si pro-
yuns banghezza EM = AB ¢ la AG in modo
ﬁw il reltangolo ed il quadrato
: e dlﬂl‘ il teorema generale

o rr:"-1 iMBDE (Notla al teorema generale)

il parallelog. AA'HH (Fig. 7);
si costruiscaf L. ; ! quattro lati ¢ o consideri il
trmngnlo ﬂl'c* o fm

AEaTRINALe da due lati de;
PN i i ol €1 fuadrati concor-
venti in A3 M B “ triangolo AH'H ¢ pero si avra
BC = |

1} lngﬂlu BAN comnpl L 1;
HAH' ed anche di A'c ne risulta che A ? plementare di

¢ anche perpen-
dicolare a BC. Allora s da H s conducong |e parnr;leli; al
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lati AB ed AC, si formeranno due rettangoli ABRDE , ACFG
la cul somma, per il teorema generale, sari tquivalente al
quadrato della diagonale AH.

Analogamente se si considera il triangolo A'B'C s avia
B'C' eguale e perpendicolare ad A'H, per cui condnecendo per
H le parallele alle A'B', A'C' si otterranno dge rettangoli
A'BD'E', A'C'F'G' la cui somma sara equivalente al z
della diagonale A'H'.

Ma la somma dei quattro rettangoli considerati forma i
qualtro quadrati costruiti sui lati del parallelogrammo quindi
la somma dei quadrati dei lati di un parallelogrammo & equi-
valente alla somma dei quadrati delle diagonalj,

Osservazione. — Dal corollario precedente si ricava
st altro teorema che « la somma dei quadrati di due lati
di un tnangolo & equivalente al doppio della somma dei
dei quadrati costruiti snlla meth del terzo lato e sglla me-
diana ad esso corrispondente ».

Corollario 77 — Sia dato (ﬁg. 8) un quu]rﬂngulu inscri-
vibile AELG; sui lati AE, AG si costruiscuno ; rettangol
contenuti dai lali opposti e sieno ABDE , ACFG. 1l trian-
golo ABC ¢ egnale ad LEG ed inoltre LA & perpendicolare
alla BC; ma l'angolo in H formato dall'incontro delle DE, FG
¢ eguale all'angolo in L del quadrangolo e pero il punto H
sara sulla circonferenza ad esso circoscritla ed AH pe sara
il diametro, cosiccht I'angolo ALH & retto ¢ pery LH & pa-
rallela alla BC.

Ma per il teorema generale la somma dei Jue rettangoli

quadrato

l]'l][‘-

costruill ¢ equivalente al parallelogrammo contenute da rette
eguali e parallele a BC ed AH, e questo, per le considera-
zioni fatte, ¢ equivalente al retlnygulu delle diagonali, quindi
(teorema di Tolomeo) « il rettangolo delle dingonali di v
quadrangolo inscrivibile ¢ equivaleute alla somma dei ret—
tangoli contenuti dai lall opposti ».

Alessandria, 7 Dicembre 1887, F. Panizza.

——r Y, e T — e,
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FORMULE SULLE ANNUALITA
IN PROGRESSIONE ARITMETICA

Avviene nella pratica che il Calcolatore ¢ pit partico-
larmente il Ragioniere, sieno chiamati a risolvere quistioni
relative alle annualith in progressione aritmetica. — In si-
mili casi essi devono ricorrere ad una lunga serie d’ opera-
zioni, il che implica sempre una grande perdita di tempo
¢ presenta la facilita di incorrere in errori di conleggio. —
Le formule seguenti hanno per iscopo di risolvere tali que-
stioni con sole cinque o sei operazioni aritmetiche.

| d n
Fﬂrmu_lﬂ 1,") EI = @I = ;j(__-—_-_[ # 4 —q")t

Questa formola esprime 1l valore presenle di annualith in
progressione aritmelica, pagabili per » anni alla fine di cia-
-scun anno, Infatli se siindica con @ Panoualita da pagarsi
alla fine del primo anno, con 4 la ragione aritmelica con
cul crescono o diminuiscono le aunnualith successive, con r
il tasso dell'interesse per ogni lira d capitale, con g la
Somma { +r e con ¥, il valore richiesto, si ha:

a a=d a=aod a=n~2d a=x(n-—1t)d
Si=—r—— T F veee + i -
9 49 97 7 T
In cui ciascun termine rappresenta il valore atiuale della
corvispondente annvalith. Si ha ancora :

i 1 ! i
Ei=ﬂ (‘—+ _—— ——+....+*—)
q q-— q3 qn

l T —
| (RS S S )
7 9 9 A

— q""'. d qﬂ—]_—! n—‘l)

-

7lg —1) g—1 7 (g —1) q"

=q ,?n_' =t=._r'.f__( q"—1 __”’)
7@ g1 \g"lg=9 ¢




SR e

q' —1
9" (g —1)
manuali (*), st ha:

d n
3. -5 (e )

formola che permelte di calcolare 1l valore presenle , ecc.

e ponendo =2, coefficiente che trovasi calcolalo nei

con sel operazioni arilmetiche.

Formula 2) ¥.=

In questa formola si sono conservale le notazion Precedenti,
e ¥, esprime il valore attuale di annuita in progressione
aritmetica, pagabili per m anni al principio di ciascun anno.

d
Formula 3) $3;=vy2= — (y = 1),

Questa formola esprime |'ammontare alla fine di n anni, di
anunita in progres. arvilm. , versale e messe a frutto alla
fine d1 ciascun anno.

Facendo uso delle precedenti notazioni ed indicando con
Y': l'ammontare snddetto, si ha:

¥ =ag " v (axd)g" —+(ax2d gt +(ax(n—2)d)g+{ax(n-1)d)y*
=a(q" 7 +g" " =g ) (g 2" e (R-2) g+ (n—1)g°)

od anche:

g Ly —1 J—t __ el -
E3=ﬂ‘z——|=|:f!(! t? - i—ﬂ " AP +l q - ij)

7 1~ 1—q -y 1—g
"y d
=ﬂ£;_l’=—i-;_—i( gt T s @0 vg—(R—1) )
=ﬂqn_lﬂa _d_. q"—{ _n).
g-1  g-1\ g—1 »
Ponendo -q—:—i=7, coefficiente che trovasi calcolato ner ma-

g—1

nuoali, s1 ha:

(*) Yedi p. es. Colombo.
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d
23=?ﬂ*;l (7 — n).

Formula ) :
Eﬁ=ﬂq'+{ai-d)q""+(ad=2d)q""“+ e (a:i:(n—z).d)q’+(a=t-(n—l)d)q
ossia. 3 = $3¢4. Questa formola serve a calcolare 'ammon.
tare alla fine di » anni, di anouita in progressione aritme-
tica, versale ¢ messe a frulto al principio di ciascun anno.

Si notino le seguenti relazioni semplicissime fra e quat-
tro formole esposte.

2:=2.7

2= 0" =3, q""
. 2i=27=%:.9"=3%, ¢"*"
E bene anche notare che si perviene agli stessi risultati
applicando, vei quatiro differenti casi, la formola che si ri-
cava nella ricerca del termine sommatorio dei prodotti che
st ottengono moltiplicando i termini corrispondenti di due

progressioni, l'una aritmetica e l'altra geometrica, e cio¢ la
formola :

L,
E =a,q, _i__-_'?_f) e dql [?(’ — '?'_') _ (ﬂ- _ i) qn]
q § — q 1—q

in col @, e d fappreseniano rispettivamente il primo ter-
mine ¢ la ragione della progressione aritmetica ; 7. e q il
primo termine e la ragione della progressione geometrica;
n il npumero dei termini comune ad entrambe.

Un esempio ehiavira meglio in quali casi pué tornar
utile impiego di queste formole ed il modo d; applicarle.

Problema. — Un Consorzio attualmente ha uwn debito di
Lire 166000 rappresentato da ssp obbligazioni al portatore di
Lire 200 ognupa, frultifere il & °/s, oltre la tassa di ric-
chezza mobile a proprio carico in ragione del 13,6224 °/, sul
reddito e la tassa di circolazione in ragione di L. 0,60 °/,, ,
pia L. 1 sulle prime mille lire.

Questo debito si estingue in 41 anni » pagando annual-
mente L. 4000 ovvero 20 obbligazioni, gli interessi maturati
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¢ la tassa di ricchezza mobile ecorrispondente ad essi, non-
cheé la tassa di circolazione sull ammontare del debito. Vieune
quindi alla fine di ogni anuo a ridursi la somma degli in-
teressi e delle lasse, proporzionatamente alla diminuzione
che subisce il capitale. |

Ora il Consorzio potrebbe riscattare le 820 obbligazioni
a L. 192, ovvero pagando L. 15734 e avrebbe trovalo il sov-
ventore della somma che la cederebbe a cuesta condizione:
Eslinzione in 50 anni, verso il pagamento di tanle rale an-
nuali, ciascuna di L. 9446, 40, comprendendo 1u esse, [rutlo,
quota d'ammortamento, tassa ricchezza mobile, ecec..

Si chiede se al Consorzio convenga fare il riscatto delle
sue obbligazioni accettando le condizioni del muloo, oppure
s¢e gli torni pitt vaolaggioso manlenere 1" estinzione come
allualmente ha fissato coi pesi relalivi; ¢ a quanto ascende
I'utile o la perdita che risulta dalla lyunidazione del pre-
slito fatta, come sopra si e detlo, per conlanli.

Soluzione. — Per sapere quale di questi due contratb
sia il pid convenienle , bisogua portarli sopra unna base di
confronto comune. Nel caso che si cousidera, ruesta base
di confronto non pud essere che 'attnalita, o I'ammonlare
delle somme che si sborserebbero nei duoe casi, alla fine del
periodo piu lungo.

Prendiamo prima per base di confronto l'allualita e pro-
poniamoci di trovare il valore attnale del debito del Consorzio
ed il valore attuale di quello che incontrevebbe accettando

l'oferta del sovventore.

1° Contratto. — Valore attuale del debito del Consorzio:
—_—

Tmporio DifTerenza

ﬂhh]igu:inni LL:'!I: latercesi | Tassa di | Tassa di Tmporio cosinunie
Anno in ab biigezioni ricchegza Helli diserse| Fra dne

elrenlazione | estinle in Al mobile | circolaz. | sooualita |avonalith

cinceun anng » N T e LY R

1887 WAL AL R200 (00| 1417 |D36| Y& jdp| 13516 436| 22D.A04
48388 BOO ANDD 000 'On] 168 (7991 97 |00 13186 |792 (*)

1888 780 2000 | T8un loo| 1062 547| 84 [e0| 12857 (147

(*) La differcnza 229,644 nel nostto caso s puo
altro modo, Indicando con @ "importo delle obbligazioni che si eslinguono

lrovare anche in un

2
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In questo caso si ha:
a=L, 13416,436; o =220,644; n=41;q=1,05.

Nei manuvali si trova:

1,05" =7,30108815 € &= 17,20436.

Applicaudu la formuls 1) si ha:

Al
= 17,20436 16,436 — 4502,83 ( 17,29436 —
X = 17,29436 X 13416,436 — 452, ( i w,ngtuaam)

= 232027,674 — 53056,327 = 178072,347.

20 Contratto, — Valore attmale del debito che 1l Con-
sorzio inconlrerebbe accettando l'offerta del soyventore.

Iy
& - - _’
Qui bisogna far uso della formnla C = aq — f a.
74q =4
Si trova :
C 9446,40 X 10,46730970

= L. 172452,77.
11,46730970 X 0,03

I guadagno attuale che avrebbe il Consorzio seccettando

I'offerta del sovvenlure per riscaltare le sue obbligazion

sarebbe di L. 5619,577. Questa somma impiegata agli interessi

composli per cinquant’anni, deve dare l'utile che si ha alla

fine di questo periodo. '
Indicando con ¢ questo ntile s1 ha :

€= ag"=5619,57 X 11,46739970 ¢ = L. 64443, 44

Ora per controllare qnest’ yliimo risultato e per vedere il
modo d'applicazione della formola 3) preadiamo per base di
confronto 'ammontare delle somme che si sborserebbero nei
due casi, alla fine del periodo pid lungo.

In ruesto caso
& =4000,0,05 4+ 0,1362240,05 4 0.0006) = 220.644.
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1 Contratlo: 23 = 127,830763 X 13416,410 — 4502,88 X 86,530763,

giacchk nel manuali s1 trova

1.05% = §
y = = 127,889763.
1,08 — 1

Eseguendn le operazion) gl ha:

Y3 = 1316309,388,

Alla fine di cinquanl'auui queslo capilale armmonterebbe a:

¥ = 1316309,388 X 1,059 = 2042027,90.

H_1

2’ Contratlo. — Impiegando la [ormola y =2« si ha:
g -
9446,40 X 10,46730070 )
7= = 1977584,76.
0,05

L’utile che avrebbe il Consorzio alla fine dei cinquant anni, ac-
celtando Uofferta del sovventore e riscattando le sue obbliga-
zioni sarebbe ancora di L. 2042027,00 — 1977584,76 = L. 64443,14.

MoLLint Inc. MAURELIO.
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ESERCIZT PER LA SCUOLA
ARITMETICA

Divisibilita det numert,

» . . S
1. Qual'd la forma generale dei numeri che divisi per 7

danno per resto Ny

9. Qual’d la forma generale dei numeri che divisi per 73

danno per reslo 3 e per 0 danno per resto 9
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3. Qual’e la forma genevale dei numeri che divisi per s
danno per resto s, divisi per 6 danno per resto 5 e per
9 danno per resto pure 57?

4. Qual’d la forma generale dei numeri che diyisi per s
danno per resto 2, per 7 danno per resto 4, per 9 danno
per resto 5 e sono inoltre divisibili esattamente per 82

®. Dimostrare che la forma generale dei numeri che divisi
per §, 7, 9 danno per resti rispetlivamente 1 numeri

%

r; 1y Ty, 3 €.
WA+ 126,77, + 29850, 4+ 280.r3 ,

dove & rappresenta un intero qualungue.

b. In qualsiasi sistema dj numerazione, la condizione d;
disibilita di uwn numero per un divisare della base dimi-
nuita dell'nnita & che sia divisibile per questo divisore
la somma dei valori assoluti delle cifre del numero.

Cost ad es. avendosi 10% — 1 = 900D = 52,11 401 e conside-
rando il numero 127037 riferito al sistema dj numerazione dj

base 10% , si ayra che il nomero stesso sara divisibile per
101 se 7057 + 18 & divisibile per 1oi.

1. In qualsiasi sistema dj numerazione, la condizione di di-
visibilita di un pomero per un divisore della base ap-
mentata dell” unity & che sia divisibile per questo divi-
sore la differenza fra lg somma delle cifre di posto 1m-
pari e quella delle cifre di posto pari.

Cosi avenddsi ypf + 4 — 10004 = 75.137,
sara divisibile pPer 73 e 437 se &

Ja differenza 4097 — 959,

il numero 9524007
divisibile per questi numer:

8. Indicande con a, b, ¢, d, e, [, -. .. ordinatamente o

cifre di von numerg 4 cominciare da quella delle unita,

dimostrare ¢he se
(@ + 2b) *20)=(dvse+ef)r ...,

¢ divisibile per 7, 1o stesso accade per il numero dato,
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Applicare il teorema precedenle a verificare che 1 nn-
meri 63483; 7488273 ; 84323464, sono divisibili per 7.

9. Indicando con a la cifra delle unita di un pumero e
con & 1l numero che si deduce da esso sopprimendo Ja
cifra a, dimostrare che se la quantita d—29¢ o 20 - b,
secondoche & =2a, & divisibile per 7, anche i1 numero
dato & divisibile per 7.

Dedurre dalla regola precedente che il numero 34123 ¢
divisibile per 7 poiche formando la successione di numeri

412 =10 = 5402; 340 —4 =386, 30 ~ 12=21, |'ultimo di questi
e divisibile per 7.

10. Indicando, come precedentemente, con a la cifra delle unita
dl un numero e con b la parte rimanente di queslo nu-

mere, se & + 4¢ & divisibile peris, anche il numero dato
e divisibile per 13.

Il nomero 47346 & divisibile per 13 poiche, formando la
serie del numeri: 473§ + 24 = §738; 475 - 32 = 507 50 ~ 98 — 78;
7+32=2389, l'ultimo di questl & divisibile per 18.

11. Indicando con a, &, ¢, d, e, [ +.s ordinatamente le
cifre di un numero cominciando da quella @ delle unita,
dimosirare che essendo divisibile per 13 la quantita

(@ + 100 + 90) = (d +10e + of) + ......
aniche i) numero dato & divisibile per 13.

Verificare che 1 numeri 748543 26473503 884782100 sono
divisibili per 13.

12, Indicando con @ la cifra delle unita di un numero e

-

con & la rimanente parte #i (questo numero, se b + 20

¢ divisibile per 19, anche il numero dato & divisibile
per 1.

Il numero o2085 & divisibile per to poiclié vella serie
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dei numeri 6203+ 10 = 6213 ; 621+ 6=627; A2-+-14=76; T+ 12=10;
I'ultimo & divisibile per 19.

13. Rappresentando con @ il numero formato dalle due
prime cifre a destra di un numero dato e con & la parte

di questo che si otiiene sopprimendo a, si hanno le se-
guenli proprieta :

1" Se @ +2b ¢ divisibile per 7, anche il numero dato
¢ divisibile per 7.

2" Se a—2b o 2b—a, secondocht a>2b od a<sb, b

divisibile per 17, anche il numero dato ¢ divisibile per 17.

3" Se a +8b & divisibile per 23, anche il numero dalo
e divisibile per 23,

A° Se 7a + ab & divisibile per 29, anche il numero dato
¢ divisibile per 29,

5° Se sa-+1b & divisibile per 31, anche il numero dato
e divisilile per 31.

8° Se b- 3z o 3a - b, secondocht b =3a, * divisibile
per 43, anche il nomero dato & divisibile per 43.

7" Se a+6b & divisibile per 47, anche il numero dato
& di\'isihile per 47.

per 33, anche il numero dato & divisibile per 53.

Cosi ad es : — il numero 34125 & divisibile per 7 perché

Fultimo dei numeri g82 + o5 — 07 ;

13 +7=21, & divisibile
}JE]'

7 — 1l numero ssis4 & divisibile per 17 perche 1'altimo
dei numeri 1472 — 85 = 1088, 88 — 90 =
il numero 74773

L1

8, & divisibile per 17 —
! e divisibile per 28 poiché nella serie dei
[UMETL T3 - 5076 = 6049 5 40 + 480 = 529, 29 + 40 = 69, I’ nltimo
e divisibile per 8 — il numero 042006 & divisibile per 29
poiché nella serie dej DUMer: 37716+ 42= 37758} 1508 -+ 406 = 1914;
76 + 98 = 474, I'ultimo & divisibile per 20 — il numero 1007934

e divisibile per 3t perche formando la serie de

nuineri
0946 + 170 = 40486 ;

1616 ~ 430 = 2040 ; 80 + 230 = 310, \"ultimo &

ke,

L = ‘N s i 1 [ o
%r—-—; = I—;‘l-"----'tn---_-n—--—-r S 5, [t P i el S

-

. ¥ -
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divisibile per 31 — il numero 139798 ¢ divisibile per 53 per=
che 'altimo del numeri 1307 — 270 = 1118 ; 54 — 11 = 43, e divi-
sibile per 43 — i1 qumero 152797 & divisibile per 47, puinllh

colla serie dei numeri 9162 «97=19250; 552+ 80="611; 36+11 =47,
'ultimo & divisibile per &1 — il numero 172303 & divisibile
per 53 poicheé nella serte del numeri 410333—3 = 10335 ; 618—35=083;
83 — 30 = 53, |lullimo ¢ divisibile per 33.

14. Indicando con a la cilia delle anita di un numero e con b
la parte rimanente di esso, se 4n + 3D © divisibile per 37,
anche 1l pumero dato e divisibile per 7.

Il numero 126377 ¢ divisibile per 37 poiche nella serie
det numeyrl 37071 < 28 = 370005 11307 + 36 = 11433 ; 3420+ 12=735441;
(032 + 4 = 1036, B0Q 4 24 =333, 99 =12 =111 ; 33 + 4 =737, "ultimo
¢ divisibile per 37.

15. Indicando con a il numero [ormato dalle prime 1re
cifre a destra di un numero dalo ¢ con b la parte n-
manenle di (ueslo numero, se b — sa o0 sa — 20, Sccon-
doche 26 = sa , ¢ divisibile per &1 o 61 anche i1l numeio
dato & divisibile per 41 o 51,

il numero 1330491 & divisibile per 41 poiché 2660 —2435=203,
¢ divisibile per 44 — 1l numero 4484232 & divisibile per 61,
poicht nella sene deil numeri 8068 — 1160 = 7S08; 4040 — 45 = §026;
130 — 8 = 122, I'ultimo & divisibile per 6l1.

16. Indicando con a il gumeru forvisatoe dalle pl‘]tmr qualtro
cifre a destra di un nomero dato e con b la parte ri-
manente di quesio numero, clie si oltiene sopprimendo a,
se b —2a o 2 - b, secondoche b =24, ¢ divisibile per 59,

anche 1l dato numero e divisibile per 39,
»

Il numero 136385 & divisibile per s9, poiche nella serie
del numeri 13170 — 43 = 13157 , 6314 — 1 = 6343, laltimo & diyi-

sibile per 9.
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Riepilogando si puo formare la seguente tabella delle
condizioni di divisibilita di an numero pei numeri primi 7,
13, 17, 19, 23, 20, 34, 31, 41, 43, 47, 53, O1.

a uniladel \se b — 2a o 2a — b & divisibile per 7 o stesso aceade del pun®
numero Jse b4 ja » i3 » » )

b parte ri- jse b+ 2a b 19 » »
manente [se 4a - 35 » 37 ) 3

se a -~ 2b 7
G numero ' ; 4
formato da\*¢ 22— 0 a—2b 4 . N
unita 5e & - 6b 2 2 ’ "
e decine 16149 - 2 g
ba - 4b ) a1 0 n

d paris i b— 3a 0o 3a— b 43 ) By

manenle

e

e

s¢ a -85 b} AT » n
e

se 6b —a 0o a — 6b » 53 » N

& numery
formato da
da unita ,
dec., cent.

b parte re-
stan te.

5¢ 20— 5a o S5a — 2b n

A. LucLr.

B = = T .

DIMOSTRAZIONE DEL 2° DETI TEOREMI PROPOSTI a Pic. 156.
(PERTODICO, 1887).

Se' un treangolo ABC ruota intorno ad un punto 0 del
sio prano, e sie A'B'C’ una gualunque delle posizioni che
esso prende in questa rotazione ; se inoltre a. b, ¢ sono i
puntti d incontro dei lati corrispondenti dei due triangoli
ABC nﬁd A’P’C‘, si hanno le seguenti proprietd :

o Se il punto Ot il centro del cerchio circoscritto al
triangolo ABC , saré anche il punto d’ incontro delle ul-
tezze del triangolo abe.

2?‘83 i punto 0 @ jJ punto d’ incontro delle altezze
del- triang olo ABC , sard anche il centro del cerchio in-
seretto nel triangolo abe.

37 Se 7/ pento O & il centro del cerchio inscritto ned

moa
- e il
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triangolo ABC, sard anche il centro del cerchio circoscritto
al triangolo abe,

40 Se i punto O e situato sulla circonferenza circo-
scritta al triangolo ABC, i punti a, b, ¢ saranno in linea
retta, cioé i triangoli ABC e A'B'C' saranno omologici.

A. SAuve.

Dimostrazione del Prof. G. Riboni. (*)

12 Toiche 'arco AA' = CC', il triangolo CHA' ¢ isoscele
¢ la perpendicolare condotla da b su CA', cadendo uel punto
medio di questa , passera per 0. 8i & rnidolti cosi a dimo-
stirare che ac & parallela a CA', perche allora la perpendi-
colare anzidetla & l'altezza del triangolo agbe relativamente
ad ac., — 1 punti a, ¢, B, B' ¢ C, A"y B, ' essendo sopra
una circonferenza, e B, a, C' per diritto, gli angeh Bea,
BA'C' supplementari dello stesso angolo BB'a = BB'C' saranno
uguali , ossia < BeB' + B'ea = BA'B - B'A'C + CA'C', ma
< BB =BA'B +~¢BA'=BA'B = CA'C', onde <B'ca=D'A'C. Le
ac, A'C sono percido parallele c.d.d. — Similmente per le
altre due allezze.

2° Bastera dimostrare che 540 & biseltrice dell’angolo abc. —
Tanto i punti ¢, A, A, O che ¢, A", A,b sono in una cir-
conferenza, ossia la circonlerenza cA’A passa per b e per O:
percio <cAO=cb0. Similmente si dimostra <aC0=a00 e
poiche <cAO = aCO, perche entrambi complementari dell'an-
solo ARC, © pure <¢bO=ab0 ossia 0b & biseltrice del-
I"'<abe c.d.d. = Similmeute dicast i ¢0, 0.

32 Come precedentemente si ha che 1 ¢inqoe punly
0,c, ALA, b sono in una circonferenza e poiche <cAO=bA0,
ghi archi 60 e ¢O di (uesta circonferenza saranno uguali e
quincdi anche le corde {:nrrifﬁlmndvfli, cioé ) e equidistante
da & ¢ ¢. — Similmente si dimostra che 0b = Oa= Oc¢, ossia

O ¢ il cenlro del cerchio circoscritlo al lriaugnlu abe.

(*) Dimostrazioni analoghe, salvo 'aggiunta relativa al 47 caso, vennero
mviate dar Siznori J. Beyens, F. Viagyi.
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1° Per essere <cBa=cbBa (come supplementi degli an-
goli nguali ABC, A'B'C') i quattre punti ¢, B, B, @ sono in
una circonferenza, inoltre per essere <OBc=0Bc¢ (per I'e-
guaglianza det triangoli OBA, OB'A)) i quatiro punti O,¢, IV, B
sono in una circonferenza che & quella, precedente e con-
tiene quindi anche a. Cosi i cinque punti O, c, b, A, A' e
0,2.C.C,6 sono in una circonferenza. — Ora < a0b= BOA,
perche entrambi supplementari di ACB, togliendo l'angolo
comune BOH rimane < a0B=pH0A, ma < aOB=ach e
< bOA = becA , percio <LacB =bcA e poiche cb e ¢A sono
in linea retta, anche ca e ¢b saranno in linea relta c.d.d.
Giova ora situdiare, relativamente a questo caso, la legge
del muvimento dei centri e degli assi d'omologia del trian-
golo iniziale colle swe posizioni successive, al che servono 1
seguenli teoremi :

10 Il luwogo dei centri d omologia ¢ la circonferenza
circoscritta al triangolo ABC e precisamente per ogni nuove
posizione A'B'C' del triangolo ABC il centro d omologia dei
due triangoli é il secondo punto dintersezione delle cir-
conferenze circoscritte ad ABC ed A'BC' (i primo punto
d intersezione & sempre 0).

Infatti siano A'B'C’, A"B'C" (fig. u*, tav. I) due nuove posi-
zioni del triangolo ABC, E chiaro che <OBB =0AA’ ed anche
< OBB" = 0AA" e sottraendo: < B'BB'= A'AA", da cui, chia-
mando M ed M i centri di omologia di ABC con A'B'C ed
AB'G, st deduce facilmente che < AMB=AM'B, ciot il
centro d omologia & vertice d'un angolo costante i cni
lati passano per A e B. D'altra parle se si mtorna il trian-
golo nella posizione iniziale le AA' e BB' ([ormanti quest’an-
golo di grandezza costante) diventano le tangenti in A e B
aglt archi descritti dai medesimi punti A e B col cenlro O:
il loro angolo & percid uguale ad <AOB: e quindi anche
<AMB = AOB, dunque il punto M si muoye sall’srco AOB
capace dell' < AOB. Ruotando il triangolo nel senso opposto,
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il punto M deserive I'arco rimanenle AB. ll centro d'omo-
logia si muove cosi sulla circonlerenza ABC. — Di pii s
osservi che si puo cousiderare come posizione iniziale il
iriangolo A'B'C’ ed allora con analogo ragionamento si pro-
verehbe che il centre d’ omologia di ABC ed A'B'C' deve ap-
parlenere alla circonlerenza A'B'C!, percio il centro stesso
sara l'intersezione delle due circonlerenze e.d.d.

11 Gli assi d' omologia dei medesimi triangoll invilup-
pano una parabola , alln quale il trinngolo ABG ¢ circo-
scritto, e di cui il punto O & il fuoco.

Infatti se cab e c'a’t' sono gli assi d’omologia del tian-
golo ABC coi wiangoli A'B'C', A"B"C", si osservi che per
essere | punti ¢,B,0,a su una circonferenza segue < ¢Oa=cBa
¢ per la stessa ragione <¢'Oa'=cBa onde <cOa =¢'0a': si
ha dunque 1' <¢Oa di grandezza costaute che ruota intorno
al vertice: allora i fasei [0. ¢, ¢'.....] ed [0.a, @',...] sono
proietlivi e proiettive anche le pnoteggiale ¢, c.... ed ayd....
Le congiungenti 1 punti corrispondenti, ca, c'a'... invilop-
pano per conscguenza una conica che ¢ langenle alle relte
AB, BC su cui giacciono le punteggiale stesse. Simil-
mente, considerando le punleggialte aa... blb'...., s mo-
strerebbe come la stessa conica & tangente alla AC. (Questa
conica poi B una parabola perche dopo un mezzo giro L -
torno ad O il triangelo ABC diveola simmetrico della sna
posizione iniziale e percio 1" asse d’ omologia, langente alla
conica, ¢ all’infinito. Da ultimo si osservi che I'<c0a solleso
dalla porzione ca di tangeate mobile compresa fra le tan-
venti fisse A e BC ¢ uguale ad <ADC e quindi supple-
menlare dell’ <CBD che si olliene prolungando in D il lato
AB, il quale & l'angolo delle due tangenti hsse (*), e di pivi
il punto O & sul cerchio circoscritto al triangolo ABC (for-
mato da tre tangenti alla parvab8la (*®); dungue il puato O
¢ il fuoco della parabola stessa c.d.d.

(*) V. Satmon, — Trattato delle sizioni coniche. Cap. X1, o 523, corol. 3%
(**} Idem — Cap. XII, n’ 223, corul. &°

e ——tl
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QUISTIONI PROPOSTE

i. Dati in an plano due triangoli ABC, DEF ed un
punto, se le rette conginngents questo punto con i vertici
A, B, C, D, E, F segano 1 lati rispellivamente opposli ad
essl nei punti A, B, C, D, I, F'y i tre punti nej (quali le
rette AD,BE, CF tagliano ordinatamente le rette A'D’, BE', C'F
Sono siloati in una slessa retla.

2. Dati due tetraedri ABCD, EFGH ed un punto, se le rette
congiungenti questo punto con 1 vertici A, B,C, D, E, F, G, H
segano le facce rispeltivamente opposte ad essi nei punti
A,B,C,D, K, F., G', ', ; quattro punti nei qoali le rette
AE, BF, CG, DH tagliano ordinatamente le rette A'E, BT,
C'G', D'H' sono sitnati in uno stesso piano.

F. Nicon.

3. Dimostrare che, se un emisfero & diviso in due parti
equivalenti da un piano parallelo alla sua base, il rapporto
della distanza del piano segante dalla base al raggio della

sfera & eguale a 2 sepip®
4. Risolvere il sistema di equazioni

S—Xy=c V! -3 \/1 —'HTE

5. S1a dalo un triangolo sferico, ¢ si costruisca un altro
triangolo  sferico  coj vertict nel puati medii dei lati del
primo, Se la somma degli angoli del primo triangolo ¢ eguale
a 360°, ciascun lato del secondo & di 90.° E se il secondo

triangulﬂ ba un lato di Bﬂ“, la somma dei Lre angnli del
primo & eguale a g40°.

. Besso,




— 24 -

6. Dato un triangolo si conducano le biseltrici dei suoi
angoli BAC, CBA, ACB, e sui loro prolungamenti si prendano
1 punti A; B, C, adun’eguale distanza = dai lati BC,CA,AB
e in modo che i segmenti AA,, BB,, CC, sieno allraversal;
dai cornspondenti lati BC, CA, AB. Esprimere la distanza a
in funzione dei lat) del Lriangolo ABC e dell’area del trian-
gulo A,B,C,.

F. Verpe.

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Die E'ffmaﬂtnrgenmerrie des Punktes , der Geraden und

der Ebene , systematisch und kritisch behandels von
D." Orro Ravsessencen, Leipzig, 1887, p. VI e 238.

E opinionie del Sig. Rﬂnsﬂnberger che i trattati recenti
di Geometria elementare non siano che nuove edizioni, au-
mentate e migliorate, degli Elementi d; Evclide; i moderni
secondo lni non fecero che apportare qualche lieve contri
buzione al contenuto, qualche piceolo miglioramento nella
distribuzione delle materie, qualche semplificazione in cerle
dimostrazioni. Noi invece crediamo che, se cio & wero
per molti, non & vero per tutti i libri che vennero pub-
blicati in questi ultimi anni; e siamo sicuri che se il Sig.
Rausenberger cerchera pid accuratamente nella letteratura
della dotta swa patria o nella nostra, trovers dej lavori che
il geomelra Greco non riconoscerelhe cerlamenle come ema-
nazioni della sua grande Opera.

La consuetudine i seguire tanto fedelmente il metodo
anltico &, secondo il precitalo scienziato, da biasimarsi perche
con cio la Geometria appare, non come un tutte organico,
ma piotloslio come un agglomeramento i tecremi e pro-
blemi succedentisi in un ordiney logico bensi, ma non tale
che renda palese essere essi suflicienti a risolvere tuite le
principali questioni che appartengono alla teoria a cui si
riferiscono. A nostro avviso in questa afFermazione vi & qual-
che cosa di vero, ma essa non ¢ totalmente conformealla ve-




e BB =

rita; cht in molti casi & evidente che 1 trattatisti pensarono
di potersi dispensare dal cementare le varie proposizioni
con osservazioui opportunne lasciando questo compito alla
parola del maestro o alla meditazione individuale. - Col
libro di cui pit sopra sta scritto il titolo, I'A. si & pro-
posto di ovyiare all'inconveniente testé accennalo; e noi vo-
gliamo segnalarlo all attenzione di quei lettori di questo
Periodico che occupano qualche cattedra nell'insegnamento
secondario , sicuri che la lettura di esso rendera loro pin
facile 1o syelare gli intimi legami che si possono dimostrare
fra varie parti della Geometria elementare.

Non gia che noi dividiamo totalmente i modi di vedere
dell’'A, che in certi punti della sua esposizione & troppo
evidenle la tendenza del suo spirilo a ricorrere a conside-
razioni analitiche; p. es. la distinzione f[ra relazione alge-
brica e relazione trascendente che ricorre assal spesso, la
considerazione speciale di cerie quantita come radici di equa-
zioni algebriche, la introduzione degli infinitesimi di varii
ordini e simili, non sarebbero certamente da adottarsi nelle
scuale in cui vengono insegnati 1 rundimenti della Geometria
perche non verrebbero certamente compresi.

Ne questi sono gli unici elementi di disaccordo fra noi
e il Sig. Rausenberger, ma per brevita omettiamo gli*altri

Invece ¢ sembra cousigliabile segunirlo pell’introdurre la
Trgonomelria piana come wvo capitolo della Geometria me-
trica piana e la Trigonometria slerica come uno della Geo-
metria metrica dello spazio; infatti v scopo ultimo di queste
discipline non & forse di risolvere certe questioni che si
presentano spontanee accanto a quelle che 'ordinaria Geo-
moetria nisolve ma la eni soluzione richiede mezzi di em
essa non dispone? 11 farne , come si swole, due dollrine a
parle, non & quiadi stabilire delle divisiont contrarie alla
natora delle cose ?

Un altro vantaggio che molti trarranno dalle studio del
libro del Sig. Rausenberger & la conoscenza di certi com ple-
menll importanti che i moderni fecero alle parti pit ele-
mentari_della Geometria ; citeremo come esempio le ricerche
di Geometria non enclidea (a proposito della quale I'A. fa
alcune critiche, che ci sembrano fondate, al noto sistema di
G. Bolyai) e l'estensione della teoria dei policdri a poliedri
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molteplicemente connessi. — Ma anche qui perdo non crediamo
che I’A. abbia sapulo conservare una giusta misura; chi
crederebbe, ad esempio, di trovare nel libro di em parhiame
dopo 'esposizione della teoria degli elementi all'infinito quale
¢ considerata dall’ordinaria Geomelna di posizione, un cenno
del modo in cui si sogliono considerare distribuiti tali ele-
menti nella rappresentazione gevometrica dei nvmer: com plessi?
e chi non si meravigliers di incontrare anche le coordinate
baricentriche e la nozione che il teorema sull’esagono inscritto
in due reile & caso particolare , non solo del teorema di
Pascal , ma anche di quello che dice: tre cubiche prane
aventi ollo puunli comuni ne hanno in conseguenza un nono?

Malgrado queste mende, malgrado la vedazione ineguale,
in cerli punti inesalta ed evidentemente affrettata, noi cre-
diamo che il libro del Sig. Rausenberger potra essere uotile
a molli, specialmente per 1" azione suggestiva che ci sem-
bra avere smi lettori. Vi sono certe parti della Scienza
che, per esser stale da noi studiale in un’epoca della nostra
vita in cui lo spirito critico non era peranco sulliciente-
mente sviluppato, e per non esser poi slale il soggetto di
muove medilazioni, vengono considerate in mn modo unico a
coi non pensiamo ad apportare le modificazioni che uno
studio rinnovato manifesterebbe necessarie; quindi la lettura
di un libro che obblighi a ripensarvi, che insegni spesso a
rimediare ai difetti che in quelle parti della Scienza esistono,
sara certameunte opportupo per chiunque opioi essere 1 me-
todi per istudiare una disciplina suscettibili di progresso
quanto la disciplina slessa,

Genova, 18 Novembre 1887.
Gino Loria.

PUBBLICAZION! RICEVUTE DALLA DIREZIONE DEL PERI0ODICO

Bibliotheca mathematica. Journg! d'histoire des Malhématiques publié par
Gustay Enestrom. Stockholm, 1887; N. 4,
Bullettino @i Bibliografia e @i Storia delle Scienze matemaliche e fisiche
pubblicato da B. Boncompagni, Tolo XX. Marzo, Aprile 1887. Roma.
(Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle Universila italione pub-
blicato per cura del professore &. Batlaglini. Volume XXV. Settembre e
Ollobre. Napoill, 1887.

Journal de mathématigues ¢lfmenteires a I'usage de tous les candidals aux
écoles du gonvernemen! el des aspirants au bacealauréal ¢s sciences, publie
sous la direction de MM. de Longehamps , Professeur de Mathématiques
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speciales au Lycée Charlemagne, Lucien Lévy, Direclenr des éludes a
I"Ecole preparatoire de Sainte-Barbe. 3¢ série. Onzidme année. N. 11, 12.
Paris, 1887; douzieme année: N. 4, Paris |888.

Journal de Malhémaligues élémentaires publié par H. Vuiberi. 12¢ Année.
N. 4, 5, 6, 7, 8, 9. Pans, M. Nony et C.e, 17 Roe des Ecoles, 1887.
Inrnal de seirncias mathematicas e astronomicas publicado pelo D.” F. Gemes
I'vizeira. Professor na Escola Polytechpicado Porto. Vol. VIil, n. 2. Coim-

hra, 1887,

Le Scunle Svcondarie eco dell'Associazione nazionale fra gl'insegnanti delle
scuole secondarie. Aomo V, N. 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7. Milano 1877. _ _

Mathesis recueil mathématique & 'usage des écoles spéciales et des établis-
semenls d instruction moyenne, publié par P. Mansion Professeur a 1'Uni-
versilé de Gand, el J. Neuberg Professeur a 1'Universilé de Liege. Tome
seplieme: novewbre, décembre, 1877: Tome hmlieme: janvier 18S8.

Rendiconty dell’ Accademia delle Scienze Fisiche ¢ Matematiche (Sezione della
!;;:uivi%l Reale di Napoli). — Apno XXV, 1886. — Serie 2. Vol, 1. 1887.

apoli.

litvisia didasealica. Organo della societh didascalica ilaliana. — Anno I,
Novembre, Dicembre 1887, fasc. 8, 9, 10. Roma, 1887.

Rivista scientifioo-indusiviale compilata da Guide Fimercati. Anno XI1X.
N. 18 al 24. Firenze, 1887. i _

Anopro F. — Sopra un parlicolare connesso (2, 2) con due punti singolari
e doe rette sipgolari.

BeErTiamr (E.) — Salla teoria delle onde (Rendiconti Ist® Lomb® 1886) —
Sulle fonzioni sferiche d' noa wariabile (id. id. 1877). — Sulle [unzioni
complesse iid. id. id.) — Intorno ad aleuni problemi di propagazione del
calore. Bolozna, 1887,

CasunaTt F. — Sopra le coupures del Sig. Hermite, i Querschailte e le su-
perficie di Riemann, ed i concelti @' integrazione i reale che complessa
(Aonali di Matemalica 1887).

Daiseruy U. — Snlla rettificazione della cicloide {18%1) — Sopra la velocita
e l'accelerazione d'un punto soggetto ad una forza centrale. Bologna 1864.
Sul movimenlp di un punto pesanle sopra reile inclinale nel vuolo e seun-
z altrito. Bologna 188G. — Del molo di un panlo materiale libero solle-
cilato da aon forza diretla costantemente ad upa refta fissa. Bologna 1877.

De LovccHames G. — Sur Je trifolium (Journal de mathématiques spé-
clales, 1887). — Rapprochement entre la Trisecirice de Mac-Laurin et la
CardioTde {1877) — Sur une triseclrice remarquable (Mathesis, 188B).

[DFOcacae M. — Les cordvnnées paralléles de points (Nouvelles annales de
Mathémaliques, 1877). — Sur une quartique unicorsale (1886), — Sur
les courbes algébriques de degré quelconque (Paris 1887). — Monographie
de la symédiane.

Guecra G. B. — Théorkme sur les pointes singuliers des surfaces algébri-
nes (JH87).

Gurnanaes k. — Semelhauea e reefificagio dos arcos ellipticos. Porlo, 1887,

Jamer V. — Hssai 4" une npuvelle théorie elémenture des logarilhmes. —
Paris, Librairie Nony ¢ C. 1888,

Jexe G. — Ricerche sui sistemi Jineari di enrve algebriche di gencre fjua-
lingoue (Annali di malematica, 1888).

Manrint T. — Sulla velocita del suono nei liqoidi, — Venezia, 1886,

Riccanpt P, — Saggio di una bibliografia euclidea. Parte | ¢ 11, (Rendi-

conli R, Acc. Bologna, 1877).
' (Il seguito al prossima fascicolo).

Errata-Corrige. — In luogo de! numero 3330667 nella penullima e
seslullima linea a pag. 174 del Vol. 11, 1887, si legga 333667,

In Inogo dcl fnttnﬂ;g nella terzullima formola a pag. 14 di guesto fa-
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scicolo, leggasi =
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SULL’ESTRAZIONE DI RADICE
APPROSSIMATA

DAl NUMERT ARITMETICI

e

1. Dalla
X -a (I/-x' V'ﬂ} (V'-I"_' Y D V2 T S + Va' )
b—a (/b - Ya) (/b + Vb X Va + ........ + /a"")
&1 ricava

W= m,— ng N, X—a (l/_""+ ...... +I/:1""‘}

Vx:'/‘”'("/b“/")"z,_a"(-l-/—u_1+ ...... T V)
Da quest’ultima, supposto

s <a<x <<b
segue la limitazione :

B e . e
a) Va + (/b — V/a) j__ CeYx<Va+ (Vb - y/n)f :»li .
Parimenti dalla

_ (V& = V&) (/B + cevennnes + V=)
b-a (yb- 'I'/E) (i/ﬁ"-l b avsessssat VAT
segue la
) Vb (Vb - Va) < VE < VB~ (/b - oz e
b - b - (] L/bu-—l

2. Se a e \/b sono numeri razionali, che limitano /x ;
partendo da quelli si possono ottenere due nuovi limiti per

questa quantita.
Le formole «) e B) danno lo stesso limite inferiore ,

essendo »

X =a

[Vas 8-y 222]=[1B-0F-vaz=s] -

Il valore di esso limite inferiore, che & maggiore di [a,
J




- 34 -
come si vede immediatamente nella «), risponderebbe all'i-
potesi che le differenze dei numeri fossero proporzionali a

quelle delle loro potenze dello stesso grado.
Il limite .m;:mnare dato dalla ) é minore di |/b

Ouello dato dalla «) pud risultare maggiore,
3, Pongasi

D={b- a

- ai/a"— a
s n = = — X Vﬂu_l b M A
D[ V5 - (VB - V) p— i =1k [B-4/8-Va),—
_VER_I =1—® eppero !./?n-l e
Vbn.-—: L‘/ﬂn_—l { — @
e si avra:
A —a W
b—ax
¢) D.=Dx %
b—a
D, x-a ' x—-a -y’;"_"

D, b—-a t1-ow b-.:r.'l'/rl-l

Ora, il limile superiore dato dalla &) & minore, eguale o
maggiore, di quello dato dalla 8) secondo che D; & minore,
eguale o maggiore di D,, onde segue che: [l limite supe-
riore dato dalla 2) & minore, eguale o maggiore, di quello

dato dalla 3) secondo che ~ =2 & minore, eguale 0 mag-
b —-x
giore , di ]’/ﬂu_‘.
Vo
Essendo
u=1—.En_l ‘;p_tl?ﬂ
o T Y b

k
[ ] ™ e i =
o, Bt g tm = . A et oy =ik i 4 ¥ ! ¥ I L LT :
‘___.__“ﬁr i B e R e i o - 5 1 o e oty | 1 il e T i TR, T
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R e g e R s LT ; R
o e e E 2 =

- o 1ep » o
N e , gL, B I - L s L] =
] P .‘I._.‘L; 5 J ':_—1_- o N " rl.: i BT i e B o el =
il — > - = W = K
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r—a_a ol .
segue che: Se ¢ < la a) da un limite superiore jy -

piccolo di quello che dd la f).

b— \
E segue ancora o< —-b—ﬂ, eppero

y') D,{Dxx-ﬂ

a

ar) | %) D: < xl% .

5. Da quanto precede si riconosce che entrambe le f,,
mule a) e f) si prestano al calcolo approssimato delle ,4.
dici aritmetiche. Usando le medesime si puo impicciolire ),
definitamente l'intervallo comprendente /z. Le {ormule y) 1
fanno conoscere a priori la riduzione che si viene a porti.
a lale intervallo. Qualunque sia la formula che si vuol usa,,
occorre valcolare [/a*—* e [/b*~', ¢uantita razionali cop
lo sono per Suppﬂﬂlﬂ nl/n:_r e I/IJ. Conviene ﬂdﬂpernre Iﬂ %

r—-a. . |

oppure la @), secondo che b € minore, oppure Maggivss

di L/;"_l . Sarebbe indifferente usare 'nna o 'altra se fira.
L i |

x—-a Y t-z"'_‘_

b-x [

5. Per mettere in evidenza la grande convenienza .,
tica delle formule date sopra, le applichiame a due esew,,
. v BT
Calcolo approssimato di /1.

In questo caso ¢ x =07 n=3. Ponendo nella

a=4=61 b=5 =125

si lroya a
-

B,50..0 /07T L 4,50, ...

e —
i - - -

'l‘-..'n.‘u

(*) 1l nuove intervallo, comprendente Yz, che si ottiene applicands . ,
oppure la B), ha all'intervallo precedente rapporto minore dell’errone oy
livo che si commetterebbe prendende @ per a, oppure per b.
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Ponendo nella f3)

a =45 =01,125 b =4,6"= 97,386
81 trova

g —
"15945---- 'C:, V'UT <4,59‘lﬁ.- TIE

Ponendo, ancora nella f5)
a = A,594° = 06,055616584 b = 4,505 = 07,018044875

s1 trova
| Y PTI
4, 5047008, 4 4.0 < /07 < 4,5947009, ...,
E 1.5947009° = 07,000000493558008121 729
C o=
onde |/ 07 = 4,5047008,......

Si riconosce dalla 3) che la §) darebbe ora, in una volta,
/97 con almeno sedici cifre decimali esatte.

Calcolo approssimato di \/’:B_Bﬁs--
In questo caso & ax=78963 n =2. Ponendo nella §)
a = 200" =40000 & = 300% = 8000D
s1 trova
277,026 < /78063 < 285,234.
Ponendo nella =)

@ = 280" = 78400 & = 200® = 84100
51 trova

2%80,087.,,. < v‘mgﬁa < 281,022.....
Ponendo nella a)
a = 281" = 78061 & = 281,01® = 78966,6201

s1 lrova

281,0035586. . ., . < /78903 < 281,0035587. ...
E 291,0035587" = 78963,00000206434569
onde (/78963 = 281,0035586.4.0..

Dalla &') si riconosce che la ) darebbe ora, in una volla,
y78903 con almeno diciotlo cifre decimali esatte.

Voghera, 11 settembre 1s87.
Prof. Fraxcesco Giupice.
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COSTRUZIONE DI TRIANGOLI 1SOBARICENTRICI CON UN DATO

SRR,

Il Sig. Besso in una sua nola « Su alcune proprieta
del triangolo » ed il Sig. Pesci In un’ altra « Trasversali
nel triangolo » entrambe pubblicate in questo Periodico
(Aono 11, Fascicolo I e I1l) hanne indicalo come sin possi-
bile costrnire geomelricamenlte triangoli avenli lo stesso
centro di gravita di un dato,

In questa Nota jo mi propongo di estendere la scrie dei
triangoli isobaricentrici con un dato e costroibih geomelri-
camenle, dimostrando il seguenle teorema:

« Se sopra 1 lati di un triangolo ed esternamente ad esso
si costrniscono triangoli simili e similmente disposli, 1 tre
vertici di guesti, opposti ai tre lati , formano an (riangolo
isobaricentrico col dato ».

Sia ABC il triangolo dato, ed A,, B,, C; 1 vertici dei
triangoli simili, opposti rispetlivamente a BC, CA, AB; mn-
dico con « gli angoli i A,, B,, C, ¢ con B, y gli altri
due; con @, b, ¢ la misura dei lali opposti ad A, B, C.
Dai punti A, A;, B, G, si abbassino le perpendicolar
_Aﬂ’. Aa, , Bb,, Cc,, sul lato BC; bastera, per una nota
proprieta del baricentro, dimostrare che la somma algebrica
delle tre perpendicolari A,a, B0, Cie, ¢ eguale ad Ad,
poiche ripetendo allora la dimostrazione per gli altri Jats
AB ed AC restera provato che i tuangoll ABC, A,B,C, hanpo
lo stesso cenlro di gravila.

Ora s1 ha

bseny

B,b,=D,Cssen(C+f), BC=

7

sena
quindi
bseny(senCeosf + cosCsen(3)

N L senx h

Db,
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ma bsenC= Ad', quineli

Aa'.senycosf+beosC.seny.senf
sena

(1) Blbl Ik

In modo nnalngn s1 ha

csenf3
sena

C,c,=C,Bsen(B+y), CBs=

Aa'.senfcosy + csenp.senycosD
N sena

(2} C,e,

sommando la (1) e la (2) si ha

Aa’.senu+senﬁsen7'.ﬂ A, ﬂsenﬂseny
= AR + .
Seéna Sénc

{3) Blbl - C‘IHI -

Ma dal inangolo BCA, si ha

A,a, = A,B.senf, A,B= “;En":
quindi
) A = asenyscnﬁ.
sena

Sottraendo la (s) dalla (3) risulia
B.b, +Cic,—A,a, =Ad.

Corollario 17 — Colla medesima costruzione si pnd dal
triangolo A,B,C, dedurne un nuovo e cosi via indefinitamente.

Corollario 2° ~ Se dai vertici del triangolo A,B,C si con-
ducono le parallele ai lati opposti, si forma un triangolo che
ha lo stesso centro di gravita del dato, poiché allora 1 tre
triangoli costruiti sopra i lati sono egnali, si potranno anche
dividere per meth ¢ poi di nuovo suddividere indefinitamente
1 lati del triangolo dato, e si arrivera cos) come caso limite
al baricentro comune.

Corollario 39 - Se sopra 1 lati di nn triangolo s8i co-

T R -
R
ey —lI-F'\-I-l-'-I' -




_ 88 _
stroiscono Lriangoli isosceli collo stesso angolo al vertice, 1
ire verlici formano un triangolo isobaricentrico col dato.
Corollario 4° — Se sopra i tre [ali di un triangolo, esters

numente ad esso, si costruiscomo tre archi di cerchi capaci
del medesimo angolo (£ 00°), 1 loro centri determinano un

lriangulu isobaricentrico col dato.
Alessandria 1° Luglio, 1887,

Prof. F. Panizza.

SOPRA N TEOREMA DELLA DIVISIONE ALGEBRICA

— R U S

11 prof. Sadun bha dato nel fascicolo sesto (anmo 1I) di
questo Periodico una dimostrazione rigorosa del teorema t
11 resto della divisione del pnliuumin

P. =a$“ +bxn-l * wee "-d\r: L I E.I' +f

per x-ybay"+by*"t + ...+ dyt rey +f. Mi sembra che
questo teorema possa anche dimostrarsi nel modo seguente
che La il vantaggio di dare al tempo stesso e Ja forma del

vesto e quella del quoziente nella divisione di P, perx —7-
A R

Riteniamo come dimostrato che la trasformaczione B * 5

(A e B polinomi interi in x ed R di grado in{eriore a B)
non possa farsi che in un sol modo, ¢ ammettiame che sia

(1) P.= 1:1:.1:'""" +(a;'+6).x'“"+.. cHay byt T A dy + e)] (2x=y)
+ay® + by T .Myt ey + f.

Vogliamo dimostrare che questa legge di formazione del
quoziente e del resto della divisione di P, per 2~y st ve=




— B0 =
rifica anche per 1l pulinpmiu

Poa=ax"* 4 b « ... +dx’ vex® +fx + g

del grado (n + q).cnme Moltiplicando i due membri della (1) &)
per x e aggiungendo poi g, si ha i

Po=lax"+(ay +b) 2*" + ... + (@ay"=" +by"*+...+dy+e) x| (2~ )

+(ay*+ by + ... vdy*+ ey = f) x +g.
Aggiangendo e togliendo al secondo membro
ay"* + by + ...+ dy’ vey* +[r,
avremo, fatte le riduzioni, P, =
-=|a.r" Hay+0)a" 4, 4 (ay™ " +by 2+, +dy+e)xray by~ . +d J”+B_}'+ﬂ(

+@y" Frebyt ... +dy? v epsfy +g c.dd.

La legge di formazione, facile a verificarsi per n =1,2 elc.
vale quindi per qualunque valore di n.

Un'altra dimostrazione rigorosa per la forma del resto,
si ha pure alla pag. so nella Theorie der analytischen
Lunctionen del Prof. Biermann; pero questa presuppone

. ) 2" - " ..

note il quoziente J , né puo ricavarsene la forma del
& =

quoziente di P, per x —y.

GigLio GruLiAni. ¥




ESERCIZI PER LA SCUOLA

 — ——

Sul concetto di limiie.

7L . in+ 10
n+t . n
o danno ad n valori sempre pit grandi? Assegnare un
valore di n pel quale ciascuna delle differenze 1—7 ,

. . A i . .
7z — 4 Sla minore di . Si puo dare ad 7z un valore

1000000
tale che queste differenze sieno minori di qualunque nu-

mero arbitrariamente piccolo ?
1000 I

qunndn

1. Cosa avviene delle fraziom y =

0 (osa avviene delle frazioni —, —> quando si danne
Fi 1000
ad n valori sempre pii grandi? Si puo dare ad n uop
; . R oot .
valore tale che la prima di esse sia minore di _6-55?
4
: . .n a n+a :
3, Cosa avviene delle fraziom —, - quando si danno
a n n

ad n valori sempre piu grandi , nell’ ipotesi che a sia

indipendente da n?

n‘V’:_zr:+n "

4. Cosa avviene delle fraziompi —» —> ; qunndu s1
T Ji rL

danno ad 7 valori sempre piu grandi?
< e Q1T -+a

6. Cosa avviene delle fraziomt —, —;
a Y H A

quandu s1 danno

ad x valori sempye pin piccoli , nell ipotesi che a sia
indipendente da x? Si puo dare ad 2 un valore lule

. 0.00600000% ., . . '
che la frazione : risulti maggiore di 103°?

X »
3
X -+ 24

6. Cosa ayviene del quoziente quandosi danno ad @

oL - X°

valori sempre piﬁ pic{?n“?




- A2 <

. . .1'+2_:r-3 '
7. Assegnave un valore di x pel quale la differenza - —3
S Xr+IT
: : - 1
sia mipore di .
1000000

§ — x*

8. Cosa avviene del quoziente 1
- Jr

valori sempre piﬁ vicini ad 1?
. .. _ _ _
9. Provare che, se x & positive e minore di «, la differenza
{ - 2

{ —x? 3

b3 posil.iva; ed assegnare un valore di 2 pel

= = _—_
quale essa sia minore di re S1 puo dare ad x un va-

i
2

lore tale che quella differenza risulti minore di .
Iolﬂﬂﬂ

. (0 =x) - 2?

10. Cosa avviene dei «urozienli 8 quando sj
danno ad x valori sempre piu vicini ad 1?
. 2 3

11. Cosa avviene del prodotto 2?3 + = « = quaado si
x x*

danno ad a valori sempre piu piceoli ?

12. La stessa quistione pei due prodotti 23 (1+E ~ ﬂ—);

X =
2 3
Xl +—<+ —
xr x?

13. Cosa avviene della differenza (x + 2)’ ~ (2 + 1) quando
si danno ad 2 valort sempre pil grandi ?

14. La stessa quistione per le due differenze Yx +1—x,
V. + 1000000 — V.

15. La stessa quistiofie per la differenza Vz* + x - .

16. Cosa avviene della dillerenza (e + &)* — a2 quando si
danno ad % valori sempre piu piccoli vell’ipotesi che «
sia indipendente dn %2 ? Si pud dare ad & vn valore

i

fale che quella dillerenza sia minore di 1—15?
0

I7. La stessa quistione per le differenze (a + £) = 4

Va + k- Va.

- quando si danno ad x
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st la diff : e
18. La slessa quistionc per la differenza -————— ~==——7

Cosa avviene quﬂndn a e egua]e ad 1.

; ’ . . {a+h)}-a’ (n_,_}n':‘-_ﬂ:t
19. Cosa avviene deil (uozientl 7 y — !

(@ + A" - a”
h
piccoli, nell ipotesi che a sia indipendente da 2 ed m

sia un intero positivo pure indipendente da h?
Ved-ye Veh-Va
h 1 “h
21. Trovare una potenza di 1,0001 la quale s1a maggiore di 600,
22. Provare che la polenza 8192™ di 0,999 & minore di 0,0004.

23. Mediante l'identila

) quandu si danno ad 2 valori sempre pin

20. La slessa quistiuue pel quuzienti

a" —1=(a—-1) (1 +a+a®+....+a""")

provare che, quando a & maggiore di t e indipendente ﬂ
da n, la potenza a” si puo rendere granﬂe (uanto sl '||
vogha, purch® si altribuisca ad n un valore abbastanza
grande.

24. Assegnare nn valore di 7z pel quale la polenza (1,000004)"
sia maggiore di 1000000.

95. Dimostrare che, se b & mimore di 1 e indipendenle da 7,
la potenza n»™ di & si pud rendere arbitrarizmente pic-
cola purche si attribuisca ad n un valore abhastanza
grande.

26. Cosa avviene della somma 1 + & + 2* + ... + 2" fuando
si danno ad n valori sempre pil grandi ed x & indi-

pendente da 7 ? Distingnere i casi di 0<xr <4, x=1,
i i 1 i

27. Dimostrare che la somma -+ — + o o
2 2.3 2.3.4 2.3...71

sempre minore di 1.




- b4~
28, Dimﬂst'rnre che la potenza (1 - %) » In cni z significa

un numero intero e positivo, & sempre minore di s.

8193 —— . v 3
/51678 — | ¢ minore di — .
500

30. Trovare un valore d; » pel quale la differenza 1 — /0,0000157

29. Dimostrare che la differenza

L] - - l
sia minore di~—— .
100000

31, Provare che, se @ & maggiore di i, posto "y’a_:-i=d,
s1 ha d-v:‘..z (28) -

2. Dimostrare cle se 2 e & sono ndipendenti da n, ma
il prime numero sia maggiore e il secondo minore del-
I'nnith, eciascuna delle due differenze [/a—y e - 2
& posiliva, e si puo rendere arbitrariamente piccola pur-
ché si atbribuisca ad 2 na valore abbastanza grande.

10" 10*° =
33, Provare che, per n> 10, si ha <
1.2.3...0  {.2.3....10 1§

34. Si pud dare ad n un valore tale che il valore corri-

; : 10" . . : i
spondente della frazione sia minore di ?
1.2.8...1 1000000
35. Provare che » 8¢ a ¢ indipendente da n, la frazione

a” L * _ _ |
1.2.3...n > Puo rendere piccola quanto si voglia, purche

st attribuisca ad » un valore abbastanza grande.
M. Mediante la disnguaglianza (\/f;)"}l +7n (Va - 1), che

. : : o,
vale per « > 1, dimostrare che il juoziente — & minore
-‘..'I

i
di - (\/E et Cosa avviene di quel uozienle quando

si danno ad 7z valori sempre pin grandi, nell'ipotesi che
@ sia indipendente da r 2

37. Ricavare una formola per la somma § 49+ 2 o e+ R
medianle [e p eguaghanze che si deducono  dalla

AR S . e o F
:r__ -l—'t-' & - i R

P T -

e, o I =
e et
e ™

¥

T el .
r.E"I-.'F
)

.'._ e 5_‘._:_; -
-~ am} .

i ¥
=

f't.r i
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(@ +1)*—a*=2a+1, ponendovi prima « =1, pol a =2, ecc.
e in ultimo a=n.

. . ; . {+ 8+ 3+ .ca+1
Dimostrare poi che il quoziente

= & maggiore
/

. : :

di Eﬂd assegnare il valore della dilferenza per n=1000000.

Si puo dare ad n un valore tale che quella difierenza
1

. S =
sia minore di 600505

38. Ricavare una formola per la somma 1*+2*+3°+...+n* dalle
n eguaglianze che sono comprese nella (a+1)’—a'=sa’+3a+1,
per a=i, =2, =3,... =n.

1* + 2" + 8% +...+ 0" 1

30. Dimostrare che la differenza — - - & po-
I 3

w - L] L] t
siliva e minore di — .
7

40. Ricavare una formola per la somma 4 + 2 + 3% «...+n’
mediante le n eguaglianze che s deducono dalla
(@ + 1) — a' = 4a® + 6a* + 4a + 1 atiribuendo ad n succes-
sivamente 1 valori 1, 2,8, ... n.

41. Dimostrare che la differenza Iad_ﬂ}q{i: ot W —E N
positiva ; ed assegnare un valore di n pel quale essa
sia minore di ——.

1000000

42. Dimostrare che, per & positivo ed & intero e positivo,

s1 hanno le diseguaglianze

(b+1Y' = < (h+1) (b + 1), (b+ 1) =" > (h+1) D

43. Mediante le precedenti diseguaglianze dimostrare che la
ettt ent, 1 )

differenza — —— & positiva, e che
n"""‘ }l+:l P 4

essa ¢ minore di




— A5 —

hef-1
44. Dimostrare: 1) che la differenza (1 +i—) —1-—%_—! &
n 2

- . ght1 _ 2 . iﬁ+n"+3"+...+n"‘ ]
minore dj ; 2) che la differenza e —
1) n i1
C . 2'—1
¢ minore di -
| n

45. Assegnare un valore di n pel quale la differenza
17 +2"+37+., +nm7 1 . : ;
5 — - sia minore di .
n K 1000000000
ciascun termine del quozienle

46, Cosa avviene di
G L TR & . )
- » ¢ cosa ayviene del quoziente
It

slesso, qnando si danno ad 7z valori sempre pit grandi ?
47. Cosa avviene di ciascun termine della somma

g9 29 39

¢ cosa avviene della somma stessa, quando si atiribui-
scano ad n valori sempre pit grandi?

48. Cosa avviene di ciascun termine della somma

1 2 3 n
e ==—n - —= "'|"‘ Fpe
nd  nd 3

——
-y
G I

ri

€ cosa ayviene della somma stessa, quando si danno ad n
valori sempre pii grandi ?
49. Cosa avviene di ciascun lermine della somma

i 2 3 !
I

nyn HVE m+."'.+nf

¢ cosa avviene della somma stessa, quando si attribui-
scono ad n valori sempre pit grandi ?

50. I nameri a,, a,, a; ... a, dipendono da n, e in modo
che, per n abbastanza grande, si possono rendere pic-

coli quanto si voglia. Cosa si pudé dire della somma
Ay + Ay + A3+ .oy + @, 7




b1,

5k.

20,

00,

— AT -
Sieno x ed y due numeri i i quali dipendano dal nu-
mero n ed A ¢ B due wpumeri indipendenti da 7, e si
supponga che il valore assoluto di ciascona delle diffe-
renze x — A, ¥ — B si possa rendere piccolo quanto si
voglia, purché si attribuisca ad » un valore abbastanza
grande. Dimostrare che la slessa proprieta spelta alle
differenze (z + y)— (A +B), (x —=y)= (A - B), xy— AB.

. Nella stessa ipotesi, e supponendo inoltre che B sia

diverso da zero, dimostrare che il valore assoluto della

. xr A . : :

differenza — — 5 si puo rendere ptccolo quanto st vo-
>

glia purché si attribuisca ad n» un valore abbastanza

grande.

Mediante le diseguaglianze « cosz < sena <«, provare che

EE“E P - L
o positiva e che essa si pno ren-

la differenza 1 —
&

dere piccola quento si vogha, purche si attribnisca ad o

un valore abbastanza picmln. Assegnare un valore di =«
{

1000000

pel quale (mesta differenza sia minore di

. . tanga
Dimostrare che la differenza == 1 ha la stessa pro-

prieta.

senfax)
2

x valori sempre pin piccoli, nell'ipotes: che a sia indi-

pendente da x?

. a .
Cosa avviene del prudutlu nscn(—) quandu 51 danno
n

quandu 81 danno ad

Cosa avviene del quoziente

ad n valori sempre pil grandi, nell'ipotesi che a sia
indipendﬂnte da n ? »

~ Cosa avviene delle differenze

sen(a + h) - senfa — h), cos(a —h) — cos(a + h),
quando si danno ad % valori sempre pin piccoli, nel-
I'ipotesi che a sia indipendente da 7 ?
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58. La stessa quistioue per la differenza tang(a
Esaminare il caso in cui o &

~h)=tang(a +A).
eguale ad un multiplo

——_
dmparl di =

99, Cosa avviene dei quozienti

sen(a + &) -sena  cos(a + A) — cosa

ed « ¢ indipendente da % ?

60. La slessa quistione pel quoziente tang(e + 2)— tanga

'ipotesi che a non sia un multiplo dispari di =,
2
61. Posto z=seny, assegnare due valori di 7, entrambi
maggiori di 1000000, e tali che Per uno di essi sia z

positivo, e, per ['altro, sia 2 negatiyo.

. . 1 . :
62. Cosa avviene di scn(—) quando si danno ad z valori
x

sempre pi piccoli? E cosa avviene, nella stessa ipolesi,
1

del prodotto .:r:sen(—- ?
x

63. Ricavare una formola per la somma

S =senf + sen(2P) + sen(3B) + .., « sen(nf)
moltiplicando i due membr; dell'eguaglianza per ESBH( E).
2

e poi trasformandp ;i prodotti

di sent in differenze di
coseni.

64. In modo analugn ricavare una formola per la somma

Cosp + cos(2f) + cos(sp) + ... 4+ cos(nf3),
avviene del quoziente

a 2a 3
sen| ~ ¥+ sen{ — ) + senf 2%
7 n ;

n

65. Cosa

a
) = o ave " S'Eﬂ(n _)
L n
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quando si danno ad n valori sempre piit grandi nell'i-
potesi che @ sia indipendente da n ?
6. La stessa quistione pel quozienle

a 2a sa nia
cos{— | +cos] — ]+ coS|— )} + ... +CO8[ —
e e H e

I

7. Mediante le n diseguaglianze che si deducono dalla

senz < o, quando in Inogo di = si pongano successivamenle
a 2d 1 ria

i numeri —y —y — ... — 5 dimostrare che cosa non puo
n n n n
. : a*
essere minore di 1 — -
8., Per mezzo del precedente teorema dimostrare, in modo
: . a’
analogo, che sena non pud essere minovre di a s
9, Appoggiandosi all nltimo teorema dimostrare, in modo
a* a’
analogo, che cosa non puo essere maggiore di 1 —— + — -
2 24
0. Dimostrare in modo analogo: 1) che sena non pud es-
a> ab
sere maggiore di a — et 2) che cosz non puo es-
)]
. ; a* af @&’
sere minore di 4 — — + — — —°

2 24 720
A cluali risultall si perviene quandu st prosegua nella

via indicata? Dimostrare che ciascuna delle differenze

’ ﬂ3 ﬂ{‘ ﬂfpl—-‘!
SeNA — @ — ——— = — e -
1.2.3 1.2.8.4.8 1.2.3...(412—1)
a* al gt —2
cOSa — {f = — F —_ e aew s ™
1.2 1.2.5.4 } .2, 3_,.[4;;-*})

& positiva, € si puo rendere piccola quanto si voglia,
purche si attriboisca ad n on valore abbastanza graude.

2. Dato un triangolo, si costrnisca un secondo Lrangolo
coi lati eguali alle mediane del primo, poi nn terzo
triangolo coi lati egoali alle mediane del secondo, e cosi

prosegua. Assegnare il rapporio della somma delle aree
4
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? primi n triangoli cosi costruili all'area del primo di

= A nqual numero si avvicina Sempre pia queslo rap-
'_ JT'*‘#& ‘fuando si danno ad n valori sempre pin grandi?
- m cono relto & inscritla una sfera; una seconda
Yoy tangente alla prima ed alla superficie conica; una
““i4 aforn & tangente alla seconda ed alla superficie
“Mau; ece. ecc. Trovare il Ta pporto della somma dei
“Yem delle prime 7 slere cosi costruite al volume della
s (i csse. A qual numero si avvicina sempre pi
Va4, rapporto quando si attribuiscono ad » valori sem-
9 P grandi ?
r;r%'i"""»‘ilI;I'am che, se A ¢ indipendente da n, e se hanno

% lo tliseguagliam.,e

ud

! t
2—— <A<+ —,
L i
- ™huue sia 1intero positivo n, devessere A =2,
" 1] ¢ V due nomeri dipendenti da n ed A un no-
e, ' . A :
27 ﬁmh[mndente da n. Se le diseguaglianze U< A< V
i i qualunque sia », e se esiste vn pomero L

s *hy  ciascuna delle due differenze 1 - U, V-1 si
?@”’? T

leve piccola quanto si voglia, purcht si atiri-
4 3, ;*‘; ":'l % un valu.re ahhas}auza grﬂncl_ej. dev'essen;r A= L,
Py A" lrapezio con gli angoli retli in AeB, BR'> AA/,
il W, .. H,_, i punti del lato AB che divi-
"*"' f!lumtu lato in n parti eguali, e M,, M,,....M,_,
.:-J’ M;”' n eni le perpendizolari ad AB condotte per
1";';”:“““ H,._. incontrano il' laLo :A’!j'. S1 calcoli la
by, hodulle arce dei reltangoli inscritti che hanno per
As '“Hl'gmuuu AH,, I,H,,...H,_ B e per allezze ]!?
i : IM-::--. H,_M,_.; e la somma delle aree dei
M'ﬂlﬂllll Cireoscritti che hanno quelle stesse hasi, e
s ".:::“ le [{:MI ’ H,tM”....B-B'. Si confrontino poi le
5 o mﬂ: coli’ area del trapezio , e da tale conlronto
ien ) Vilyre di quust'm‘ezh

=1




-— ] =
7. La slessa quislione nell’ipotesi che i segmenti Ap,, H,H,,
0,4, .... H,_, B sieno proporzionali ai naomeril, 2, 3,...7.
8. La slessa tuislione nell’ ipotesi che, posto AB=c¢ e

g =Ve+1, 1 punti H;, H,, ... H,_, sieno delerminali
dalle formole

A, =g—1, L, =g*—q, HH;=¢" - ¢°5...
""'Hu—:Hu—] = ffﬂ""l — qﬂ—i, u"_-IB — l?n _ qu—-l

9. Dimostrare che, comunque sieno scelti i panti i, H,...H,_,,
purcheé ciascuno dei segmenti AH,, BB o0 B i &
possa rendere arhitrariamente piccolo (uando s1 prende 7
abbastanza grande , la differenza fra 'area del Lrapezio
e la somma delle aree dei retlangoli inscrilll si puo reu-
dere piccola quanio Si voglia.

30. Sia A un punlo della base minore di un dalo tronco
di piramide triangolare e B la sua projezione sul piano
della hase maggiore, e stent W. o Hig oes Hyy 1 punti
che dividono la AB in # parti eguali. Da quesli punti
si conducapo 1 piani paralleli alle basi, e in clascuno
degli n tronchi che ne risullano si coslruisca un prisma,
una base del quale sia la hase minore del Lronco, e nno
spigolo laterale del guale sia parte d'uno degli spigoli
laterali del tromco dato, di guisa che 1" alira base del
prisma sia conlenula nella base maggiore del tronco cor-
rispondente; si costruiscano poi altrettanti prismi di al-
tezze egnali a quelle dei tronchi con gli spigoli laterali
l:arailf_-li a quelll de; precﬂlenti, ¢ una hase di ciascuno

di questi altn prismi sia la base maggiore del corrispon-
dente tronco. Valutare la somma dei volumi del prismi
inscritti e la somma dei volumi dei priswi circoseritte;
e dal conlronto di quesle somme col volume del tronco
di piramide dedurre la formola che da la misura di que-
sto volume,

81. La stessa quistione nell’ ipotesi che 1 segmenti All, ,
0.H, ; «...H ., B sicav prnpurziunali a1 namert 1, 2, ... 7.
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""'?#tl quistione nell’ ipotesi che, posto AB=a e

o

f‘ L ] ']
tyy 71, 1 punti H,, Hy, ... H, _, sieno determinati
. J-"",P'P le

ﬁfﬂﬂ":qﬂ e ? : H=H3 r—q.} -qz‘l“"'Hu—-l B =qn_qu—1

7% nn segmento sferico a due basi una delle quali
“#24)p massimo. Dai punti che dividono I'altezza
, 7?7l cguali sono condotti piani paralleli alle basi;
I;;"’Hm dei segmenti slerici cosi ollenut: & inseritto
. ’fi;"'Mm rello una ba'se del quale'b a !JBSE minc‘rr‘e
/f:,%ﬂf "ﬁgmuﬂtu,- -Et'] a ciascuno degli stessi SEgIﬂEﬂ'LI ¢
gy d;”!ﬂ_f un Flllﬂdl"ﬂ relto una base del quale & lzf
Py YWginre di quel segmento. Valuiare la somma dei
4 M cilindri inscritti e la somma dei volomi dei

Al , . ) |
oy " /heoscritti; e dal confronto di queste due somme

i

7 S :
s . "me del segmento sferico ricavare la formola che

i .%"* b smisura.
» . " punto d’una generatrice d'un cilindro retto,
P .__"_w I ynnto in cui essa incontra la circonferenza della
¥ oh Aij), (quale O sia il centro e COD il diametro per-

i ""ure ad OB. Valutare il volume del COrpo compreso

!

4 i ACD, il semicircolo CBD e la superficie ci-

Y J;'”“ ""'I!nmpurre {lllf.‘.l corpo mediante piﬂni paralleli
L Ui (AR condotll pel punti che dividono il dia-

‘;! - . a
/. "““ in 2nr parti Egnah).

Il

ln misura di t[nellu porzione delln superlicie

Finyy i b CDI’IIIH'EHH ira 1l []]‘HHD CAD e la semi-

i CBD.

J'fr.

M A, OB due raggi d un circolo fra loro perpen- 4
oD sia un punto dell'arco BA e C il piede della

am ..

] " ; . . vl

';m”"'““rhn'e da esso condotla al raggio OA. Diviso il H
I = = 5 & =

*’hr! ””'“' DDCO in » parli mediante rette [ra loro equi-

i gy ' ¢ perpendicolari ad 0A , S1 coslruiscano gli n

inscritti o gli n retlangoll eircoscritti. Poslo !
U0 =¢ s esprima  in lunziowe di a, ¢, n la
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somma delle aree de rettangoli inscritti ¢ la somma delle
aree dei rettangol circoscritti , e si confronlino le due
somme coll'area del segmento. Cosa avviene del qunzientu

a* —— + a* = —— + A% = —— F cee ¥ a’ ——
n* T 7 712
n

-

quando si altribuiscono ad n valori sempre pit grandi?

&Y. Un circolo ruota 1nlorno ad una retta silnata nel suo
plano € che non | altraversu, Valutare il volame del
corpo che da tale rotazione viene gencralo.

98. Valutare il volume del corpo geaerato dalla rotazione
d’un segmento d circolo intorno alla swa corda.

80, In un piano ¢ dala una reila Oa ¢ in essa no punto O,
Dai punti della O <i conducano le perpendicolar a questa
retta da una stessa banda di essa, e si prendano su ques-
ste perpendicolari segmentl proporzionali  ai ¢uadratl
delle loro distanze dal punto 0 : sia OB uvn pezzo della
curva luogo dei punti estremi di quel segmenti, P 1l
punto B corrisponda alla perpendir:ulurﬂ condotta dal
punto A della Oa, e sia G 1l punlo in cui la parallela
ad Oa condolla per B mcontra la perpendicolare alla Oa
passante per 0. Valutare: 1) 1' area OAB ; 2) il volome
del corpo generalo daulla tolazione del segmento OBC in-
torno alla OC,

00. Valotare il volume del corpn generato dalln rolazione
del segmento OCB intorno alla CB.

4. E dato un circolo del quale O % il centro , AA', BP
sono due diametrt {ra loro pcrpeudlculari. Sian MM' una
qualunque delle corde perpendiﬂnlari al diamelro A'A
la rlnalu incontri clur] diametro oel punlo P, e s1 pren-
dano in essa a parlire da T, e dalle doe bande del dia-
metro, due segment eguali Pit, PR’ in modo che il rap-
porto di crascuno di essi a PM sia  eguale al rapporto




iy
- 2" -
:L’P .I’

i o minove di 0A, ad OA. Valalare
Ve Ifﬂ'? i L . : D ]
o 93 che & il ]uﬂgn dei punii R, R

i mm :"“"ﬂl della curva considerata al n.u-
% . " da una stessa banda del dia-
- | A4y delle perpendicolari da essj
i Tt 1) i volume del corpo ge-

-l

- T A segmento  LOL'Y! intorpo al

& TN - ome del corpo limitalo dalla su-

*“"'-'.-_-ﬂ . e
A o * ®lla rorazione dell inlera eurva
e | .

i ’ ?

Zza @ viene diviso, me-

w0 lali, in mn reltangoli eguali,
i J

e S " % base 1I'm parte di b e, per
iy 4 ’

st

o g "vf-w‘ ¢+ Bl l'am;_:in la somma dei pro:
e . P0n | questi rettangoli per la di-

-"-'m,ﬁ‘ﬁ" 'Meruo qualongue dalla base ,
e .;14_.4.;,4&'“ ¥mma all"area dell’ intero jet-

" s 4) ‘Ivesto rapporto quando i nu-
#"'1'?3".-:“

g g,  "mpre pit grapd;? _ _
- “mn”uin in 7 parti eguali, ¢ dai

""'l."'f W
S—_— - “Atre tante parallele alla hase, si

S w;:‘”?h IrnPEEii,.E“['E'llﬂﬂli rgttﬂlngﬂli;
g - By oy prudntll dellarea di ciascun
- I ,J’ﬂ’”" 'un spo puato jpterno qua-
?HE:=-;,,:_,_ » Ty vienp del l'ii[l]mrtf.r s IIIIES[H
= o ) ”“i‘;-'iu. uando si attribuiscono ad
L W, s U
e, T Mo,

N e I:“i I"nmide triangolare in n parti
Tty ’h“'!InuE condotli altrettanti ptani
TR e, | I;H':”“ Mikultant: tronch; ins.critti al-
¥ el "“In somma dei prodotti del vo-
R, .;_‘.h,“ 'V 1o distanza 'un suo punto

b, Cosa ayyiene del rapporte

= g e S,
= L S -
e -
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di questa somma al volume della piramide quando s -
tribuiscono ad n valori sempre pit grandi?

97. Dai punlti che dividono in n parti eguali nn segmento
sferico ad una base sonn condolli piani parallely sila
base, e, negli n —1 segmenti a due basi cosl oltemwmii,
sono inscritii altrettanti cilindri retti. Si valnti la somma
del prndutti u:_ie] volume di ciascuno di gquesth cilimdri
per la distanza di un suo punto interno qualnnngue dal
piano, parallelo alla base del segmenlo, e passante pel
centro della sfera. Cosa avviene del rapporio di questa
somma al volume del segmento, quando si attribuiscono
ad n valori sempre piu grandi?

08, Sieno N ed N' due punti d'una data circonferenza di
centro O sitwali nel quadrante determinalo dai raggsi OA
e OB, e siecno P e P' i piedi delle perpendicolari con=
dotte da que due punti su OA, R il punto in cut la
NN' prolungala incoptra la OA, e T il punlo wa cui
la stessa OA ® incontrata dalla tangente alla circonfe-
renza nel pnnto N. Dimostrare che 'angolo TNR si pud
rendere piccolo quanto si voglia, purch® sia abbastanza
piccolo il segmento PP

p9. Sia N un punto della curva OB, considerata al n? go,
N' sia un altro sno punto, P e P' sieno i piedi delle
perpendicolari condotte da quei due punti sulla Oa, ed
R il panto in eui la NN' prolungala incontra la Oa,
Dimosirare che esiste nna relta NT passante per N, tale
che 1 angolo RNT si possa rendere piccolo  quanto si
voglia quando sia abbastanza piccolo il segmento PP,
Trovare la distanza del punte O dal puoato T in cui
quella retta incontra la Oa.

100. Dimostrare che la curva cgnsiderata al u? 91 ha la stessa
propriela, per ogni suwo punto N, ed assegnare la dis-
tanza del punto O dal punto T, in cui la retta NT in-

conlra 1] diametro AA'.
D, Brsso.

B e — i e = o o
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¥ SLISTIONT PROPOSTE
T
T

e ™2 che . se un emisfero é diviso
e m;f" 2 un piano parallelo alla sua
R " Sanza  del piano segante dalla

5

o s -

74 o eguale a 2sen10®, (1D, BEsso).
2 Bo . : -

"% Zomlio Laudati Losapio, studente

S b

L i
=

P ) ‘1%” e, . ’ -

S . . due parli equivalenti da un
" 'L ™ & -

- . 31 vuol dimoslrare che il rap-

i A
'-’q"ﬂrg v .
— *3sendo o la distanza del piano
>

—

i ’ 1 - 3
a0 4 rageio della sfera. Chiamando
s _ > 7 s minore del segmento di sfera,

=

i
-

b =5

Nec EW ragegio R, e con V, il yo-
“¥eamo dalla geometria che

o #r*d + =Rd
g . :

prozaly

y

Taa . :
~ . Al g parte del volame della

'LHJ . . ’ " .
TR e Boia divide I'emisfero in due parti
TR stabilive I'equazione :

o
g ., =Rz rR?>
. -: B ‘3" = 3 ";
. . = 'L;F !'-‘J-JU”*J
Ty ) ) - “« . .
" B, “#ori e dividendo ambi i mem-
gl d
“ Cfetp +8==2
T I K R
s P , . r
N Toadl — = cosa .
-:"""l'-_..___ 2, o J_I].‘ﬂl,llfj,:f | =
.'-I'FF':%.’"' - U (I)'
- Ll P g —_——eemn
= A Hih sl Sie. Leogrande Vincenzo, studente

ke Bryens, R. Badic ¢ F. Panizza.
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Ponendo in quest’ nltima equazione senz =2x, e (quindi di-
videndo ambo i membri per 8, olteniamo:

3 {
X = - X+ ==, (2)
A 8
¥ * [ 3 3 b
Ora quest’equazione ¢ della forma x St s nella

- 'y . . . .
quale il nostro & & —; e nol sapplamo dalla trigonometria

o

che se L ¢ in valore assolnto non maggiore di i, e quindi

s

si ponga b = senf, le radici della (2) sono dale da a' =sen-,

3
:EJ'=5EI](EU°-_— ?—3 ’ ,:["”:—-seu(ﬁu“+g).

Nel caso nostro essendo b= %, e quindi sen =1, ¢

sapendo che I'arco del {* quadranie il cni seno & 3 ¢ vguale

a 30°, si deduce che il nostro [} & nguale a 30", e quindi

le radici della (1) sono:

It

x = sen10°, x" = sens0®, x'"' =— sen70°.

Donde ancora, per aver posto senz =2x, sara: senz = 2senio”,

Glhi altri valori senz = 2sens0‘, senx = — 2sen70° non ri-
spondono alla mostra questione , giacche 2senso® e - 2sen70®
sono in valore assoluto maggiori di 1. — Resta quindi dimo-

d

strato che sena ossia ﬁ=ﬂsemu°; il che & quanto si voleva.

Il Sig. Cap. J. Beyens osserva che il teorema puo es-
sere generalizzato: Se il rapporto del segmento ad nna base
.« . . , ;
all’'emisfero € —, si trova che il rapporto dell’altezza di quello

7

J

. . i n—m
a due basi al raggio & eguale a 2sen-( arsen- :
= 3 7

(4) (pag. 28) Sia dato un triangolo sferico e si costrui-
sca un altro triangolo sferiob coi vertici nei punti medi
dei lati del primo. Se la somma degli angoli del primo
triangolo é uguale a 360°, ciascun Iato del secondo e di 90°.
E se i1l secondo triangolo ha un lato di w0°, la somma dei

1

tre angoli del primo ¢ eguale a 561°. (0. Bisso).
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seaiane del prof. R. Badia ("1

ST o A, B, C gli angoli del primo triangolo, ron
; * A egsi opposti, con a' quello fra i lati del se-
- ada she ha per estremi i punti di mezzo dei lali

U A+B+C=2P, si ha:

i

~ 4 o ; C b C
4’ = cos- cos—- + Sen—sen- cosA
2 2 2 2
_— s P A) cos(P-C) b \/- cosP cos(P —_ﬁj
¥ Sen- = il
@ senAsenC 2 senAsenC
ﬂr:"ﬂ w fA) cos(P - B) anC \/— cosP cos(P — C)
- SCl— =
| senAsenB 2 senAsenB
; _EM"_ “4 the cos(P—A) & posilivo e che cosP nega-
= e dalle ()
Hrg AP — A) a b e cosP @&
| COS- 4 sen- sen- = — COS— 4
senA 2 2 2 senA 2

@
8
Do |, 2 a2
"t 1 cos(P—A) —cosP | = cos— senP.
%enA 2
-m_ ! » . . . x
"4 somma degli angoli del primo triangolo &
B g ! = indi @' =90°, E do si
1 cosa =0 e quindi @' =9°, E quando sia
=, R e (1 .
oy cos_ senP=0 e in conseguenza A+B+Cx=z00.°
F 3 .

ey 4, | ccOTeMI risulla, come osserva il Sig. Cap,

"guente corollario :
W e

. "o del lati 4 un triangolo slerico sono | |

% o w7 riangolo sferico, il quale, o non ha alcun i
~ 7P"re ha tatti e tre i lat di 00°.
ER =

= 7 Date un triangolo si conducano le biset-
= I S . :
=EETL X ol BAC, CBA, ACB, e sui foro prﬂfun-

i - I_
Wi =, e i
i e P il

=)
- a
— T e .

o

SRR ﬂwT :::;"Tfum J {""‘”t" A, :.B” C, ad un'eguale a’i—. %‘
g o BC, CA, AB e in modo che i segmenti 3
v Mitno  attraversati dai corrispondenti lati i

il — == ‘

“mlrazione venne inviata dal Sig. Cap. J. Beyens.

) o il

A ———
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BC, CA, AB. Esprimere la distanza x in funzione dei lati del
triangolo ABC e dell'area del triangole A,B,C,. (F. Verpe).

Solnzione del Prof. R. Badia.

Si indichino, con O il punto comune alle tre bisettrici,
con A,, B,, C, i punli nei quali esse incontrano ordinala-
mente i lati BC, CA, AB, con a, b, ¢ i numeri che misu-
rano questi lati, con « 'angulo sotto il quale la bisettrice AA,
taglin il lato BC e pongasi

a+b+c=2p
area ABC=S; area A,B,C,=S,; areaA,B.C, =S, .

Conducansi, per O, una retta parallela a BC e da A, una
perpendicolare a questa retlta. Per le relazioni fondamentali
esistenti tra gli elementi di nn Lriangolo retlangolo e per
una relazione notissima che esiste tra il raggio del cerchio
inscritto in un triangolo, l'area ed il perimetro di questo,
st ayra evidentemente

x=0A, sena-ﬁ; -
A

S OA; S
X = -

p OA, p

E chiaro che, ripetendo lo stesso ragionamento rispetto alle
altre due bisettrici , si otterrebbero espressioni analoghe
della &, le quali differirebbero da questa soltanto per lo
scambio dei segmenli OA,, OA, con i segmenti OB, , OB,
ed OC,, OC,. Ma x non varia, qualanque sia la bisettrice
che si considera, S e p sono costanti, dunque deve essere

0A, OB, OC,
OA. = G, ~ O,
ossia i triangoli A B C , A,B,C, sono omouletici e percio si-
mili, Sostituendo pertanto al rapporto dell mmolelia [lllE“.U
delle vadici quoadrate delle loro aree si avra

S\/E S
= — - = l
res Y=y M

L'espressione di S, per mezzo dei lati del triangolo ABC si
puo ottenere trovando prima quelle dei segmenti OA_, OF,,

= 0A_ senx

quindi
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0C, e sommando quindi le aree dei tre
¢ diviso da questi segmenti il triangolo A, B.C,.
Dalle relazioni
AC b A,C seniA
BA_ T e b senax

eliminando i segmenti mei quali la bisettrice divide il lato
BC, s1 otbiene

sena =2+ ¢\ /P=) (p—c)
a be

e quindi, per mezzo della seconda delle relazion richiamate

in principio,
0OA __°@ \/bc (p—a)
S b+e p

Deducendo da questa le espressioni analoghe di OB, e di OC,_,
ed osservando che

sen(B,0C,) = sen (B + C) = cosl A
sen(A,0C,)=sen(A + C) = cosB
sen(A,0B,) = senj (A + B) = coslC
s1 trova
§ =S 2abc

" T (a+b) (b +c)(c+a)
Sostituendo aella (j)

si avra 2 in funzione dj a, b, c,
v» € quindi anche in (unzione dj a, b,e, 8§

S, S

l-l

e — S v
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D. Amanzio. — Tratiate di Aritmetica teorica. —Stahilimen Lo
tipografico di Aniello Engenio,

Napoli, 1387. - p. 500 —
prezzo: L. 3, 50,

A ragione 1'A. ha intitolato questo sno hbro trattate di
arilmelica leorica,

in (uanto esso ¢ condollo con scrupuloso
rigore. Il medesim

0 non & por da considerare come un rim-
pasto degli ordinari manuali d'aritmetica, ma ¢ un libro [l

triangoli nei quali

x — R— . i -
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-ui individualith apparisce presto spiccata al lettore. E con
an senso di compiacenza sincera che ne teniamo parola poi-
-h&, come altra volta avemmo occasione di dichiarare , la
pubblicazione del Sig. Amanzio ¢ una prova di pit che ogni
0y si fa maggiormente viva quella corrente che induce per-
sone di coltura elevata ad interessarsi del progresso delle
nostre scuole , preparando per esse dei libri che onoraso
non golo chi 1i ba compilati ma ben anche il nostro paese.
Ed invero chi esamini con occhio imparziale il largo trbuto
portato alla nostra letteratura scolastica in hreve volgere
d’anni, in materia di scienze (e con cio non si esclude che
altrettanto avvenga nell'altre materie), ¢ condotto senz altro
a riconoscere che non & pit il caso di essere tribulari pei
bisogni delle nostre scuole alle colte nazioni d'oltralpe, ma
si trova in casa nostra cio che c¢i abbisogoa ed anche pm
di guesto.

Per tornare al libro il eni titolo & scritto avanti, di-
remo che esso & singolarmente pregevole sotto due rispetll,
il primo de'qual & eslesa collezione di esercizi che termi-
nano ciascun paragrafo, la cui scella non saprebbesi abba-
stanza elogiare, sia per loriginalita degli esercizi stessi, sia
perche I'A. bha ivi condensato molle importanti proprizta dei
numeri. Si potrebbe soltanto osseryare che taluno dei me-
desimi riuscira difficilmente accessibile ad un lettore ine-
sperto, ma in fondo I'A. non ne & responsabile una volta che
ha giustamente chiamato teorice il suo libro ed apparliene
al professore che questo adoltasse per la propria scuola il
rimuovere quelle difficolta da reputarsi insormontabili per
I'alunno.

L'altro riguarde che vende il libro del Prof. Amanzio
degno dell” attepzione degli inseguanti & ancor piu impor-
tante ¢ consiste a nostro modo di vedere nella tratlazione
ch’egli ha fatlo del numeri irrazionali seguendo 1 concelli
svolti dal chiarissimo prof, Dini nella sua imporlantissima
opera: Fondamenti per la teorica delle funzioni di varia-
bili reali, coucetti syiluppati altresi in altre opere ragguar-
devoli straniere, come ad es. 1: Grundlagen der Analysis
del Signor Lipschitz, uno dei cultori delle moderne teoriche
dell'analisi rigorosa nella dotta Germania.

Una tale traltazione, in parle vispondente ad un bisogno
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“/mente sentilo, abbraccia il terzo libro, esteso per oltre
~ rentinaio di pagine e ci sembra metta conto parlaroe
s ‘fualche diffusione.
. + A, introduce nella medesima 1 sistemi di due classi
- #randezze definendo come tali « due serie di grandezze
g,::;” crescente , l’a!tra Eleu:-esce:}le, tali che ogni grandezza
" % prima serie  sia minore df qualonque grandezza della
m‘l’;ﬂrln, e che sia sempre possibile trovare una grandezza
“"hna ed upa grandezza nell’ altra in modo che la diffe-
4 fra queste due grandezze sia minore di una quantita
*44la quanio si vuole, ma non nulla » e subito dopo il
::'Ml. l.o. di grandezza di separasione o confine. delle due
% ¢hiamandola « una grandezza non minore di nessuna
m grandezze della prima serie, n¢ maggiore di nessuna
by, grandezze della seconda serie, e Fhe puo essere avvici-
¥ ihdefinitamente dalle grandezze di una almeno delle due
ﬂ;};ﬁ;crie n. Parl?ndﬂ tla‘q;reste dtz:ﬁniziuni I'A., dimostra
-~ | che « un sistema di due ClﬂEH.l di grandezze ammette
A"”ﬁ; un cnn!ine ed .uu.ﬁuh:: " poi che « ogni grandezza
ol l:;surablle con | unita s1 pud sempre considerare come
s nE cl d'l:[ﬂ cla_ssl -dl grnn.dezze- cnmmenaiurabiii con l'n-
Ml d onsidera in seguito ] currlspﬂnden_tl sistemi di due
- { numert e_ll niumero di separazione o confine di
7 berie di numert , il che lo conduce alla definizione del
"Mhro irrazionale ossia d; nuel « nuomera di separazione
Mg cla.fsi per le quali non esiste aleon numero in-
#ﬂ:'::} frazm;ar:: ul_re ne segni i cnn{inc », — Sviluppa in
gy ;Emp ando 1 concetti accennali dal prof. Dini nella
i) pera, i criter; d 'E.-guaghar:lm .e.dlsuguaglianza dei
| " srrazionall , considerandol; originaly nell accennato
i e ql:ﬁn[ii le Dperazionlt con numeri irrazionali; final-
o “PP]f“Ht le cose precedenti alla dimostrazione di al-
proprieta elementari appartenenti alle frazioni decimali
Il]rln oomero illimitato di cifre decimali.
' plim FUS;]-HU” a.bbiamu trovalo m?l libro di coi si tratta
"“‘*”pnp";ingd;ﬁ IIIEI'II:EFDIE d_: ‘ul.luazwne, 0Ss1il un’espliciw
) o Ti[:_tenn.al del mipimo comune multiplo da quella
— Eﬂmln E:Jffd .(Tgn a quella che si sllml fare rignardo.
b o In .wmnlre, e ’lu_qnal_e abbiamo cercato in-
nelle opere scolastiche d'arvitmelica che somo a nostra

.;1*?
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sonoscenza. A questa separazione risponde la seguente di-
nostrazione del
Teorgma. — 1l minimo comune multiplo di duoe pumeri
t ¢ & e vguale al prodotto di ono di esst pel quoziente
lella divisione dell’altro pel loro massimo comun divisore m.
Dimostra. — Ponendo a = ma,, &6 = mb, & charo intanto
the 1l prodolto ma,b, & multiplo comune di @ e b; per pro-
rare ova che esso & il minimo dei multipli comuni, si ap-
lichi al numeri dati il processo necessario per trovare il
oro m. c. d., ottenendo cos) la serie seguente dei

dividend) divisori fquozient resti
N b g\ T
b rl ‘?3 rﬂ
Fu-—a Fa—a2 f/"._l Fn_l (=m)
Fn—2 e l?u U

¢ r]uindi le egnaglianze:

=Dy s 0= G2 s 50 eninens Ty 3=y ael ymy*Th—r s Tu—a=Ing,
la cui, moltiplicando per un numero arbitrarvio 2, si dedncono
e allre:
an=bgn +r\n, bn=rg.n+rn,...
cors sl 3B yg Yooy B+ Ty By T g B =G

Pongnsi ora la condizione che il mulliplo na di a sia
mche multiplo di &, le eguaglianze precedenti dimostrauvo
he anche r,n, ria, .. rp_ony r,_n=mn sono mulbphi di
» e poiche b=mb, segue che, se na ¢ mulliplo di 4, an-
he mn & wuluplo di mb, e quindi » moluple di b,,
ssia » multiplo di &: m. Ma il pit semplice multiplo di b,
- b, stessa, onde il minimo multiple ne di a divisibile per
y, sara ab, c.d.d.

CororLiagio. Ogni multiplo di dne numeri @ ¢ b ¢ anche
nultiplo del loro m.c.m.

Termineremo questa rivista avvertendo il lettore che,
nolto opportunamente, I' A. ba aggiunto alle solite materie
lei trattati di aritmetica razionale mnche un § io cui svi-
uppa 1 piu elementari teoremi sulle congruenze, ricavandone
n uno successivo 1 caralieri ordimarl di divisibilita, cio che
li permette di aguinngere una serie d'imporianti esercizi
feuni dei quali nun avrebbero trovato allrimentl convenienle

ede nel suo libro.
A. Lraur.
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PUBBLICAZIONI RICEVUTE DALLA DIREZIONE DEL PERIODICO

Giornale di Matematiche ad oso degli studenti delle Universita itahiane pub
blicato per cura del professore &. Batlgglini. Volume XX V. Nove ee
Dicembre 1887, Vol. XXV]. Gennaio e Febbraie. Napoli, 1888.

Journal de malhémaligues élemenlaives & 'usage de tous les candidats aux
€coles du gonvernemen! ef des aspirants an bacealauréat is sciences, publig
sous la direction de MM. de Longchamps , Professeur de Malhemaliques
Spéciales au Lycée Charlemagne, Lueien Lévy, Directeur des études 3
I"Ecole preparatoire de Sainte-Barbe 3¢ série. Douzikme année. N. 2, J.
Février, Mars. Paris, 1888,

Journal de Mathématigues elémentaires publié par H, Fuibert. 12 Année.
N. 10, 11, 12, 13. Paris. M. Nony el C.le, 47 Rue des Keoles, 1888.

Le Scuole Secondarie eco dell’ Associazione nazionale fra gl'insegnanti delle
seuole secondarie. Anno V. N. 8, 9, 40, 11, 12, 13. Milano 1B88.

Muthesis recyeil malhématique a "usage des éeoles spéciales el des ¢tablis-

. publie par P. Mansion Profésseurs I’Uni-

versilé de Gand, el J. Neuberg Professeur 3 1'Université de Ligge. Tome
bumitieme : février. mars, avri] 488§.

Rendiconti deil’ Accademin deils Scienze Fisiche ¢ Matematiche (Sezione della
Socield Reale dj Napolil. — Serie 2.7 V. 5. — Gennaio ¢ Febbraio 1888.

ista scientifico-andusiriale compilata da Guido Vimercati. Annp XX.
N. 1, 2, 3, 4, 5, 6. Firenze, 18885,

Anzery |C.) — Salla teoria delle fanzioni analiticbe. Bologna 18S8.
Bacueier (A) — 0210

Nozioni di geometria elementare. — . B. Paravia ¢
Comyp., 1888,

ANDELLY (G.) — Pruprieta slereolielriche di un sistema di forze (Rendi-
ennti del R, Ist. Lomb iBR8),

AZZanr (G.) — Aleuni teoremi sulle coniche. Napoli, 1684. — Momenti
‘inerzia di un sistema gj masse rispelto a retle nello spazio. Napoli, 1886.

lcuni teoremi di Massimi e minimi relativi alle coniche (Grornale di Bat-
taglini. 1887).

tunice (F.) — Sopra

la delerminazione di (uozioni d”ona ?ari[_lhi]c defi-
nile per mezzo dupa equazione con due variabili, On osservazione rela-

tiva alla costante che compare negls svilappi in serie delle [unzioni circo-

lari (Rend. de Circolo matematico di Palermo, Tomo 11, 1887). — Tri-
onomeltria rettilinea ad uso delle Seuole liceali. — Torino, Ermannpo
oescher, 1887: L. 1.50

Peavo (G.) — Caleolo geometrico secondn I"Ausdehnungslehre di H. Gros-
mann, precedoto dalle operazioni Gellalogica deduttiva. Torino, Bocea, 1888.

PINCIERLE (8) — Sopra cerli integrali defiviti (Rend. R. Ace. dei Lincei ,
1888) — Sur une genéralisalion des fonctions evleriennes ((888),

S“!”“, (E.) — Sulla risoluzione in numeri posilivi, interi o nulli, delle equa-
ZIng :

)'I + )‘z+ 1] + v +}'u —=r, ll; "I"ﬂ]'z‘}‘ 31EI+ "'+ﬂ?“" = N
(Annali di Matematica, 1887).
SANsIA (A.) ¢ D' Ovroro (E.) — Elem

A enti di Geomelria. 7* edizione riveduts
¢ torretta, Napoli, Libreria di B, Pellerano, 188S.
Soanm (0.) — §

"PTa 1N caso particolare di ammortamento. Roma 1868,
SQUanzing G.) — Dell* insegnamento dell® aritmetica del sistema metrico ©
. della geomelriy gepe SCUole elementari. Faenza, 1RS87.
YEIXEIRA F. Goups, —

P _ _ Curso de Analyse infinitesimal (Calculo differencial).
oMo, Typographia oceidental, jg7.

"‘-—-—"'"T‘*h-.t_—-——:-.;__““-..l_-——;--..__

| o ¥




— B85 =
CONTRIBUZIONE
ALLA TEORIA DELLE CONICHE

Credo non riuscira discaro ai colleghi, lettort del Perio-
dico, il conmoscere alcuni teoremi interessanll inlormo alle co-
niche. che conducono alla costruzione geometrica pui semn-
plice ed elegante che per avventura possa desiderarsi dei
centri e dei raggi di curvatura di quesle celebri corve, cosi
notevoli per st e per le molteplici loro applicazioui. Gi sev-
viamo, per la dimostrazione, dei principi, e delle coguizion
pii ovvie di Geometria Proiettiva, che ormar s1 possouo dire
alla portata di tutti gli studiosi delle Matematiche.

Teorema. — 1 segment determinali sopra una corda di
una conica da un asse, stanno fra loro in ragione reciproci
dei segmenti determinati sullaltro asse dalle tangenti negli
estremi della corda , ed in ragione direlta dei segmenti i
(uesto slesso asse determinati  dalle normali negli estremi
medesimi.

Dimostrazione. — Siano 0X, OY gli assi di una conica,
A ed A’ due punti della medesima,
} AM ed A'M', AN ed A'N' le tan-
genti e le normali nei detti punti:
N sin infine tracciata anche la corda
AA', incontrala dall’asse OX n L,
e le due rette AP, A'TY parallele

H\ all’ asse stesso, Nella involuzione
Pa \‘-\ A delerminata sull’ asse OY dalle
\ coppie di retie coniugale orto-
ol L gonali, i punti M, N, ed M' N
| sono conjugati ed O & il punto
» ~
"FP**/ ,/ centrale, oude OM.ON = OM'.ON',
* . OM ON
W 08518 —— = ——+ (1)
” OM'  ON
:M-.r

Nell' altra involuzione deter-

5




— g

E
e

P

= 66 -
minata sollo stesso asse 0Y dalle coppie di punli t:nnjugali

rispetto alla conica, j ponti M e P, come pure i M' e P
sono coniugatr, ed 0 ¢ sempre 1l punto centrale , laonde

e OM  OP o
OM.OP = OM.OPF' od anche oM = OF (2. Ma si ha puore

. Op! 1A' [ |!
evidentemente op =‘1%: jer cui infine sara li_ OM _ON

LA OM ON

£ome 8 era asserilo.

Corollario, — Dal teorema ora dimostrato deriva che la

conica che tocea le 5 relle OY,0X, AN, A'N', AA' b una parabola,

perché le punteggiate proiettive delerminate su due i esse,
cioe sulle OY od” AA', dalle alire tre, sono fra di loro si-

v |
mili, avendosi per il detlo ]t% = —10—1% = Costante ; si ha dun-

que 1l teorema: « le normal

t in due puntt di una conica,
la corda che umsce questt punti , e gl assi determinana

na parabola, che & toccata dalle 5 reite ».

Corollario 2.° - & il punto A’ ¥ inBnitamente vicina
ﬂﬂ A, la retta AA' la tangente nel punto A, ed il punto
d_lncunlru delle due normalj infinitamente vicine & il punto
di contatio della AN calla parabola inviluppata dalle 5 rette
del corollario precedente ; segue adonque la proposizione :
« la tangente e la normale in un punto di una conica

ed i due sy, toccano una determinata parabola , il cui
punto di gcontatio colla normale

delle conica data Hel punty

Leorema, — 1. Hor
la corda che nnisce
Parabola il cui asse

bola data.

Dimostrazione. - Siano ancora A, A’ due punti di una
Parabola, il cnj asge t MN: e sia condotta la corda AA’,
nnnclhif le tangent; AM, A'M' ¢ Je normali AN, A'N' nei
puati Aed A1 Pintt M ed N, come pure M ed N sono
vquidistanyi Jal faven : eara quindi MM’ = N'N, vale a dire

¢ il centro di curvatura
che si considera ».

msll in duc panti di una parabola,
) due punti ¢ I'asse, toccano una nuova
¢ perpendicolare a quello della para-
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che « il scgmento determinalo sull'asse di una parahola dalle
tangenti in due punti
di essa, & oguale a
quelle compreso fra le
normali nel punti sles-
si », Condotte le AD,
AT prrpundiculari al—
I'asse, i ponti M ¢ P
come pure i due M e
P' sono quindi eqnidi-
stanti dal vertice della
parabola,onde MM'=I"P,
¢ qmindi anche N'N=P'P
e PN=PN', ossia « nella parabola la sotto-normale e co-
stante, ed uguale al doppio della distanza fra il fuoco ed il
vertice, od anche uguale al raggio di curvatura della pa-
rabola nel vertice » e cid perche per 1l verlice la sollo-
normale & ugnale alla distanza di questo punto, da rucllo

in cui asse & incontrato dalla normale nel punto infimla-
mente vicino al vertice stesso. — Ora le i tangenti AA', AN,
N'N, AN determinano una parabola, e la dirczione dei dia-
metri si otticne conducendo A'R parallela ad AN, ed NR pa-
rallela ad AA', e conginngendo N' con R; ma la PN e la
proiczione normale sull’asse della AN uguale e parallela ad
A'R, per cui la P'N' sara la proiezione della stessa A'R, os-
sia In N'R sara perpendicolare all’asse, come voleyane di-
mosirare.

Corollario. — Se A' &1 suppone infinitamente vicino ad A,
si ha il teorema: « la tangente e la normale in wn punto
di una pamlmfa, e l'asse di questa, toccano una certa pa-
rabola avente per tangente al pertice I'asse della parabola
data: il punto di contatto della parabola cosi determinata
colla normale, & il centro di curvatura della curva data
nel punto che si considera ».

Scolio. — Dalle cose delte si ricava appunte qacl moludy
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La correlazione che io mi propongo di far notare con-
siste in cio che, dato un teorema sulls somma, collo scam-
bio di somma in prodotio, di termine in fatlore, di multiplo
in potenza, di coelficiente in esponente, si ha un teorema
sulla moltiplicaziooe ; oppure, dato un teorema sulla sottra-
zione, collo scambio di sotiraendo in dividendo, sottrattore
in divisore e resto in quozieute, si ha un teorema della di-
visione. La dimostrazione dei secondi teorem; si ricava colla
stessa legge di correlazione dalla dimostrazione der primi,
in modo che dimostrati i primi non vi & bisogno di fare
una diversa dimostrazione per i secondi.

In questa nola io ho disposti i teoremi in due colonne,
ponendo l'uno 4 fianco all’aliro i teoremi correlativi, e mi
sono limitato a dare le dimostrazioni de} teoreml a sinistra,
quando la correlazione & perfetta. Di alenni teoremi per
brevita non ho dato dimostrazione, per altri intendo di ri-
ferirmi a quella che trovasi per essi pell aritmetica del
prof. G. Moreno o in quella del prof. D. Amanzio, (*)

Una correluzione avvi pure fra i teoremi della somma e
quelli della sotirazione, e quindi fra quelli della moltipli-
eazione ¢ della divisione, ma le dimostrazion pit che cor-
relative sono inverse, e quindt non hanno molta affinita ,
salvo in qualche caso che ho citalo a smo luogo; mi limito
percio a notare volta per volta i teoremi che si corrispon-
dono in tal modo.

11 vantaggio di ridarre le dimostrazioni dei teoremi non
e il solo che si ricava da questa mota, con questo metodo
si trovano gia falli i teoremi che nguardano la moltipli-
cazione ¢ la divisione delle fraziont , quando si sia dimo-
strato che |a [razione & nguale ad un quoziente. Ma vi &
dacora dippm, 1’ ordine assegnalo al teoremi e le dimostira-
zioni date sono 1ali che s possono applicare senz'altra mo-

ficazione [eccelio che per il teorema e) del n. 2| ai leoremi

(") V. Morenw, — iriuut:li::u, 8" ediz. Napoli 1886 = Amanziv. —
Traltato di Aritmeliva 1eorica. Napoll 1887.
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pumeri [razionari., E cosi resta sempliﬁcata con

molto vantaggio degh alunni, la teoria dei numen frazio-

nari,

che si studia nella r]uiul.a classe ginnasiale.

OPERAZIONI DINETTE.

. S'intende per somma
di pite numert i1 msultato che
si ottiene aggiungﬂndu al pri-
mo numero le unila conlenule
nel secondo, al numero otle-
finto le unita contennle nel
terzo, e cosi di seguilo fino
all’ ultimo numero,

| niimeri che comtponguno
la somma diconsi termini.

Postulato. — AmmetLleremo
solamente che una serie di piu
unila disposte in fila si puo
contare da sioistra verso de-
stra, o da destra verso 51-
nistra senza che 1l risaltato
cambs.

9. Teorema 1° a). — La
somma di due termird non
si altera se si scambia lor-
dine dei termint.

Difatti 3+4=(1+1+1)
+f+1+ 1+ 1 ¢ leggendo da
destira a simistra = 4 + 3.

Coroll. — Con analoga di-
mostrazione si ha: La somma
di pite termini non st altera
ce si scrivono i termini nei-
{'ordine inverso.

by La somma di pini ter-
mini ¢ indipendente dall’ or-
dine dei primi due termini.

»

i, S'intende per prodotio
di pin riuwmeri i risullato che
si olLiene mnltipliuﬂudn 1!
primo numero per 1l secondo,
il risnltato ottenuto per il
lerzo, ¢ cost (i ﬁeguilﬂ [ing
all'vltimo nomero.

[ numer che com pohgﬂnd
il prodotto diconsi fattort.

P'ostulalo. — Ammelleremo
che an quadio reltungolare d
upita dispuste per linee Oriz-
zonlali ¢ verticali, si pussa
conlare per orizzontali ; o©
per verticall senza che il ri-
sultato cambi (%)

2. Teorema 1? a). 1l pro-
dotto i due fattor: non si
altera se si scambia [ ording
dei fattort.

Difatti 3 X4=1+1+1
{=1+1
1 +1+1
1 +1 +1
¢ leggendo per verticah =4 X 3

by 11 prodotto di pite fat-
fori € indipendente dall' or=
dine dei pr‘imi cue fnﬁari.-

(") Le operaziont o sinislra s possono considerare come eseguile nogle




Dico che 24+ 545 +6=4-3.
5, por 6 a queste due somme eguali

ed aggiungendo prima
si hanno pure somme eguali.

c). La somma di pii; ter-
mini e indipendente dall or-
dine dei due wltimi termini.

Dilalts 5 + 2 4+ 3 « 4 pel
Covel. del teor. a)=4=343+3
e pel teor. b) =3+4+3+5 ¢
pel corol. =5 -+2 + 4 4 3.

d). La somma di pite tep-
mini non cambia_se §'inverte
Cordine di due termini inter-
medl consecuiivi.

Dico che 2 +3 44545 .
2+3+A4+5=2+
queste somme egnali,

e). La somma di piu tep-
mini ¢ indipendente dall or-
dine dei termini.

3. Teorema 2° — In wuna
sommu i piie terming s puo
@ due v piw termini sostitire
lee loro somima effetinata.

Coroll, — Tn wna somme
di piti terming si preo ad wno
dei termini, che siq la Somema
di  pit ntimer; , Sostilieire
qitesti numer: come termini.

2

3+5+4 pel teor. o),
st banuo pure somme eguali.

5+6, Difatli 3-4=4+ 37,

cl. 21 prodotto di piis fat-
lori e indipendente dall’ or-
dine dei due ultimi fattor:.
Dilatti indicandp con P il
prodotio dei fatiori che pre-
cedono i due ultimi, si ha
sXeX38X4s=Pxa3xi
=P+P+P
P+P+Pp
PP+ p
P+P+7De leggendo per ver-
eali=P x4 X23=5xX2% 4% 3.
d). Il prodotte di pi
[attori non cambia se s in-
venrle f'unh'ﬂe di due ﬂ:.‘ltﬂrf
intermedi’ consecutivi.

6=2+3+35+4+¢ Difatri
ed agginngendo 6 a

e). Il prodotto di pite fat-
tord ¢ indipendente dall or-
dine dei Jattori.

3. Teorema 2° — Imun pro-
dotto di pie fattori si Lo
a due o piz fattori sostituire
U lore produito effetivatn.

Coroll. — In un prodotin
di pite fattori si pud ad wno
dei fattori, che sia il prodotto
di pite numeri, sostituwire gree-
Stt numeri come fattori.

Spazn ad ona dimensione, e

quelle di destra negli spazii a duoe dimensioni;

sullo questo punto di vista si POSSon0 tilenere correlalivi | jostulati e o

dimustrazioni dei leor. @) e ¢) del
siderano eseguite negli spazii ad
remi la dimostrazione fondata
lale di destra,

D. 2. Se le operazioni di desira si enn-
una dineensione i
sul teorema el

adolterd per qoesti ten-
n. 10 e 51 annulla il ost-




A. Teorema 37 ~ Per ag-
giungere ad una somma un
numero basta aggiungerlo ad
uno det termint della somma.

Difatti (2+3+4+5)~7=":

=2+{3+7}+d+5.

5. Teorema 5° — Per ag-
gfuregﬂrr" ad wun numero una
sommma Si possono ubgmugerf'
successivamente al numero 1
termini della somma nell or-

dine che pmace.
Difatli 2 + (3 + &+ 3) per i

6. Teorema 5° - La som-
ma di pm. somme ¢ eguale
ad un unica somma r.:ftf: ha
per lerming tuttl ¢ termint di
ciascuna somma data. ()

Difatts (2 +

leor. ¢°

Dicest mnltiplo di un
numero la somma di due o
pin termini tulti egoali a
quel numero,

|l termine dicesy base del
numero oppure moltiplicando,
il wamero che rappresenta
quanti termini  sono mnella
sommaa  dicesi r.*ir:fﬂfpfr'f_:ﬁ.!m'ﬂ
o coefficiente.

4, Teorema 37 — Per mul-
tiplicare un prodotto per un
numero basta moltiplicare
uno det fn.cmri del prodotto
pel nuwmero.

n

+3+4+5+7e pel leorema 2!

—~ Per mol-
tiplicare nwn numero per i
'r;rudntfa 5t Fr:.?; H'HJI’{!;(J!!'EJ’TF!:*
1l nwmero successivamenie
per i fattori del produtto nel-
lordine che piace.

3. leorema 4°

corol. del Lteor. 2° =924344+5
" Teorema 5° — 7/ pro-

darra i pm prodotti ¢ eguale
ad un unico prodotto ﬂkﬂ hact
per fattori ¢ fatlori di cic-
scun prodotto dato.

3+ (4+3+6)+(7+8+2) pel corollavio del
=2+ 3+4d +0+6+T7+8 + 8.

7. Dicesi potenza di uii
numero i1l prodeotio di dve o
piu fattor: tuili eguali o qunl
nomero.

I fattore dices) Gase della
potenza; il numero che rajp-
presenta quanti Tartnrt sonw
nel prodolio dicesi esponente.

&

{*. T teoremi a sinislra der n

2, 3. A

5 6 collo slessp ordine e con

identiche dimostrazioni si posseno (radurre nei teoremi sulla somma di pru

segienlti, e di pin angoli della Geomelria,
niente i dover fare del leorema del n.

evilando in Lal mole 'tinconve-
J In distinzione pel caso in oeni @

lermini sonoe consecnlivi ¢ pel casy incor non o soan, (V. Il primo Libro

di Buclide, esposto dal prof, E. D’'Ovulio, § Y,

i® e du7,
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Il multiplo di un numero
si dice anche prodotto del
moltiplicando pel moltipl:-
catlore,

Invecedi scrivere 3+3+3+3-1
si scrivera 1n modo abbre-
viato 3 X 5 ovyvero 3.s,

8. Teorema 6." — La som-
ma di due o pit multipli
della stessa base ¢ wun mul-
tiplo della stessa base che
ha per coefficiente la somma
dei coefficienti di ciascun

multiplo.

Difaltis X2+ 8% 38 +8% 4=

¢ pel teorema 3.°

9. Teorema 7° Viceversa, —
Il multiplo di wun numero i
St pud scomporre in una
somma di pii muttipli delle
stesso numero, @ cui coeffi-
cignti abbiano per somma il
coefficiente del multiplo dato,

Ovvero: Il prodotto di |

un numero per una somma
e eguale alla somma dei pro-
dott: del numero per ciascun
ternmune della somma.

0. Teorema 8° — Un mul-
tiplo di una somma & eguale
alla somma degli stessi mul-
tipli dei suoi singoli lermini,

Ovvero: Il prodotto di
ItRa@ SOMING per un numero
é eguale alla somma dei pro-
dott! del numero per cia-

scun termine della somma.

Tuvery, di scrivers
IXIXIX3%2 si seriverh in
modo alilyeyiato 37,

8. Tvorema ¢° - I pro-
dotto di rfuf,' 0 pfz}. pozenze
della stessa base, é una po-
tenza fft'”n Slessa base EJ’H’.'
ha per “sponente la somma

degh eNbonenti di ciascunce
pﬂtenzu.

(B+E)+(H ! H.,.E)_i_(g_,-_a.é.g...g-‘j'

9. Tewrema 7° - Viceversa.
La potenza di un nume-
ro  si Vi q:";c sScom porre Hf‘f
prodotty oy pite potenze dellv
SLeSSO Numero , i cui espu-
nenty ﬂbufli'ﬂ no per sommma le-
‘ponente della potenza data

0. Toorema 8° — La o
tenzo di 5y prodotio € eguale
al prodpgy,, delle stesse po-
tenze dey Nuol singoli fﬂHuri".




- K =
Difatti (8+6 + &)X 3=(3+ 6+ 4) + (86 + 4)+ (36~ 4) & per il
leorema 5"=H+ﬁ+4+3+ﬁ+4+3—:—ﬁ+4eperil teorema 2.
—(B+8+8)+(6+6=6)+(A+4+4)=8XI+6XI+aX3,

11. Teorema 0°~ Vieeyersa:
La somma di pie multipli
che hanno lo stesso coeffi-
ciente & eguale ad un unico
multiplo che ha per base
la somma delle basi, e per
coefficiente lo stesso coeffi-
ciente.

12, Tevrema 1w0° — I pro-
dotto di una somma per una
somma & egnale alla somma
det produtti di ciascun ter-
mine del moltiplicando per
ciascun termine del moltipli-
catore, (%)

(I1 seguilo al prossimo [ascicolo).

11. Teorema 8°— Viceversa:
Il prodotto di pin  potenze
che hanno lo stesso espo-
nente & eguale ad un'unica
potenza che ha per base il
prodotto delle busi, e per
esponente lo stesso esponente.

tz. Teorema 10° — La po-
tenza che ha per base un
prodotto e per esponente wna
somma é eguale ul prodotto
delle potenze di ciascun fat-
tore dvlla base elevatv ad
un esponente eguale a cia-
scun termine dell esponente.

F. Amoneo.

PROPRIETA” DELLE CIRCONFERENZE CONCENTRICHE
RISPETTO ALL'EQUIVALENZA GEOMETRICA

— e R =T

1. — Sia ABC unn Lriangolo ﬂculangnln in C e BD la

sua ultezza relativa al lato AC, si avra:

g{AB) = ¢(BC) + y(AL) = 2r (GA, CD).

Qi desciiva la oirconferenza ADBD, (i ceutro O, e con-
ducasi la CO, mediana del triangolo ABC rispetto al lato AB,

By -
St I::.’I.'IE .

g(BC) + g(AC) = 2iC0) + 2/(A0) ;

t*y 1 teoremi dei n. 8. 0. 10, 11, 12 pusspno considerarsi come troremi
della motliplicazione ed allora essi non avrebbern teareu vorrelativi a 8)
nistro. ¢ dovrebbern precedere il leorema 7 a desivi.
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onde, a motivo dell'eguﬂglian'za precedente, si ha:
r(CA, CD) = g(CO) — g(A0)= g(CA,),
dove CA, rappresenta |a tangente condotta da C alla cir-
couferenza ABD,
Possiamn dunque enunciare il noto teorema :
Se da un punto esterno ad una ctrconferenza si con-

ducono a quesie  quante st vogliono secanti , & costante
it rettangolo di una di esse e della sua parte esterna, ed

N

¢ equivalente al guadrato della tangente condotta dallo
stesso pento alla circonferenza.,

2. — Sia ABC unp triangolo ottusangolo iu C e BD la
sua altezza velativa al lato AC, si avra »

g(AB)= g(BC) + g(AC) + 2r(CA, CD).

S descriva la circonferenza ABD, di centro 0, e conducasi
la CO mediana del triangolo ABC rispelto al lato AR, segne:

g(hC) + g(AC) = 27{C0) + 2¢(A0)
quindi, sostituendo nell'egnaglianza precedente::
r(CA, €D) =g(A0) - ¢(CO) = g(CA, ),
dove CA, rappresenta la meta della corda perpendicolare a CO.
Ciot il noto teorema :

Se per un punto interno ad wuna circonferenza si con-
ducono a questa quante st vogliono corde , & ecostante

il rettangolo dei segmenti di wna i esse compresi fra il

punto e la circonferenza , ed ¢ equivalente al guadrato

\
O e
e

o

- — T “w
L YR . i -
=
e
- § = LS

= P —
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della metd della corda che risulta divisa per inetd dal
pirnto stesso.

2. — Dai teoremi precedenti seguc immedialamente ches

Due circonferenze concentriche godono della proprietd
che, conducendo per un punto qualunque di una qualunque
di esse una relta ﬁnﬂ ad avere due plendt in comune col-
laltra, il rettangolo dei due segmenti & costante.

i analoga proprieta godono anche due slere concentriche.
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4. — Siano due circonferenze di comune centro 0; nella
circonferenza minore si conduca un diametro qualongque AB
e si congiungane 1 punti A e B con un punto qualunque C
della circonferenza maggiore; condotta la mediana BO, si avra:

g(AC) ~ g(BC) = 29 (AO) + 24(CO).

Analogamente mella circonferenza maggiore 8i conduca un
diametro qualunque A'B' e si congiungano i punti A" e B
con un punto gualonque C' della circonferenza minore, con-
dotta la mediana €C'0, s1 avra:

g(A'C') + g(B'C') = 29(A'0) + 24(C'0);
e poiche AO=C0 e CO=A'0, si ha il teorema:

Due circonferenze concentriche godono della proprietd
che, conducendo da un punto qualungue di una gqualunqgue
di esse due rette fino a terminare in due punti diame-
tralmente opposti dell altra , la somma dei quadrati dei
due segmenti é costanie.

Si puo osservare che detta somma costante, essendo equi-
valente al doppio della somma dei quadrati dei raggi, e
pure equivalente alla somma dei due quadrati insecrittibih
nelle stesse circonferenze.

Di analoga proprieta godono anche due slere concentriche.

5. — Considerando due circonferenze concentriche, & chiaro
che tutti i punti della minore , ed essi soli, godono della
proprieta di dividere le corde della maggiore in modo che
il rettangolu dei dne segmenll sia equivalente ad un qua-
drato determinato; mentre tutti i punti della maggiore, ed
essi soli, godono della proprieta che le secanli da essi con-
dotte alla minore e le rispellive parti esterne conlengono
un rettangolo equivalente allo stesso quadrato; se dunque
ire circonferenze di comune centrd O sono tali che, conduo-
cendo da un punto P della circonferenza intermedia la tan-
gente alla slessa fino ad incontrave in Q la maggiore, e
conducendo pure da I' la tangente PR alla minore, nmescano
uguali le due tangenti PQ e PR, s1 avra per upa secaule
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qualunrue AB la coi origine ¥ un punto A della maggiore
e che interseca la media in B e C:

rAB, AC)= g(PQ)

per una corda qualunque C'B' della media intersecante la
minore in A':
r(A'R, A'C')=q(PH},
e quindi :
r(ABAC) =r(A'B!, A'C'),
€ si polra enuncilare il teorema :

Data una circonferenza, il luogo geometrico dei punti
(del piano) tali che, conducendo per uno di essi una relta
qualungue fino ad avere due puntt in comune colla cir-
conferenza , il rettangolo dei due segmenti compresi [ru
detto punio e la circonferenza sia equivalente al quadrato
di un dato segmento, e in generale un sistema di due cir-
conferenze concentriche alla data, luna interna e laltra
esterna. Il raggio della circonferenza interna é coteto di
“n triangolo rettangolo avente per ipotenusa e per cateto
rispettivamente il raggio della circonferenza data ed il seg -
mento dato; il raggio della circonferenza esterna é ipote-
nusa di un triangolo rettangolo avente per cateti il raggio
della circonferenza data ed il segmento dato.

Se il segmento dato & minove del raggiv della circon-
ferenza data, il tnogo geometrico de punti in discorso e,
come s1 ¢ detto, il sistema delle due circonferenze sopra ac-
cennate ; se il segmento ¥ ugnale al raggio della circonfe-
renza dala, la circonferenza interna si riduce al cenlro; se
infine il segmento dato @ maggiore del ragaio della circon-
ferenza data, la circonferenza interna non esiste.

S pud osservare che, condolta per un punto A" della
civconferenza intermedia una secante qualongque A"B" alla
circonferenza minore, intersecante la media in C", e condolin
per un punto A" della circonferenza intermedia una corda
qualungue B"C" alla circonlerenza maggiore, si ha sempres



“¥9 -
r(A"B", A'C")=q(PR)

r(AlH'BI‘H‘ A'I“C-"'J e q (PQ}
¢ rquini

A, AVCM) = (A", AMC");

il che ¢i dice che la circonfevenza intermedia gode rispelto
lle altre due della stessa proprieta di cul godono le altre
due I‘is;lmtl.u alla prima.

[l teorema vale anche per tre slere concenliiche avenli
i raggi nelle condizion anzidelle.

6. — Se data nna circonferenza qualunqne di centro O
¢ di raggio OA che chiameremo 7, si conduce in A la tan-
vente AA, uguvale ad un dato segmento @, s conduce OA,
e s'innalza ad essa la perpendicolare A,A,=a, si conduce
ln OA,, e cosi di seguito, ovvero fatto ceniro in A cou
raggio nguale ad a si descrive uua circonferenza ed a que-
sta si condoece la tangente OA', fatto centro in A’ con raggio
uguale ad a si descrive una circonferenza ed a quesla s
conduce la tangente OA', e cosi di seguito, le circonferenze
di centro O e di raggio O\, 0A,, OA,,......, DAL DA sorsns
si trovamo a lre a tre prese conseculivamente nelle condi-
zioni indicale dal leorema precedente.

Le longhezze dei raggi OA sono date dalla formula

R=Vr*+na® quando s faccia successivamente n uguale a
B, 35 By s escoes —1, —2, —8, .n.es.. Menlre pero per n po-
sitive non dobbiamo pore alcuna limitazione . altreltanto
non si pud dire pei valori negativi 1 quali evidentetoenle
dovranno soddisfare alla condizione r* -~ na® 2 0. E chiaro
infine che guando a* sia nna parle aliquota di r?, e solo
in questo caso, R potra divenire nullo,

Analogo ragionamento pud fars? per una serie di sflere
concentriche aventi i raggi nelle condizioni anzidette.

Dieco Dott. FEeLLiNt.
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NOTA
SUI POLIEDRT REGOLART I SEMI-REGOLARI CONVESSI

Negli ordinari tratiati di Geomelria si suole dimostrare nel
capitolo sui poliedri, colla definizione e con teoremi molto
semplici, che non possono esistere piu di cingue specie di
poliedri regolari. In aleuni poi (Legendre — Sannia e D'0Ovidio)
si costruiscono questi cinque poliedri e con cio si conchinde
che realmente esistono cinque soli poliedri regolari,

Ora in nessuno di quei trattati elementari si nsa dar
ragione del numero delle facce di cotesti poliedri e giusti-
ficarne il nome avnlo; che se la costruzione implicitamente
determina coteslo numero, non mi pare perd razionale I'ar-
bitrarieth che si presenta all'origine della questione. E ben
vero che il Baltzer nella sna eccellente Stereometria tocco
in modo generale queslo argomento stabilendo molte rela-
zioni fra il pumero delle facce, dei vertici e degli spigoli
di vn poliedro qualunque e deducendone importanti conse-
guenze, ma quella trattazione per la soverchia generalila esce
dai limiti di un insegnamento secondario e per la soverchia
concisione poco si addalta a una mente giovane. D’ altra
parle questo argomento dei poliedri regolari e semi-regolari
mt sembra molto conforme allu scopo che deve avere I'in-
segnamento della matematica, specialmente nelle scuole se-
condarie classiche , poiche oltre ad esercitare la [antasia
geomelrica, metle in chiaro come da semplici defiuizioni e
poche verita dimostrate si possa arrivare ad importanti ri-
sultati.

lo mi propongo con questa nota di colmare questa la-
cuna, dimostrando con mezzi mollo elementari quanti e guali
sieno i poliedri possibili regolari e semi-regolari convyessi.
A fondamenlo di queste ricerche sta la formula di Eulero
[+v=5+2 e il teorema ~che in un poliedro qualungue il
numero degli spigoli & la meta di quello degli angoli piani.
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Poliedri regolari (Platonici).

Le facce dei poliedri regolari non  possouo essere che
triangoli equilateri, o quadrali o pentagoni regolari, i primi
possono Tiunirsi inlorno a un verlice a tre a lre, a quatlro
a quattro, a cinque a cinque, 1 secondi e 1 terzi di neecs-
sith a 3 a 3, dovendo la somma degli angoli piani di wun
angoloide essere minore di & retti.

1° Caso
Triangﬂli equilateri a $ a 3 intorno a un verlice.

Se 2 & il numeru delle tacce, 22 dovea essere il namero

" y re_ s E . . . .
tlﬂgll ﬂﬂgﬂh plat, T II']III.‘“I'_I r]t'.gll slngnh, 22 qm*“u det ver-

tici, e questi valori posti nella formols di Eulero danuo

- B i
2X = + 2, A =4.
2
Poliedro regolare a 4 facce, 4 vertici, ¢ spigoli, — 7Ze-

traedro regfrlare.
3° (Caso.

Triancoli equilateri @ § a 4 intorno a un verlice.
2 |

facce angoli piani spigeli vertici
ax 3.
aZ 3 —_— ——
2 4
3x 32X
T — = -2, XA =8§
A 2

Poliedro regolave ad s facce triangolari, 12 tl:ig:_rli, b VEr-

tici. — Ottaedro regolare.

3" Caso
L L ¥ . . * "
Triangoli equilateri a 5 a 5 inlorno a uo verlice

lacce angnli piuni spigﬂli vertict
3. S
x W —
2 D
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" 5 iy ST

Lt —=—q+2, =120
5 B

Poliedro regolare a 20 facee triangolari, 80 spigoli, 12 ver-
tici, — Icosaedro regolare.

1° Caso
Quadrati a 3 a 2 intorno a un vertice.

facce augoli piani spigoli vertici
i
3

X ix 2T

AX
.T-F—m'u-b-ﬂ' J =}
J

Poliedro regolare a 6 facce quadrate, 12 spizoli, 8 ver-
tier. - Esaedro regolare o Cubo.

5° Caso

Penlagoni regolari a 3 a 2 interno a un vertice

facce angoli piani spigoli vertici

ax
x s . i
2 3
% 5
.:I'-r--—-:——--;-a, T =19
3 &

Poliedro regolare a 12 facce pentagone e regolari, 30 spi-
goli, 20 vertici. - Dodecaedro regolare.

Francesco Panizza.
(# seguito al prossimo Jascicolo).




= 83 ~
ESERCIZI PER LA SCUOLA

Sut pentagoni regolari ).

1. Nel Pentagono regolare convesso ogni angolo & diviso in
Lre partl eguali dalle diagonali che partono dal suo vertice.

2. De1 due angoli adiacenti che [ormano le diagonali del
P.r.c. alla loro reciproca intersezione, uno egunaglia I'an-
golo del Pentagono, laltro ne ¢ i due 1erzi.

3. Le diagonali del P.r.c. si dividono due a due in parti
disugnali, di eui la maggiore eguaglia il lato.

4. La congiongente il panto d'incontro di due diagonali del
P.r.c. col vertice per cui non passano codeste diagonali,
passa per 1l centro del Penlagono (centro della cireonfe-
renza inscritta o circoseritia).

5. Determinare colla sola riga il centro di wn duto P.r.c.

Nel P.r.c le diagonali si dividono due a dne in sezione

anrea, tl cui segmento maggiore eguaglia il lalo.

7. La parte minore della sezione aurea (interna) latla sul
segmento somma della diagonale e del lato di un P.r.c.

=

eguaglia il lalo stesso.

8. Il segmeuto che si olliene aggiungendo alla differenza tra
la diagonale ed 1l lato Ji un P.r.e. la paite maggiore
della sezione aurea (**) fulta su di essa differenza, egua-
glia il lato del Peutagono.

9. Costruire 1l P.ure. a) dato il lato, oppure b) data la
d.iuguuﬂlh uplrurt t_:) dﬂla la suiniga v ]a 11111':1'L:|n:u LIL:“:]

diuguuale e del lato.

(*) « ABCDE & un Penlagono regolare cunvesso (P.r.c.); le sue disgo-
nali formano il P.r. stellato (P.r.st.) AFBGCIL. ... che ha per lali esse diagonali,
Chiameremo #nviluppe e corpo della stella rispeltivamente i Peatag.r'.¢f
ABCDE, FGHIK : angnli salienti o sempljgemente salienti gli angoli FBLG,
GCH, ADL..:, ed angoli renlranii o semplicemente rientranti gli angoli
AFB, BGC, CHD,....; punte delia stella i triangoli ispsceli che hanno per
angolo al verlice i salienti e per basi i lati del corpo. Considernunido poi
quali diagonali del Penl.sl. le congiungent due verlict non messi sullo slesso
lato, le indicheremo coil stmbnli Dg', Dg". Dg'" a seconra che uniscono i
vertied di doe salienti, o di doe rie lranti, o di un sahente e di un rienirante ».

[**) Senz'alira ind cazione intendasi « sezione aurea inlerna ».
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10. La diagonale di uwn P.r.c. eguagha Il segmento mag-
giore della sezioue aurea esterna fatta sul lato,

11. Su AD, segmento maggiore della sezione aurca di AB, si

¢ costruito il tnangolo isoscele ADE coght altri due lati
cguali ad AB, Si @ prolungato DA del segm. AG = AB,
vd EA del segm. AF = AD, e centro nei puntt G, E sj
sono descritti due archi dj raggio AB le cui iotersezioni
sono A ed H. Dimostrare che HEDFG & il P.r.c. di lato AB.

12. Costruire il P.p.t. a) dato il Perimetro, oppure b) data
la Dg®, oppure ¢) data la Dg”, oppure @) uno qualonque
dei segmenti determinati sy clascun lato dalla reciproca
loro intersezione.

13, In nna circonferenza , il eni centro e 0, prolungato il
raggio 0A della sua meth da A o L, e deseritto su OL
quale diametro la circouferenza, si b portata su LO da
Lin M la distanza del proto L dalle intersezioni delle
due circonferenze. Prolungato poscia OL, dall’altra parle
del centro, di OF = OM, s ¢ condotia la corda BC per-
pendicolare ad AF nel suo punto medio, Dimostrare che
ciascuno degli archi (minori) AB, AC & quinta parte della
careonferenza,

14. Indicando » il valore del raggio della circonferenza data
nell’ esereizio precedeate , dimostrare che valori delle
corde AB, BC, sono rispettivamente %r\/iu—ﬂ\-ﬁ{, _:i-r\/lhzv’_ﬁ.

15. Dividep. una emconflerenza data in 5 parti Egllﬂ“-

16, S¢ p o #oindicano rnggl di due Pent.r'c' di cui une
¢ quello {ormaty dalle diagonali dell’altro, si hanno le
velazioni P + r® = e, (P ~I')* = rp.

17. Dato un segmenty, determinarne un altro tale che ;I ret-
tangolo dei (| ge equivalga il quadrato della loro diffe-
renza. Quante soluzion; ammelle 1l Problema ?

18. Costrnisecas; il triangolo rettangolo con un cateto eguale
al raggio di un dato Pr.st. e coll'ipotenusa eguale a
tre meta dello siesso ragero. la differenza tra I'ipotenusa
¢ laltro cateto eguaglia il raggio del corpo del P.r.se.
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dato, ¢ la somma eguaglia il raggio dellaltro P.r.st for-
malto pl'n|ullgﬂlldﬂ 1 lali th‘ll'iiwilup[n;n i rluu“n dalo.

19. 1l quadrato del raggio dau P.or.e. equivale il reltan-

golo del ragao  dell’altro P.or.e. lormato dalle tlingnnali
del primo, e del raggio del Porst. (ormalo prolangando
Vo latt n quello dalo.

20, Ihvisa nna circonlerenza in 5 part egnali, se s condu-

21,

cono le rette per ogni dne des punt di divisione, il
lnogo  delle intersezioni  reciproche di queste rette & il
sistema i tre circonlerenze cuncentriche, quella v mezzo
essendo la data, i emi tre raggi formano una proparzione
conlinua.

Inscritlo i una circonferenza il Pore. ABCDE, Jetermi-
nata intersezione L del pl':p]|1||§_{:nmrnl.n (ly doe latt non
conseculivi AL, CD, ¢ I' intersezione D delle dingonali
AD, EC che passano per gh estrenn v codestt lati, di-
mosirare che la civconferenza @ il lnogo dei puonti tali
che il rapporto delle distanze i ciascaono di essioalle

intersezioni ‘suaccennate & coslanle.

22. 1l drametro di ona circonferenza il quale passa per il

punto d’incentro di dne diagonali del P.r.e. inseritto,
¢ diviso armonicamente da questo punto e dall'interse-
zione cot doe fati che terminano agli estremi di quello
a cul esso diametro & perpendienlare.

23. Coi dati delesercizio 21 dimostrare che i punli it con-

tatto delle tangenti condotte per L oalla cireonlirenza ,
sono le inlerseziont colla circonferenza stessa della e
peudicolare in D alla DL,

24. Costruire il P.r.e. o) dato il raggio e) dato I"apotema.

20.

20.

2T.

Costroire 3l P.r.st. e) dato il raggio, f) dalo Papotema,
g) dato il raggio del corpo?

Ad una data circonflerenza inscrivere e circoscrivere i
Pentagont revolart convessi ¢ siellati,

Centro un vertice A el I'.re. ABCDE, ¢ ragein la (i-
stanza tra A ¢ DC s ¢ deseritta la circonlercnza. Di-
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mostrare che 'arco FG di questa circonferenza com preso
fra le intersezioni colle diagonali AD, AC & la decima
parte della circonferenza.

28. [l rapporto tra il lato ed il raggio del Dec r.c, egua-

glia quello tra la diagonale ed il lato del P.r.c.

29. Nel Dec.r.c. il lato eguaglia il segmento maggiore della

sezione aurea faita sul ruggiu; ed 1l segmento maggiﬂn‘:
della sezione aurea fatia sul lato eguaglia la differenza
tra il lato stesso ed il raggio.

30 11 rageio d un eircolo eguaglia il segmenlo maggiore

31,

della sezione aurea esterna latta sulla corda corrispon-
dente all’angnlu al centro di 3:°
Dividere una data circonferenza in 10 parti Egnali.

32. Costruire il Dec.r.c. a) dato il lato, &) dato il ragein, ¢)

data la somma o la differenzy del lato e del raggio.

33. Costruire il P.r.s2. %) data la Dg.™, i) data "altezza delle

punte.

34. Nel P.r.c. ABCDE, prolungato un lato DC del segmen to

CM tale che DC + CM = diagonale, e preso sulla perpen-
dicolare AN a DC il punto H in mauntera che AH =NM,
si tagli in K il prolungamento di DM con la circonfe.
renza di centro O, punto medio di HN, e di raggio DA.

Provare che NK & il lato del quadrato equivalente al
Pent. dato,

3. Un P.r.st. e efuivalente al rrtlnngﬂlu del semiperimelro

36.

del corpo per il rageio.
Costraire il P.r. convesso o siellato equivalente ad un
dato poligono qualungue.

31. 8e a ed r indicano rispettivamente l'apotema ed il raggio

di un P.r.e s1 ha

Perimetro = (0a a— 2 1/5 = % P\fiﬂ = 5V5
Diagonale = ay/ 1o — 2¢/5 =%FV’rW + 2¢/5
Raggio = a(ys —1)
A[mtenm = :r{ V5 1)

&
A
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38. Se 2 ¢ p indicano ordinatamenie apolema e raggio d'un
P.r.st. s1 ha

"
i

Perimetro = 2 oV 10 + 2¢/5 = 10ay/5 + 2|/

|
to
o]
-
en

Dg™ =3 p(s — v/3)

lato delle Punte = p\/ﬁ ~2/5 = 2/ 10 —2/5

lato del Corpo =3 p\/su—zﬂwﬁ = 205 — 24/

|
]
—
-
™
&n
I
.
T

Raggio »  =%p(s~ y)

2 =1 p(ys —~ 1)

39. Verificare le segnenti relazioni tra gli elementi dei Pen-
tagoni regolari (a ed r indicando apotema e raggio dei
convessi , @ ¢ p gh elementi omonimi degli stellati) va-

: - o & 1, -
lutandoe in decimali, a meno di 5 in diletto, quelle
formole, dedotte da proprieth geometriche le quali danno

ciascun clemento in funzione diretta del raggio o del-
| apolema.
Pertmetro = r.5,8778525 = @.7,2054252
Diagonale = r.1.9021130 = @.2,35144 10
s
P.r.c. \ Apolema = r.0,8000169

Raggio =, » ¢ s »=:1;2360079

Area = 1".2,3776412 = a*3,6327126
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Perimelro = p.8,5105651 = o.30,7768353
/ Dg* = o.1,07185705 = 2 . 3,8042260

Dg™ = p.0,7265425 = « . 2,3511410
Dg™ = p.1,3810660 = & . 4,4721350
Apolema = p 0,3090189

Raggio = . . - % .3,2060679

P.r.st.
Altezza delle punte = p.o,6900830 = a. 2,9360670

Lato del Corpo = p.0,4490279 = . 1.1530850
Raggio del Co 'pe = p.0,3819660 = ot. 1,2360679
Area del Corpo = p*.0,3468932 = « . 3,63271 26
Area d'ogni punta = p*,0,4551353 = x. 1,6245084

Area totale = p.1,4225690 = o, 14,7557650.

G. Scoro.

il ——— SR

RISPOSTA ALLE QUISTION] 1, 2. 4 PROPOSTE 4 Pac. 25.

(1) Dati in un piano due triangoli ABC, DEF ed un
puento, se le relte cougiungenti questo punto con i yer-
tice A, B, C, D, E, F segano { lati rispettivamente op-
posti ad essi nei punti' A', B, €, D', E', F', { tre punti nei
quaii le rette AD, BE, CF tagliano ordinatamente le retie
A'DY BEY, C'T sono situwati in na stessa retta.

F. Nicowr.
Dimostrazione del Prof. . P’iﬂggf.

Sia I il punto preso nel plano; i due quadrangoli PABC,
PDEF considerali come appartenenti a due sislemi piani o, o
sovrapposli, individuano |a proietlivita tra i due sistemi,

nella quale P ¢ punto unito, ¢ quindi sono prospettive le
copple di punleggiato PAN....., PDD", ... PEE..... ; PCC ...,

'
& 5 " .l |
- i " o
3 Ty | - ol r i .
» e Y H iy
-

o i - ;
LT = T - o ey al [
5 = - -
ey = T = =L Ek - Pt - -
o i e e = o N e e P . "
N Ly ] - 5 . -u- o e = i B = =i

. -
Wiy e -

'y :ﬁﬁrﬁ 2, .:‘"— i

T T-.ul ':' o '1:.

Rl T et
=
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PFT...... E perd bastera dimostrare che 1 tre eentri ch
prospettiva sono in linea retla.

Sieno J, J,. J, i punti limiti delle punteggiate PAA,
PBB, PCC' ¢ 1, V'), ¥, 1 punti limiti delle punteggiate cor-
rispondenti: i punui J, J,, J, suno sulla retta limite di o,
e I, T',, I'y, su quella di o

Al punto all"infinite dv JJ,J,, considerato come  ap-
parlenente a o, corrispoude il punto all'infinite di 'l b -
percio le rette condotte da P parallelamente a JJ, e 1l
sono corrispondenti nei sistemi o, ¢ e rfuindi sczionando |
fasci proiettivi P(ABC....), P(DEF....) nspettivamente con le
rette JJ, e I'l', si hanno le punteggiate JJ J, e 1'V\I',.....
simili, come quelle in cul 1 punti all'infinito si cornspondono.

Essendo esse simili, 1 punti medi delle congmngenii
punti corrispondenti sono allineali, e allineali sono pure 1
simmetrici di P rispetto a tali punti medi, ossia proprio 1
centri di prospettiva delle punteggiate.

(2) Dati due tetraedri ABCD, EFGH ed wun punto, se
le retie congiungenti questo punto con i vertici A, B, C,
D, E, F, G, H segano le facce rispettivamente opposte ad
essi nei punti A', B, C\, D', E, F', G, H', i guattro punii
nei quali le rette AE, BF, CG, DH tagliano ordinatamente
le retee A'E', B'F', C'G’, D'H' sono situati in uno stesso piano.

F. Nicowr.
Dimostrazioue del Prof. F. Fiagg:.

Sia P il punto scelto nello spazio: 1 due pentlagoni
gohbi PABCD, PEFGH considerali come appartenenti a duoe
spazt X, 3" individuano la proiettivita, mnella quale P e
punto unito e quindi sono prospettive le coppie di punleggiate
PAA'...., PEE'....;PBP....,PFF' ... » PCC...,,PGG ....; PDD'....,
PFF'.... . Percio bastera dimostrare che i ¢gnatiro centri di
prospettiva sono in Do SLesso pranov.

Sieno J, J,, J,, Jz 1 punti limiti  delle  punteggrale

Ao BB PCiais PViiisy @ By Py W B 0 pomti i
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miti delle corrispondenti : i punti J, T, J,, J3 sonoc sul
plano limite di 3., e gli altri sol plano limite di 3’

Alla retta allintinito del piano JJ,J.J; . considerato come
apperienente allo spazio X, corrisponde la retta all'infinito
del piano 11,11, percid i piani paralleli a 1al; piani li-
miti condotti per P sono corrispondenti negli Spazi 2, X',
dunque sezionando le stelle proiettive P(ABCD....), P(EFGH....)
rispellivamente cop plani JJ.J.J, e I''T.l's, si hanuo ;
sistemi piani JJ J J, ..., FILILY, ... simili, come quelli in
cui le rette all'infinito si corrispondono. Essendo essi similj,
1 punti medi delle congiungenli i punti corrispondenti sono
50 uno stesso prano, e in uno stesso piano pure i simme-
metnci del punto P rispetto a talj punti medi, ossia pro-
prio i centri di prospettiva delle punteggiate.

W). = Risolvere il sistema d; equazioni

.r-—_yz=a\/1—)" V’i—z‘
Y —sx=byi-3* \/y = 22
2~ xy=cVi-x° t/l—-_r"

D. Besso.
Risoluzione del Prof. £ Fiaggi (®).

Dal porre cgoale a { il valore assoluto d'una delle in-
Cogmie s1 ottengono le seguenli soloziont

T+t =1 =y | 4 )
J |+t =1 44| =y (1).
S|+t +1 | —q | =y 5

valide quali che siano ; valori delle costanti; e le altre
subordinate a valorj speciali di qualche costante ;

T = { Y=z=3, sea=1;
(1)
EES FY==z=l, 85 an-u;

(*) Altre soluzioni furone viate dai Signorj J, Beyens, R. Badia, A.
de Zeltiry, 4. Massa, M. Rocehetti.
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¢ analoghe.
Risvlute le equazioni rispetto alle cosianti, si ha :

X -3 b Yy - 2Xx z —

xy
- o = s 0=
¥ Vi-)* \/i - 27 Vi—2° \/1 -x* Vi—Z° Vi -9

e di tlu‘l:

- |- X" —ry"—=2"4+22)2
V‘l - b* = */ J J ' | Z)
_V’I - 2* \/1 - 2"
V’i—ﬂz \/i—:ﬂ“—j“-—z“+ax_}—z
1= Yi-yp?
Dalle sei ultime egnazioni si deducono le
x(1—x?=y*—z" +2xys) — -2’y ryZ
a+bec= 24 , Vi=b* Vi1-¢’= J ;

(1=27) V12 Vi-2 (1—z* )V 1=V 12
dalle quali si ha la ¢* delle seguenti e analogamente le altre :

e : b
s a + be B b+ ca ¢c+ab (110

- * g — LA —
l/i—b‘ \/i-c’ Fink |/i—c"‘ Vi—a? Vi-a* yi1-b*
In generale (I) e (ITI) danno le soluzioni del sistema pro-
posto. Le (III) sono state ollenute nella tacila ipotesi che
nessuno dei binomi 1—a?, 1—5b% 1 -c¢? sia zero. Se ¢ nullo

voo o due dei binomi, ma non tutti ¢ tre, i valori dells
incognite (conf. {(«)) debbono annullare il polinemio

| —x*=79*-2"+2xyz, ma insieme almeno uuo del Linom,
{ —x% t=7% 1-2"; dunque (), (IL1) danno le soluzion
del sistema.

Se sono nulli totti e tre 1 binomi t—a?, 1 -0% 1=-¢",
oltre le soluzioni (L), (LI) il sistema ammette anche le solu
zioni di 4 — 2" - y* —2z*+2xyz =0 che non anuollino alcuneo
der bivomi 1 -2%, 1—77%, 1-=27

— N, D
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QUISTIONI PROPOSTE

7. - E dato il volume complessivo delle pareti laterali
¢ del fondo di nn vaso della forma di un parﬂ”{:lepipudn retlo

reltangolo, e sono date la grossezza uniforme delle pareti ¢

la grossezza uniforme del fondo. Delermiyare le dimensioni
del vaso in modo che sia massima la sua c

8. — Se un pentagono ha la proprieta che le conginn-
geoll i vertici ai punti di mezzo dej lati rispertivamente
Oppostl  passino per uno stesso punto, ¢ sieno in questo
punto divise in modo che il rapporto delle sue distanze da &

un vertice e dal punto di mezzo del lato opposto sia egualo j
per lutte, r[uel peulagunu ¢ regolare. :

apacita.

9. - Se due triangoli disegu

ali hanne cingne elementi
eguali, il rapporto  del maggior.

dei tre lati al minore @&,

i ciascuno dei dne lrianguli, minore dj bt ‘/_5
2

i "1-.-'1:;';':5. " i ] e
- Sy ]

.

P

oy Ay —
ban
T W,
e r
i -
[

10. - Esisle un triangolo el quale il ceutro del ecir-

colo circoscritto e il punto d”incontro delle altezze sicno
ambedue situati salla

—

bl v g v
[ Wi =

circonfeienza inseritla ?
D. Besso. }
RIVISTA BIBLIOGRAFICA
Guwio Guuiasi. - Element; di Algebra ad uso del Licei e

tlegli Istituti tecnici. — Torivo -= Ermanno Loescher — 1837,

latorno a questo libro, che per il contenuto e per 1'or-
dine col qnale gl argomenti vi son trattali non si discosta

nolevolmenie dagli altii che sono in usu nelle nostre scuole,
mi limiterd a fare alcune poche osservazioni.

It'§ 1 « Numeri Posilivi e negalivi », puo esser posto
a  confronto colla Nota « SOpra 1 numeri negalivi o che

[ — Firm — o

T
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'illustre professor Betti ha aggiunto al trattato del Bertrand;
na ¢ da dubitare se, come fa il Giuliani, sia felice la so-
iLituzione del concetto puramente geomelrico di determinare
listanze di punti sopra una linea retla, all’altro elementare
» pit generico di contare in avanti e indietro una moltilu-
line di oggetti disposti in linea. Oltrediche I'insigne nostro
Maestro nell’affermare che « 1'introduzione nell” algebra i
pumeri ai quali si atiribuiscono proprieta di convenzione e
che non hanmno significato, pred far nascere qualche difficolta
in chi comincia lo studio di questa scienza e non sembrare
abbastanza giustificata dallo scopo di render pmi semplici
alcuni resultati », ha, se non erro, avuto in mra di op-
porsi all’ abuso delle convenzioni che talvolla si supl fare
nella teoria dei numeri negativi, ma non di chindere I'adito
a chi voglia lenere una via di mezzo, la quale consisle nel
proporsi d’eslendere il concetto di numero al fine di dar si-
gnificato all'operazione a — b quando a & minore di b, traendo
esempio da quanto gia e stato [atlo per inlrodurre i numeri
frazionari. Assicurata cosi ai nuovi numeri (da chiamarsi poi
negativi) una definizione esclusivamente aritmetica, sarh am-
missibile qualungque metodo che si voglia adottare per ren-
dere intnitive sia la possibilita della introduozione , sta le
leggi che devono regolare il calcolo coi numer negativi.

Per dar esempio (n? 11) del metodo di dimostrazione per
induzivne da n ad n +1, non trovo conyenientemente scelto
il teorema del binomio di Newlon, se non si spiega il pas-
saggio dai coefficienti interi ottevuti mediante le moltipli-
cazioni successive, a quelli espressi sotto forma di quozienti. -
Al priucipio del § 4 (n? 13) ove si tratta della divisione di
duc monomi sarebbero pecessari maggiori schiarimenti pe
evitare che sia frainteso il confronto fatto dall’A. tra le
lettere nell’algebra e 1 numeri primi nell 'aritmetica.

Ne tutli forse approveranno (n° 45) la sostitnzione di for-
mule e d’ngunaglianze ai ragionamenti semplici ¢ Tigorosi col
quali si dimostrano ordinariamente 3 due teoremi che servono
di fondamento alla divisione del ptﬂinumi. V'ha anche qual-
che obiezione a fare, e in senso assoluto e per I' escmpio
scelto, quando alferma che il qquoziente di 45m8 diviso per
547 s1 deduce da quello dei due polinomi corrispondenti per
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4982 ‘'vdro & che insieme colle zralogie vanno wnotate
i dieeehelle differonze tra la divisione aritmetica e la divisione
R H! olimomi.. Sorvolo sul n°® 15 che coatiene la censurala
ARG T imgatiazione relativa alla divisione d'un polinomio per x—n,
‘pevehe I'A. stesso, con una sua recente pubblicazione, da
pmﬂm di modiﬂcurla, € passo EEHI'HltI‘D al 5 10 in cul 5
tralta dej prineipti fondamentali della teoria delle equazioni.
Mi piace il teorema del n° 43 dal quale discende 1l metvdo
di paragone o di confronto per la risoluzione d'un sistema
d’equazioni: noto soltanto che si potrebbero risolvere ruzre
le -equazioni rispetto ad x, anziché limitarsi alle prime due.
Aunche. a ¢io che riguarda le soluzioni negative delle equa-
zioni di primo gerado converreblhe dar maggior rilievo di
fuel che. .I'A. non faccia col parlarne brevemente nella riso-
luzione di due semplici problemi.

- Ksaunrile, nella prima mefa del lihro, le queslioni che si
rileriseono alle equazioni e diseguaglianze di primo grado ,
si presenta la teorin dei numeri irrazionali trattala cos) am-
plamente. e rigofosamente da far deplorare che vi si trovi
qualehe Llapsus calami, come I'ennnciato del teorema (n? 53):
¢« S¢ @ non & ‘potenza n*"** di un wltro numerv, non esiste

| nessun numero &, ué intero né fratto che sla radice z=ims
di a'», dov'd evidente che la tesi ¢ wnclusa nell’ ipotesi.
| Cusi pure non & generalmente vyerg quanto legoesi a pag. ss,
.'._;,_.? ﬂiu? chrf « se i duc nomeri a = (A, 7)), 8 =(B, B') sono ir-
razivnali, uno solo o (ut1j e due, si chiamerh somma dei due
E vomen z € B il npumero irrazionale) definito dalle ‘due
0 classi A+ B, A'+ B , potendo in infinili casi la somma di
due pumeri irrazionali essere razivnale. Oneste son pero lievi
mende, tolte le quali rimane, come ho gia detto, una teorica
: jzulla dﬁﬁf]ttumenl? anche nei mi.uimi particc:luri. Ma .si_put'::-
% mandare : Cﬂuw_eue veramenle il presentarla ai principianti
con tanla generalita e s) gran copia di nolazioni e di dise-
guaglianze ? Ed € Poi necessario, per mon contravvenire al
rigore, di mettersi per una via co) scabrosa? A me pare
di no. La dlﬂl?ﬂ.raziune che vi sono infiniti numeri che non
atmmntlonoirqdlce d"un determinato indice n, insieme col-
l?llh‘l‘l dell'esistenza di numer; razionali la cui poleuza n**me
differisce da un utwero, che won ¥ potenza n*™*. di una
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quantit'a pil:uula ad arbitrio, ¢ fondamento sulhciente per
intraprendere la spiegazione dell’algoritmo mediante il quale
si determinano le radici dei numeri. E colla costrusione ef-
fettiva delle due serie di numer razionali, si giuagera In
modo naturale alla concliesione che lali serie debbono essere
prese per definizione del simbolo {/ nei casi in cmi es» sa-
rebbe privo di siguilicato. A questo punto poi pnmhh op-
porlunamenle essere richiamato quanto di analogo pei DO-
meri razionali viene ad esser fallo, per esempio, nella teona
delle frazioni periodiche: e da tale ravvicinamenle scaturi-
rebbe di per sé¢ chiaro il concetto di definire un numero
mediante classi d’infiniti altri numeri. Poche e semplwci con-
giderazioni dovrebbero pure bastare per avviare con sicu-
rezza gli alunni allé' operazioni di calcolo coi numeri 1rra-
zionali, e molti invece e bene scelti dovrebbero essere gli
eseropi, senza i quali si corre il rischio di aver delicient
nell” applicazione anche coloro che sono riusciti a rendersi
sufficiente ragione della teoria,

Dopo ¢uanto ho detto dei numeri negativi e facile argo-
mentare che anche per i numeri complessi preferisco che st
domandi alla geometria una rappresentazione ansiche la
definizione: vsservo, ad ogni medo, che ne I'una n¢ laltra
posson dirsi complete se si tralascia dintrodurvi le funzivni
trigonomelriche.

Non llruluudn che il valente A. concordi in tutte gue-
ste mie opinioni, € mi terrd pago se, pubblicando una nuova
edizione del suo libro, mostrera di averle Lenote in quﬂlﬂllﬂ

conlo.
EiLcia Sapux.

PUBBLICAZIONI RICEVUTE DALLA DIREZIONE DEL PERIODIC!

Bibliotheca malhematica. Journal d'histoire des Mathémaltiques publie par
Gustay Enestrtom, Slockholm, 1885; N. 1.

Bullettino di Bibliografia e di Storia delle Scienze matemaliche e fisiche
pubblicato da B. Boncompagni. Tomo X X. Maggio—Sellembre 1887. Rama.

Giornale di Matematiche ad uso degli studnti deile Universita italinne pub-
blicato per cura del professore &. Battaglini. Volume XXVI. Marzo-Aprile,
Napoliy, 18BS.

Juurnal de mathémaliques élémenlaires a Pusage de tous les condidals anx
écoles du gonvernement et des aspirants au baccalauréal es sciences. publie
sous la direction fde MM. de Longchamps , Professenr de Matheimnafiques
speciales uu Lycée Charletnagne, Lucien Levy, Dirccteur des eludes &
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I'Ecole preparaloire de Samle-Barbés 3¢ série. Douzitme année. N. 4, By v R
6. Avril, Mai, Juin. Paris, 1888, : o
Journal de Mathémaliques élémentaives publi¢ par H, Vuibert. 12¢ Année, T
N. 14, 15, 16, 17, 18. Paris., M. Nony et C.'%, {7 Rue des BEcoles, 1888, 2%’
fornal de sciencias maihematicas e astronomicas publicado pelo D." F. Gomes
Teixeira. Professor na Escola Polytechnica do Porto. Vol. VUil n. 3 e &.
Cotmbra, 1888, | At
Le Scuole Secondarie eco dell’Associazione nazionale fra gl'insegnonti delle 57§
scuole secondarie. Anno V. N. 14, 15, 16, 17, 18. 19, 20, 24. Milano 1888, Qﬁ#i |

Muthesis recaeil wathémalique 2 'usage des écoles spéciales et des établis- L
sements d'instruction moyenne, publié par P. Mansion Professeur a I'Uni- B8 l

versité de Gand, et J. Neuberg Professeur i 'Université de Liege. Tome /i
huitieme: mai, juin 1888, ;
Rendiconti dell' Accademia delle Seienze Fisiche ¢ Matematiche (Sezione della
Societd Reale di Napoli). — Serie 2.* Vol, 2. — Marzo—Maggio 1888.
Rendaconti del Circolo matematico di Palermo. — Tomo I1. Fascicoli 1. 2. 3.
Rivista scientifico-industriale compilata dn Guido Vimercati. Anno XX.
N. 7, 8, 8 e 10. Firenze. 1888.
Acawennong (G.) — [I terremolo nel vallo cosentino del 3 dicembre 1887,
(Rend. R. Acecademin Lincei, 1888). A
AcamrnNONE ((G.) @ Cancant (A,) — Contributo alla storia ed allo stadio
delligrometria. — Augpnali delln Meleo. italiana. — Parte . — (885,
AManzio (D.] — Aritmelica pratica ad uvso delle scuole ginnasiali e tecniche
¢ dei collegi wmililari. Cav. A. Morano, editore. Napoli {886. — Prezzo L. 3.
—— Selle lezioni (i algebra ad nso degli alumni d'Islituto tecnico. B. Pel-

lerano, editore. Napoli 4881. — Prezza L. 2,80.
—— Sullo sviluppe in serie delle radici di un'equazione algebrica di grado w
qualunque (Rendiconti dell’Ace. delle Scienze. Napoli 1877). — Di alcane ol

;g : - d d d d
t ¥ r # — — FpErEpm® — il — e
rasformazioni del simholo @ operazione V ; Ud:r Z Yri:.r LS

proprieti di aleuni delerminanli che derivano da qoeste trasformazioni
(Gior, di Baltaglini. Vol. XX1). — Iutornv ad una fonzione isobarica

(Atti dell' Acc. Pontoniana. Vol. XVHl). — Sepra alcune formole (Gior.

di Battaglini. Vol. XV), _ L L
Bekxaror (G.) — Tavole dei quadrati e dei eubi dei numeri inferi da 1 a

1000, con un leorema nuovo sopra la radice quadrata e solla radice cp-

biea. — Parma, tip. Ferrari e Gamberini, 1888. — Prezzo L. 1.30. Je
Bermisy (B.) — Sopra alcon) teoremi fondamentali delle curve piane alge- M' i

briche (Rend. Ist. lomb. 188B). N
BerTazzr (R.) — Sulla derivata tolale delle funzioni di due variabili peali ’T%jf'

¢ sull'inversiope delle derivazioni 1Gior. di Battaglini. Vol. XXVi1). — Sp .5'%.;;';'

una corrispondonza fra un grappo di punli ed un continuo ambedue lineari T4

(Annali Matema. 1888).
Casonars (F.) — Sopra le coupures del Sig. Mermite. i Querschnitte e le

superficie di Ricmonn, ed 1 concetli d'inlegrazione si reale clie complessa.
Articolo secondo (Anmali matema. 1888):
Fuamrint (G.) — Aritmelica pratica ad uso delle scuole elementari del Re-
guo. — Parle I, 2" ediz. — . B. Paravia e C.* — Prezzp: L. 0,40,
Junc {G.) — Snl'a riduzione all'ordine minimo dei sistemi lincari di genere
qualunigue (Rend. Ist. Lomb. 1888). — A propos des deux récenls Com-
oimnrcations de M. J. Bertrand « Sur la probabilité du tir 3 la cible »
(Comples rendus. Avril 1888). 3

Macer (G, A.) — Sulla propagazione libera e perturbata delle onde lumi- o5
nose in un mezzo solropo (Aunali mal. 1888).

--.H:"

(Il seguite al prossimo [ascicolo).
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SULL APPROSSIMAZIONE DFLL’ ORDINARIA INTERPOLAZIGNE

NELLE TAVOLE DI LOGARITMI
DELLE FUNZIONI GONIOMETRICHE

Mi propongo in questa nota di determinare per via ele-
mentave un limite superiore dell” errore derivante dallordi-
nario melodo d'interpolazione nelle avole logaritmiche delle
funziomi gnniumetrithe.

L.
i, Premettero alcuni teoremi, che servono a delermivare

un limilte superiore dell’'errore, di cui & afletto il logaritmo
di un pumero a, il suo logaritmo-seno e logaritmo-tangente,

essendo noto di @ un valore @' approssimato a meno di 2.

ol N . . 1 .
Qualsiasi l'intero positivo m e il numero x<—, sl ha
m
sempre :
1
(1) f+mxe<l(t + )" < (™)
4=
— o I
(*} Dall'identita
4™ — b = (@ —b) (8™ 4 a™ 2B+ eeeen + P
si ricava, supponendo a>>b:
a” — b > b (a—0) (1
a™ — " L ma™ " (@ — b) (2
05914 ;
b >a™ ' (a—m({a—10))

Pasto nella (1) b= 1., a=1 4 a, si oliiene
(14 &)™ > 1 4+ mz.
L altra limitazione della potenza (1 + x)™ si oltiene ponendo nell 2

i
'ﬂ—t. b=m,'m=n+i;

| i

“_i_m.}n*i-l?i—_[-rb.l-i} 1+JJ

51 ha cosl

la quale, dopo averne molliplicati 1 due membri per (¢t 4 z), quudo sia
na < 1, si polra porre, dividendo per 1 — nz, sollo la forma

4+ a" < !

{ —nr




—~ g8 —

Indicando eon p mn numero positivo qullunque e con r
un intero positivo >1, si ha dalla (1)

e quindi, 5

Nel caso di g intero, si ha dalla (1)

S U r
L Sr=— ) o rmm— s
ry r—1

i\ r o\’
(+2) <)
K r-1
qualunque sia l'intero r, purché maggiore di 1. Posto r = 100
risultera

() (1 - —) (:::;)wm <2,73

Se p & compreso fra gl interi consecutivi 7 ed n + t sara
'p compreso ira rn e rn +r, e posto ru=pn, sara

r<p<r-+4i,

eppercic sara

nellipotesi di »<n. In conseguenza si avra dalla (2)

() <) I

ma dalla (1) rvisulta

percio sara i

0 anche
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Supposto p>1001, si potra prendere r = 1004 e quindi

L\ 001\ '%0%
(4) [ +— | — < 2,73,
2 1000

Infine se & p <1001, ma maggiore di 1, sarh 1001 1001 e

quindi in forza della (2)

o i i 10D u 100t 100 2
(5) f =3 {1 p—= <| — < 2,78.
[T iﬂﬂilu 1000

Dalle (3) (s) (5) risulla che, qualungue sia il numeio posi-

livo <1, si ha
1

(1+ k) <2,73

dalla quale, prendende il logaritmo nel sistema a base 10,
msulla
0 1
] h) <— - R,
08,,(1 + ){20}‘{2 2
9, Se @' ¢ un valore approssimmalo di @ a meno di «,

si_ ba per definizione

a'-nga<d +

0
' - I »
a a
a
od anche, essendo per — <
@
2% i
2P = 1
a o
l-_—
2
. @ @
a: - <afa.—
ﬂ- —f.'l'. , & — X

Dalle quali, prendendo i logaritmi in un sistema di base
maggiore dell’unita, si ricava

| o | S

loga —lugﬂ,_ <loga <loga *1"3&7?;

X
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e poiche
a ~
r =1 4+ — [
N -4 T —2
¢
lo bt S I¢ | L
: gln _E ﬂ,_i{ Ugiﬂﬂ‘: uglﬂﬂ 'I'; "'_a-

Siamo cost in grado di enunciare il teorema: « Se a' &

un valore approssimato di a a meno di 2, sard loga' un

ﬂf

, 1 logn-

valore approssimato di loga a meno di log—
a — o

ritmi essenslo presi in un sistema di base supertore a |,
o anche , quando sieno presi nel sistemma a base 10, a
o

R
meno di - » .

2a —2
% - . i
3. Perche log, @' sia un valore approssimato di log, a

> 3 2 4 . .
a meno di = bastera determinare % in modo che in va-

lure assolole soddisfi alla disuguaglianza

x 1

T —

1
2 4 —a 1™

la quale, poicht a'>a~a, ¢ verificata a maggiore ragione
quando sia

| L i

= S

2 a1 - 2% 1)
D

< 2
s 3 « {1 3
| 107 + 4
<, Ilﬂl[:]li!'
2 i

frt } I ,
10" +4 40
bastera che sia
1

o< ’
10™

a.

A nuesta si soddisfa evidentemente pren dendo & minore di

of gediandt .

g

<t
biq
M
LT -
:E:ij
.1;

L

']

& " 5 [
e e
—

T
ey
pal =,

) A _p
T o i
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una unita defl’'ordine della (m + 1) cifra di @. In generale &
donque necessario conoscere una cifra di pii nel nu-

mero di quelle che vogliansi avere nella mantissa del lo-
garitmao.

5. 11 Ch. Prof. Davide Besso (*) ricerco per via elemen-
tare un limite dell’errore nel calcolo del logaritmo d'un nu-
mero dalo, non compreso nella tavola, e del numero corri-
spondente ad un logaritmo dato, coll'vrdinario metodo di
interpolazione. Egli dimostro il seguente leorema che richiamo
dovendolo applicare in seguilo:

« 13 Dati i logaritmi dei numeri a e a +d a meno di g,
Uerrore totale del logaritino di un numero, compreso [fra
a e a+d, calcolato colla solita proporziene, & sempre mi-

-:ll d
g+i—1 Dg I; } T

Per quanto abbiamo detto al n° 4 la limitazione del-
'errore nel calcolo del logaritmo di un numero dato, risul-
taunte dal teorema precedente, pud prenders: sotto la forma

1 d*
E§+ - 3

2 a®

nore di:

Noteremo ancora esplicitamente, che la parte g di detta li-
mitazione & dovula solo agli errori di cui sono affetti
log(a + d) e loga della tavola; menire l'altra parte di essa &
dﬂﬂllﬂ ﬂll‘allp]itﬂziﬂﬂﬂ dEl lhl'irt{:i|riu fJE”El lmrlr‘: pl‘uirurzinuﬂlt}.

irl-

5. Sia @' un valore approssimato di a (f:-c.:'_ —) , a meno di
2

%, Sia, Clue,
a-ala<la ~n,
sara ’
senfa’ — 2) < sena <sen{a’ + a)

(*) Sully approssimazione dell’ordinarin interpolazione nelle tavole di lo-
garitmi. Annuario del R. Istitule Teenico di Roma 1883,
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od anche

sena' — |sena’ ~ sen(a'-a) | <sena < sena’ + |sen(a’ + o) - senafl,

donde ricayasi

Sena’ —2sen-cos{ a'- - ) < sena < sena'+ 2sen- cos a'+ - 2
y - 2 2 2 -
e poiché

Sell-< - e cos|a'—- | >cos|a'+-),

2 32 2 2

; ' ] x ! ) = "

S€ha” — z2cos{ o' 5 ) <sene <sena'+a cos| a'- - ). A

2 ST
; s
Da qui rilevasi, cle sena’' & un valore di sena, approssimalo g5
. a B
d meno d] ‘:{:ﬂﬁ(ﬂ’_ _). PN

P

Dal v° 2 risulta quindi che log,, sena', sarh un valore
di log,, sena, approssimato a meno di

I x -
ZCONM @ -~ . B
2 poeE
2 ' | & &
S€NM — A Cos —- - SN
2 Ris

e quindi, essepdo

;) 2 .
Seif a'— - < Renn "
2

i %

i k|

b o
Iang(n’—- —) — &

4 mens anche (;

2

6. Sia Sempre

o' - 2 ZLa<a + o

P = .
con « {;: Sara

od anche tang(a' - o) < langa < lang(u" + %)

/ ’ .
lauga'~{tang,, ~lang(a'-x)| < anga < langa +{lang(a' +2)~tanga’|
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E, poiche
Send

cos(a' — o) cosa’

tanga' — lang(a' —2) =
o o

senz

tanc({a' + &) — ltanga’ =
8l J ® cos(rt +2) cosa’

cos(a' = %) > cos(a' + 2),

davremo
2

Lan ga'— o lnnga Z 13 ngu*—.n-

cosa'cos(a'+a) cos(a’+2)cosa’

E dunque tanga’ un valore di tanga , apprussimuta a
&

meno di r ' ;
cosa'cos(a’ + 2

Sempre pel n* 2 si ha che log,, langa ¢ un valore di
log, , tanga, apprnssimalu a meno i

x

i
2 sena cosla + %) —a

E inoltre
asena'cos(a’ -~ a) = sen(2a' + o) — sena, sena < 2,
epperd sara log,, tanga', un valore di log,, langa, approssi-

mato anche a meno di
at

sen(2a’ + &) — 3%
Errore Ricorpi,
(Il seguite al prossimv fascicolo).

T, L NS

CORRELAZIONE FHA 1 TEOREM
DELLE OPERAZIONI SUI NUMERI INTERI

—— N et w T Ce S

1
Oi'EnAzmrﬂ INVERSE

10. Dicesi resto o diffe- 13. Dicesi guoziente di un
renza di doe numeri il visul- | numero per un allro quel
tato che si ottiene diminnendo | numero che indica quarali ler-

| o=
i —.
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il nomero maggiore di tante
unita quante ne contiene il
nomero minore. — Oppure,
quel nomero che aggiunto al
diminutore riproduce il -
mnuendo.

mini egnali al secondo sono
contenuti nel primo,
Oppuore, quel numero che
moltiplicato per il divisore
riproduce il dividendo.

1 teoremi che andiamo ad esporre sono limitati alla pos-
sibilita di avere resti positivi e quozienti inleri.

14. Teorema 1° — Pepr sot-
trarre da wna somma uno
dei suor termini basta sop-
primere guesto termine nella
somma,

1. Teorema \° - Per di-
videre un prodotto per uno
dei suoi fattori basta sop-
primere guesto fattore nel
prodotto.

Difatti (2 +3+4+35) -3 per il teorema 1° del n. »

=2+4+53+8—-3=29 44 + 5.

15. Teorema 2° — Pop
Soltrarre da una somma un
nemero busta soltrarlo da
unodei termini della somma.

Difatti (2 + 10 + 4 + 8) = 7

15, Teorema 2° — Per Ji-
videre un prodotto per un
nrumero basta dividere uno
solo dei fattori pel numero.

per il teorema 2° del n° 3

16, Teorema 3° — Sz 4/
aumenta il diminuendo o si
diminuisce il diminutore di un
numero, senza alterare 'al-
tro termine della sottrazione,
il resto viene aumentato dello
slesso nwmero.

16. Teorema 3° — Se s/
moltiplica il dividendo o si
divide il divisore per un nu-
mero, senza alterare I'aliro
termine della divisione, il gieo-
ziente viene moltiplicato per
lo stesso numero.

Sia 12—5=17, dico 1° che (12+3)=5=7+3, e 2° che

12— (5-23)=174+ 3,
1. Difaii,

12=5+7 ¢ quindi per un ascioma e per il

leor. 3" del n, s, 12+8=5+(7+3) ¢ percid (12+3)—5=7 + 3.

2" Difatli, essendo 12 = 5+ T,

e per il
it = (5 =)= 7+ 3

teorema  del n, 13, 19 =

si ha pure, per un assioma

(5=38) +7+ 28 e pereid
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Corollario. — Per aggiun-
gere ad una differenza un
numero Si puo aggiungere il
natmero al sottraendo oppure
sottrarlo, se si puo, dal sot-
trattore.

17. Teorema 1° — Se i
diminuisce il dimminuendo o
s: aumenta il diminutore di
un numero, senza alterare
I"altro termine della sottra-
zione , £ resto viene dimi-
nuito dello stesso nwwmero.

Corollavio. — Per molti-
plicare un quoziente per un
numero si puo moltiplicare
il dindendo oppure dividere
it divisore, se si puo, per
quel numero.

i7. Teorema 4 — Se s
divide il dividendo o si mol-
tiplica il divisore per un nu-
mero, senza alterare laltro
termine della divisione, il
quoziente viene diviso per
lo stesso numera.

La dimostrazione & correlativa alla precedenle.

Corellario. — Per sottrarre
da una differenza un numero
si pud aggiungere il numero
al sottraltore oppure sottrarlo
dal sottraendo. (%)

18. Teorema 57 — Se si au-
menta o si diminuisce il sot-
iraendo ed il sottrattore di
uno stesso nwmero il resto
non st allera.

Corollario. = Per dividere
n quzfenre per un numero
si pud moltiplicare il divisore
oppure dividere il dividendo
per quel numero.

8. Teorema 57 — Se si
moltiplica o si divide il di-
videndo ed il divisore per
uno siesso nwmero il quo-
ziente non si altera.

Sia 12~3=17, dico che (12+3)— (5+3)=7, e che (12—3)~(5- 3)=".
Difatti, 12=5+7, e quindi 12 +3=(5+3)+7 e percio

(12 + 8) = (5 + 3)=T7.

L correlativamente: essendo 12=35+17 & pore 12-3=(5-3)+7

e percio (12-3)-(5=10;=71.

Questo teorema si puo auche Iaie dipendere dai duoe

precudenti.

19 Teorema 6. — Per sot-
irarre da un nwpmero una
somma st possono sotlrarre
dal numero successivamenie
i singoli termini della somma
nell' ordine che piace.

0. Teorcma &° — Per di-
pidere un numero per un pro-
dotto si pud dividere il nu-
®mero successivamente per i
singolt  fattori del prodoito
nellordine che piace,

i

(*3 1 teorema 27 ed i coroflari dei teoremmi 57 ¢ 47 sonu correlalisi del
teorcmn del n, 4 della rispelliva colunna.

- — __ —— T
A e Bl Y ]

=rall =k TR




- 106 -

Dico che 21 ~(5+64+7)=21-5—-6=7.
Difatti 2t —(5+6+7), per il teorema del n, 18 e per

quello del n. 14, = (21—5)—(6+ T=(21=8—t)=T=2~5~g—7,

20. Teorema 77 — Per ag-
giungere ad un numero una
differenza si pud aggiungere
al numero il soltraendo , e
“sottrarre dal risultato il sot-

trallore.

20. Teorema 7° — Per 1m0l
tiplicare un numero per un
quoziente st pud moltiplicare
it numero per il dividendo.
e dividere il risultato per il
divisore. |

Difatti 24 + (5—3) per il teor. 1° del n. o = (3 - 3) + 21
e pel Corollario del n. 16 =(21 + 35) — 3.

2i. Teorema 87 — Per soi-
trarre da un numerounna dif-
ferenza si pud aggiungere
il sottrattore, ¢ sottrarre dal
risultato il sottraendo. (*)

21. Teorema 8° — Per di-
videre un numero per un qieo-
ziente si pud molliplicare il
rumero pel divisore e divi-
dere il risultato pel dividendn.

Difatti 24 — (5—3) per il teor. del u® 18 = (34+3) — (5 — 3+ 3)

= (21 + 3) — 3.

22. Teorema 97 — La som-
ma di due o pit: differenze
¢ eguale ad un’unica diffe-
renza che ha per sottraendo
la somma dei sottraendi e
per sottrattore la somma dei
Soltrattori.

22. Teorema 9° — [ pro-
dotto di due o pii quozienti
¢ eguale ad un unico quo-
ziente che ha per dividendo
il prodotto dei dividendi e
per  divisore il prodotto dei

divisor:.

Considerando solo il caso di dupe differenze, dico cle

(8—2)+(5—8)=(8+5)~ (2 +a)

Difatti, (8—2)-+(5—3) per il teorema del n. 20=[(8~2)+ 5] 3
¢ pel corollario del n. 16 =[(s + 5)— 2| -3 e pel corollario
del n. 47 = (3 + 5) — (2 + 3).

23. Teorema 10° — La dif-
ferenza di due differenze ¢
eguale ad un unica differenza

23. Teorema 10° = J7 qro=
ziente di due quozienti é e-
guale ad wun'unicy quoziente

pe ———

(*) T teoremi 69, 7¢ ¢ &0 sono correlativi del Leorema del n. 5 della r-
spelliva colonna.
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che ha per sottraendo la
somma del sottraendo della
prima e del sottrattore della
seconda, e per sottrattore la
somma degli altri due ter-
mine. ()

che ha per dividendo il pro-
dotto del dividendo del primo
per il divisore del secondo,

e per divisore il prodotto de-
gli altri due termini.

La dimostrazione & corvelativa alla precedente.
I teoremi che segunono sono correlativi rispettivamente ai «
teoremi del n. 8, 9, 10, 11 della rispettiva eolonna.

24. Teorema 14 — La dif-
ferenza di due multipli della
stessa base e un multiplo
della stessa base che ha per
coefficiente l'eccesso del coef-
ficiente del sottraendo su
queﬂa del sottrattore.

———

—

24, Teorema 117 — 11 gquo-
ziente di due potenze della
stessa base & wuna potenza
della stessa base che ha per
esponente l'eccesso dell'espo-

nente del dividendo su guello
del divisore.

Difatls (BKE)—(sx3)=(a+5+n+5+3)-—(3+3+a) e per
il teorema del n. 19. =8 +8=8% (5 - 3).

25. 1eorema 12° YViceversa:
Il multiplo di un numero si

pid scomporre in una diffe- |

renza di due multipl; dello
slesso numero, t cui coeffi-
cienti abbiano per differenza
il coefficiente del multiplo
datlo.

Ovvero: 11 prodotio di wn
numero per una differenza é
ngmft’ alla differenza dei pro-
ditté del numero per cioscien
termine delln differenza.

26. 138 Un
multiplo di una differenza é
eguale alla differenza dei
multipli dei suor singoli ter-

mint.

Tevrema

25. Teorema 12? — La po-
tenza di un nwmero si pied

scomporre nel quoziente i
due potenze dello stessn nu-

mero, { cuies onenti abbiano
per differenza I esponente
della potenza data.

26. Teorema 137 — La po-
tenza diun quoziente é eguale

ad quozsiente delle potenze
det swuoi .H'ngnh' termini.

(*) 1 teuremi 9% e 10" sono correlalivi del teorema del n. o dells stessa

eonlonna.
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Ovvero. — 11 prodoteo di s
wna differenza per un ny- b
mero é eguale alla differenza
dei prodotti di ciascun ter- |

mine della drﬁ'ﬂrenza pel nu-
mero.

Difatti (7-5)Xa=(1~3) +(7 - 5) + (7-35) e per il teorema 5
del n. 22 =(7+7T+7)—(5+5+5)=7%3—5X 3. o

e7. Teorema 14° Viceversa: 27, Teorema 147 Viceversa: l*"
La differenza di due mulii- | Il quoziente di due potenze, i
pli, che hanno lo stesso coef- | che hanno lo stesso esponente .
ficiente ma basi differenti, | e basi differenti, ¢ eguale ad
¢ eguale ad un multiplo che | una potenza che ha per base
ha perbase la differenza delle | il quoziente delle bausi e per

basie per coefficiente lo stesso esponente lo stesso esponente.
coefficiente, S

e b -

Per brevita tralasciamo di trascrivere il correlative del
“teorema del n. e, S

Nell ipotesi della nota del n. 12 i teoremi dei n. 10 e o
28, considerali come teoremi della moltiplicazione, avrebbero
per correlativi i seguenti nclla divisione :

a) 1l quuzfente di una somma PEr un numero % Eguale

alla somma dei quozienti di ciascun termine della somma
pel numero,

- & 1
b) 1 quoziente di wunaq drj)‘ﬂren:rz pEer wh nuwmero e

eguale allag differenza dei guozienit di ciascun termine
della differenza per il numero.

Napoli, Dicembre fsss,

F. Amopko.

____-“-h-—_—-ffh‘_'#m B —
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NOTA
SUT POLIEDRT REGOLARI E SEMI-REGOLARI CONVESSI

( Continuazione).

Poliedri semi-regulari od Archimedicl.

In questi poliedri le facce devono essere regolari ma non
tutte dello stesso numero di lati; gli angoloidi devono es-
sere od eguali o simmelrici; percio non se ne polranno
ayvere che di due specie, la prima avente per facce due po-
ligoni regolari con diverso numero di lati, la seconda tre.
(Se 1 quattro poligoni regolari piti semplici concorressero in
ogni vertice la somma degh angoli piani supererebbe gia
4 Retti). La prima di queste due specie si-suddivide in g
gruppi, a seconda che le facce si rinniscono intorno ad
ogni verlice a 3 a3, 0a4a4, 0asas;non e possi-
bile che le facce si rinniscano in numero maggiore poiche
il caso che si presenterebbe il pit semplice di 5 triangoli
equilateri e nn quadralo intorno a un vertice darebbe gia’
una somma di angoli piani maggiore di 4 Retti. La seconda
poi in due gruppi, a seconda che le facce si riuniscono in-
torno ad ogni vertice a 3 e 3 od a 4 a 4.

Si presenla percio naturale in questa ricerca dgﬂa pos-
sibilita di poliedri semi-segolari, di combinare in ciascuna
specie in tultl i modi possibili i var ]mliguni regolari co-
giulta
opportunamente scelta 1 numeri da sostituirsi nella formola
di Eulero.

minciando dal pii‘l semplici e di es]Jrimcre Ccon una 1nco

Poliedri semi-regolari della 1" Specie
con facce regolari di due numeri diversi di lati.
B
I* Grurpo

Le facce concorrono a 3 a & mel verlicl.

In questo Gruppo & inulile considerare quei poliedri,
nei verlici dei quali concorrono tre lacce aventi tulle e tre
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od anche due solamente un numero dispari di lai, poiche
in ambedue i casi sceglieado quel poligono che in opni ver-
tice compare due volte ¢ cercando di disporre le facce in-
lorno ai suoi vertici a partire da un primo, si riconosce
percorrendo il contorno che nel vertice di partenza dovreb-
bero per il nomero dispari dei lali concorrere due poligoni
dell” altra specie, conlro |’ ipolesi.

Percido non avremo a considerare in questo Gruppo ‘i
casi, in cui concorrano in un vertice due triangoli equila-
terl e un quadrato, oppure due triangoli e un pentagono,
0 due pentagoni e un quadrato, o due pentagoni e un esa-
gono, due peutagoni e un ottagono e due eltagoni e un goa-
drato; escludendo gquestl casi avremo in ordine di sempli-
cita da considerare i seguenti,

1 Caso

Un triangnln e due quadrali inlorne a nn vertice.

S¢e x & il numero degli angoli piani appartenenti ai
‘triangoli, 2 sarh quello degli angoli appartenenti ai (ua-

g ¥ - # & - L] - nr
drati, quindi 22 il numero totale degli angoli plani; —
'

sara quindi il nomero degli spigoli, e poicht ogni terna dj
angohi piani x determina un triangolo, ed ogni quaderna

desl: _ : y &,
‘eglt angoli 2x delermina un quadrato, sara = il numero

: . &, ; . :
delle facce triangolari e - il nomero dei quadrati; sostituendo

questi valori nella formola dj Eulero, avremo

X @ 3
— * —+ '=— + 9 A = §,
3 B 9
Poliedro semi-regolare a ¢ facce, 2 lriangolari e 4 (qua-
drate — spigoli 8 ~ vertici 6. Questo poliedro non puo es-

sere clie up prisma a base triangolare e si puo facilmente
costruire,
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Osservazione I* — In questo primo Groppo della prima

specie rienlrane tatk i prismi retu a basi regolari con facce
laterali quadrate; quello considerato nel caso 1° sarebbe il
pit semplice di essi; ometleremo per cio in seguito di esa-
minare questi poliedri che formano una serte illimitata di
questo 17 Gruppo.

Osservazione J[*. — Due triangoli equilateri non possono
concorrere in un vertice con un esagono regolare o con un
poligeno di un numero maggiore di lati, poicht la somma
di due angoli piani di ogni angoloide sarebbe eguale o mi-

nore del terzo.
9° (Caso

In un vertice concorrono un triangolo equilatero
e doe esavoni regolari.

Rappresentando con o il numero degli angoli piani ap-
partenenti ai triangoli, 2 sara quello degli angoli appar-
tenenti agli esagoni, e con una analisi simile a quella te-
pula nel caso 4° si avra

angoli piani vertici spigoli facce
3. X X

X+ 2x X — = =
2 3 3
2 3
— L=y X =12,
J 2

Poliedro semi-regolare ad 8 facce, a triangolari e 4 esagonali -
vertici 12 — spigoli 18.

Tetraedro—tronco di Kepler (1). Per 1l modo di otte-
nere questo e gli altri poliedri Archimedici dai regolari si

veda la — Genetische Geometrie von Heinze. Pag. 153,
3° Casg
In un vertice concorrono un triangolo equilatero
e due ottagoni regulari.

Chiamando x il numero dei vertici, & sara pure il nu-

(1) Kepler. Harmonia mundi.




e §RE =
mero degli angoli piani appartenenti ai triangoli, 2z quello
degli apgoli appartenenti agli ottagoni e si avra
anguli piani vertici s]:nignli facce
3y X

X -+ 20 X — — e —
2 3 4
N N S 3
-—-+—-+.I'=——+2, (I.'=24.
J 4 2

Puliedro semi-regolare di 14 facce, 8 triangolari e o ollago-
nali ~ spigoli 36 — verticl 24.

Cubo tronco di Kepler. — Si pué oltenere con smussa-
menti dall’esaedro regolare. (1)

§° Caso.

In un vertice concorrono un triangolo equilalero
e due decnguni regnlari.

Rappresentando con 2 il numero dei vertici si ha

angoli piani vertici spigoli facce
3. xr x

x -+~ 27T i - — S S—
2 3 0
A M M 3
— + —+Xx=—+2 =60
J o 2

Poliedro semi-regolare a 82 facce — 20 triangolari e 12 de-
cagone - verlici 60 — spigoli 90.

Dodecaedro tronco di Kepler. — Si olliene con smuossa-
samenti dal dodecaedro regolare.

Osservazione i* — Non ¢ possibile in questo Gruppo 1Ve-
sistenza di altri poliedri semi-regolari con facce triangolar,
poiche proseguendo nell’'ordine tenuto, la somma delle facce
degli angoloidi sarebbe maggiore di quattro retti,

Osservazione 2. — La rinnione di due quadrati con un

(1) Collo smussamento si segano tutli gli spigoli di un angoloide e si
tralascia la pirnm_uie cost delerminata. Colle sfaldature si fanno sezioni pa-
rallele agli spigoll e si tralasciano i cunei cosi determinati,
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pentagono regolare o un esagono ecc., inlorne a un vertice,
darebbe un poliedro semi-regolare della famiglia dei prismi.

3° Caso

conl.

In un vertice concorrono un quadrato e due csag

Rappresentando con 2 il numero dei vertici, si ha

angoli piani  vertici spigoli facce

L + 2.0 W 5

+ + X = "+'Eg A = 24.

X x 3
3 4 2

Poliedro semi-regolare a 14 facce, 6 quadrale ed s esa-
gonali — verlici 24 — spigoli 36,

Ottaedro-tronco di Kepler. — S1 ottiene con smussamenli
dall'ottaedro regolare,

Osservazione. — Non sono possibili aliri poliedri semi-
regolari di questo gruppo a facce quadrate (esclusi 1 prismi)
poicht il case piu semplice dopo i considerati, quello cioe
di un quadrato e di due oltagoni intorno a nn vertice, da-
rebbe gia per somma degli angoli piani di ogni angoloide
s angoli retti.

6" Caso

In un verlice concorrone duc esﬂgnni ¢ un penlagono

;mguli pinni vertie spigr,:li {acre

o A JC
IO 200 O - —_— % —
2 b 3
™ M e A
-——+—+.I.’=*--+2, X = fil.
3 o 2

Poliedro semi-regolare a 82 facce — 12 pentagonali e 20
csagonali — vertici 60 — spigoli so.
Icosaedro tronco di Kepler. - Si olliene con SMUSSE-

menti dall’icosaedro regolare.
Osservazione, — Non sono possibili nel 1° Groppo alti

S
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poliedyi semi-regolari, poiché il caso pii semplice dopo quelli
considerati, quello ciop d; Un penlagono regolare e due of-
lagont regolari intorno a un vertice darebbe ip 0gni ango-
loile una somma d; angoli piani maggiore dj 4 angoli retti;
i (uesto gruppo abbiamo quindi, oltre la classe illimita1a
dei prismi retli, cinque polied i Archimedici.

I° Gruppo

lLe facce cConcorrono a quallro a quatiro 10 un vertjce

1° Caso
Iv un vertice concorrono tre triangnli equil, ed up quadrato,

Happresentandn con .z il numero dej vertici si ha -

angoli piani  vertic spigoli  facee

v
I -+ 4 X 2x - +
|
X E
:+Ex=u+2, -I'=B.

Poliedro semi-regolare a g facce, o quadrate ed 8 triap-
golari ~ vertici g — spigali g,

quelli che Heinze noming — Antiprismi - ¢lie si dedurrebbero
dai prismi retti g base regolare, facendo 'wotare una delle
basi intorne al suo centro e facendo poj corrispondere, ad
0gni verlice dell'nna, due vertjci successivi dell’altra in modo
da formare | tiangoli laterali. E cliaro che il poliedro tro-
valo deve avere i due quadrati paralleli e quindi appartiene
4 quesla classe ; come quella dei prismi semi-regolari, anche
questa degli Antiprismi semi-regolari ¢ Ulimitata ; percio in
$eguito ¢i dispensiamo dalla ricerca di poliedri cos) fatii.




- 115 -
2 ¥ i

3 3

Poliedro semi-regolare a 14 facce, 6 quadrate, 8 Lriango-
lari — vertici 42 — spigoh 24.
Cukbottaedro di Kepler. — Si puo dedorre con sfalda-
ture dal cubo e dall'ottaedro regolare.
3. Caso
In un vertice concorrono 3 quadrati e un triangolo equilatero.

anguli plani  vertici 5piguli facce

N 3T
X + 3 x 2 == g
3 4
r o ]
A

Poliedro semi-regolare a 26 facce, 8 triangolari e 18 qua-
drate - vertici 24 — spigoli 4s.

Rombicubotiaedro di Kepler. — Si puo ottenerlo con
sfaldature dal cubo o dall'ottaedro regolare.

1° Caso
In un vertice concorrono due triangoli equilateri
e due pentagom regolari.

angoli piani vertici spigoli [facce
" 3z
2 + 2 X 8 ~—
3 8

3x  ox

——1——+I=EI’*2, JZ = 3.
3 o

Poliedro semi-regolare a 32 facce — 20 Lriangolari — 12 pen-
lagone — 30 verlici — 60 spigoli.

Icosidodvecaedro di Kepler. —~ Si pud dednrre con smus-
samenti dall’ icosaedro o dal dédecaedro regolare. Non sono
possibili altri poliedri semi-regolari in questo secondo gruppo
(esclusi gli Antiprismi), il caso di un triangolo e 23 penla-
goni & impossibile (somma delle facce >4 Retli) — quello di
3 triangoli con un pentagono od un esagono di un Auli-
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prisma — quello di due triangoli e due esagoni da una somma
di angoli piant in ogni angoloide =4 Retli — cosi pure lutii
gli aliri casi in cui le facce non siano triangolari. Al II°
Gruppo appartengono quindi 3 poliedri Archimedici.
11" Grurpo
Le facce concorromo a 5 a 5 a formare i verlici,

In questo Groppo non sono possibili che due poliedri
semi-regolayi, quello avente quattro triangoli equilateri e un
quadrato intorne ad ogni vertice, e quello di quattro trian-
guli equihleri € un penlagono.

1° Caso
Intorno a un vertice 4 triangoli equilateri e un (quadrato,
angoli piani vertici spigoli facce
X X Ar

g+ AX X — = —
2 4 3
L Ax 5
— +I:_+2J |T=2‘Er
4 J 3

Poliedro semi-regolare a 58 facce - § quadrate — 22 Lrian-
golari — vertici 24 — spigoli ¢n,
Cubo-simo di Kepler.
2° Caso
In un vertice concorrono 4 triangoli equilateri ed un pentagono,
angoli piani  vertici  spigoli  facce
LN & dx i

AL+ X X — ===
2 3 -,
i X ax
—— <+ — S+ LT=—+2, Ir=80.
J 5 2

Poliedro semi-regolare a 02 fucce — 13 pentagonali -
80 lriangolari — vertici g0 — spigoli 130,

Dodecaedro-simo dj Kepler,

Nella prima specie sono donque possibili, oltre ai prismi

ed antiprismi semi-regolari, solo 10 poliedri semi-regolari, 5
appartenenti al I? Grappo, 5 al I1° ¢ 2 al JLI°
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II* Specie
In un vertice concorrono poligon regolari con 3 numeri
diversi di lati.

I° Greero
In un verlice concorrono 3 poligoni regolari.

Per Vosservazione gia fatta nel 12 Gruppo della T° Specie
sara inulile tener conto di quei poliedri, nei vertici del
(quali concorrono od una sola o due facce regolari con nu-
mero dispari di lati, il caso di 3 poligoni regolari con nu-
mero dispari di lati non & del pari ammissibile, quindi 1n
ordine di semplicita olleniamos;

1* Caso
Concorrono in un verlice un quadralo, un esagono
e un ollagono regolare.
angoli piani verlici spigoli  [facce

JX A —e — e —

r * = 3T
T e — 4 P=— 8 X =40
i 6 B 2
Poliedro semi-regolare a 26 facce, 12 quadrate — 8 esa-
gonali — 6 oltagonali — vertici 48 — spigoli 72.
Cubottacdro-tronco di Kepler. — Si puo dedurre con

sfaldature dall’ ottaedro e dall'esaedro regnlare.

In un vertice concorrono un quadr, — un esag. — un decag.

angoli piani  vertici spigoli facce
ﬂ :.l‘ .T .:r: 1.' {.-.
g x — —_— 4 — 4 — €T = 420 -
2 i 8 A0

Poliedro semi-regolare con s2 facce — 30 quadrate - 20
esagonali — 12 decagone — vertici 120 — spigoli 180.
Teosidvdecaedro-tranco di Kepler. — Si olliene con slul- 'I
dature dall’icosaedro ¢ dal dodecaedro. f‘-'i
In questo 1 Grnppo della 2° specie mon sono chiara- r
mente possibili altr poliedri semi-regolari. T
."I'
|
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II* Grurro

Le facce covicorrono a 4 a 4 a formare un vertice.

ln questo Gruppo non possono figurare poliedri nei ver-
tici dei quali concorre un numero dispari di facce con un
numero dispari di lati, poiché in tal caso il numero degli
angoli piani sarebbe dispari, mentre, dovendo essere dop-
pio del numero degli spigoli esso & di necessith un nu-
mero part; quindi non dovremo considerare i due ecasi in
col  concorrano in un vertice due triangoli equilateri, un
quadrato e un penlagono, oppure un triangolo equilatero,
un quadrato e due pentagoni — resla quindi un caso solo

nel Grn p po.
Caso unico

Intorno a un vertice concorrono un triangolo equilatero,
due quadrali, un pentagono regolare.

angoll piani  vertici spigoli facee
X X @
T 5 X —_— - — :
3 2 5 .
X T i
L T —4+ =2 +2, I=60. £
2 3

Poliedro semi-regolare con 62 facce — g triangol. — 30
quadrate — 2 pentagone — vertici 60 — spigoli 120. o

Rombicosidodecaedro di Kepler. — Si pud ottenere con ¢
slaldatura dallicosacdro e dal dodecaedro. Sonv quindi pos-
sibill in questa 11 Specie Lre soli polieds semi-regolari —
in totale abbiamo quindi otlenulo oltre le doe classi dj
prismi e (i Antiprismi che contengono un numero Ulimitato
i poliedri semi-regolari, 13 soli poliedri semi-regolari (Ar-
chimedici) convessi,

Alessandria, ¢° Gilugno 1ss7,

Francesco Panizza.




ESERCIZI PER LA SCUOLA

Sulla media aritmetica.

! Confrontare la media aritmetica dei guadrati di due nu-
meri col quadrato della lore media aritmetica.

9. Confrontare la media arvitmetica delle radici uadrate di
die nomert colla radice quadrala della loro media arit-
melica.

3 Conlrontare la media avitmetica dei cubi di due nomeri
col cubo della loro media aritmelica,

k. Confrontare la media aritmetica delle radici cubiche di
due numeri colla radice cubica della loro media aritmetica,

5 Dimostrare che, per a ¢ b posilivi ed m intero e posl-

ﬂ"" = b"' (ﬂ' + b)m
Z ’
a2 2

e che I"eguaglianza ha lnogo nel solo caso di a=0b. (Porve
a=c~+p, b=c -f, ed applicare il teorema del hinomio).

. Confrontare la media aritmetica delle radici m™ di due
qumerti colla radiee m™* della loro media arilmetica.

* Confrontare la media aritmetica di due numeri positivi
colla loro media geamtﬂ.rica.

8., Dimostrare che il logaritmo dells media aritmetica di due
pumeri & magglore Jella media aritmetica dei loro lo=

Livo, si ha

garitmi,

0. Dimostrare che il seno della media aritmetica di due an-
goli acull & maggiore della media arimetica dei loro seni.

10. Dimostrare che la tangente della media aritmetica di due
angoli acut1 & minore della media arilmetica delle loro
tangenl.

11. Verificare l'identita : :

e bd+c=sabc=%(a b +c) ‘(ﬂ-—*b)“+(b—ﬂ)’+(ﬂ-*ﬂlil

12. Mediante la prectdeulf ‘dentith dimostrare che la media
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aritmetica di tre numeri positivi non & mai minore della
loro media geomelrica, e che le dae medie sono eguali
nel solo caso in cui i e numeri sieno fra loro eguali. *)

13. Trovare i valori positivi di x, 3, 2 che soddisfanno alle
due eqnazioni

r+;+z=15

( + 3+ z)* = 25;pz3 =0,

14, Provare che, se la somma di tre nemeri positivi & eguale
a 24, il loro prodeito non pud essere maggiore di 64.

15. Quando & massimo il prodotto di tre numeri positivi la
somma dei quali ® eguale ad un numero dato?

16. Ouando & minima la somma di tre numer positivi il
prodotio dei ¢nali ¢ eguale ad un numers dato?

17. Fra wutli i triangoli di dato perimetro trovare quello
di massima area.

18. Fra totn i parallelepipedi retto rettangoli.-di dala so-
perficie totale, trovare quello di massimo volume.

19. Fra tutu i parallepipedi retto reltangoli di dato volume,
trovare quello che ha la minima superlicie totale.

20. Sieno x e y due numeri positivi tali che la loro somma
sia egnale ad un numero dato. Quando & massimo il
prodotlo x*y ?

21. Sieno x e y dae numeri positivi  tali che il prodotto
x’y sia egoale ad un numero dato. Quando ¢ minimu
la somma di quel due numeri?

22. Fra tutti i cilindri retti inscritti in una data sfera lro-
vare quello di massimo volume.

29. Dato il volume d'un cilindro rello, determinare le sue
dimensioni in modo che la sfera ad esso circoscritta abbia
la minima superficie.

e

") 1 teorema vale per quanti si vogliano numeri, ed & stato dimostrato
do Cauchy nel suo Cours d Analyse. Un’altra dimosirazione si trova nella
memoria inlitolatn: Tecremi elementari sui massimi e minimi, mserila pel-
I'Aonuario del R, Istituto teenico (i Roma, anno 1879.
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9%. Confrontare la lunghezza del segmento, equidistanle dalle
basi d'un lrapezio e terminato a lali non paralleli, colla
media aritnetica delle due basi.

25. Confrontare 1'area d'un trapezio colla media aritmetica
delle aree dei due rettangoli di eguale altezza che bhanno
le basi cguali vispeltivamente alla base maggiore ed alla
base minore del Lrapezio.

9. Counfrontare I'avea della sezione determinata in nn tronco
di piramide dal plano equidistante dalle basi: 1) colla
media aritmetica delle aree delle basi; 2) colla loro me-
dia geomelrica.

1_

07 Confrontare I'area della sezione, delerminata in un seg-
mento sferico a due Dbasi dal piano equidistante dalle
basi, colla media arilmelica delle aree delle basi.

98. Confrontare il volume d'un tronco di piramide colla
media aritmelica dei dne prismi d’egunale altezza avenll
le basi eguali rispettivamente alla  hase maggiove ed
alla base minore del tronco.

29. Un prismatoide ha per basi due rettangoli e per lacce
laterali dei trapeul. Confroutare 'area della sezioue, de-
terminata dal piano equidistante dalle bas, colla media

- aritmetica delle aree delle basi.

30. Confrontare il volame del prismatoide considerato nel
precedente esercizio : 1) col volume del prisma di eguale
altezza l'area della cui base & la semisomma delle aree
dei due rettangoli; 2) col volume di un prisma d'egoale
allezza avente per base quel rettangolo le cm dimensiom
sono: la media aritmetica di due lati paralleli delle due
basi del prismatoide, e la media aritmetica di altri due
lati paralleli, a quelli rispetlivamenle conligui.

. Besso,




~ 122 -
SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 7, 9, 10 PROPOSTE a Pac. 82,

(1) £ dato il volume complessivo delle pareti laterali
¢ del fondo di un vaso della forma di un parallelepipedy
retto rettangolo, e sono date la grossezza uniforme delle
parett e la grossezza uniforme del fondo. Determinare le
dimensioni del vaso in modo che sia massima la sua ca-
pacild, D, Besso.

Soluzione del Prol. F. Fiaggi.

Sienv a, b, ¢ le differenze tra le dimensioni di un pa-
rallelepipedo retto rettangolo e quelle d’un altro, abed uella
dei loro volumi: a, b, ¢, d costanti positive. Se ax, by, c3
sono le dimensioni del parallelepido minore e guindi a(x + 1),
by + 1), ¢z +1) quelle del maggiore si ha:

(Z+1) (y+1)(z+1)-orz=d.... ()
clie [H.Ib scriversi anche cosi:
2y +1) +y(z+1)+3(x +1)=d - 1,

In cui ad X, ¥y z vanno attribuiti valori positivi.

Ora essendo costante la somma dei tre numeri pPOSILivi
2(y + 1), y(z +1), z{x +1), funzioni di due variabili indipen-
denti, il loro prodotto, 2yz(v +1) (y +1) (z+1), diventa
massimo quando

2y +1)=r(z +1) = 2(x + 1),
cioe quando
X'=Y)y=2;
imlatti gel penuilimﬂ sistema tl'Equaziuui eliminando an'in-
coguila, p. e. z, si ha:
(x =) (xy +x + 1)=0,
donde ; non potendo il secondo fatlore del primo membro
annullavg per valori positivi delle varsabili, risulia X =17;
¢ cosi analogamente ¥ =1z.
In virti della (%) si ha:

Xyz(x +1) (y+1) (3+1)=(2r)z)* + d(rrz),
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da cui, ricordando che le lettere rappresentano valori posiliviy

.:r_rz=%-:\/-|.rjz.(.r+ ) (r+1) (2 + 1)+ d*=d},

la quale relazione mostra che le due funziom xyz ¢
xyz(x + 1) (y + 1) (z + ¢) assumono lo stato di massimo per
oli stessi valori delle variabili, quando ciot x=y=12; il
che torna quanto dire che il parallelepido minore (e anche
quello maggiore che ne differisce per una coslante) diventa
massimo guando le sue dimensioni sono proporzionali ad a,b,c.

Nel caso particolare del problema proposio, si vede che
il vaso ha la massima capacita quando il foundo ¢ un qua-
drato e il suo lato sta all’altezza del vaso come la doppia
grossezza delle parel alla grossezza del fondo: qui le di-
mensioni del vaso le intendiamo prese o tutte sulla super-
(icie esterna o lotle sulla nterna.

() Se due trianguli diseguali hanno cinque elementi
eguali, il rapporto del maggiore dei tre lali al minore €,

3+ﬁ
; .

in ciascuno dei due itriangoli, minore di

Dimostrazione del Prof. F. Fiagg:.

I cinque elementi eguali non possono essere che 1 tre
angoli e due lati; i due triangoli dunque sono simili, Sieno
a, b, ¢ i lat d’un triangolo, che suppongo dispost nell’ or-
dine di grandezza decrescenle , sieno «', b', ¢' gli omologhi
nell”altro: suppongo che i lati del primo signv rispetliva-
mente maggiori degli omologht. Dovendo doe lati dell’'ane
essere uguali a due dell'altro, bisogna porre b= a, c=0;

. s . b . -
quindi la proporzione f—l =z lra lati omologhi da luogo al-
a
|"altra g = g , donde b* = ac.,E poicht un lato d'un triun-

golo & maggiore della differenza degli altri due, cost

| e e T ——— o — i mi— o

(*} Un’altra dimostrazione & slala inviala dal prof. 4. Multeucei.-
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b*>(a -c)* e, per P eguaglianza precedente , ac> (a - c)?,
da cui st desume

- < ’
C 2

la prima t]iseguﬂglianzn ¢ superflua perche inclusa nell’altra,

J —:/E{n J + V@

. . a
falla per ipolesi, -> i,
C

S possono ottenere le altre diseguaglianze :

f_’__b'__c:_ﬁ_ ¢ _ /5 —1
b’hE'HE_E_\/a} 2

the possono enunciars; cosi: in ciascono dei due triangoli
ciascun lato supera il segmento aureo del lato immediata-
menle muggiure.

Il Prof. Matteuce: insegna poi a costruire doe (riangoli
che si trovino nellg condizione dell’ enanciato, operando
vome appresso. — Poicht in tali triangoli il lato di media
grandezza & medio proporzionale fra gli altri due, assume
un triangolo ABC, il cui lato medio sia AB, pel guale si
abLia BC: BA=BA : AC « preso sopra AB, a partire da A,
- segmento AD = AC, conduce una parallela a BC fino ad
incontrare AG in K Oppure presa su AC a partire da C, nna
langhezza CF = AB, counduce una parallela ad AB fino ad
incontrare BC in G. T due triangoli ottenuti ADE, FGC
hanno con ABC cinque element; uguali, senza essere con-
gruenti con esso, ¢ sono gh unici che godano di tale pro-
prieta, com'd facile verifcare.

(10) Esiste un triangoly nel quale il centro del circolo
cireoscritlo e il punto dincontro delle altezze sieno ambe-
due situati swella circnnferen;ﬂ inscritta ? D. Besso.

Soluzioni del Prof. F. Viaggi,
Soluzione geometrica. — Sta ABC un triangolo acutangolo;
AA', BB, CC' sieno le sue altezze che s'incontrino in H; M, 0

1 centri del cerchio circoscritto ¢ dell’ inscritto; A", B" ¢
I punti medi dei lag;.




Se esiste un Lriangolo inscritto in una circonferenza M
e circoscritto ad un circolo O, un punto qualunque della
circonferenza M pud esser vertice d'un triangolo pure inscritlo
in M e circoscritto ad O (conseguenza del leorema a § 14,
1 Plan. del Baltzer).

Ora se il centro M si trova sulla circonlerenza O, condu-
cendo il diametro di M tangente ad O e per gl estremi
pure le tangenti ad O, le tre langenti formano un Lrian-
golo isoscele rettangolo. Quindi condizione necessaria e suffi-
ciente perche il centro della circonferenza circoscritla sia sulla
circonferenza inscrilla, & che si possa costruire un triangolo is0-
scele rettangolo inscritto nella prima e circoscritlo alla seconda.

Suppongo ora anche H situato sulla circonferenza 0. Que-
sta viene divisa dai punti di contalto in tre archi: ed H, M
o cadono su uno dei tre archi, p. e su quello che volge
la convessita ad A;: o su due di essi, p. e. su quelli che
volgono la concavila ad A; in ciascuna di queste ipotesi
(delle quali, propriamente, si puo dimostrare ammissibile solo
la seconda) essendo i triangoli rettangoli AHC', AMB" equi-
angoli, e quindi AH, AM egualmente inchnati sulle tangent
condotte da A ad 0, essi segmenti sono eguali. Percio 1
triangoli AHC', AMB" sono eguali, ed eguali i lati C'H, MD";
ma MB" & meta"di BH, percheé i triangol MA"B', HABD sono
omotetici e A"B" meta di AB; dunque C'H & meta di BH,
donde si deduce che I' angolo HDBC', ossia B'BA, & la terza
parte di un retto, e l'angolo A del triangelo proposto due
terzi di tetto. Con le stesse considerazioni fatte in ordine
inverso si vede che se 1"angolo in A & due ierzi d'angolo
retto i segmenti AH, AM egualmente inclinala sui latt AB,
AC sono eguali, e quindi se uno dei due punti H, M si
trova sulla circonferenza O anche l'altro s trova su essa.

Cio premesso: in un triangolo isoscele reltangolo inscrivo
la circonferenza O e circoscrivo fa circonlerenza M; e descrivo
il lnogo geometrico dei punti da cui O & veduta sotlo langolou
eguale a due terzi di retto, il qual lnogo, come e agevole




provare, incoutra la circonferenza M; assumendo una delle
lnlersezioni come vertice d' yn Iriangolo inscritlo in M o
circoscritto ad Q, si otljene un triangolo che soddisfa alle
condizioni del problema; e ogni triangolo che risponde s}
problema si puo ottenere con costruzione analoga.

Soluzione trigonometrica. — S ABC il triangolo che ri-
sponde al problema. Tl cerchio circoscritto ad ABC, quello
inscritlo in  essp e quello inscritto nel triangolo che ha ;
vertici nei piedi delle altezze d ABC, abbiano rispeltiva-
menle i centri in M, 0, H per raggi Ry r, o: H & anche
il punto d'iucontro delle altezze.

In generale si ha: OM* =R? - 2Rp, 0H"=—-ﬂr“-—:ﬂp (ef.

Baltzer Plan. § 14, 5 e Trig. § 4, 14), e, dovendo essere per
ipotesi OM = OH =pr, si hanno le due equazioni

r*=R*~3 Rpr, r*=2fp,

dalle quali 51 deducono Je altre :

R " R g
¢ poiche in un trangolo qualunque si hanno Je relazion;
A
r =4l sen— sen— Sen>» p=2R cosA. cosB. cosC
2

(cf. Baltz, Trig. §4, 13 e 14), cosi s hanno per gl angoli
del triangolo che si considers le due equazioni:

A C V2 -1
2 2 2 4
3 — 9y
cosA. cosB . cosC = \/— . (2
4
Dall' identita
A B C
COSA + cosB - cosC = 1 - 43&:1&- sen— Ssen—
2 2

vera per gli angoli d' up triangolo qualungue, combinata
Con (4), si ricava

CosA + cosB + ¢cosC = V2. a)
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In (1) esprimendo i seni in funzione dei voseni degli angoli
doppi, e combinando il risultato con (2), (3) si oltiene:

s—:-ﬁ. R

cosAcosB + cosBeosC + cosCeosA =

le relazioui (3) (4) (2) mostrapo che cosA, cosB, cosC sono
le radici dell'equazione cubica
5 —21/2 3 —2y/2
.I'a—ﬁ.'r’+ 4‘/ X — p =0,

eppercio hanno i valori :

L L5 — 1= iz — 18},
Uno degli angoli del triangolo & quindi di 60° e gli allri,
a meno di 1", sono di 36° 5' 30", 83°54' 21",

el e

QUISTIONL PROPOSTE

— S W Pt e

{1. — Dimostrare che, per n intero e posilivo, si ha

£ n . n(n—1) _ (=1)" nn—)e...24 1
4 (nh)(n+2)  (nea)(ne2)(n+s) )(n+i){n+2)....(2n+1] o7 -+1

12. — Dimostrave che la potenza n* della media aritmetica delle
radict ™ i pii’l numert positivl diminonisce al crescere di 7.
D. Bssso.
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Journal de Mathémaliques élémentaires publié par H. Puiberl. 12¢ Année.
N. 19, 20. Paris, M. Nony ¢ C.e. 47 Rue des Ecoles, 1888,
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Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. — Tomo I1. Fascicolo 4.
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AGAMENNONE (G.) e Boser?) (F.) — Sopra un nuovo modello di baromelro
normale. Nota I (Rend., R. Acc. Lincei, 1888). ' _

Grociast (G.) — Alcune osseryazivni sopra le funzioni sferiche di ordine
superiore al secondo e sopra altre funzioni che se ne possono derivare
(Giorn. di Batl., Napoli 1888).

Lozzy (G.) — Nota suil'arl. 32 del Regolamento 23 olt. 1884 per le Seuole
classiche. Modica, 1888,

Maciivt (F), — Ricerche intorno alla magnetizzazione Jdel ferro. Nota pre-
liminare. (Noove Ciments. Vol. XXIIL, 1888). e
Mancovosco (R.) — Sull’analisi mdeterminala di 2" grado. Nola I (Gior.
di Battaglini, Vol, XXVIE) — Solla rappresentazione conforme della Psen-

dosfera e sue applicazioni /Rend. R. Acea. Napoli, 1888),

MiLLosevicn (E.) — Orbita dells enmela 1879 1V (Hartwige 1870). (Mem.
Soc. Speltroseopisti, 1888). — Benedetto 1X e 1 eclisse di Sole del 29
giogno 1033, (Rend. R. Acc. Lincei, 1B88). — Intorno ad alenui problem
geogralici e cronvlogici ecollegati coi movimenti della terra (Boll. Socicla
geografica, 1888), :

MotuiNt (M.) — Farmole solle repdite periodiche e sulle annualitd in pro-
gressione. Tipogralla Azzoguidi, Bologna. — Prezzo: L. 1.

Mukren (V.) — Gencrazione dells saperficie d'ordine n con retta (n—2)-pla
(Rend. Cire. mat. Palermo, Tomo I1). )

Pavova (E.) — Sull'uso delle coordinate curvilinee in alcuni problemi della
leoria matematica della elasticithy (Padova, 1888).

Pivizza (F.) — Nota su alcune somme di potenze e di prodotti (Gior. della
Societa di Leltura ¢ Convers, scienlifiche, Genova, 1888), L
Pivcnerue (8.) — Sur la nature arithmeélique des coeflicients des séries in-
tﬂégrales des equalions différentielles lindaires (Journal fur Mathematik ,

. 103).

Riccarmr (P.) — Ancora del tratiato De guadratura circuli di G. B. della
Porta (Bull. di Bibl. ¢ Storia delle Scien, mat. e fisiche, lomo X5 )

Rrcospr (E.) — 1 mdvimenl infinilesimi nella generale determinazione di
misura proiettiva Viterho, 1882). — Una zeneralizzazione i) teorema del
neve punti di Feverbach nejla geomelria non-Euclidea ( Reggio-Emilia. 1886).

R_IGHI (A,) — Sulla forza eleltromotrice del selenio (Padova, 1883). ‘

Torrriy (G.) — Aleune formole relative agli integrali ellittici (Annali R.
Isi. lecnico Najoli, 41887, — Sy qualche proprietd delle curye piane del
lerz’ordime fornile di an punto deppio {id. id, 3888).

Errata-Corrige. — A pag. 88 nell'uitima linea in luogo di PAA'...,
I'DD,..., PEE'..,; leggasi PAA!..., PDD'...; PBB'..., PEE ..: a pog. %
seslullima linea in luogo di — dunque (1), (III) —leggasi — dunnque (1), (11].
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CONDIZIONI DI DIVISIBILITA
D'UN POLINOMIO PER UN BINOMIO

NELLA FORMA 5 —a

e — e e -

1.

Nella mia Nota « su alcuni teoremi relativi alla dwi-
visione algebrica » pubblicala in questo Periodico (*), ho
dimostrato come , senza eseguire divettamente la divisione
per D d"un polinomio

P — Pl,pﬂ IR Pm + a, i
si giunge a stabilire la formala:

P=DK«+gq)+ (h+ ) €%7)

B {acile vedere che la condizione allora fissala, di es-
sere a, indipendente dalla o« , puo capgiursi , senza nulla
alterare nella dimostrazione , in an’ altra pin generale, cioe
in quella d'essere un polinomio di grado inferiore 2 D. Scr-
veremo duonque :

PsD(K+q)+(H+p"),
dove, all’ infuonn d1 p,, tulte le altre lettere conservano il
significato gia loro atinbuito.

Riprendiamo a considerare il caso parlimlare di m=2,
e slano ora:

P,=ax"" +ax"™" " + . By T+ By ¥y =%
P, =0, ri1 V4 ria X T F vees ¥ By X+ a,.

Aviemo

P=ﬂnr“ -+ ﬂl.ru_l-l- "R ELLE. +Hﬂ—'|' .T = .| ﬂ" — IJI-P-;I T }}u — [,l"xr +Pll;

od anche, per tener prescnle il grado del polinom1 :
Pln; _____Ptn—-r"t Tr +P
. -

(*) Anno TI. Fascicolo VI »
(**) 1 valori di K, g, R sono definil) dalle relaziond :

P.—DQ,+R,, P=DQ,+R,) (DQ + Ralern(DQm + Ba) + 1
— DK+ RR,....Bp+ 0us BBy Ry =07+ R

oy
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Si prenda per divisore
D=x"-a".
Indicando d’or innanzi con , e R, il quoziente ed il resto
che provengono dalla divisione per D del polinomio P,
Fapplicazione del metodo generale al nostro caso dara:

]jf?l—l".l' = (‘I" — ﬂr) Qn—r -+ B"—r

x'=(x"—a") +a"

e percio dopo aver sostituito e fatte tatte le riduzioni:
P = (x"—a") [0, 2"+ R,_.] +[R,._, a" +p,]

Dunque abbiamo

Qu=0._, 2" +§,_,

R.=R._,a"+p,
e si vede intanlo., — come estensione della propriela gia
nola, quando avevasi D=2x —qa, — che R, ¢ formato con
R._, ed 2" nella stessa guisa che P™ & composto di p="
e di x~,

Sia
n=kr+k (h<<r);

1l quoziente Q. sara del grado n -~ r =(k-d)r+h e potra

calcolarsi in funzione delle R, (s=1,2,...(k=1)). In-
fatli avendosi :

" Quetr = Quypr)r 27 + Roesryr (t=0,14,2 ....(k—2))

ﬁ =cu
Oﬂ-—.l'#_‘]r == ﬂn-r "'1- Hlxﬁ I w— - w ﬂﬁ__l lr + ﬂﬁ-

se ne dedurra molLiplicandole ordinatamente, — ad incomin-
Ciare dalla seconda — per a7, 27, ... 2" ¢ poi som-
mando ¢ riducendo

(2) Q. =a_ xh~1rts Byrh=tiri=t , -

A—1)r .
+ ﬂﬁ'r' " + EH"“‘-'—-I}I' xﬂ'—ﬂ]? . R .I'H_E}r-i- T R

ll',--f p — 3}.‘!‘

R, .2 +R__..

Analogamente per il calcolo di R, s1 trova:



Rucrr =Bopinr @+ Puer  (6=0y 15 35 000, (k —2))

—1 -3 i1
El—-{ﬂ—ljrna‘-kirr +nﬁ+=¢rr +14l-4-+ﬂr-‘lur

(%)

+(aa +a)xt+(a,a"+a, ) " ...

corese ¥ (@g—y @ +Bppay) 2+ (@ia” + a,.p) (*)
e da queste , moltiplicando la 2, &, ... &, per o, a*,
e @17 gommando e facendo le riduzioni:

R, = [@) s T +oreee + (aaa” + doci)] a1
+ Pn—(k—a)r a'*=>r + Pa—d—3)r " S Y Pu—r a +p,.

Ora si osservi che, per definizione, si ha :
Pu—tr= ﬂn—{t+:)r+1mr‘_—t T e —ns1r42 T+ e F gy LAy
ove ¢ ha i valori o, 4, 2,.... (k—29); per cui Intanto:

e
p._..t“.-:}r ﬂ' “.+ TIERL +P¢—r ﬂr +Pﬂ =

(hk—2])r (h=3)r r
(@ it=1yr4+1 @ oy a—2)r 1l Fronetlpy gy @ ey 11 )

e §

T

(A—2) k=3) r
A+ “n—{l—:}r-}-:a{ THeeatd n—arat® Mn—r+:)x

<5 (" =i k=3 pr4=2
+ M ™~ - L] L] - L & - - " # - & [] & i [ [

(k—2]r E—3)r r
+an—-[l—3}r—-lﬂ' "'....+ﬂ"_,._lﬂ "'ﬂu—t)'r

(A=—3)r
Tl x=3)r a

"R {ﬂl —{k=2)r—1 a
(A—z)r

+ (an-—fl:—-:z]r a
Per avere il valore di B, non manca altro che aggiun-
sere convenienlemente a questa somma 1 termini che pro-

+ ....—I-ﬂu_,,ﬂr-r- a,,).

vengono da:
["a+..:r"" + wene + (@a" + “r+ﬁ) Jﬂ“_“'

e, — avendo riguardo alla relazione & = n —Ar, ed alle altre

che da questa dipendono per % -+ 1, h+o, k=1, r+h—1,
r—h, —si vede subito che si trovera:

tl’—-:"r' o1

_ i 1
[4) H‘n =(ﬂn-—l’r-}-lﬂl “r_]'ﬂn-ti-l}r-l-tu TR Rl (P YOS | t""'F""""sz-—r'+| ) x

f—1)r (hwmz)r r r—7
- (ﬂn—-lr-}—:ﬂ{ J +Hu—1’l—l Ir+2a Teasss +ﬂu-—2r+au +ﬂn—-r+ ,)JL‘

-T i ] - L] - ] = i " u - " ] - 0 . "
. A (k—=1)r s r
= = \ﬂ n-—-.h'—‘l 4 4 > ﬂﬂ_[-'-"-l]r"'l ﬂ 4= snenrn ﬂﬂ-—?'—l "l - n._] }I

+(ﬂll—-kr ah +nﬂ-—ll-—l}r d”—l:ll" o '}'"‘ (P al‘ " ﬂ.].

[:} Qﬂcﬁll Esprus&iune di Hn—-fi—-ﬂr 51 ulliene falla relazione:
Rn—tijpy = PP—A=1r] — (2" —a") Qnetimir
soslituendo @ Qn_z—- 11 suo valore valore dato doll’ultima delle (1).
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Lanalisi di questa formala mostra con quanta facilita potra es-
sere stabilita in ogni caso particolare. Cosi se, ad esempio,

si ha m=117, r=3, vale a dire se trattasi del resto della
divisione per x°—a® del polinomio :

@ox' + a2 + @, X0 + o F 45X @ g + a,.,
si porra dapprima questo polinomio sotto la forma:

5

(ﬂ‘? T lpd + @y x'® - ﬂ:t'xlﬁ) - I'(ﬂlﬁ +a,, -Is - ES‘rm - ﬂ;-riﬁj

+ X¥a;5 + lHmm5 + azx'” + a,x'’) +
+ 2 ayy + agZ® + age'®) + T (2, + ayz® - ayz)
e la sostituzione di a® ad 2% o, cid ch’® lo stesso , di a
ad x nei polinomi in parentesi dara immediatamenie :
R, = (a3a + aga® + a,3) 2% + (aa’® + a,a’ + alfl).zj
-r-(ﬂnﬂls +uga*® + a, @ + aﬁ).:r‘ ~
+ (a,a*® + aga"® + a a® + ap) x + (a,a” = @,a'" +a,.a + )

E altresi evidente che le formule (3) servono pure al cal-
colo dei valori di R,_,, R, .. .... R, _—y che compari-
scono nell’ espressione data dalla (2) per il quoziente Q,,
del quale si potranno in tal modo rendere indipendenti dalla »
ed espressi per le @, e a” tulti i coefficienti.

Per l’eqr:mpin scelto di =17, r=3, la (2) da subito

Q) = a,x' 4+ a, 2" + a,x'° R,x*+R,,, |
e poiche }
R, =a3xt+ arx + (a,a° + a;) x® 4+ {a,a” + ag) x + (a.a” + a.)
Ry, = (aza* + ag) &' + (aa® + ay) 2 + (a,a™ + ase® + a,,) 2
+(@,@'" + aga® + a,)x + (a2 + a.a® + a,,)
avremo, sostituendo:
Q; = a, 2" + g, 2" &+ q,2'° + a29 + a,x% + (a,a® + ag)x’
+ (a,a” + ag) x® + (a,a° + a,)x® -
¥ (”3“5‘*“18)‘?!‘* (ﬂﬁﬂﬁ‘fﬂ g)d’-'a+(ﬂ,ﬂ”+ﬂ 5ﬂ5+ﬂm)1'1+ (a,a"+a ﬁﬂ5+ﬂu)ﬂr+

+ (@.a"’ + a,a+ra, ).




e WSy -
In gﬁncrnln 1! qunzinnlﬂ e dato da:

D,=ax" " + @ X"k oeseene ¥ 8, =

+Hna"+a r).r"_“"+(ﬂ,a"+a,+ T ek (@ ,.__,n"-{-rr:r_l).r“"ﬂ"'*“-;-

- (er " + a0 +0y )" (@@ B2 PSRN & L

e

- W - ¥ " - " ® i - & - - " W - " ¥ -

A i kel - =2 -} 1
+a a' "'”—I—...+.firm_:.m,.):.z:"‘l £ [/ T Mool gyt )E e

(A—1)r h (h=L}r
-T"(ﬂnﬂ +.-.""'ﬂli_1}r)|1 + ---+(ﬂﬁﬂ +l--- +ﬂ["-_l1l|r'Hl)

dove in una linea qualunque gma  che & della forma:

(¢—=1)r t—2) Ja—tr 1.11"'-
(a a + aat" & e F (tpe—qyr) X + 15 !
(t—1])r [1-4-2)r e | 1 B
- ™ ™ - # [ # x . 3o ||$. I'r.
b (@ # Barns T I e i

si Lrovano raggruppati r termini e solo nell’ ullima ve oe

sono f +1, a meno che non si abbia A=r - 1.

v

Quando per determinati valoni di a, tutli ] cocflicienli
di R, si annullano, si trovano soddisfatte le condizionl ne-

cessarie e sufficienti affinche il Pnlinumiﬂ

P =g x® + a X" F s+l T F

sia divisibile per x"—a’.
Si comprende dunque come possa essere conveniente la
considerazione del sistema di pulinnmi:

[A=—2)F r
X -t ....‘iﬂa,‘__ar_!_l ﬂ’.‘ +ﬂ"__r+[

ol A—=1}r
an—-ﬁr—i—l. L 0k —1) e

|hA—2)r y
T _I- ""-Fﬂn——jrﬁ-ﬂi‘ +ﬂjl_r+t

(h—A)r
T =) T2

a n— k=2 A
p

(5) - L] L ] # L]
fi i ‘{1—1.“'
HH'—-H'F-'—! Ir + ”n_{ll_-‘.!r_r i-‘- + T e + ﬂ”"_r'—l I + ﬂn__,‘

Ar e | R )1 e
ﬂﬂ—‘ir lr + ﬂﬂ—-[i—:[]r ur: : r "LELE -+ ﬂﬂ—-r -.rr - ﬂ“ : ! i

in fuestioni elative alla ridattibilita del polinomio P o, 1n
Imrticulu re, all’abbassamento del grado dell’equazione P =9,
Notiamo di passaggio che quando 1 polinomi (5) sono tutls
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identicamente nulli per *=a, tale sara anche la loro somma

ottenuta dopo ayerli moltiplicati ordinatamente per g 1
ﬂr—-i

)
s ey @'y a5 € guesta somma, che combina con cid che

diviene R, per x = a, aliro non & che il resto della djvi
sione di P™ per _ 4. Di singolare semplicita & poi il ri-
sultato della sostituzioge di 1 ad x nej polinomi (x), perchd
s1 nducono a somme algebriche dei coefficienti. Cosi nel ¢i-
talo esempio , le condizion; necessarie e sufficienti affjnchd
il polinomio Pu7 g, divisibile per 2% — | somo date da

a3+ ay Tad;3=10

aQi+a, -+ Aoy =0

a, tds+a, -+ A2,5=10

a:-!'ﬂ?- * at,_'l“ ﬂ:_?= u
che potranno in faci] modo essere dedotte anche dal quadro :

ﬂﬁ ﬂ'g ﬂ:_f‘ -
Supposto scritto per colonne, E d’altronde chiaro che ;I coef-
ficiente a, sara Sempre 1l primo in uno dei polinomi (5) e

precisamente nell’ (h o gyme, contando dal basso , il quale ¢
della forma

ke A E
Eu-—-*r—ﬂ A ﬂﬂ"‘!"‘"‘-llr-—f; ! 1”‘-}-.. see T 'ﬂ-u—-r—& ¥ A 4‘1’1",,1_#l

{)Ssiﬂ -

kr Am1)
ﬂhlr + HI"T{ "y + LN ™ + ﬂ[&-—.ljr 'I.r na aﬁl" .

Il sistema (e; polinomi (s) contiene in tatto z + 1 termini, e
generalmente se pe lrovano % in ciascuno dei primi r — (% + 1)
€ A+1 in Ognuno degli 4 .. , polinomi rimanenti, V'p pero
a0 caso In cuai g4 gli r polinomi coniengono A + 1 ter-
muni ed kg lungo Meando sussiste Ia relazione

{&+a)r-=n+i




dalla quale si rileva

ren—fkrel=h + 1.

Vedesi allora che il termine iniziale a,_j.y, """ del primo
dei polinomi (5) dovra essere il secondo di quello che inco-
mincia per a,; ¢ che percio il sistema (5) sara immediata-
mente deducibile del seguente guadro:

(2, a, Ay . L T
ﬂl ﬂr+l Aorsn v ? T prapt
a, ﬂr—{-: ﬂ?.r-;-z . » Qfropa
Broy Bapay QIry v » )

Un caso particolare, che si collega coll’'esempio precedente,
si ha prendendo r =35, n =10

3.

I divisori interi della forma x" —a” appartenenti al po-
linomio P™ ridotto ad avere il coefficiente del primo ter-
mine uguale all'unita ed interi tutti gli altri, si possono
determinare con una regola del tvtto analoga a quella di
Bezout. Stabilendo, difatti, I’ ugnaglianza :

x* +a, 2" +a " Forit @y XTI+ X T T U XA,
(" —a") (x"~" + b x" T + DT e
wb_ 2 L b g e+ b X+ D)

g1 trovano le relazioni:

r

(ﬁ.) ar:br_ﬂr! ar+: = br-[-l. -blarr ceory @, =bu—r_'bn—-:r i 4

r

ﬂn-—-r+1 = bu-—-zr-l-tar!ﬂn—r+:=—bn—=r+zﬂr! vernn g "-'_"_brl -r &

che servono al calcolo delle &. Dalle ultime r delle (o) si

rileva che a" dev'essere un divisore di tutti gli r coefficienti
&

H!t—-rﬂ-l-l ) al—-r—l—l‘l il au.;
donde vna limitazione ai numeri interi da provare. Cosi &
pussihile che il polinomiv
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PP =27 965 — 765 _ yaxh o 137 + B2 + 402 + 24
ammetla 1l divisore 23 — 93, perche i tre ultimi coefficienti
decomposti in fattori primi sono

56 = 7.2, 40 = 5.2, 24 = 5.3

E poicht anche tutie le altre condizioni imposte dalle (6) si
trovano soddisfatte, abbiamo effettivamente :

PP = (23 - 8) (&% — g2 — 7% _ 50 3).
Osserviamo inoltre che fra i divisori degli ultimi r coef-
liczenti sono da escludere quelli che non danno un quoziente

b4 L L - | i’ L]
intero per resultato della dwmoneq-—ij (dove si suppone
Q' =1,

f(x)=P"“), come rilevasi dall'eguaglianza identjca
(7) flx)= (x" - a7 ¢(x)
che deve ayer lnogo quando " — 2" & un divisore di f(xz).
In questa stessa ipotesi la (7) mostra in generale, che il an-
mero f(m), qualunque sia il valore intero di m, dev’essere
divisibile Per m” — a”; vale a dire che deye aversi — con
Tiguardo al segno di g(m) il quale puo essere positivo o
negativo — |
(8) m'—aq" ==xdg
\ndicando ¢on 4 gpo qualungue dei divisori positivi di f(m).
Ma dalla (s) si trae
A"=m"«=d

© percio  costruendo i numeri della forma m™ = d col dare
ad m Successivamente yalori interi scelti ad arbitrio, i soli
numert a' comypi 4 juesie serie potranno dayr luogo ai di-
VisoTi &" — 4", Anche quesla regola & un’estensione dj quella
data da Newson per la ricerca dei divisor: razionali della
ibrma £ ~— q.

Altre conseguenze particolari, qui tralasciate per brevita,
potra il letiore agevolmente dedurre dalle proprieta gene-

rali sovraes posle,

Ruma, Lugliu 1888, Ercia Sapun.

%ﬂ“‘“——-

o 5
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SULL’APPROSSIMAZIONE DELL’ ORDINARIA INTERPOLAZIONE

NELLE TAVOLE DI LOGARITMI
DELLE FUNZIONI GONIOMETRICHE

11.

7. Venilamo ora a risolvere la questione propostaci. Per-
10 dimostriamo la formula seguente

sen(a + h) — sena = Acos(a + Of),

ssendo 0<0<1, ossla, essendo @+ 8~ un valore compreso
a ae (a~+h)
Supponiamo dapprima % positivo. Si ha

oofa+3)
sen(a + i) — sena = ﬂseni cos| @ +

y poiche &
SE]‘.’I—- «::— ) cns(a “+ )-Ccusu,
ara
senfa + A) — sena
£ cosa,
h
.0s1, essendo
I/
sen; 5
T > cnsé
2

ara

senfa + ) — sena h h
7 P cus; COS{ @+ —

|I'! d rﬂl'liﬂl"i,
sen(a + /t) — sena

7 > cds(a + k)

| vapporlo
sen(a + A)— sena

h
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rappresenla qunindi il yalore del coseno di un angolo a +dh

compreso fra a e a + A. |
Se & & negativo ed 4, & il sno valore assoluto, avremo,

posto a -4, =5
sena — sen(a—h,)  sen(b + h,) - sanf
i, h,
ma, per quanto si & detto prima :
sen(b + 2,) — senb=#h,cos(b + 6k,) ,
con 0£L0<L1, o

sena — sen(@ — A,) = h,cos[a — (1 - 6) h,]
e posto 1 —0=0, sara
sen(a = k,) - sena =~ k, cos(a ~ 0,4,)
con {>0.>0.

8. Dati i logaritmi di sena e sen(a + d) (a 45), se 1l

logaritmo del seno dell'angolo (a + A) compreso fra a e @ + d
viene calcolato colla proporzione

log sen(a + &) — logsena £

log sen(a + d) - log sena  d

vale a dire si calcola log sen(a + %) colla formula | _

log sen{a + A) = log sena + ; {log sen(a + d) - log sena| ,

sl commette un errore , il quale si compone di due parti.
Una di queste E, & dovuta agli errori di cui sono affetti
1 logaritmi di sena e sen(a + d), I'altra parte & la differenza

E, = log sen(a+k) — log sena — g [log sen(a + d) - log sena

Se log sen(a + d) e log sena sono approssimnati a meno di g
Uerrore E, nel calcolo
I h

log sen{a + &) = (l -‘—_f) log sena + y. log sen(a + d)
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d g i (i ——) 8
ossia minore di g.

Per determinare una limitazione di E,, potremo scrivere
lale differenza sotto la forma

sara minore di

= log sen(a + /) — log sena —
:'u:us(n + 0 }:)
dmﬁ(a + 0,d) ||ug sat{e+ )= lug sena) +

cos(a = 0,/2)
cos(a + 0,d)

’ log sen(a + d) — log sena }

ove hcos(a + 0,k) e deos(a + 0,d), stanno ad indicare gli
aumenti subiti dall'argomento sena deir logaritmi, corrispon-
denti agli aumenti 2 e 4 di a. La differenza

hl’:ﬂs(ﬂ-i-ﬁ‘ k)
dcos(a—0,d)

log sen(a + d) - log sena|

log sen(a + /) — log sena -

e pel I° dei teoremi ricordati al n® 4, in valore assoluto mi-
nore di

deos(a + 0.4d)

SENa

deos(a + 6,d)

sS€ena

logl1 +

e quindi anche, essenclo

cosa > cos(a + 0,d)

¢l el
|Ug(l + )
langa langa

Cerchiamo ora una limitazione della seconda parte di E..

Dalla

minore di

sen(a + d) : degg(a + 6,d)
e =3 ol
Sena sena
s1 ricava

log sen(a + d) - log sena = lng(1 + dmﬂ(ﬂ ad d))
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e quindi, quando i logaritmi sieno presi in una base mag-
giore di 1,

d
] - g
og senfa + d) — log sena -r::lun(l + tangﬂ)

Ma, nducendo ad una frazione unica, trasformando di que-
sta 1l numeratore nel prodotto di due funzioni gonjometriche,

6 + 0,
zscn-é(ﬁid - ﬁ,fa}san(a oz _d)

2

si ha

cos(a + 0,h)

cos{a + 8,d) CUS[_I’.I + 9.d)
e quindi, poiche sono
b, — 6,h <d, ssenz(6.d -5h)<d, cosia + d)<cos(a +0,d),

sara '
cos(a + 6,h)
cos(a + 6,d)

A bbiamo dunque i valore assoluto

- 1<d tangla + d)

| d
ug(i t laugﬂ

Se i ]ngaritmi si prendono nel sistcma a base 1o, nel-

1

L,<d

- lang[ﬂ + d)

lﬂnga

l'ipotesi

|
laned
ihge< 10langa ("

s1 ha
iutang‘n + 4
Hlangﬂ

tangla ~ d) <

+ tang(a -+ d) {m

tangm 0 Sena Cosa

Sara 1n conseguenza

10 d
k., <d l lngm(-j + ) t
0 Sena cosa lllﬂgﬂ

(1) A guesta diseguaglianza, posto & = 10" soddisfano it gli angoli
a <300 53! 20", mentre posto d = 1' soddisfuno gli angoli a < 8950'.
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ma, come ¢ stato dimostrato al n? 1, s ha

| d 2 9 d
0810\ * langa 20 langa

EppeEro sara

i @
E, <~ ——
2 SCI &

L'errore totale E sara in valore assoluto inferiore a

T A

F e

2 " agenia

(1)

9. Determiniamo ora l'errore dcll‘anguln cnrfispundentn adl
un logaritmo-seno dato,
Sia il logaritmo dato compreso fra logsen(a +d) e logsena;

(1) Notiamo che col sussidio dell’analisi algebrica si dimostra che
E, < C eppero

q sen®a’

1

E"59+smzn

Colle tavole logaritmiche s sette decimali s1 bha § < :—w; perd, quando,

come nelle tavole del Sig. Ludwig Schriin. sia noto se ogni logaritmo €

2. . .
dato per eccesso o per difetto, si potra rendere g{i—-[;. Riducendo il

log sen(a-+A), caleolato col principio delle parti proporzionali, alle sue prime
sctte cifre decimali, si commetle on nooye errore che non pub raggmngere
7.5

% questo con g da 0

108 quindi dato d, volendo di sen{a 4 Al un va-

lore approssimato a meno di i:ﬁ bisognerd prendere ¢ in modo che sia

é E—.E;E{f—'ﬂi o sena > dA0°YS
Aflfinche si possa applicare con piena fiducia V'ordinario melodo di interpo-
lazione, si doyrebbe guindi adoperare una tavola per i logarilmi-sen
di 1" in 1" da i a 6o I
di 10" in 100 da 630" a 450
Il Signor Brithns adotta una consimile disposizione mel suo manuaie lis-
garitmico, dando 1 logaritmi seni di 1 in 1! per i primi sellc gradi dcl
(juadrante. . _
Per le tavole a & decimali dovrebberv calcolarsi 1 logaritmi — sen

di 40" in 10" da 1° a &°
di {' in 1 do 4% a 45°

=) c—




- 142 -

indicando con (a + A) Fangole, a cui corrisponde il logaritmo
seno dato, si calcoli £ colla proporzione

E ~ log sen(a + &) - log sena

d log sen(a + d) — log sena

L’ errore commesso nel computo di A si compone di due
parti, una delle quali & la differenza

Y _J log sen’a + &) — log sena

- : = #
d log sen(a + d) — log sena ‘

05810

E,
log sen(a + d) — log sena

'El=d

ove ad E, & stato attribuito lo stlesso significato che al nn-
mero precedente, eppero, essendo in valore assoluto

sara 1l valore assoluto di ¥ . minore di

d d*

1
2 log sen(a + d) - log sena sen’u

L’altra parte ¢ dovnta agli errori dei logaritmi delle tavole
e all'eventuale errore del logaritmo-seno dato. Se quelli sono
approssimali a mewo di g e questo a meno di e il (quozienie

log sen(a + &) — log sena

log sen(a + d) - log sena

polra essere caleolato a meno di

- g ' (H}
log sen(a + d) — log sena — 28 |

Dunque Uerrorve totale 3 nel calcolo di un angolo cor-

(*) V. Ia nota sujle approssimazioni numeriche nella trigonometria del
Prof. D. Besso.
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rispondente a un dato logaritmo-seno di cmi si conosce un
valore a meno di ¢ compreso fra log sen(a +d) e log sena,
noti 2 meno di g & inferiore a

d \ d?

log sen{a + d)— log sena — 2g | 2sen’a

+e+g1 (%)

Quindi nel caso che si faccia nso di tavole a sette decimali,
supposto
=0, a+d <%0, a>i", d=1"
si ha
Y <0, o001
mentre per a < 6°30' e &= 10" si ha
¥ <0",008

10. Determiniamo ora ovna limitazione dell'errore nel cal-

colo del logaritmo langente di un angolo non compreso nelle
tavole.

Dati i logaritmi di tanga e tang(a + d), se il logaritmo
della tangente di un angolo (z + %), non compreso nelle ta-
vole viene calcolato colla proporzione

log tang(a + %) — log tanga &

log tang(a + d) - log tanga

vale a dire se si calcola log tang(a + 4) colla formula
/
log tang(a + &) = log tanga + 5“0g tang(a + d) - logtangal

s commelle bon errore di cnt la parte, dovunta agli errori
di cui sono affetti log tanga e I_ngtang{'a +d), e minore di g
se questi ]ngarilmi sono entrambr dati a meno di g. L’ altra
parte E ¢ misurata dalla differenza

log tang(a + %) — log tanga — g[lug lang(a + &) - log tanga|

(") Per guanto & stato delto nefla nola al n” precedente potra ridursi

: TICI

8 sen'a

¥

“< log sentia+ d) - lng sena — 2¢
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che puf} porsi anche satto la forma

log sen(a + &) — log sena -g |log sen(a + d) - log sena | —

fa
~ { log cos(a + &) - log cosa — 7 Llog cos(a + d) —log cosa| |

Ma per quanto si & detto al n. » i due termini d questa
differenza sono inferiori in valore assoluto rispetiivamente a

v g s I & _
2 sen’a 2 cos’a’

sara quindi in valore assoluto

2&3

E<—2
S€N"2a

L'errore totale sara quindi 1n valore assolutlo inferiore a

)

#1. La determinazione dell’ angolo corrispondente ad wun
dato logaritmo-tangente s compie in modo analogo a quello

tenuto pel seno e si giunge a stabilive che un tale errore
¢ inferiore a

4__ .
log tang(a + d) - log tanga — 22 | sen?2a &

ove £, g ¢ d hanno significati annlﬂghi a (quelli loro attri-
buiti al p® 4o,

Errore Ricorni,

(*) Facendo uso del valore dato nella nota al

n® 8 queslo errore potra
rendersi minore dj

I £
2 sen’*2a

7+

_'—-E.F'ﬁww____
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ESERCIZI PER LA SCUOLA (%)

1. I numen positivi a, b, ¢, sono legati dalla relazione
at + bt + " —2a%b* - 9b%c? — 90%q? — .

Esiste un lriungnlu cot lati misurali da quel tre nnmeri ?
2. Se 1 numeri a, b, ¢ misurano i tre lati d'un triangolo ,

il polinomio

a’+ b + ¢’ — abla ~ b) - be(b + ¢) — calc + a) + 2abe

e negativo. E vera la reciproca ?
d. 1 tre lati d'un triangolo sono misurati dai numeri a, b, ¢
fra i quali ha luogo la relazione

a*lb—c)+b* (c—a)+c*la-b)=o.

Dimostrare che quel trnangolo & isoscele.
4. Se 1 numeri a, &, ¢ che misurano i tre lati d' on trian-
guln 5000 legali dalla relazione

at + bd + ¢t = bc? —c*a* - a*h? = 0,
quel triangolo dey'essere equilatero,

o. Se 1 numer: @, b, ¢ che misurano i tre lati d'un trian-
golo sono legali dalla relazione

Habirel—2ab(a’ +b*)—abe(b? +e%) ~2calc +a)+ia* b +b e +¢2a?)=0,

quel triangolo dev'essere equilatero.
b. Se 1 numeri positivi a, b, ¢ sono legatl dalla relazione

a"+8%¢8 - a*b? (a*+b?) ~ b e (b6 —e*a(c*+a?) - 220 = 0,

eS8l misurane i lati d'un triangolo retlangolo.
i. Se 1 numeri positivi a, b, ¢ sono legati dalla relazione

HH — bq i 63 '
esiste nn triangolo aculangolo coi lali misurati da quel
lré numeri.

- y |

(*) Le proposizioni che sono qui enunciate si riferiscono. per la mag-
gior parle, a lrasformazioni di aleuni polinomi in prodolti dj piit fattorr o
in somme di polenze di piit binomi. e ad alcuni teoremi di geometria ele-
men lare,

10
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I tre lati d'un triangolo sono misurati dai numeri, a, &, ¢
1l maggiore dei quali ¢ a5 i tre lati d’ou aliro triangolo
sono misurali dai numeri a,, b,, ¢, il maggiore dei quali

A\

€ @, e questi numeri verificano la relazione:

+0%+0? —na‘b‘(n +b) - a*cha +¢) + b*c*Me+b) = rlf - b: — Cf .
Dimostrare che se il primo triangole & rettangolo dev’ es-
sere lale anche il secondo, E vera la reciproca ?

[ numeri a e &, che misurano il maggior lato d'un trian-
golo e il segmento che unisce il suo punto di mezzo al

verlice dell” angolo opposto , sono legati al numero ¢
dalla relazione

@’ —a*(4b* - 6b) + 8a”D? - 24ab” — 39b' =c(e’+sab + 8b").

St domanda se il tringolo sia rettangolo, acutangolo od
oltasangolo,

10, 1 cateti d'an I:riangnfu l'tzllauguh: sono misorall dal na-

11.

mer a, b, e quelli d' un altro triangole rettangolo dui
numeri m, n. Dimostrare che, se questi qualtrn numeri
sono legati dalle relaziani

@ +b=32—(m+n) ith=12+mn-3m + n),

¥ cireoli circoscritti ai due triangoli devouo essere uguali.
Gh angoli ai vertici &i due triangoli isosceli sono
misurati dai nameri a, & fra i quali ha luogo la relazione

\/n+b+Vﬂ—b=Vﬂ?;

la base del primo Ll'iﬂllgblﬂ% doppia di quella del se-
condo, Asseguam il vapporto del rapporto dei perimetri
dei due triangoli a quello delle loro aree.

12. I tre lati d’un triangolo sono misarati dai numeri a, &, ¢,

i1 tre lati d'un altro triangalo dai numen a,, &,, c,, e
auesti nameri sono legati dalla relazione

- i 4
Aa*hy + 4a'h® 9a’c + saic” = saba b, + 18aca c, .

Dimostrare che, se uno dei dwe triangoli & rettangolo ,
deviessere tale anche I'altro.

A

'!':‘r':".l
]
5
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13. 1 cingue angoli d’un pentagono inscrilto in nn circolo
sono misurali dai nomeri @, b, ¢, d, ¢. Dimostrare che

il pentagono Jev'essere regolare se questi numerl sono
legati dalla relazione

n’+b’+c’+rf‘+e*:nbf'-bc+cd+de+e&.

14. | sei lati d'un esagono inscritto i vu circolo sono mi-
sarati dai nomeri a, b, ¢, d, e, f 1 quali verificano le
relazton

b*+c* +d* ~e* +[* =be + cd +de + ef + fU
a—b+c) {a-b-c)=bld-c-[).

Assegnare il rapporto del perimetro dell’esagono alla mag-
ginre delle sne diagonalt.

15. Due lati consecntivi d’ un quadrilatero circoscritto ad
un circolo sono misurali dai numeri @, b i quali sono le-
gali dalla relazione

a2 + 92 + a® —3abt — 2b® - b? =0,

Dimostrare che le diagonali di (Il.lﬂl qnadrilatern' SO O
[ra loro perpendicolari.

D. Bgsso.

SOLUZIONE DELLE QUISTIONI 14 £ 12 PROPOSTE a Pac. 427,

(11) Dimosirare che, per n intero e positivo, si ha :

| n n{n—1) () (n—t)....24
E:_l_(n-i-l)(11+2)+(n—i-i)(ﬂ-l-ﬂj[n-l-?;]—.".+ ) (R+1)(n42)....(2n+1) 2n+1
D, Besso.

Dimoslrazione del Prol. G. aFrattini (*).

Per verificare la precedente eguaglianza (trasporto nel 2°

(*) Una dimostrazione consimile & stala inviala dal Sig. 4. De Zetlivy.

i

e
= = s [ | — —
f— e b
w
o -
= - -

= e T | ¢ o, e |
- - - —.
- -

o — —— - —
e T e =
e e D —— = A

S
.

—_— = -
i
"
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membro il 17 termine del 1° membro, riduco nel nuovo 2°

& # ﬂ - "
membro ¢ sopprimo il fatlore comune nei due membri.
n -+ 9
Otlengo:
i n-1 (n=1)... .21 1

(A) -+ .

n+e  (n+2) (nds) (72 + 2).. (212 + 1)  om w1

Questa eguaglianza & quella nella quale si muta 'eguaglianza
da verificare, quando nei numeratori e nei denominatori dei
singoli termini del suo 1° membro si sopprima il ° fatlore

¢ nel medesimo tempo si cambi segno al 2° membro (pur-

i : . . . 1
cheé si convenga di non considerare il termine — nel no-
. n + i

meratore del quale il fattore soppresso sarebbe I'unita). Di
nuevo: lrasportiamo nel 2° membro il 1° termine del 1° mem-

bro dell’ egnaglianza (A), riduciamo nel nuove 2* wmembro

o mai . i - 1
e sopprimiamo il fattore comune . Otterremo que”u
n + 2

eguaglianza nella quale si muta la (A) quando nei numera-
tori e nei denominatori dei singoli termini del 1° membro
st sopprima il 17 fattore (colla convenzione ecc.), e si cambi
segno al 2° membro.

Dopo 7 operazioni il 1° membro si Lroverd ridotto a un
solo termine e precisamente al termine (- )" i ed, evl-

2n -+ 1

dentemente, il 2° membro al termine medesimo. L'eguaglianza

b cost verificala,

Dimoslrazione del Prol F. f"?ﬂggi.
Da una formola notissima del calcolo combinatorio si
deducono le seguenti eguaglianze :

27t + | an 21
= +
A b n—13
2N 4+ | ar an
7 n-—1 - 32




21n =<1 21 271
(- 1y — (== [T (= e
1 ! 0
LR | 2n
(— 1) = (= 1)
- o
Addizionando membro a membro, ¢ ridocendo, st ha Uidentith:
o + 1A 21 + 1 o7 + 14 e + 272
('1) — + —...-4-(—-1) =
n n—1 n-—2 0 n

Dalla quale, sostiluendo ai simboli d’Euler le frazioni erui-
n(n—1)....2.1
(n+1)(1+2)...(21+1)
dopo facili semplilicazioni si ricava I'identila pmpusta.'

valent) e multiplicﬂndn lalti i termini per

»

Osservazione. — L'identila () si potrebbe ottencre anche
lacilmente syiluppando nella identita (1—2)*"*" (1—2)7'=(1—x)™"
le potenze ascendenti d'x ed eguagliando 1 coelficienti &’x”
nei due membri,

(12) = Dimostrare che la potenza n' della media arit-
metica delle radici n° di pitc numeri positivi diminuisce

@l crescere di n.
D. DBesso.

Dimostrazione del Prol, G. Frattini.

Dobbiamo dimostrare che:

=1 a - 5 -

e n e L | <
(“w. < Va, - 1/) _ (m +Va, w)
)

i

pvyero r'l'u: .

= le=t-1

(A) (“""l//f:+...+ ],/rrm) Zm (Iff?l N ’I'r_,snm)".

. Per n=1 la (A) & vera. Infatli essa diviene:

() (Va, + ...+ Va, ) Z mla, + ... - a,).

Ora, sc scriviamo gh m® Ermini del prodotlo della

;qunli[h Va, +.,.+\/r1,,, per st slessay e se invece i) \/ﬂ*"J/ﬂ‘.

L] - L L] i L - q‘;’+rrll
(l.i:rmlnr: quulawuglln) pentamo Ia (puaubite non mmore ; ’
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poichit ciascuno dei radicali Va,, Va.s ... \/a, ¢ fattore 2m

volte ne’ vari termini del prodolto, il 17 membro della (B)

, . a, a, A .

si mulera 1 2m 5 T e+ - Jossiain m(a +a,+...4a,),
2

divenendo identico al »°

LI, Dimostriamo ora che, se la proprieta (A) &€ vera per
on cerlo valore di 7, essa © anche vera pel valore n + 1,

ans{) —

Intanto, pomendo ™ Va, =x,, la (A), supposia vera, ci da:
(C) (= + 2% ek TP Fmle M~ 20 o 2.
Ma si ha ancora:

D) (a2
Z (X5t L) (2572 4 T T2 6 s 2, 0H3)

perchi, sviloppando il quadrato del +° membro, a ciascun

doppio prodotto (22,"*" x,"*') dello sviloppo corrisponde
nel 2° membro il binomio x,” z,"%* + x," x "+ (che non

—

: o 2= oo e .
ne ¢ minore , essendo x, +x,"S 2x,x,), mentre le parti

restanti deir due membri sono le medesime.

Elevando 1 due membri della (D) alla potenza (n +1)%,
moltiplicando la diseguaglianza che si ricaya per la {C), si
olLiene, fatte le riduzioni :

(ITIH-I-I w} i &w -+ .Tm"+1)"+= E m(-rl!‘*-: i P -Tmﬂ+:)h+l'

(] In+=2] —

E qui ponendo : ¢, = Ve, , st ha finalmente:

Lo ol |

2 —\ 42 __ | — te1 '3')
)™ 2 (e aT)

e o _
( V@, +et Y,

S — ——

(*) Un alira dimoslrazione di questo teorema, diversa dalla presenle ,
del Sig. Prof. Fiaggi, verra pubblicala nel venturo fascicolo.
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QUISTIONT PROPOSTE

15. Assegnare, senza il snasidio del calcolo diffe renziale,
il limite al quale tende la funzione

 — Voxr— 2% — [/
{ = (/x?

qhundn la variabile x tende ad 1.

(4, Dimostrare che, posto

ghet _ghbs o ghtbs o (< () T =gy

si ha, qualunque sia I intero positivo A, purche iadipen:

dente da m,

: Sam + Samg e
lim{ ——— I) = (h+ 1) 2%
m =1

15, Dimostrare che il numero dei modi nei quali un
intero posilivo n puo essere formalo, per via di addizione,
coi pumeri i, 2, 3, & dato dalla formola

(n+3)* (1) 7 2 onm
-+ - — %+ - CUO§—

12 8 18 ) 3

15. Dedwire 11 postulato delle ]aﬂl'nllele dalla pl'ﬂpﬂsi-
zione: 11 quadiato del numero che nmiasura lipolenusa d’un
triangolo retiangolo e eguale alla somma dei quadrati de
qumeri che misurano 1 due calely,

Di BESSD#

A .
17. Preso un punto snlla bisetlrice di un angolo vetlo

¢ condolla per fueslo punto upa sccanie ai lati, deternn-

nare la posizione che deve avere la secanle alfinche sia

minima

pa——_———— i =

L
TR e — il R,

—r—;

= =
=
N T

i Ny A S——- . =t S RALL L
e —

-
& _ —

ik -
S m— — =
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17 la somma dei segmenti slaccati dai lati dell'angoln
4 partire dal vertice,

2° la porzione della secante limitata ai lati,

3° I'area del triangolo formato dalla secanle e dai lati
Llu]l'ungu]u.

8. Se col simbolo $"(x) s’indica la somma delle po-
tenze m™"™* dei primi 2 numeri interi e positivie a, b, c, ... 1
Seno numert primi due a due, dimostrare che

S (abe...2) - S (a) §"(B) S () - w]

_ﬁ_ ———

abe.. .l a b C /

¢ un oumero inlero.

19. Se col simbloly §™ (x) 8 indica la somma delle po-
tenze m™™ dei primi x numeri tnteri ¢ positivi; a,b, e, ...t
SON0 numer primi due a due ed 7, e, B, 9, ...1 numeri in-
ter: positivi arbitrari, dimostrare che

S:n(ﬂz.b,ﬂ‘ﬂ?”_}ll Szn(ﬂ) Saufb) S:m(c, S:mu)

A _____-_—*—-

a*.bf c’., .0 a b C e /

1

€ un oumere mniero.
A. Luaui.

Correzione. — 1l teorema n. s proposto a pag. g
dev’essere cos) enuncialo :

8. Se un pentagono ha la proprieth che le congiungeuli
| verlici ai punti di mezzo dei lati rispettivanente opposti
passinog per uno stesso punto, e sieno ip questo punto di-
vise in modo che i rapporto delle sue distanze da un ver-
lice e dal punto di mezzo del lato opposto sia egnale per
tutte, quel rapporto deve avere |o Stesso valore che gli
corrisponde pel pentagone regolare convesso o stellato.

D). Dgsso,
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RIVISTA BIBLIOGRAFICA

Has sind und was sollen die Zahlen? Fon Ricasrp Dene-
kivn. (p. XV—s8; Braunschweig, F. Vieweg u. 5.; 1sss).

Uno dei carattern pia salienti della Matematica del no-
stro secolo e specialmente della seconda meta di esso, & |l
complesso di ricerche sui fondamenti della Scienza; mentre
un lempo gli scienziati accettavano, quasi senza disculerle,
le dottrine classiche e si proponevano unicamente di perfe-
zionarle e di accrescerle, 1 moderni non le pongono a fon-
damento di ulteriori deduvzioni senza averle prima discusse
e trovate legittime. E appunto al desiderio di rendere picna-
mente rigorosi i principi fondamentali che sono dovute le accu-
rate indagini che i geomelri fecero sulla natura degli elementi
all'infinito e degli elementi imaginari ¢ che gli analisti fe-
cero sull’estensione successiva dell'idea di numero. E a que-
sto stesso spirito critico che son dovnte quelle belle ricer-
che sui fondamenti della Matematica che hanno per iscopo di
determinare quali proposizioni sia indispensabile dedurre dal-
I'esperienza ed assumere come postulati per fondare una Scienza
dell'estensione e una Scienza dei numeri. Per quanto nguarda
la Geometria, & inutile che ¢1 arrestiamo a rammenlare le ri-
cerche fatte in questa direzione da Riemann, Helmhollz, Bel-
trami ed altri, le quali fortunatamente sono conosciule anche
dai meno dotti fra 1 cultori delle Scienze esatle. Meno note
son quelle che s1 propongono I'analogo problema per I'Aritme-
tica e di cui le piu recenti son dovute a Helmholtz (1), Krone-

1y Hecawortz, Zahlen wnd Messen evheanlnisstheorveliseh belvaclilet
(Sammiung der an E. Zenuen gerichteten philosoplischen Aufsdalzen, Leipzig
18871, Clr. il sunle di guesto lavoro che trovasi nelin Hevue scientifigue del
I'anno corrente.

Le lince seguenti, che estragghiamo dalla memoria di Helmhollz, pos-
sopo servire a dare un' iden del contenoto di essa:

« In aleuni lavori precedenli mi sono sforzafo di mostrare come gl
assiomi della Geowmelria non siano pr¥posizioni date a priori, ma Sianp
anzi da sostenere o da rigettare con argomenti fornitf dalla esperienza... Ora
¢ cluaro che la leotia empiristica da me ndottato, se nega agli assiomi della
Geomelrin il carattere di proposiziont indimosirabili ¢ non avenli isogne
i dimostrazione , deve remdersi conto anche degli assiomi dell” Aritmelica 1
queli stanpo in una relazione apaloga eol nostro modo di concepire il lempo 2.

ey

I
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cker (1) e Dedekind (2).

Per quanto pregevoli siano i lavori dei primi due f(ra
tjuesti scienziati, non esitiamo a dichiararli meno interes-
santi di quello dell’'nltimo dal punto di vista della Scienza
pura ; quelli per giungere all’idea di numero e alle opera-
zioni sul numeri invocano le successioni clie ci presenta
la natura nello spazio e nel tempu, mentre questo rivsci a
stabilire il concetto di numero senza ricorrere a fatti mate«
riali (3) e alla domanda « Che cosa sono i numeri e qual’® il
loro oflicio? » pole rispondere « [ numeri sono creazioni
volontarie della mente umana, essi servono come mezzo per
concepire piu facilmente ed esaltamente le differenze fra le
cose »,

Gli & del Javoro del Sig. Dedekind che vogliamo occuparci
in quesla rivista; c¢i sforzeremo di caralterizzare il melodo
tenuto dall’a., il quale metodo — diciamolo subito per gin-
stilteare la Innghezza di questa bibliografia — se & ingegnosis-
simo & in pari lempo molto artificioso (4), e, per l'astrattezza
delle considerazioni su cui poggia, difficile, malgrado la perfe-
zione dello stile dell’a, . A ragione il Sig. Dedekind codgetiura
che la complicazione della soluzione & probabilmente dovula
alla natura del problema da risolvere; a noi perd sia con-
cesso lo sperare che su questo argomento non sia ancora
stala detta 1" ultima parola, ché altrimenti farebbe d' nopo
rinunciare all'idea d'insegnare I'Aritmetica senza invocare il
sussidio di rappresentazioni sullo spazio o nel tempo.

Si consideri un complesso di cose (indicate colle lcltere
a, b, ¢, ..., 8y....) che siano elementi di uno o pit sistemi
indicati colle lettere A, B, C,..., 8, ...). Di fondamentule
importanza & la relazione che intercede fra due sistemi A, S
(juando ogni elemento di A ¥ elemento di S; si dice allora

P

(1) BnoNecker. Ueber den Zahlbegriff (Philosophische Aufaitze gih vi-
lati oppure Journal f. d. r. u. a. Mathematik, T, C).

(2) N titolo del lavoro di Dedekind & seritto in testa de! presente ar-
ticolo.

(3) Questi fatli non honno aleuna parte nei ragionamenti del Sig. De-
dekind, ma servono pero a additar loro lo scopo da raggiungere.

(4] L'n. slesso lo riconobbe implicitamente nella prefazione asserendo
che « molti riconosceranno appena nelle oscure fignre che egli presenta
quel numeri che furono loro amici iotimi e fedeli durante lulla la vita ».
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che A & ona parte di S; se in parlicolare A & diverso da
S, A si dira parte propria di S. Altrettanto importanti sono le
nozioni di sistema compusto dt pite altri A, B, C,... edi parte
comune a piu sistemi; 1l primo sistema risulta da totle
quelle cose cle sono elementi o di A, o di B, o di C ecc.;
I'altra da quelle cose che sono conlemporaneamenle elementi
di A, di B, di Cece.; & chiaro che mentre pi sistemi danno
sempre luogn a un sislema composto, eSSl POSSONO Non aere
alcuna parte comune.

Gonyiepe esprimere queste relazioni mediante simboli; il
sistema composto dei sistemi A, B, C, ... s’indichera con
A+ B+ C —,.., menire la parte comune ad cssi con ABC...;
ln scrittura A <8 signilichera che A & parte diSela ALS
che ¢ A & parte propria di § (1).

Un'alira nozione di capitale importanza — che anzi puo
dirsi la chiave di volie di tutto I’ edificio del Sig. Dede-
kind — & quella di rappresentazivne p di un sislema su on
altro; con questo nome si indica una legge sccondo la guale
ad ogni elemento s di un sistema S s1 o corrisponslere una
determinata cosa , che si chiamera imagine di s e s indi-
chera con g(s). Se T & una parte di 8, o(T) sara il sistema
avente per elemen!i le imagini degli elementi di T. Qua-
Innque sia la rappresentazione g sussisleranno le seguenti
propriela:

I. Se A<B sara gfA) < ¢(B);
LI, ?{A+B+C+.,)= tP(A)-r o(B) + ¢(C) + . .
Tl o(ABC ...) < plA)p(B)s(C)...

Come dal sistema S si passa al sistema ¢(S) medianie la
rappresentazione g, da questo si giungera a un altro sastema
mediante un’altra rappresentazione ¢: la rappresenlazione con
cni si passa da S a questullimo sistema si chiamera com-
posta di g e § ¢ s indichera con g ; le rappresentazioni g} e
dp sono generalmente differenti.

(4) Questi simboli sono diversi dﬂ*ﬂllﬂ“i del Sig. Delekind ; & furono
coolli coi eriteri seguili nelle trattozioni malematiche della Logica;: mj sem-
bra quesla scella consigliabile perché essp porge delle enunciazioni simboli-
che espressive di quasi tutli i leoremi  che dobbiamo riportare e porge un
puove esempio della utilita che si lrae anche 1o questo caso dal Ca'colo
della logica.
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Fra le rappresentazioni y di un sistema S son degne di
speciale menzione quelle (che chiameremo sitmidi) tali che duoe
clementi diversi a, & di S banno per imagini doe elementi
diversi g{a) =a', ¢(b) = &' del sistema ®S) =8 (1). Una rap-
presentazione di tal fatta ne ammetle una tnversa ; esiste
cive una legge tale che ad ogui elemento di §' corrisponde
una cosa di S che ne ¢ I'imagine. Quando § & una rappre-
sentazione simile, se p(A) < g(B) sara A<B e se %(A) = ¢(B)
sara A = B; inoltre ?(ABC...) = o(Alg(B)p(C). ...

La nozione di rappresentazioni simili conduce quella
di sistemié simili : due sistemi si diraono simili se esiste una
rappresentazione dell’vno che sia simile all’altro.

E frequﬂnte il caso in cui un sistema venga rappresenlalo
sopra se medesimo. Un sistema C tale che sia #lC) £ C, si
dira una catena (si noti che la proprieta di un sistema di
essere una calena ¢ legata sempre alla considerazione di nna
delerminata rappreseutazione o), Considerando sempre la
Slessa rappresentazione, |’ imagine di una calena ¢ un’altra
calena e lo stesso puo dirsi del sistema composto di piu ca-
lene e della parte comuone ad esse. Se A & una parte del
sistema S il simbolo A, o 9,(A) rappresentera la parte co-
muoe a lulle le catene del sistema S che contengono il si-
stema A e sindichera col nome di catena del sistema A.

Premesse queste definizioni e questi teoremi si hanno
elementi sulficicuti per fare una distinzione di gran peso.

Un sistema dicest infinito se © simile a wna sua parle
propria: allrimenti si dice finito, E facile far vedere con
degli esempi esistenza di sistemi di (ueste due specie; si
puo pot facilmente mostrare che « due sistemi simili sono
contemporaneamente  finiti o infiniti », che « 0ghl sistema
1l quale sia parte di un sistema finito o sia simile a una
tale pate & un sistema finito » e che « se togliendo un
clemento da un sistema S si oltienc un sislema finito, S &
pure finito », :

Un sistema N dicesi semplicemente infinito se esiste una
rappresentozione o i N su st stesso tale che N s presenti
come catena di un elemento non contenulo in »(N) = N
Questo elemento si indichera col nome dj elemento fondamen-

(1) Lo serivere a' inveer di g(a) & Jecilo soln (qnando non possa nascer
dubbio sulla rappresuntaozione in virlu della quale a' & umagine di a.
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tale e col simbolo 1; si dira inoltre che N & ordinato me- e !
diante la rappresentazione p. Servendosi dei simboli intro- .
dotti si puo dire che il sistema N & semplicemente infinito
se esiste mna rappresentazione p e un elemento t di N tali
che sussistano le quattro relazioni segunenti:

2. NN<N

3. g & una rappresentazione simile.

Se in un sistema semplicemente infinito N ordinato mediante “
una rappresenlazione p si prescinde complelamente dalle pro-
prieta specifiche degli elementi e s1 tien conto nnicamente
della possibilita di tlislinguerli gli uni dagl altn e delle
relazioni che [ra essi intercedono grazie a quella rappresen-
tazione 9, questi elementi si chiamane nwmeri naturali o
numeri ordinali o semplicemente rumeri ; 'elemento fonda-
mentale 1 si chiama elemento fondamentale della serie dei
numeri. Compito della Scienza dei numeri o Aritmetica &
il dedurre dalle proprieta =., B., 7., d. le leggi che regolano
gli enti cosi definiti e le loro scambievoli relazioni.

Stabilito per tal modo il concetto di numero, & agevole,
applicando le proposizioni generali esposte, di dimosirare un
gran numero di teoremi d’ Aritmetica , di definire che cosa
s'intende per numero maggiore o minore di un altro, di sta- il
bilire criteri atti a distinguere le purziuni finite della serie l '

|

Hi
L
ﬂ. N - iﬁ :
v. ¢+ non ¢ contenuto in N

dei numeri dalle infinite, ecc..
Per giungere poi alle operazioni (dirette) sui numern ¢
necessario premettere il Teorema generale segnente (1) :
« Data ad arbilrio una rappresentazione 0 di un sisiema O
su st stesso ¢ dato inoltre in Q un determinato elemento w,
esiste una rappresentazione § della serie di numeri N sod-
disfacente, qualunque sia il numero n, alle condiziont :

I. ¢N=<9
I, J(1)=w
111, §(n') = 0d(n) ».

(1) Questo leorema sembra di grande importanza non solo nell alluale
ricerca ma in molte altre, p. e. in cerle questioni della teoria dei gruppr.
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Come conseguenze di essa notiamo anzitutto le duoe pro-
posizioni : « Tuotti i sistem; semplicemente infiniti sono si-
mili fira loro »; « Tuuti; sistemi simili ad un sistema sem-
plicemente infinito sono pure semplicemente infiniti »,

Ecco ora in qeal modo, servendosi del teorema generale
OF ora riportato, si giunge alle tre operazroni direlle.

Del sistema N noi conosciamo gia una rappresentazione
simile, quella che serve a ordinarne gh elementi; quindi po-
tremo applicare quel teorema generale nell”ipotesi che Q sia
la serie N e # sia quesla rappresentazione. Per determinare
completamente la rappresentazione ¢ fa ancora mestieri [fis-
sare iIn N lelemento corrispondente ad 1: sia tale elemento
H numero m diverso da i.

Siecome la rappresentazione Y dipende dalla scelta di
Uesto numero m, cusi noi sostitniremo al simbolo Y(n) dell’i-
magine di z un simbolo in cnj compata m e precisamenle
m + n, Chiameremop fuesto nuero somma ottennta dall’ad-
dizione del numero n 3l namero m. La condizivne | del

leorema generale & soddisfatta e le alire due Sonu espresse
wel nostro caso cos) :

m+A=m', m+n = (m + n)';
da queste segnono le relazioni
MrR=n+my (l+m)sn=14+(m + n)

che esprimono le proprieta fondamentali dell’ addizione.
Supponiamo ora pel teorema generale che il sistema O
sia come prima la serie dei pumers N, ma che la rappre-
sentazione 0 sia quella individuata dall’eguaglianza o(n)=m - n
=n-/m ove m & un numero fissato ad arbitrio; & ancora
arbitraria la scelia dell'imagine di i, per semplicita noi as-
sumeremo che sia m, L rappresentazione ¢ ¢ cosi determi-
nata. Per wettere in evidenza il numero m da cui essa di-
pende noi indicheremo con mxn o con m.n o con mn !'i-
magine di 7 e la chiameremo prodotte oltenuto colla maol-
Liplicazione del numero 7 pel numero m. Le due ullime
condizioni del teorema generale divengono quindi

moa=m', mn'=mn+ m;

da fjueste derivano e cgunglianze



= Joy =
.n=n, mun=nm, lm + n) =Ilm+In, (ln) n=_4mn).

espressioni simboliche delle particolarita della moltiplicazione,

Finalmente supponiamo che nel teorema generale, sempre
snpponendo & =N, si faceia &(n) = en (a essendo we numero
arbitiario) e w=a. Nasce cos) una rappresentazione ¢, in
grazia della quale 1" imagine di % & nn eerlo numero che
(per mellere in evidenza il numero a da cui dipende ¢) si
tndichera colla serittura @" e eol nome di potenza della
base a di esponente n, Le eguaghanze 1l e II1 del teorema
generale diverrauno wvel caso atluale :

ﬂ" — ﬂl HH' = ﬂﬂn=ﬂ“ﬂ
da (queste pol scaturiscono come corollari le altre
am-i-u — ﬂmal, (ﬂm). - ﬂmu, (ﬂb:l" - aubn.

Il procedimento tenuto per definire successivamente |'ad-
dizione , la moltiplicazione e 1' elevamento a potenza & sn-
scellibile di altre applicazioni; esso conduce, p. e, alla quarta
operazione diretta, poi alla guinta, e cosi via all'infinito.

Ma poiche gueste operazioni non sono ancora strumenti
abiluali per I'analista, non ¢ il caso di fermarcisi. E nvece
interessante lo stabilire la nozione di « numero degli elementi
di un sistema finito » lo si puo fare colla definizione seguente:

Se X & un sistema finilo esiste sempre uno e un solo
pumero n lale che tutti i numeri della serie N nen supe-
riori a n formino wun sistema simile a X; si dice allora
che X consta di n elementi o che n e il numery degli ele-
menti di . E f(acile desumere da questa definizione che
« tutti 1 sistemi simili contengono lo stesso numero di ele-
mentli » e che « se il sistema A consta di m elementi e 1l
sistema B di #, il sistema composto A + B ne conterra m +
se A ¢ B non hanno alcun elemento comune, ne conterrh di
meno in caso diverso. » Quest'ultima proposizione permette
di passare dalla definizione di addizione precedentemente
esposta alla definizione ordinaria.

Vena d’Oro (Bellunoj, EE’Luglio 1888.

Gino Lonia.

—_—
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COKREZIONE-AGGIUNTA, — Nella quistione 48 a pag. 152, alla 3" linea,

dopo le parole: a, b, ¢, ...l sono numeri primi due o due — si aggiunga —
¢d n & intero e positivo, .

S U9

< Mm B O



LE PROPKIELA
DELLA SOMMA E DELLA DIFFERENZA
ESTESE Al POLINOMI ALGEBRICI.

1. Ammessa la serie natnrale dei numeri, si diranno mag-
jori d’un numero dato tutti quei numeri che vengono dopo
i esso; e minori tutti quelli che gli stanno avanti.

Si dira somma di due numeri quel numero che si ottiene
ontando in seguito al primo le unita del secondo; e somma
i pit numert i resultato che si ottiene conlando 1n se-
mito alla somma dei primi due le unita del terzo, in Se-
wito alla somma dei primi tre le mnita del quarto, e cos!
ia fino all’'ultimo numero.

I diversi numeri che compongono una somma diconsi
ermini o parti di essa.

Si chiamera invece differenza di due numer il resultalo
he si ottiene contando indietro al primo, denominato mi-
wendo, le unita del secondo, detto sotiraendo.

a. Cio posto , dalla definizione di somma resulta subito
:he, se in seguito ad un numero st contano snccessivamente
le onita di molti altri, si ottiene lo stesso risultato che si
tcava contando la somma di essi; si ha ciot V'eguaglianza:

(1) a+b+c)=a+b+c;

la_quale in linguaggio ordinario, enunciasi in questa guisa:
Una somma non si altera, sostituendo ad un termine
le swe parili; e, reciprocamente :

[na somma non si altera, sostituendo un termine unico
a due 0 pite dei suoi termini.

Questa propriela dicesi: proprietd associativa della summa.

3. Un’altra proprieta della somma & la commutativa che
s1 esprime cosi: »

Una somma non si altera cambiando lordine delle sue
parti.

| ]
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Tale proposizione, quando si tratti della somma di due
soli termioil , la si ammette facilmente, considerando che le
unita d' un nomero, essendo identiche fra lore, tanto vale
contarle in un senso, quanto vale contarle in senso con-
trario (®).

Quando invece si tratta delln somma di pm di due ter-
mini, allora la delta proposizione si puo dimostrare serven-
dosi della proprieta associativa e della commantativa di due
termim, Iin questa maniera:

a+b+c=a+b+c)l=a+(c+b=a+ec+b

3.-Da queste dune proprieta ne derivano altre, tra cui
ricorderemo solamente la seguente.

La somma di due o pit somme vale la somma unica
composta colle parti di cinscuna,

5. Dalla defiuizione di differenza s ricava : prima, che
essa & impossibile quando il sotiraendo & maggiore del mi-
nuendo; poi, che se alla differenza di due numeri si ag-
giunge il sottraendo ne vien per somma i) minuendo; e, re-
ciprocamente, se un pumero e somma di altnn due, ciascuno
di questi ¢ differenza [ra la somma e l'altio numero. Onde
si conclude che una differenza é sempre caratterizzata dalla
proprieie di dare il minuendo sommata che sia col sot-
traendo.

E quindi abbiamo identicamente :

(a=b)+b=a
(¢ +b)y—b=ua;
cioe: il valore d'un numero non si altera aggiungendo

prima e poi togliendo , oppure prima togliendo e poi ag-
giungendo ed esso un altro numero.

' f":l Nel fasecicolo 11) di gnest’'auno, pag. 74, il Prof. Amodeo si é ser-
vito di questo Postulato per dimostrare il teorema: La somma di pit ter-
mini non s allera se si gerivono i termini nell ordine inverso. Sembra a
nol cke, data la definizione di somma, com’egli I'ha posla al n. 1, cio non

§1 possa rigorosamenle lare senza neludere la verild del teoremn 2°




o L'addizione e la sotirazione sono operasiont inver-
tebili. Dico ciok che le due espressioni (@ ~b)—c¢; (a—c)+ )
hanno sempre lo stesso valore, essendo a>¢. Cio s1 prova
aggiungendo ¢ alla seconda espressione e verificando se la
somma eguaglia a + b. Abbiamo infalli:

(n—c)—b+a=(ﬂ—c)+c+b=n+b;
ond' & vera l'eguaglianza :
2) (@a+b) -c=(a~c)+b,

finche a>c.
Da essa deriva che, se chiamiamo polinomi le espressioni

della forma a+b—-c—d +e~f, ove le sotlrazioni si sap-
pongono sempre possibili, anche questi polinomi , come la
somma di pid termini, gﬂdnnu della pruprielh commulaliva.
7. E godono anche della propreta associaliva, perocche
abbiamo:
3) a+b-c)=a+b-c

dove b>c. Infatti, dalla prima espressione invertienco t Ler-
mjni, si ha:
a+b-=c)=(b-c)+a;

e, per la propriela commulativa dei polinomi :
(b-c)+a=b+a-c=a+b-c;

siccht la 3) risulta dimostrala.

Concludiamo percio che i polinomi, finche hanno signi-
gnificato, godono delle stesse proprieta delle somwme di piu
termini ; talchié per essi sussisie il teorema analogo a qguello
del n. 4, e cioe:

La somma di due o pite polinomi vale un polinomio
unico composto coi termini di Giascuno.

8. Questo teovema conliene v st Ja vegola per 1" addi-
zione dei  polinomi; vediamo ora di stabilire quella per la
sotirazione dei medesimi. A tal nopo bastera dimostrare la
verila delle due seguenti eguaglianze :
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1) a-(b+c)=a-b-c
5) a-{b-¢c)=a-b+c;

la C[I.’IEII cosa faremo servendoci della proprieta caratlernstica
d'una differenza, Si bha infatti:

(@a=b-c)+b+c)=a-b-=c+db+c

=qu-b+b-c+c=a

dunque la 3) & ginsta,
Abbjamo inoltre:

(@a=b+c)+{b—c)=a-brec+b~c

=a-b+b+c—-c=a

onde ¢ vera anche la ).
o, Dalla 4) e dalle proprieta dei polinomi ricavasi che:

a-brc+rd-e-f=la+c+d)—(b+ec+f);

ciot : Un polinomio vale la differenza tra la somma dei
termini preceduti dal segno + e guella dei termini prece-
duti dal segno - .

Dalla 5) e dalla 8) insieme ricavasi:
(a=-b+c—-d)-(e +f—g)=a—b+c—d—-e—f+g‘

ciot: La differenza di due polinomi vale wun polinomio
unico composto dei termini del primo, col segno che hanno,
e dei termini del secondo, col segno mutato,

t0. Le eguaglhanze 1), 2), 3), 4), 3) sussistono finche le
sollrazioni, ivi indicate, sono possibili. Onde renderle gene-
rali converri dunque vincere quest impossibilita; la qual
cosa laremo eslendendo l'idea di numero.

Osserviamo inlanto, che la differenza di due numeri si puo
trovare in due modi: o parlendo dal minuendo e contando in-
dietro le unita del sotlraendo; o partendo dal sottraendo e con-
tando 1n avanti tante unita quante ne occorrono per giungere
al minuendo. Ora & chiaro che, mentre il primo di questi me-
todi non & effettuabile che quando il minuendo & maggiore
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del sottraendo, il secondo invece e sempre effettuabile: con-
tando dal sottraendo al minuendo in avanti, quando il primo
¢ maggiore del secondo. Di maniera che se nell'idea di nu-
mero includeremo il verso secondo cui si contano le unita,
sara facile rendere possibili tutte le sottrazioni.

Distingueremo quindi i numeri in positivi e negativi, chia-
mando positivi cuelli le cui nnita si conlano in avanli, e,
negativi, quelli che risnltano da unita contate indietro; e
stabilendo d’indicare i primi cogli stessi segni nsati fin qui,
fatti pero precedere dal segno -, espresso O sottinteso ; ed
i secondi, cogli stessi segni preceduli mmvece dal segno -.
Onde i segni + e - vengono ora ad acquislare un doppio
significato : operativo, quando indicano ’addizione e la sot-
trazione ; effettivo , quando simholeggiano i numeri posilivi
e negalivi

La serie del numeri si estendera oya indefinitamente 1n
un senso c¢oi numeri positivi 0 assoluti; e, nel senso op-
posto, col numeri negativi,

Fra gli uni e gli altri sta lo zero. Con tal serie & evi-
dente che la differenza di dne numeri positivi qualungue e
sempre possibile.

11. Reso pia vasto il significato di momero, conviene
estendere anche i concetti di somma e di differenza.

Diremo somma di due nwumeri , il risuitato che si ot-
tiene, contando a pﬂrtim dal primo le unita del secondo
nello stesso verso secondo cui esso é stato formato ; quindi,
in avanti, se il numero ¥ posilivo, e, indietro, se 1l numero
¢ negativo. Nel primo di queslti casi, non havvi oulla di di-
verso du cid che fu gia stabilito col primitivo significato di
somma; e, nel secondo caso trovasi questo risultalo: I ad-
dizione d'un numero negativo equivale alla sottrazione del
suo valore assoluto, ciob : >

H+(—5}=H-—?J.

qualunrlu e S1a .
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Si chiamera invece differenza di due numeri il resultato
che si ottiene contando il secondo, dopo il primo, in senso
opposto a quello secondo cui esso é stato formato. Quindi,
se il numero che si vuol sottrarre & positivo, lo conteremo
indietro, come nel primitivo significato di differenza ; e, se
¢ lmgnti'fn, lo conleremo in avanti; onde avremo che la sot-
trazione d' un numerv negalivo equivale all' addizione del
swo vatore assolitto, ciok;

a—(—b)=a+b,

qualungue sia a.
E poiché, tauto nel primo come nel secondo caso, la

differenza aggiunta al sottraendo produce sempre il minuendo,
si conclude che la proprietd caratteristica d'una differenza
rimane invariata,

12. E necessario vedere ora se anche le proprieta della
somma conlinuano sempre a sussistere. Osserviamo intanto
che qualunque somma di numeri positivi e negativi si ri-
duce ad un polinomio di valori assoluti, eome quelli gia
studiati al n, ¢ e seguenti, colla differenza che ora tali po-
linomi hanno sempre un significato, Di guisa che se riusci-
remo a dimostrare come questi polinomi godono sempre delle
due proprieta commutative ed associative, riterremo senz’aliro
che la somma conserva tutie le spe proprieta, anche col si-
guilicato piu generale che ora le si & attribuito.

La questione dipende tolalmente dalla 2). Quest’ egua-
glianza vale, come gih si ¥ visto, finche a> ¢; quando in-
vece lusse @ qualuuqne , ciod posilivo minore di e 0’ nega-
tivo, allora & facile vedere che la dimostrazione fatta al n. 6,
pub sempre ripetersi, quando si ammetta vera I'eguag[iuuzﬂ 1)
_ qualomue sia a; ciod, quantdo si ammetta che, qualunque
sta il numero positivo o negativo da cui si parte , valga
lo stesso contare successivamente in avanli piw valori as-
soluti come contare la loro somma.

latla quest’ammissione, si pud ritenere che la 2) valga

¥ :"_'_,ll_|
¥ 1
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qualunque sia a, e che quindi i polinomi di valori assoluti
godano della proprieta commutativa. Ripetendo poi la di-
mostrazione del n. 7, si velra che gli stessi polinomi godono
pure della proprieta associaliva.

y3. Gionli a questo punlo, si dimostra subito che la
proprieta commulativa della svmma di numeri qualunque
sussisle sempre.

Abbiamo infatti:

a+'(—b}+(—a]+d=n—b—c+:l=ﬂ—c+d—b
=a~=(-¢)+d +(=D).
Avendosi 1noltre:
a—;—[(—-b)+(—::)+r1]=[(—b)+[—-c)+d]+-r1
=(-b0)+(~c)+d=-a
—a+(-b)+ (~c)+d,

si deduce che anche la proprieta associaliva sossislc sempre,

| aonde, avendo gia vedutn che le egnaglianze 1), 2), 3),
5), 5) con tutte le conseguenze che se ne ricavano , si de-
ducono dalle proprieta fondamentali della somma e della dif-
ferenza , senza Slare ora a Yriportare le slesse dimostirazivni
che hanno servito a stahilivle, riterremo che le dette egna-
glianze valgano per tultl i pumeri, positivi e negativi.

E allora, se colla parola polinomio intendiamo qualuncue
espressione della forma a+~b—-c—~d +~e, dove le letlere stanno
a tappresentare numeri qualungue, positivi o mnegalivi, di-
remo che quesLi pulim]mi goduoin della proprieta commuota-
tiva ed associativa, e che per ess: valgono tatte le proprieta
dei polinomi di valori assoluli, e quindi anche le regole
d’ adclizione e di sottrazione der medesimi.

»
0. Gremicni.
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TEMI DI MATEMATICA

PER LA LICENZA D'ISTITUTO TECNICO
NELLA SEZIONE FISICO-MATEMATICA ()

~ Estave 1872, 19). — Z dato un recipiente avente la forma
di un cono retto, il guale contiene dﬂﬂ'm:qun che s innalza
ﬁﬂa ad un'altezza pure data. D=8 ed H=3" sono rispet-
‘“Wamente il diametro della base e Ualtezza del cono, h= 4™
e Liultezza dell acqua. |
8i domanda il rageio x d' una sfera di metallo che im-
merta nel liguido ne faccia sollevare il piano di livello
fino a che questo divenga tangente alfla sfera medesima.
kD>
12H*

[l volume dellacquu nel rf:cipiente sara : y quelln

dE”ﬂ r . f 3 . ) s ’
slera: - ma”, Laltezza A, dell acqua dopo 1'immersione

dell = S ' ]
W sfera potra ottenersi osservando che coll Immaginare

- s‘ﬁzinne meridiana del cono si ha un triangolo rettangolo
di ¢ui un vertice A & il vertice del cono, un altro vertice B
(‘l“ﬂllin dell’ angolo retto) @ il punto di langenza della su-
Pﬂl’ﬂme-rli liv.ellu dell'acqua colla sfera e il terzo vertice @
::li?l.dm_ punlt C in cui Ia traccia di questa seziome in-

a1l lato del cono, nel quale la retta congiungente C

f.'fj' | . ' 5 i i
" L.Tntm O della sfera & bisettrice tlell'angﬂln ACB. Sara
iy ;

Tt
i
F'i"-'n
i
'-':'.‘
Ik

0 oy

AL : 2 =AC+CB:CB=D+ yVD* —a02: D

i,

An:hT:%‘(D*‘jDE+4H=) =%-ﬂ*
e

;e -
_ *l"';{';d'qﬂ:ﬂlf; :"nfru' cosa grata ai prul‘essffri*ed alunni degli Istituti tecnici
M e o pa”::m' broposhi per esame di licenza dalla sezione fisico-mate-
S LI T En“uiu;u Maggiormente meritevoli di sviluppo, scegliendoli fra
¢ purtroppo incompleta che possediamo.
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1l raggio della base del cono d’acqua, dopo 1" immersione

della sfera, essendo poi %;'—[:I[]-, I’ equazione che serve allu de-

terminazione di X sara:

hiD* = 16’2 + A°D7,
ovvero sostituendo ad A, il valor precedente poi ricavando x:
- kD
- Ve - 2D .
Questa formola mostra che x & sempre reale, ma & facile
anche vedere che x> 0. Infatti si ha:

@ =[D +V/D? + alF P =12H*D+4H*Y D* + 41* + 4D* + 4Dy D*44H>

¢ poicht YD* +1H*>D, segue a’>16H"D.
Il raggio della sfera pel caso numerico proposto & 0%,4772.

I

Esrate, 1877, 1a), — ZLa longitudine di Roma all’ ovest
di Berlino é 0,003, e quella di Vienna all’est della stessa
cittd & 0,008: supposte le longitudini espresse in parti de-
cimali del giorno (=360"). Le latitudini di Roma e Vienna,
espresse in gradi e parti decimali di grado, sono rispetti-
vamente £1,002 e 48,210, — Calcolare la minima distanza tra
Roma e Vienna, nell'ipotesi che la superficie terrestre sia
sferica.

Risposta: Cm. 765, 123.

Estate 1877, 1Ib), — Dimostrare che i punti di concorso
delle mediane delle facce dun tetraedro sono i vertici d un
altro tetraedro , simile al dato — Trovare il rapporto det
loro volumt,

Sia ABCD un tetraedro ¢ conducansi le mediane BC"”, BD"
delle due facce ABD, ABC, sara C'D" parallela a DG ed
uguale ad £DC. Se si prendong ora sulle dne mediane con-
siderate, quei punti C', D' tali che BC'=2C'C", BD'=2D'D,
C' e D' saranoo 1 barvicenlri delle facce ABD, ABC, e ver-

tici dell’ altro tetraedro, e si avea C'D' parallela a C'D" e
C'D'=2C"D", onde C'D' parallela a CD ed = ; DC. In modo
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analogo si dimostra che gli altri spigoli del nuovo tetraedro
sono tutti paralleli ai rispeltivi altri spigoli del primo e
percid i due tetraedri hanno le facce simili e sono simili
'uno all’ altro,

Il rapporto dei volumi dei due solidi, uguale a quello
del cubo degli spigoli omologhi, sara C'D” : CD* =1 : 27.

Esrate, 1878, 1Ib). — In guanti triangoli differenti puod
esser diviso un poligono di n lati per mezso di diagonali,
un lato almeno del poligonv essendo sempre uno det lati

dei triangoli?

Risposta: n(n — 3).

Avrusso 1878, 1b). — Dhvidere un numero 2a in due
parti tali, che la somma dei quozienti di ciascuna parte
divisa per laltra sia un minimo,

Chiamando s la somma dei quozienli di ciascuna parle

divisa per |’ altra ed r nna delle parti, 1" equazione dalla

_ . : x 2 — X ;
quale si determinera z, sara: + =g, da cm
20 — X 2

\a* . . . .
o == o \/ntI2 - . 0!‘3 PUIL‘:I]E £ Sla I'EEIIE conviene chc
248

4 . . .
<1, ovvero s 2 2. Al minimo valore 2 di s
g+ 5 — =

corrispondendo ora i valori x =a, 2x - a = a, segue che « Un
numero ¢ diviso in dwe parti tali che la somma dei quo-
zienli di ciascnna parte divisa per I'altra @ un minimo, quando

si abbia

queste parti sono uguali ».

EsTave 1879, la). — Zrovare wna progressione per guo-
ziente, data la somma de'swoi termini, la somma det loro
guadrati, ¢ la somma dei loro cubi.

Sia @ il primo termine della progressione, g la ragione,
n il numero dei termini, A la loro somma, B quella dei loro
quadrati e C quella dei loro cubi, Sara:

h Bf g2 W 3n
A=ﬂ(q — 1} B=a(q l}, Cza(q 1)

g—1 °’ g*—1 g -1
talche dall’ eliminazione di « si avranno le equazioni :

b |




- A1 —
q"+{ q—l_z+1_q-—i

B
A2 g"-1 g+t 33— g +1
C q:u -+ qu_l_i . (q_i)::

F=q’“-2q“+l q’+r,'o+l 24—z +1 ' q’+q+1

avendo posto ¢* = z.
Ricavando z dalla prima si ha:

b o UL U MG
! r_mq+ﬂ—ﬁﬂy—ﬂ’

e sostituendo questo valorve nella seconda risulta l'equazinner
AC(g*+q+1)= aB*qg + 1)* + A"'(q —1)?

che ¢ di secondo grado rispetto a q € dalla auale puo r-
cavarsi questa quantita. Facendo il calculo si ottiene :

JB* — 2AC — A% = 2y/3A(B” — AC)(C - A%y

{ —
) 9 aAC — 3B - A7

Alg-1)
=

sostituendo a g" il valore precedentemente determinato ed

Il primo termine a si deduce immediatamente dalla a=

ha per espressiotie

Blg +~1)- A%lg = 1)
- s A

{4

Il numero dei termini polra inalmente dedursi dalla rela-
21000

pE— 4 4°
By = o

nlogg = log

Bf_f + 1 _ A’
g —\

sostitnendo a logg 1l valore che si bha prﬂntlr::ﬂdn il lo-

. | » .
garitmo del 2° wembro della (1) ed a g il valore (1) me-
desimo.

la condizione da soddisfare affincht il valore di g sia
reale © che siabbiaoB*> AC> A4 oppuore B* <AC < A%, quella




- 172 -
da verificarsi percht n sia intero ¢ evidentemente che
Blg + 1)+ A%lg —1) . : 2 a .
B(g+ )= A%g =1 sla una polenza intera positiva di g.
~ Estate 1879, 1), — Zrovare due numeri di cui é data
le somma 2s, ¢ la somma o la differenza delle loro quarte
potenze .

a). Chiamando 2 uno dei numeri cercati, 1'equazione a cui
da Inogo il problema &, uel caso in cuni sia data la somma
delle loro quarte potenze:

xh + (25 — 2)' = 2q
oyvern:

Tt — 451 + 198227 — 165°7 + Byt = q.
Per risolvere quest' equazione di quarte gradn s1 faccia

scomparive il termine di 3° gradﬂ ponendo x =y +z poi de-
terminando convenientemente z. Con la sostituzione si ricava:

Y+ 4z =) y¥ + 6(2® —252 4 25%) ? + 4(z? — 355 + 657z — AsY)y
+ 2% — 4527 + 126727 — 1657z + 88 = >
onde il valore da darsi a z & quello che annulla il coefli-

ciente di y7, ossia z =y, talcht 2=y +s. L'equazione pre-
cedente diviene dopo cio

quindi rt eyt vsl=g,

=y +5§=g9=% V—M*’ﬁﬁu“"-&-q.
Dei quatiro valori compresi nella formola precedente quelli
corvispourenti al segno — davanti al secondo vincolo radicale
sono da vifiulare poiché darebbero per x valori immagi-
uarl. Rimangano quindi a considerare i due seguenti:

.:l:':.rd:\/—-u.s"+ Va.5'4+q.
Perche questi siano veali conviene intanto che si abbia g=st,
Consideriamo i due casi. Se g = 5% risullta x =9, onde |
due numern sono uguali. Quando poi sia g > s? allora | va-
lori di > sono reali o dillerenti ¢ ponendo q=-51- «, dove
&7~ 1, €551 possono scriversi:
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.r=5‘=l=b\/—3+vjﬁ+m¥,

onde 1 due numeri cercati saranno

.5‘;1+'/—3+VB+H%, -5%1- -3+ Y8+ af.

b). Nel caso poi in cui sia dala la differenza delle quarte
potenze dei due numeri l'equazione del problema &:

xi~ (25 — x)i =29,
dove x rappresenta il numero maggiore, ovvero
s’ — 1287 = 16 s'x — 851 = g,
Facendo sparire il termine di 2° grado col porre, come pre-

cedenlemente , x = ¥ + §, per delerminare » si ha I’ equa-
zione cubica

B s W
(1) >+ &y T 0.

Per risolverla col metodo di 7artaglia, pongasi y=wu+v,
pui si determini v in modo che scompaia il secondo termine

- » N g w s A
del]’equazmue risultante, ossia [lacciasi v = — :lu' Con «io
l'equazione proposta si riduce alla seguente

G
u5+u3—£—=ﬂ 0S8s1a : .'.4'.5—{—7-1;.:3"——-:.;;,I
45 s 27
quindi
2 Sﬁ 2 Jﬁ
ggani-ﬁw-———qﬂ+—: 113':2*{#3:1#“7‘4'_!
88 GAS 27 A48 B T R 27
‘5.2
da cnl deducesi uv = - —

Le radici della (1) sono per conseguenza

2 §)1L T2 51t

sVI]= L]

q+\/~—-—-—q L8 )E E_V‘? +f_'
RS 645 937 BS 645*  27).

Siccome ogni quantita ha tre radici cubiche, sarebbero
nove i valori che si otterrebbero per a, ma tre soli sono
accellabili, Per determinare questi nltimi basta come € nolo

e e T T

o

s —
i

i
= 4

ek

— ey b

— ——

o S

= :F-_..__""'
7 ———
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osservare che posto =3 (=1 + /23), le tre radici cubiche
di 1 sono 1, f e 8%, onde dinotando con 2 una delle radici

2 b
W L] L ] L J
cubiche di #3, ossia di 7 + \/ Sk due altre sa-

8BS fas? 27
ranno mf ed mB* e dinotando con n una delle radici di o?

le altre saranno n3 ed nf, Supponendo che m ed n siano

: : . . i
prese 1n modo da soddisfare la condizione che sia uv Er====3
come richiede il procedimento segaito, 1 valori di 7 da ac-
Céllare saranno solo quelli corrispondenti alle coppie se-

guenti di valori per u# e v:

u=m, ¢v=n; w=0m, v=n; w=0m, v = [n,
Ora essendo reali le espressioni di «’ e v, poicht la quan-
lita sotto ai vincoli vadicali & necessariamente positiva, 1
valori cercati di x si riducono a quello solo che si ha pren-
dendo u=m, v=n nell'ipotesi che m ed n rappresentino i
valor1 aritmetici delle radici cubiche di z?® e v?, giacche per

le due altre coppie di valori di « e v, 2 sarebbe immagi-

. . rf"' 58 I .
naria e non pud essere ~— + — =10, Il problema anche in
G4s 27

questo caso ba dunque un'onica soluzione , quella per la
quale i nameri cercati hanno i valori:
S+m+mn; §—m-n.

Osservazione. — || primo caso del problema, quello cioe
in cnj & data, oltre alla somma dei due numeri, la somma
delle loro (juarte potenze, potevasi anche far dipendere dalla
risoluzione d’una equazione di 2° grado in modo piu elemen-
tare, osservandu che
(.r+_}") b= .I'"+_)'$+4.r'1y+4.r_y3+ﬁ.r‘;'3 =.1"’*+_}'f'+4.'z:7'{.r+y)’—ﬂ+r1?1:
onde chiamando x ed » 1 numeri cercali, si pud determi-
nare xy risolvendo I'equazione di 2° grado

1684 = 29 + 1657 (x7) — 2(xy)".
Trovato xy si conosce la somma ed il prodotto dei due nu-
meri ed allora & facile avere ; numeri slessi. A. LucLl.
e e e — e e
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TEOREMI SU'L TRONCO DI PRISMA

O T

l.

Sia 1l quadvilatero convessu ABCD la base 4" un tronco
di prisma retto, e sieno AA, =a, BB, = b, CC. =¢, DD, =4
gl spigoli laterali; sia inoltre P il punto d’ incontro delle
diagonali della base, e 0D, il segmento parallelo agh spi-

goli laterali e terminato ai due prani ABCD ¢ A B.C,D,.
Posto

0C (D
areca ABCD =8, —-A=Jz, —U—E-=-’.,
sara
area DCB i S ADB = ’ S
I T Tl
area ADC = . S, area ACB= : S,

k + 14 k -+ {
eppercio, indicande con V il volume del troneco, si trovera

h b+c¢ +d { a+b +d

\=ﬁ+15. 1 +!1+IS'“ 3 ()
ed anche
A a+ ¢ +d i n‘+b+ﬂ
V:'F-;-—;S' 3 +(r+1s" 3 2

Eguagliando yneste due espressioni di V si ottiene, dopo
alcune riduzion,
c+ah d+bk
Y I 9

la quale relazione si puo altres} dimostrare eguagliando le
due espressioni del segmento 00, che si ricavano dai doe
trapezi ACA,C,, BDB,D,; e questa seconda dimoslrazione &
indipendente dall’ipotesi che gli spigoli laterali AA,, BB, ,
CC, DD, sieno perpendicolari alla base ABCD.

Ora se la base ¢ un parallelogramma si ha A=4=1,
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e dalle (3) (1) st ricava
a+b+c+d

H+ﬂ'=b+dl V=S§. - 3

si hanno cost 1 due teoremi:

t. Vel tronco di parallelepipedo la somma di due spi-
goli laterali opposti & eguale alin somma degli altri due
spigoli laterali.

2. [l volume d'un tronco di parallelepipedo retto é dato

dal prodotto dell’ area della base per la media aritmelica
degli spigoli laterali.
" Supponiamo ora che il quadrilatero ABCD sia diviso dalla
diagonale BD in dae triangoli equivalenti, e che il volume
del tronco sia dato dal prodotio dell area della base per la
media aritmelica degli spigoli laterali. In tali ipotesi sara

het, V=s.“+bi‘“fd
eppercio s1 avra dalla (1)
S.F+b:c+d=§5.b+z+d+%5.ﬂ+i+d

croe
a+c=b+d,

¢ 1n conseguenza la (3) diverra
d+ bk b+d
k 41 - 2

0ssia

(d=-0) (A=1)=0,

la quale richiede che sia £ =1, oppure d = b ; percid si ha
il teorema :

37 Se la base d'un tronco di prisma retto quadrango-
lare e divisa da una diagonale in due triangoli equivalenti,
se il volume di quel tronco é dato dal prodotto dell area
deﬂa base per la media aritmetica degli spigoli laterali,
la base dev'essere un parallelogramma, oppure devono es-
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sere eguali fra loro i due spigoli laterali che partono dagli
estremi di quella diagonale.

Sia ABCD un trapezio del quale sieno AB e CD i lati
paralleli, e si supponga inoltre che il volume del tronco sia
dato dal prodotto dell’area della base per la media aritme-
tica degli spigeli laterali. Dall’ ipotesi risulta
a+b+c+d _

9 »
percid addizionando le (1) (2) si avra

k=h, 2¥=8.

A a+b+20 +2d i c+d~+ea+ b a-+-b+c+d
L T Sl -+ S- "'_—S.,
ha1 3 h+1 3 9
e quindi

(h—1) ic+d)y={h—1) (a+b)

Percid escluso il caso di A =1, nel quale la base sarebbe
un parallelogramma, dovra essere

c+d=a+b.

St ha dongue il teorema :

. Se un tronco di prisma retto ha per base un tra-
pezio , e se il suo volume é dato dal prodotto dell’area
della base per la media aritmetica degli spigoli laterali ,
la somma di due spigoli lateralt passanti per gli estremi
d'uno dei lati paralleli di quel trapesio dev’essere eguale
alla somma degli altri due spigoli laterali.

1l.

5. Se la base d'un tronco di prisma retto é un poligono
di numero pari di lati nel quale i lati opposti sieno a due
a due eguali e paralleli, il volumesdi quel tronco si ottiene
moltiplicando Uarea della base per la media aritmetica degli
spigoli laterali.

Sin ABG... A'BC.. . la base, e sieno AA, =a, BB =10,
CC, =0y «.. AX s a, BB, ad , CC =g ... gl spi=
goli laterali. Poiche 1 lati opposti del poligono base svno

12
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eguali e paralleli, le conginngenti i vertici opposti passeranno
per uno stesso punto O, punto medio di clascuna di esse ;
percio indicando con m la misara di quel segmento 00 pa-
rallelo agli spigoli laterali, che parie da O ed & terminato
al piano della sezione obliqua, i trapezi AA'A A", BBB W,
CEJCIUFI, . . . daranno
2m =ﬂ+n,=b+b,=c+cl=....
dalle quahi rsulta
-lm=ﬂ+?.l+ﬂt—*l'l =b*6—}-b, + €y = 400

e nsolta pure che 7 ¢ la media aritmetica delle a, b. ¢, .
D,s C, .
Ora considerando i tronchi di prismi triangolari OABO A B,
0A'B'O,A'. B, , OBCO,B,C,, OB'CO,B.C',, ecc. si olliene
Vol. 0ABO, A B, + Vol. 04’80,/ B!, =2area OAB.(a+b+a,~b,+2m)

=2areaOAB.m,
Vol. OBCOLB G, + Vol. OB'.'0. B, C, =2area OBC.n,
e alipe analoghe ; percio & chiaro che il volume del tronco
ABC .. A'B'C'A,B.C, .. A' B',C', sara dato dal prodotto

area ABC..A'B'C'.m

6. Se una base d'un tronco di prisma & un poligono
regolare, il segmento parallelo agli spigoli laterali, con-
duotto pel centro di quel poligono e terminato alle due basi,

.\

€ egudle alla media aritmetica degli spigoli laterali.

ﬂl?

Se 1a base hs un numero pari di lati, 1] teorema risulta
da quanto e stalo dimostralo al N° precedente. Sia ora la
?Jase un poligono regolare di un numero dispari di lau, p. e.
il peotagone ABCDE, Sia O il centro del poligono e sieno
f’f'v B, C...; panil in cui le congiungenti il centro coi ver-
tict A, B,C. ., incontrano i lati rispellivamente opposti CD,
DE, EA, .. Considerando 1 Lru pezio AA A'A'| nel quale e il
segmento 00, parallelo ai lati paralleli, e ponendo

AO BO

Uﬁ_ =mj—,=..|.=k,
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st oltiene

m — a
AA —m o
ma dal trapezio CDC,D,, essendv A'il punto medio di CD, visnlta
U e
1 - |
percio Sara |
m - Q
c+d =N )
- m
2
e quindi

k
m (i + k)=a +—E(c+r!).

S1 olterra 1 modo unn]ugu

m[1+£‘j=b+-§(d+e)

::z(1+k)=c+§(e+n]

m(l+k)=:f+-§fﬂ+bj

rﬂﬂ+H:ET§w+c)

le quali cingne eguaglianze addizionate, danuo

k
5m|‘1+1()=ﬂ+b+ﬂ+d+e+;(2a +25+Eﬂ+2d+28)

clue sm=a-+b-+c¢+/+e.

7. 8¢ un tronco di prisma retto ha per base nn pﬂlz'-

gonio regolare, il suo volume & dato dal prodotto dell’area
della base per la media aritmstica degli spigoli laterali,

Questo & nn caso particoldte del teorema 5. quando la
base ha un numero pari di lati, Quancdo la base ha an nu-
mero dispari di lati il teorema si dimostra mediante la de-
composizione nei prismi triangolari 0ABO,A,B,, 0BCO,BC,,,..
e lapplicazione del teorema s.

_w-—_——
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ESERCIZI PER LA SCUOLA

Sui triangoli simili.

1. Dal punto B, medio del lato AB del triangolo ABC, &
condotia In parallela al lato BC la quale incontra il lato
AC in € e dal punto C' la parallela al lato AB la quale
imncontra BC in A'. Provare che i due triangoli AB'C’,
CC'A'" sono fra loro eguali.

2. Dai punti B' e B' che dividono in tre parti eguali il
lato AD del triangolo ABC sono condotte le parallele al
lato BC le guali incontrano il lato AC nei puoti G e C",

' Provare che 1 segwenti AC, C'C", C"C sono (ra loro
eguali. In quale caso 1 segmenti AC!, C'C", C"C sono
eguali ai segmenti AP/, B'B", B"B?

3. Sulla retta LM sono i segmenti fra loro eguali AB, BC,
CD, DE, ... e dai punti A, B, C, D, .. sono condotte tante
rette fra loro parallele fino ad incontrare in A', B/, C, D'...
la retta L'M'. Provare che i segmenti A'B, B'C/, C'D/, ..
sono tolti fra loro eguali. Quando aceade che i segmenti
A'B, B'C', ... sieno eguali ai segmenti AB, BC, CD, ...?

%. Dai punti ABC della retta LM sieno condotte tre rette
fra loro parallele fino ad incontrare in A/, B!, C' I'altra
retta L'M'. Provare: 1) che se BC & % di AB, dev’essere
anche B'C' = di A'D'; 2)che se la BC & maggiore del seg-
mento che conliene 397 volle la millionesima parte della AB.
ma minore di quello che la contiene 398 volte, anche
B'C' dev’esscre maggiore di 397 volte la millionesima parte
di A'B' ¢ minore di 393 volte questa millionesima parte.

9. Dal punto B' del lato AB del triangolo ABC sia condotta
la parallela al Jato BC fino al punto C' in cui essa in-
contra il late AC. Proyare che se la AB' contiene 17 volte
la ventinovesima parte della BB, la B'C' deve contenere
17 volte la quarantaseiesima parte della DC.

6, Nei iriangoli ABC, A'B'C’ sia l'angolo A=A/, e I'angolo
B=Db'. Provare che, se il iriangolo A'B'C' viene collo-




10.

11.

12.

14,

- 18] —~

cato in modo che i lali A'B', A'C' cadano rispelliva-
mente sulle rette AB, AC, la B'C' risulta parallela alla BC.

. Due tnangoli isosceli hanno eguale l'ungnln al vertice,

e la base dell'nno & I di quella dell aliro. Trovare il

[T
rapporto delle altezze dei due triangoli, e quello dei
loro perimetri.

. Sia ABC un triangolo rettangolo in B, e dal panto L

del cateto BC si conduca la LI perpendicolare all'ilm—
tenusa AC. Datn: AB=1, LH=3, LC =6, trovare la lan-
ghezza della AC,

. Dal vertice A dell’ angolo retto d’ un triangolo rettan-

golo BAC si gumida la AM perpendicolare all'ipotenusa.
Date le lunghezze: AC =60, AB =30, trovare quelle dei
due segmenti BM e CM, e della perpendicolare AM.
Dagli estremi A e B d’un segmento si guidano ad esso,
ma da bande opposle, le perpendicolari, le quali ven-
gono incontrale nel punti A e B' da una retta passante
per un punto C del segmento AB. Date: A'C=3, CB' =1,
AB =30, calcolare le luaghezze AC e CB.

Dimostrare che il rapporto di due lati d'un triangolo &
I'inverso del rapporto delle corrispondenti altezze.

Nei triangoli ABC, A'B'C' sia I'angolo A = A', AB eguale
a » di A'B, e AC=, di A'C'. Provare che, trasportato
il triangolo A'B'C' in guisa che il lato A'B' cada sulla
AB e il Tato A'C' sulla AC, la B'C' deve risultare pa-
rallela a DBC.

. Sieno i punti D, E 'uno sul laro AB del triangolo ADC,

e l'altro sul lato AC. Se il rapporto di AD ad AC ¢
eguale al rapporto di AE ad AD, & necessario che la DE
sia Pﬂrﬂl]ﬂlﬂ alla BC? »

Sia BAC un triangolo rettangolo in A e DEF un trian-
golo rettangolo in D, e sia AD eguale a = di DE, e AC

.!'ﬂ
47

cguale a 37 di DF. Se la EF viene divisa in 100 paru

egunali, quante di esse saranmo contenute nella BC?

15. Un cateto d'un ll'iﬂugn[u rettungolo ¢ —: dellipolenusa;

-
]
'



16.

18.

19,

20.

21,

22,

23.

24,
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in un altro triangolo rettangolo il rapporto d'un catelo

all'ipotenusa ¢ 2% Provare cle il minor angolo del primo

triangolo & egnale al minor angolo del secondo.

Nei triangoli ABC, A'B'C’ sia AB eguale a 2* di A'D,

8
BC egnale a %3 di B'C!, ¢ CA eguale a L di C'A'. Pro-
vare che, se il triangolo A'B'C" ha | angolo A" = A/,
A"B" = AB, e A'C" = AC, quel triangolo dev’essere eguale

al triangolo ABC.

. Nei triangoli ABC, DHL sia AB egnale a 2 i HL, BC

20
eguale a ;2 di LD, e HD eguale a 2° di AC. Provare che

8
langulo ; ¢ eguale all'angolo H, ¢ l":ingulu B all’angolo L.
Gli angoli del triangolo ABC sono eguali a quelli del
triangolo DEF, ed & il lato AB eguale al lato DE. E
necessario che i due triangoli sieno egnali?
Trovare due triangoli diseguali i quali abbiano cinque
elementi eguali.
Nei trianguli ABC, DEF & I"angolo A = D, I'angolo B =E,
e Il lato BQC doppio di EF, Decomporre il triangolo ABC
in quattro Wraugoli eguali a DEF.
Nei triangoli ABC, DEF @ Fangolo A = D, l'angolo B = E,
¢ il lato BC wiplo di EF, Provare che il triangolo ABC
conliene nove triangoli eguali a DEF.
Cli angoli del triangoloe ABC sowo egnali a quelli del
Lriangolo DEF, e il maggior lato del primo triangolo &

3 del maggior lato del secondo. Trovare il 1apporto del-

I'arca ABC all’area DEF.

Gl angoli del lriangolo ABC suno eguali a quelli del trian-
golo DEF, e il maggior lalo del primo coatiene n volte
1l maggior lato del secondo. Provare che il triangolo ABC
conliene tanti triangoli egnali a DEF guant’e la somma

1+ 3+5+... + (20 —1),

e che questa somma & eguale ad n*.

Un triangolo rettangolo ha un angolo di 32° e ['ipoLe-
tenusa di 25 metri; un altro triangolo rettangolo ha pure
un angolo di 82° ma I'ipotenusa di 42 metri. Se il pe-
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rimetro del primo triangolo & diviso in 100 parti eguali,
quante di esse saranno conlenule nel pervimetrn del se-
condo? Se 1'area del primo triangolo & divisa in 10000
parti eguali, quante di esse saranuo contennte nell'area
del secondo ?

25. Un triaagolo isoscele ha l'angolo al vertice di 37°15' e
'area di m.q. 1,5625; un altro triangolo isoscele ha pure

I'angolo al vertice di 37°15', ma larea di decimelri qua-
drati 187,60. Se la base del primo triangolo & divisa in
1000 purli eguali, quante di esse saranno contenute uella
base del secondo ?

SOLUZIONT DELLE QUISTIONI 8, 12, 13 & 14.

(8) = Se un pentagono ha la proprietd che le congiun-
genti { vertici ai punti di mezzo dei lati rispeitivamente
ﬂppo.s'ti passine per uno stesso pruito , e steno in questo
punto divise in modo che il rapportv delle sue distanze
da un vertice e dal punto di mezzo del lato opposto sint
eguale per tutte, guel rapporto deve avere lo stessv valore
che gli corrisponde nel pentagono regnlare convesso o

stellato. (D. B ssv).
Dimostrazione del Prof, F. Fiagge (*):
Sia A,A,..A; il pentagono; B, B,,. , Bs 1 puati di
mezzo dei lati che si oppongono ad A, , A, ..., As; O il
il punto in cui concorrouo le A B, Ab,,... e sia

0A, O\,
i il

OB, OB, .

essendo A una coslante posiliva 0 negaliva,

| pentagoni A,A, ..A; ¢ BB, .B; sono omoletici direts

AA,

lamenle o inversamenle sccondodche A’Zu, e (quindi ey = k;
=

1
B, A - .
ma nel triangolo A;A A5, i;é{:% dungue i;A: - %: COSI

(*) Una dimostrazione consimile @ stata inviata dal Prof. G. Kiboni.

s e — i S—— -
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ogni lato del pentagono e parallelo ad una diagunale e tra
loro sussistono le seguenti proporzioni vere pet valori al-
gebrici dei segmenti

AA, AA; AA, Ads  AA, &k
AA;  A;A, T AA, T AR, AA, 2 ()

Se k& & negativa A A, A,A; sono paralleli e diretti nello
slesso senso di A,A;, AA;, dunque i cinque verlici sono in
'R0 stesso piano e A,, A; cadono con A; dalla stessa banda
del lato A,A.; se 4 ¢ positiva, cadono da bande opposte:
la quale osservazione ripetuta pei singoli lati permette di
conchindere che il pentagono proposto & piano, e convesso
o stellato secondo che f':§0.

Se le diagonali A A;, AA,, prolungate se & necessario,
si tagliano in §, il quadrangolo AsALA:S & parallelogramma,
quindi SA; ¥ equipollente ad AzAy e da (a)

SA; k-
AA, 2’
e poicht A A,, A3A. sono parallele, i triangoli A, A.S, A:A;S
sono simili e per (a)
AS AL, &
ASS  AA, T o

Le oltime proporzioni permeltono di scriyere

A.S _ SA; & 3
AS " AA, 3 )
da cui, essendo A.S + SA;=A A, )
AA, &
: AS+AA,” 3’

quindi, inverteado e componendo,

AS k4o

A.Aj k

¢ conlvontando con (3)
k _ k+9
2 ik

o B T L

——
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eppercio A = /5 + 1 oppure k=1 - (/5 secondo che & & po-
siliva o negativa.
In un pentagono piano regolare convesso o stellato si
verificano le condizioni supposte nel teorema, dunque in
esso & ha il valore testé determinato.

(12) = Dimostrare che la potenza n* della media arit-
metica delle radici n" di pite numeri positivi diminuisce
al crescere di n. (D. Besso).

Dimostrazione del Prof, F. Viaggi :

Sia m intero e posilivo, @, & positivi e a>b. Pongo
a*t 4 prtha a — b)b" — b)a*

A a +b x—(n"+3’)}" : _7'-_{:; +;.i“ '
Dividendo membro a2 membro la prima per la seconda delle
seguent: identila

a"—F"=(a—=F) (" + qF"2 % ... + ")
F* = 0" = (F=b) (F** +bF*2 ... + b*),

e notando che

—F
- b

IN

—= —

|

v
%R
N

s1 oltiene
a=-F* bO*Fr—! & ab”Fr—2 o ... + g™b"
F*=&" a'F*' 4 a"bF" 2+ ... + a*b"—

La Irazione che costituisce il seconde membro si puo con-
siderare otienuta dividendo la somma dei numeratori per la
somma det denominatort delle frazioni

bu Fr:-: ﬂann—a ﬂﬂ_lb”
a'F*=t"  &HP T b
tutte minori dell’ unith , nell'ipotesi falta a>b; & quindi

compresa ira la maggiore e la #inore di quesle ultime, ep-
pero essa slessa ¢ minore dell’unila, ossia

ﬂ“—-Fﬂ
b <"

S —

—a
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dalla quale si deduce

a® + b* (n“"" + b""")"
— .

9 a' + bh*

a" +bﬂ -] ﬂu-iv-: +bn+r "
() <(==)
2 2

Se nell’ultima disegnaglianza si ponga @ = /2, b= D’B, e Sl
estragga la radice (2 + 1)™ dai due membri si olliene

el el wed
(1) (a:ﬁ) 25 ;—3

nella quale &, B sono nwumeri positivi diseguali,
Applicando ripetulamente tale diseguaglianza si dimo-
stra che

e da qnesla

me | n| wed | fi-w |

C— =

K, +0.4+ ... + 4 B S 4 B 11“_'3"..-"‘"- - u_+‘1m-
(EJ(I ¢4 I — ] ﬂl) { I m =

m i

nall'ipotesi che le z sieno numeri positivi nun tulli egnali
tra loro ed m potenza del s, Supposta la (2) dimostrata per
un certo valore di m ¢ facile dimostrare che essa & vera
per m ~ i ; inlalti, supponendo

ﬂl + " + um__l
Ry = ?
n -1

LSl |

il primo membro della (2) si riduce ad 2_ " e, semplificando,
la (2) da luogo alla disegnaglianza

D
n+4 firL
fa=e | i ] n
——— i + L] 3= ":-
n 14 .y m—1
2y <
n — |\
0SSia
ne | n-td -l
£, + o+, .\ " ey " FoaveF By
: <
m -1 n - |

il che prova l'asserto,
8i puo dunque ritenere la (2) vera per un valore (na-
" W L == ]
lunque di 72: in essa ponendo 2, =™ /a, ed elevando poi

- — — e T



- AN] —
1 dve membri alla poltenza n® si ha

" (“"i/r- Yy e *f*t/’E;)"*“' P ( va, ~/a, +.-.+£/a,,,)“ ,

n e

la (uale diseguaglianza bisognava dimostrare.

Nota. — Addizionando alla (3) membro a membro le
altre disegnaglinnze che se ne deducono povendo in luogo
di n suoccessivamente

4, 42, ..., p=1 (p>n+1)
sl olliene

(I/rl, Taset ;EH)P {('ﬂ/;:_: +asat 'i/n_,,,)n .
n m ’

da questa, ponendo ona volta /a, =B, ed estraendv dai dne
membri la radice p*, un'altra vyolla ponendo /a, =7y, ed
estraendo la radice n®, si ricavano le due diseguaglianze :

;315+ ;Jrﬁj {({J, F s ﬁm)‘:

(rt + n..)" {75 + e Y
e 1]

le rlunli possona Scriversi cosi :

k P P
) a+ .+t A L+,
m b in

sccondo che

£'§1

essendo le 2 ¢ & numeri positivi qualunque. Se & & un nu-
mero negalivo — A', essendo A" intero o frazionario , ricor-
dundo che la media aritmetica di numeri positivi disegnali

supera la media geometrica, si pud scrivere
B

b e + H\*
“ 7 .(H ) > Va'' b, (Vab)' = (ab)"

' o bY ( oh )*'
>
2 it +

da ¢ui

e

e r—— — e ——
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e s¢e a, 8 sono 1 valori reciproci di a, b,

—>(5Y)

Con lo stesso procedimento con cui da (1) 51 & dedotla (2),
dalla precedente si ricaya

5 -:ut“"‘-:-...-s-u,w"“:> Ay + ven + 2y \!
m m

kLD

Se

Delle formole (1) (3) si trova nell’aggiunte ai Com plement}
d’Algebra del Sig. Todhunter una dimostrazione fondata sullo
sviluppo del binomio con un esponente qualunque,

(13) Assegnare , senza il sussidio del calcolo differen-
ziale, il limite al quale tende la funzivne

1 -/
quando la variabile x tende ad 1. (D. Besso.)

Soluzione del Prof. G. Riboni:

Seguendo le norme suggerite dal Bertrand nel sno 7rat-
tato d' Algebra elementare, Cap. XXII, n. 203, si ha

P — ., = A————

Vex — 27 — Ve (Yex -8 ~ Vi) - (Vx - V1)
1 - 2 V- Vx®
‘/21'—.1‘:'1-\/; s -1 Yr-\1

2 ~at -1 T x—1 a— 4
Vi1— V2 1 —a
i=-3% -1
| 3 i
=X =x =X )~ = T ==
Vex — 20 5 \/I( ) 1f/’:t:""’+f/’.:|:'-r-[/'l
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che per x =1 diventa
s X(~2) % 1

IX(-3) o

Soluziove del Prof. F. Fiaggi:

- o .y . .
Posto 'V = z, sara, dopo facili trasformazioni,

f-_ ..Zﬁ ‘fﬂzj__z.']u__i
e 5 » ——

Z° + 27 e b T+ | —Z

r

z4 z1° — 93% 4+ |

—1|

H

2° + 2! i g+ -(z-—i} (VEE{‘—'E“*‘IJ.’

e liberando 1 due termini dell'ultima frazione dal fatior co-
mune z — 4, 81 avra

24 (z2° + 22 +2 +1) (230 +232 . ...—i-z""-—i)
'T_E'..B+E?+...+z+l. ngf'—zj“.yi
quind)
. ‘ i 4.8 i6
limy=hmy=-. — = —

(1) Dimostrare che, posto
g1 _ohhr | abbr e # = 1)~ nh+ =5,

st ha, qualungue sia l'intero positivo h, purché indipen-
dente da m,

lim('g‘"' +m-5;=n+::)m=r = (A + 1) 2%,

D. Besso.

Dimostrazione del Prof. F. Flaggt:
Se s'indica col simbolo §*,, la somma delle potenze /™
dei primi m numert naturali, & noto che
A
S (m) i
—_
Hfp—mo0 Hl‘ Jﬁ + ‘.l.

(cfr. Baltzer Avitmelica generale § 12,6), e quindi

g 5
llm—-";—:’-.—.,u se pZh+2
M=
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Cio premesso, nella identita

(2 + 1) — (2k)*+ =(’l :_ I)E"k‘" + (k " l) g A= e
2

ponendo successivamente k£ = 0, 1, 2, ... , m e addizionando
le egunaglianze risnlianti, si ottieue

| fe + 1 h + 1 » h+1\_.,
§ st =( 1 ) gﬁsﬁim] + ( . ) gh— Sﬁ—:[ml-;-...«l—(k : l)S () (%)

E ponendo nell'identita
(25 — 1)*+ — (2k)4F = - (h':— i) "k + (h: i) . G N

successivamenle k=1, 2,.,., m e addizionando le egnaglianze
risnltanti, si ha

h + /i
Sam = _( | i) HﬁSﬁf'ﬂJ 2 ( 1: i) ik Shﬂlrﬁr:- = eees (ﬁ)

Addizionandn (x) e (8) e dividendo per mi* si ricava

Sam + 8 am - i

m m"

O:a se m tende all'infinito, pei limiti ricordati a priucipio,
il primo termine del secondo membro tende ad (ke +1)2" e
gli altri a o, dongoe sara

I R M

"= n

RIVISTA BIBLIOGRAFICA

BI'E‘U:E cenno sulle principali operazioni di finanza e di pre-
videnza e sulle loro pith elementari soluzioni del prof. dott.
Evnico pe Mosres. Reggio d’Emilia 1885

Uperazioni di borsa e di commercio del prof. dott. Exrico

~ DE MoyteL. Reggio d’Emilia 1886,

Queste dun'n]:ere del prol. de Montel, che si aggirano
SOpra argomenti, 1 quali fanoo parte dell’ insegnamento di
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matematica applicata delle sezioni commerciali degli istituti
tecnici e delle scuole superiori di commercio , farono pnb-
blicate con intendimenti diversi. La prima, scritta nell’ oc-
casione che, istituila in Genova wuna scuola superibre di
commercio, era slalo apero un concorso per muna cattedra
di matemalica applicata, ® una rapida esposizione delle ap-
plicazioni dell” aritmetica geversle alle quistioni finauziarie,
colla quale I'atlore mostra di plenamente conoscere 1 lavori
pitt recenti degli attuari francesi ed inglesi; ma la fretia
colla quale egli ba dovuto procedere alla  pubblicazione di
nuesto libro non gli ha concesso di dargli una forma didai-
tica. Se pero non possiamo consiglinre quest’opera come libro
di teslo, tanto pin che in alcuni punti sono nel lettore sup-
poste cognizioni che non si riscontrano negli alunni degli
istituti tecniciy la possiamo raccomandare agli insegnanti che
vi troveranno raccolti molli risuliati, che SPesso  0ceorrono,
con brevi ed esatle dimostrazioni. Ne diamo percio il som-
mario : Interesse — Parila dei valoni = Sulle tavole di mor-
talita — Vitalizii = Assicurazioni sulla vila - Riscatto — Riserva
— Assicurazioni marittime, contro gli incendi ecc. — Teoria
der conti correnti.

Il breve traitato sulle operazioni di borsa e di comimer-
cio € destinalo invece a fare entrare nella pratica commerciale
I'nso sistematico della rappresentazione grafica delle opera-
zioni di hanca e di commercio. Seritto con stile facile e scor—
revole, hasato sulle pi elementari nozioni di geometria,
questo libro puo tranguillamente esser posto fra le mani
degli stuoenti, 1 qnali, oltre all” accennala rappresentazione
grafica, ulile nei casi di operazioni complesse, vi troveranno
chiare spiegazioni, date da persona che si mostra assai pra-
tica e compelente nella materia, delle molteplici operazioni
che si fanno alla borsa. Sotio questo punto di vista il libro
del doti. de Montel completa quello del prof. Martini gih
in quesio slesso periodico raccomandato.

)
o E. Papova




