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A Ccosda serve la geometriae

«La geometria e stata tfradizionalmente uno
sfrumento fondamentale nell'insegnamento
del ragionamento logico, ma negli vltimi anni
e stata trascurata o addiritura abbandonata

| programmi scolastici di tutto il mondo. Le
agioni di cio non sono del tutto chiare, pero ci
pare che i motivi per cui sia particolarmente
adatta per il compito — |'associazione della
visudlizzazione alla logica - parimenti non
siano del tutto chiari.»

Bill Casselman — Graphic Editor — Notices of AMS, Jan. 2014




Le Indicazioni Nazionali per i licel
scientifici

«ll primo biennio avrd come obiettivo la conoscenza dei
fondamenti della geometria euclidea del piano. Verranno
chiariti lI'importanza e il significato dei concetti di
postulato, assioma, definizione, teorema, dimosirazione,
con particolare riguardo al fatto che, a partire dagli
Elementi di Euclide, essi hanno permeato lo sviluppo della
matematica occidentale. In coerenza con il modo con cui
si € presentato storicamente, |'approccio euclideo non
sara ridotto a una formulazione puramente assiomatica.n
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Quale approccio®

G. Harel, Common Core State Standards for Geometry: An
Alternative Approach, Notices of the AMS, January 2014

» CCSS (45 stati USA) — Obiettivi + Narrativa

» Critiche sulla narrativa (poca considerazione per le necessita
infellettuali studenti, intfroduzione prematura delle trasformazion,

mancanza di chiarezza sull'importanza della separazione tra studio
analitico e sintetico)

» Proposta («Approccio non standardy)

Agli studenti viene detto di immaginare che dei matematici debbano
comunicare telepaticamente(!) aspetti della vita umana ad un alieno
intelligente chiamato Euclide(!), che non possiede alcun senso visivo,
cinestetico, tattile e che non conosce alcuna delle immagini che noi

possediamo del nosiro mondo fisico



Quale approccio®

G. H
Alter Un'impresa impossibile!
» C .

, Cosi si dliena la geometrial
» Cri

ita
int l:izioni,

mancanza di chiarezza sull'importanza della separazione tra studio
analitico e sintetico)

» Proposta («Approccio non standardy)

Agli studenti viene detto di immaginare che dei matematici debbano
comunicare telepaticamente(!) aspetti della vita umana ad un alieno
intelligente chiamato Euclide(!), che non possiede alcun senso visivo,
cinestetico, tattile e che non conosce alcuna delle immagini che noi

possediamo del nosiro mondo fisico




Quale approccio®

ter Un'impresa impossibile!

Cosi si aliena la geometrial

e
int ljzioni,

mancanza di chiarezza sull'importanza della separazione tra studio

ang™

- Prc] Perché non introdurre I'assiomatizzazione
Ad attraverso I'analisi della geometria del mondo |bbano
CC in cui viviamo e la storia delle teorie che alieno
in.T abbiamo sviluppato per comprenderla? }.ViSiv?'
Cl € Nol
p
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Cosa dice
Euclide?




Postulato |

» (Sia stato richiesto di
condurre una linea retta
da ogni punto a ogni
puntoy

®» Per due punti passa una
e una sola retta
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Postulato |l

» (Sia stato richiesto di
prolungare senza
soluzione di continuita
[lllimitatamente] una
retta limitata in <linea>
rettay

Assunzione implicita

» | g retta € aperta
(infinita)
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Postulato lll e Postulato IV

Il terzo postulato

» (Sia stato richiesto che con
ogni centro e intervallo sia
tracciato un cerchioyn

I quarto postulato
» (Sia stafo richiesto che tutti
gli angoli retti siano uguali
tra loroyn




Geometria Assoluta

Elementi — Libro |

» Postulati |, Il, lll, IV = Geometria Assoluta (o Neutrale)
(Proposizioni 1+28, 31)
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Le proposizioni 16 e 17

Proposizione 16

In ogni triangolo ciascun
angolo esterno € maggiore
degli angoli interni non
adiacenti ad esso

2
Proposizione 17

In ogni triangolo la somma
di due angoli interni
qualsiasi € sempre minore
di un angolo piatto

0> 0




Proposizione 27

Se due rette formano con una
trasversale angoli alterni
congruenti allora le due rette
sono parallele tra loro

roposizione 31 (N = 1)

Per un punto esterno ad una
qualsiasi retta passa una refta
parallela a gquella data

Le proposizioni 27 e 31

S

B:a —
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Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa
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Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa
®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r
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Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r
»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT

H [ oo°
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Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r

»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT

®»Pemx, PE€r = m#r

H [ oo°
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Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r

»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT

®»Pemx, PE€r = m#r

»30/er, Q'"H=0QH = HPQ = HP(Q'

H [ oo°
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Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r

»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT

®»Pemx, PE€r = m#r

»30/er, Q'"H=0QH = HPQ = HP(Q'
» [PQ'=HPQ = Q' €n




Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r

»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT

®»Pemx, PE€r = m#r

»30/er, Q'"H=0QH = HPQ = HP(Q'

» HPQ' =HPQ = Q' en P

Come sono i punti Q' e Q2 ‘§
1l




Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r

»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT

®»Pemx, PE€r = m#r

»30/er, Q'"H=QH = HPQ = HPQ'

» HPQ' =HPQ = Q' en P

Come sono i punti Q' e 02 ‘§
Se Q' # Q si contraddice il Postulato | I




Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r

»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT

®»Pemx, PE€r = m#r

»30/er, Q'"H=QH = HPQ = HPQ'

» HPQ' =HPQ = Q' en P

Come sono i punti Q' e 02 ‘§
Se Q' # Q si contraddice il Postulato | I

Se Q' = Q si conftraddice il Postulato |l :




Teorema di ESISTENZA di (almeno) una parallela (N = 1)
Una dimostrazione alternativa

®» Per assurdo non esista alcuna parallelaar per P & r

»Pep, plr, PeEm nlp = AQ:Q€EnTNT
®»Pemx, PE€r = m#r

» 30 €r, Q'"H=QH = HPQ = HP(Q'

» [PQ'=HPQ = Q' €n

Come sonoipuntiQ’ e Q¢

Se Q" # Q si contraddice il Postulato |

Se Q' = Q si conftraddice il Postulato |l :

—Proposizione 31

(N<1,N=0) } = retta non aperta




Il ponte fra le proposizioni 28 e 29

Proposizione 28 a + § = 2R - r s

Proposizione 29 r|ls - a+ S = 2R

Se due rette sono parallele allora gli r
nhgoli coniugati formati da una
frasversale sono supplementari

Non riuscendo a dimostrare la 29
Euclide postula la conironominale
a+ L <2R - =(rlls)
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PostulatoV. a+ B8 < 2R - —(r |l s)

Se due retfte sono convergenti allora sono incidenti

» (Sia stato richiesto che, qualora una
retta che incide su due rette faccia
minori di due retti gli angoli all'interno
e dalla stessa parte, le due rette

prolungate illimitatamente incidano

la parte in cui sono gli <angoli>

Inori dei due retti]y a+B<2R — 3FIA

Moderna parafrasi: Assioma Parallele

®» AP: Per un punto esterno ad una retfta
PASSA una € una sola retta parallela
ad essa

(Hilbert 1899, 1903, 1909, non Playfair) @ @



Proposizione 30

Proposizioni 28, 29

U

Proposizione 30

Se due rette sono parallele a una terza allora sono
parallele tra loro
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Proposizione 30 e UNICITA della parallela (N < 1)

Proposizione 30

Se due rette sono parallele a una terza allora sono parallele
tra loro

NICITA (N< 1)

Se due rette incidenti sono parallele a una stessa retta allora
coincidono

L) Ls



Proposizione 30 e UNICITA della parallela (N < 1)

Proposizione 30 VxVyvz(xPz AyPz Ax #y - xPy)

Se due rette sono parallele a una terza allora sono parallele
tra loro

NICITA (N< 1)

Se due rette incidenti sono parallele a una stessa retta allora
coincidono
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Proposizione 30 e UNICITA della parallela (N < 1)

Proposizione 30

VxVyVz(xPz AN yPz A x + y = xPy)

Se due rette sono parallele a una terza allora sono parallele

tra loro

NICITA (N< 1)

VxVyVz(xPz AyPz A =xPy - x = y)

Se due rette incidenti sono parallele a una stessa retta allora

coincidono
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Proposizione 30 e UNICITA della parallela (N < 1)

Proposizione 30 VxVyVz(xPz AyPz Ax # y - xPy)
Se due rette sono parallele a una terza allora sono parallele
tra loro

NICITA (N<1) VxVyVz(xPz A yPz A =xPy = x = y)
Se due rette incidenti sono parallele a unha stessa retta allora
coincidono

VxVyVz(=xPzV —yPzV x =y V xPy)
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Proposizione 30 e UNICITA della parallela (N < 1)

Proposizione 30 VxVyVz(xPz AyPz Ax # y - xPy)
Se due rette sono parallele a una terza allora sono parallele
tra loro

NICITA (N<1) VxVyVz(xPz A yPz A =xPy = x = y)
Se due retfte incidenti sono parallele a una stessa retta allora
coincidono

VxVyVz(=xPzV —yPzV x =y V xPy)

Proposizione 30 e UNICITA sono equivalenti
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L'assioma delle parallele

» | 'assioma delle parallele AP (N = 1) € un feorema euclideo:

Proposizione 30 (N < 1) + Proposizione 31 (N = 1)

» Postulato V e AP sono equivalenti nella geometria assoluta:

Assoluta + Postulato V = Assoluta + AP = Euclidea
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L'assiomatica quantitativa (N)

®» | ¢ geometrie non-euclidee sono definite mediante ~AP

» N > |: Al (assioma iperbolico)
Assoluta + Al = Iperbolica

» N < |:. AE (assioma ellittico)
Assiomi retta chiusa + AE = Ellittica
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I moderno pregiudizio

» AP ¢ falso in Ellittica = Postulato V e falso in Ellittica
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I moderno pregiudizio

o AP ferloo io s Postulato Mo felsoin BNl
FALSO!
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I moderno pregiudizio

o AP ferloo io s Postulato Mo felsoin BNl
FALSO!

» AP e falso in Ellittica, Postulato V € vero in Ellittica
U

» AP e Postulato V non sono equivalenti in Ellittica
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Enunciati euclidel veri nell’Ellittica

Le fre implicazioni euclidee

= Postulato V
= Proposizione 29 (antecedente falso)
= Proposizione 30 (antecedente falso)

sono enunciati veri nella Geometria Ellittica!
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Alle radici della geometrio

Assoluta — {

Euclidea

Iperbolica
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Alle radici della geometrio

Assoluta — {

Ellittica

Euclidea

Iperbolica
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Alle radici della geometrio

o Euclidea
Assoluta —

Iperbolica

Preassoluta — <

Ellittica

\-
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Concetti primitivi e assiomi nella
didatfica

» Cos'e una retta@
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Concetti primitivi e assiomi nella
didatfica

» Cos'e una retta?e
» Un insieme infinito di punti
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Concettl primitivi e assiomi nella
didattica

» Cos'e una retta?e
» Un insieme infinito di punti

Controesempio
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Concetti primitivi e assiomi nella
didatfica

» Cos'e una retta?e
» Un insieme infinito di punti

Un insieme di punti che hanno la
stessa direzione
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Concetti primitivi e assiomi nella
didatfica

» Cos'e una retta?e
» Un insieme infinito di punti

Un insieme di punti che hanno la
stessa direzione

E cos’'e la direzione?
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Concettl primitivi e assiomi nella
didattica

» Cos'e una retta?e
» Un insieme infinito di punti

Un insieme di punti che hanno la
stessa direzione

E cos’'e la direzione?

» Quante rette passano per due
puntie
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Concettl primitivi e assiomi nella
didattica

» Cos'e una retta?e
» Un insieme infinito di punti

Un insieme di punti che hanno la
stessa direzione

E cos’'e la direzione?

» Quante rette passano per due
puntie

®» JNnQO
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Concetti primitivi e assiomi nella
didatfica

» Cos'e una retta?e
» Un insieme infinito di punti

Un insieme di punti che hanno la
stessa direzione

E cos’'e la direzione?

» Quante rette passano per due
puntie

®» JNnQO

Dipende! Sulla Terra...




Concetti primitivi e assiomi nella
didattico

Non si puo definire tutto
\
Concetti primitivi

stessa direzione

E cos’'e la direzione?

» Quante rette passano per due
puntie

®» JNnQO

Dipende! Sulla Terra...




Concetti primitivi e assiomi nella
didattico

Non si puo definire tutto
\
Concetti primitivi

Gli assiomi

= | Stabiliscono le proprieta di base dei
concetti primitivi (definizione implicita)

Possono essere veri o falsi
(a seconda della teoria)




Concetti primifivi € assiomi nello |
didafttica N\

Non si puo definire tutto
\

Possono essere veri o falsi
(a seconda della teoria)




Concetti primitivi e assiomi nella
didafttica N

Non si puo definire tutto
\




L'orientazione e la Geomeiria Preassoluta
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L'orientazione e la Geomeiria Preassoluta

» | g geometria assoluta € caratterizzata dalla relazione di
ordinamento «stare fra» di tfre punti sulla retta aperta

mBsiafroAeCseesoloseBstafraC e A
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L'orientazione e la Geomeiria Preassoluta

» | g geometria assoluta € caratterizzata dalla relazione di
ordinamento «stare fra» di tfre punti sulla retta aperta

mBsiafroAeCseesoloseBstafraC e A

» | a geometria ellittica e caratterizzata dalla relazione di
arazione di quattro punti sulla retta chiusa

®» A e Bseparano C e D se e solo se tra A e B sta uno solo dei punti C e D
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L'orientazione e la Geomeiria Preassoluta

» | g geometria assoluta € caratterizzata dalla relazione di
ordinamento «stare fra» di tfre punti sulla retta aperta

mBsiafroAeCseesoloseBstafraC e A

» | a geometria ellittica e caratterizzata dalla relazione di
arazione di quattro punti sulla retta chiusa

®» A e Bseparano C e D se e solo se tra A e B sta uno solo dei punti C e D

» Nella geometria preassoluta la relazione di orientazione
caratterizza rette né aperte né chiuse ma solo aperte o chiuse

» Per andare da A a C si passa per B e
(A>B > () B
A \_/
. L) s



Gl assiomi di orientazione

®» Ordinamento dei punti

» Prolungabilita illimitata della retta
®» Assenza di auto-intersezioni

®» Separazione del piano
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Gl assiomi di orientazione

®» Ordinamento dei punti
mA>B>CNA>C>D «— A>B>DANB>C>D

» Prolungabilita illimitata della retta
» Assenza di auto-intersezioni

®» Separazione del piano

C
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Gl assiomi di orientazione

®» Ordinamento dei punti

-A>B>C/\C>D>E—>B>C>DVD>C>B
= Prolungabilitd illimitata della retta A/ e

N
B/.\-D E/_\

®» Separazione del piano (/ / )

AN N4
(1]

» Assenza di auto-intersezioni



Gl assiomi di orientazione

®» Ordinamento dei punti

» Prolungabilita illimitata della retta
» Per ogni B esistono Ae CtalicheA>B >C
®» Assenza di auto-intersezioni

®» Separazione del piano

L) Ls



Gl assiomi di orientazione

®» Ordinamento dei punti

» Prolungabilita illimitata della retta

» Assenza di autfo-intersezioni
mA>B>C—>-B>A>CAN-C>B>A

®» Separazione del piano

L) Ls



Gl assiomi di orientazione

®» Ordinamento dei punti

» Prolungabilita illimitata della retta

» Assenza di auto-intersezioni

®» Separazione del piano

» Ogni angolo suddivide il piano in due regioni; i segmenti che
hanno per estremi punti non appartenenti alla stessa regione
iIntersecano un solo lato dell’angolo o il suo vertice

L) Ls



| feorema di non esistenza

» \dle il teorema di attraversamento

Nello Geometria Chiusa si dimostra che

Tutte le rette di un fascio proprio
hanno una perpendicolare comune
(la retta polare del centro del fascio)

®» | 'orientazione della polare induce
un'orientazione nel fascio

®» Ogni refta passante per un punto
esterno ad un'altra retta la inferseca




| feorema di non esistenza

» \dle il teorema di attraversamento

Nello Geometria Chiusa si dimostra che

Tutte le rette di un fascio proprio
hanno una perpendicolare comune
(la retta polare del centro del fascio)

®» | 'orientazione della polare induce
un'orientazione nel fascio

®» Ogni refta passante per un punto
esterno ad un'altra retta la inferseca

AE € un teoremalll




I problema delle parallele

®» Dafi una rettar e un punto P esterno ad essa, qguante sono
le rette passanti per P e parallele are
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I problema delle parallele

®» Dafi una rettar e un punto P esterno ad essa, qguante sono
le rette passanti per P e parallele are

» Questa risposta € nota
» Una (N = 1) nella geometria euclidea
®» [nfinite (N > 1) nella geometria iperbolica (due asintotiche)
» Nessuna (N = 0) nella geometria ellittica (singola)
» Nessuna (N = 0) nella geometria sferica (ellitfica doppia)
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I problema delle parallele

®» Dafi una rettar e un punto P esterno ad essa, qguante sono
le rette passanti per P e parallele are

» Questa risposta € nota
» Una (N = 1) nella geometria euclidea
®» [nfinite (N > 1) nella geometria iperbolica (due asintotiche)

= Nessuna (N = 0) nella geometria ellittica (singola)
» Nessuna (N = 0) nella geometria sferica (ellitfica doppia)

®» Non era stato dimostrato che non esistono alire geometrie
elementari (con I'assioma di continuita di Dedekind)

®» Non era stato dimostrato che le rette sono solo aperte o

chiuse
L) s




Le disuguaglianze nel triangol

®» Primo criterio di congruenza dei
triangoli retftangoli

» Secondo criterio di congruenza dei
triangoli retftangoli

.\
A
%
triangolo si intersecano in un unico
punto %

A

B "M C

Le bisettrici degli angoli interni di un B C
A

A B

» Disuguaglianza triangolare N

» Relazione tra lati e angoli opposti di
un friangolo

m
S
C
O
5w ¢ ') [s]
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Franco Rupeni (franco.rupeni@gmail.com) - Alessandro Zampa (a.zampa®@alice.it)
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Le rette parallele

Parallele sono rette che, essendo nello stesso piano e
prolungate illimitatamente da una e dall’altra parte, né da
una né dall’alfra si incontrano fra loro
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Le nozioni comuni

» Gli uguali allo stesso sono anche uguali tra loro
» [ qualora a uguali siano sommati uguali, 1 totali sono uguali
» [ qualora da uguali siano sottratti uguali, i resti sono uguali

» F qualora a disuguali siano sommati uguali, | fotali sono
disuguali

» [ | doppi dello stesso sono uguali tra loro

®» [ |e meta dello stesso sono ugudli tra loro

» Ed | sovrapponentisi tra loro sono uguali tra loro
» [ || fotale [e] maggiore della parte

®» [ due reffe non comprendono un dominio
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Le proposizioni 4 e 26

Proposizione 4

Qualora due triangoli abbiano i due lati rispettivamente uguali
ali] due lati, e abbiano anche I'angolo, quello compreso dalle
rette uguali, uguale all’angolo, avranno anche la base uguale
alla base, e il friangolo sard uguale al friangolo, e i restanti
angoli, sotto cui si tfendono i lati uguali, saranno rispettivamente
ali ai restanti angoli

Proposizione 26

Qualora due triangoli abbiano due angoli rispettivamente
uguali a due angoli e un solo lato, o quello agli angoli uguali
oppure quello che si tende softo uno solo degli angoli uguali,
uguale a un solo lato, avranno anche i restanti lafti [rispettiva-
mente] uguali ai restanti lafti, e il restante angolo al restante
angolo

| criterio di
congruenza

Il criterio di

congruenza

L) Ls



Le proposizioni 7 € 8

Proposizione 7

Sulla stessa retta altre due rette rispettivamente uguali alle
stesse due rette <e> che hanno gli stessi limiti delle rette In
origine non saranno costruite verso punti differenti dalla

Proposizione 8

Qualora due triangoli abbiano | due lati rispettivamente
uguali afi] due lati, e abbiano anche |la base uguale alla
base, avranno anche I'angolo compreso dalle rette uguali

uguale all’'angolo
L) s

Il criterio di congruenza



Le proposizioni 16 e 17

Proposizione 16

Prolungato avanti uno solo dei latfi di ogni triangolo,
I'angolo all’esterno € maggiore di uno e dell’altro
degli angoli all'inferno e opposti

Proposizione 17

Due angoli sostituiti in ogni modo di ogni triangolo
sono minori di due retti

L) Ls




La proposizione 23

Proposizione 23

Costruire, sulla refta data e su un punto di essa, un angolo
rettilineo uguale all’angolo rettilineo dato

L) Ls



Le proposizioni 27 e 28

Proposizione 27

Qualora una retta che incide su due rette faccia gli angoli
alterni uguali tra loro, le rette saranno parallele tra loro

Proposizione 28

Qualora una retta che incide su due retfte faccia un
angolo all’esterno uguale a quello all’inferno e opposto e
dalla stessa parte o quelli all'interno e dalla stessa parte
uguali a due retti, le rette saranno parallele tra loro

L) Ls




La proposizione 29

Proposizione 29

Una retta che incide su rette parallele fa sia gli angoli
alterni uguali tfra loro che quello all’esterno uguale
all'interno e opposto che quelli all'inferno e dalla stessa

parte uguali a due refti

L) Ls



La proposizione 30

Proposizione 30
Le parallele alla stessa retta sono anche parallele fra loro

L) Ls



La proposizione 31

Proposizione 31

Condurre per il punto dato parallela alla retta data una

linea

L) Ls



La proposizione 32

Proposizione 32

Prolungato avanti uno solo dei latfi di ogni triangolo,
I'angolo all’esterno € uguale ai due all’interno e opposti, e
| fre angoli all'inferno del triangolo sono uguali a due reffi

L) Ls



Quadrilatero logico

Proposizione 17 & Postulato V
—(rlls) » a+ B <2R a+ L <2R - =(rlls)
diretta Inversa
() g
Proposizione 28 o= Proposizione 29
a+p =2R - r|s rils » a+p=2R

conftronominale confraria

L) Ls




Assioma delle parallele in Hillbert

» |n Fondamenti della Geometria (1899, 1903, 1909)

» |n Fondamenti della Geometria (1913 e successive)

N<1I

L) Ls



Assioma / Postulato di Playfair

Two straight lines which intersect one another, cannot be
both parallel to the same straight line (N<1 e non N = 1)

Due rette incidenti non possono essere parallele alla stessa
retta

‘v’x‘v’y‘v’z((x *+ y A =xPy) -» =(xPz A sz))

L) Ls




Le geometrie non-euclidee

Geometria T'POIoogla delle rette
N° parallele

Rette infinite / aperte
]

Assoluta

Ellittica

Euclidea
lperbolica

Semplice

Doppia

Rette infinite / aperte
o (2)

Rette finite / chiuse
0

Rette finite / chiuse
0

L) Ls



Gli enti fondamentali

I T N
Singolo § Aperta A Imploso PV Euclidea
Singolo § Aperta A Esploso PV lperbolica
Singolo S Chiusa A Imploso PV Ellittica
Doppio S Chiusa —A Imploso PV Sferica

L) Ls




