Considerazioni sulla didattica dei problemi formalzzabili.
Carlo Bernardini

Molti problemi che ci capita di affrontare nel cordella vita
ci spingono verso una attivita mentale “formalizZathe consiste
nella sostituzione degli elementi del problema ipaldre con
simboli dei quali conosciamo l'uso operativo gefera&he
consente di generare risposte “affidabili” dal mudt vista di un
qgualche “criterio di verita". | numeri sono un eggmprimitivo di
guesti elementi simbolici convenzionali e I'opevdfl e attuata
eseguendo con essi operazioni che li trasformadnesgmpi sono
talmente ovvii che mi guardo bene dal citarli inausocieta
moderna dotata di scuola obbligatoria. Tuttavia, dal semplice
problema dell’aritmetica degli interi positivi e toaun corpus di
considerazioni che ha dato luogo a una scienzai gssa
complessa ancora ricca di problemi non risoltimatematica dei
matematici Forse, € la scienza piu astratta e antica chia aisto
la luce nella comunita umana, accanto a un grangeero di
conoscenze empiriche sulla realta naturale. Nontestanche
nella matematica si possano ravvisare ragioni diessta di
carattere empirico, la concezione delle operaziarimetiche
porta gia a considerare il problema dei “criterivérita’ che le
inverino secondo strutture logiche evidenti. Ma gia nascono
novita spontanee che hanno avuto una gestaziomsademnte piu
lenta, i numeri negativi, gli irrazionali, i numecomplessi, per
tacere dei problemi non risolti come quello dei eunprimi.

Non e difficile capire che queste circostanze skcbnda
iIstanza” abbiano spinto i cultori della matemataapingere |l
pedale sul cosiddetto “rigore” che deve accompagiiassenza
profonda delle “procedure dimostrative”. E’ senzabloio
un’esigenza irrinunciabile che pero, spinta a livadsessivamente
prescrittivi, puo eliminare due stimoli naturali ecHa mente
adopera per produrre risultatiintuizione e 'immaginazione Il
guaio € che, soprattutto per i non matematici, izidne e




iImmaginazione presiedono ad una forma di partempazche
possiamo chiamaregbdibilita”. L'insistenza eccessiva sul rigore
e un momento di distacco dalla godibilita che pisirdggere la
didattica elementare: molti studenti finiscono dbimparare la
matematica senza capirla. I| fenomeno si manifesta la
recitazione delle definizioni cosi come sono sndeté nella
manualistica, senza che il senso generale di quifaizioni
raggiunga la stessa “mentalita” del recitante. Eppla storia
delle matematiche dovrebbe insegnare che la gadibha
accompagnato l'evoluzione di questa scienza finengi molto
recenti; diciamo, fino a che Godfrey Hardy, nelgblogia di un
matematico" (1940) non ha enunciato I'assioma datlatilita”
che dovrebbe presiedere alla costruzione di cio saebbe
propriamente matematica. Seguito di li a poco dasaito di
astrusita che, come sapete meglio di me, ha wos#aenui
sostenitori nel celebre gruppo Bourbakista coni foatlici in
Francia. Nei primi anni '60 del secolo scorso deaa mano ai
colleghi fisici francesi che cercavano di bloccierelidattica della
Nouvelle Mathematique. Ci riuscirono, tra le grideconde di un
furibondo Jean Dieudonne; e per fortuna non sesce piu nulla.
A quel punto, anche in Italia gli studenti di fi@i€urono liberati
dai corsi di Matematiche Superiori dei colleghi emétici e
Immessi in corsi di Metodi Matematici della Fisgastiti da Fisici
Teorici: ebbi I'onore di avere il primo incaricomano e inventai
un corso ex novo.

Perché c'e una Matematica della Fisica che eadnuin un
angolo sorcendo il naso: puzza di fenomenologianeadiellistica.
Fin'allora, per questi motivi, persino Felix Kleigophus Lie,
Henri Poincaré e David Hilbert avevano dovutoctate a trovare
una collocazione nell'Olimpo della logica formale.

2 - Per un fisico, il grosso delle proposizioni
simboliche e del tipo A = B. Ma e importante che
A e B rappresentino due cose diverse che



nessuno si apettava che fossero uguali. Le“QuarntitaB sono
in genere grandezze misurabili a cui corrispondawmero.
numero e fissato dalle “unita di misura”, che sono.gemaslte
convenzionali. Convenzione vuol dire “scelta adyitx”: guai se
A e uguale a B solo per una particolare sceltaedeiita di
misural

Dunque, A = B deve essere indipendente dallasdelta unita: e
la "Invarianza di scala”. Cisono tanti tipi diverdi grandezze
fisiche e relative unita di misura. Quando il rapip@\/B

e invariante di scala si dice equivalentemente che:

1- A e B sono omogenee

2 - A e B hanno le stesse dimensioni fisiche

3 - A/B e un rapporto adimensionale

Entra nel discorso I'espressione “dimensioni fisighchiave di
volta del problema. Il miglior testo disponibile guello di
L.Sédov: Similitude et dimensions en meécanique iBdizMIR
(Mosca) 1972. Ci sono anche importanti lavori ddgman.
Capisaldi: Isaac Newton gia usa le dimensioni, JBaptiste
Fourier (fine ‘700) le introduce. James Clerk Makvwmventa le
notazioni che portano il suo nome (circa 1850)Tdoremall” di
Buckingham (1914).Con la nascita della fisica newaoa si
capisce ben presto che tutto € misurabile in tarchiMasse (M),
Lunghezze (L) e Tempi (T). Perché bastino questitipi” non lo
sappiamo spiegare. Ma quando diciamo che unagraad&zsi
comporta per cambiamenti diunitd di misura coméL'NT"
intendiamo che A*scala” come i rispettivi fattoria@bnversione
elevati alle potenze indicate. Le grandezze adimaaB hanno
esponenti tutti nulli epercio non scalano. A e Besgrandezze
omogenee se hanno gli stessi esponenticarattetiziearioro
dimensioni fisiche. Se si vuole operare solo dtitheensioni della
grandezze, si usano le seguenti notazioni di Maxvehle
consentono di capire le leggi di scala:

Dimensioni di A = [A] = M'L*TT

Per esempio, [area] ZL



Questa formula dice che se le dimensioni linearumia figura
vengono dilatate (o contratte) di unfattore nunwekicl’'area della
figura cambia il suo valore numerico di k

Facciamo una divertente applicazione: proviamomodirare il
teorema di Pitagora da fisici. Prendiamo una gasidinea chiusa

L'area di questa strana linea si pud sempre s&iv&me: un
numero f che dipende dalla sua forma (percio, dfatdi forma”)
e dalla scelta di CC’ moltiplicato per la lunghezd&l segmento
CC’ al quadrato:

Area = f (CC¥f

Questo dice solo che se dilatiamo (come si fa rietlecopie, per
esempio) le lunghezze, in ogni direzione, di kidacambia di%k
Questo e un triangolo rettangolo in V




L’ipotenusa e CC’; l'altezza VP divide il triangola due nuovi
triangoli rettangoli simili tra loro e simili a glke intero perche
hanno sempre un angolo in comune (in C e in C’s&®wiamo le
aree usando | quadrati delle ipotenuse e percaeate che:

Area (CC'V) = Area(CVP) + Area(C'VP)

f(CC’)? = f(CV)* + f (C'V)°E dividendo per f resta il Teorema di
Pitagora!

Ci si puo esercitare ad usare il gergo rispondeadgueste
domande:

1 - Qual e il fattore di forma per I'area di un@ap rispetto al suo
diametro?

2 - Conoscendo l'area del cerchio, come si puoai®\con puri
argomenti di scala I'area di una ellisse?

3 - E se ragionassimo sui volumi, che cosa canituberenelle
leggi di scala?

4 - Perché non ha senso chiedersi se l'area erithpgo di un
guadrato possono essere uguali?

3 — Possiamo generalizzare questo modo di ragionare pe
similitudine al caso di piu grandezze fisiche. Qlese Godfrey
Taylor lavoro alla bomba atomica. Era presenteest Trinity dl

16 luglio 1945 ad Alamogordo. Come misurare l'ererd
liberata dalla bomba di prova? Lo strumento a digpone era la
fotografia ultrarapida (Edgerton) che aveva riprésd'sfera di
fuoco” che si espandeva con un velocissimo frordadh d'urto
nell’aria a partire dal punto di esplosione. | dagrcio erano: il
raggio R(t) del fronte dellonda al tempo t. [R]L5[t] = T; la
densita d dell’aria esterna al fronte : [d] = MLe la pressione p
della stessa aria: [p] = MiT%La temperatura non & indipendente
da p e d. Come puo essere fatta la funzione Rt)upecerto
valore di E? Note p e d, conosciamo |'energia teandiciamo Q,
contenuta nellaria fredda spostata all'istante ziale
dall’esplosione e, senza dubbio, E>>Q. Dimensi&hif [Q] =



ML?T " Ma allora non pua essere

altro che:

R> = (Ef/d) F(Q/E)

dove F(x) e una funzione adimensionale della vdeab
adimensionale x, Ma Q/E= 0, anche per una bomba
convenzionale che esploda in aria a temperaturaesaab
Facendo esperimenti con una bomba di una tonnelidtaolo, si
scopre che F(0) = 1, cosi che:

(5/2)logR(t) = log t + (1/2) log(E/d) (*)

E se misuriamo le L in cm, i t in sec e le massaliammi,
sapendo che d = 0,00125 g/cm3, si trova che&5. 1020 erg:
20 kton. (Trinity test).

Questo e un risultato sperimentale: la retta (Y)ed visibile in
carta logaritmica.

Le leggi di scala presiedono alla costruzionedi whasse di
ragionamenti che vanno sotto il nome di “similitogl, molto al
di 1a del semplice caso della geometria deitriangoli.
Esempio: Galilel scopre che in prossimitadella
Su.Fe,rchLe, "-e,rre,s"-re, C corpL cadono nel vuoto con la
stessa accelerazione g [5] =LT?* indipendentemente dal
loro peso (massa). Questo basta a dire che tempi t di
caduta da una altezza ko (da ferms) di wn corpo Sons
proporzionali alla radice di bt - W2 Ma allora, Se Si
vogQLowo c,omfrow‘a.re 'Fe,quL di caduta da due allezze
diverse hy e h, o, che & Lo stesso,i periodi di due pendoli
dc bunghezze

diverse ly e h, basta istibuive la similitudine: /4, =

(h /)

Se una delle due bunghezze é presa come wnita di
MmLSuwra 5"-a,wcla,rcl, C "-&W\.PL scalanec con la
radicequadrata delle Lunghezze.

Curiosita: Tite Livio Buratting di Agorde (1617-1081)



propose nel 1675 di istituive (L "metrocattolics” (=
wniversale) partendo dalla lunghezza del pendolo che
batteva L secondo.

G ingegneri usanc leggi di scala, similitudine
emodelli molto di pio dei fisici. Molte Grandezze
adimensionall sono di impiego comune nella
progettazione di macchine, aerel, strutture ecc. TL
numero di Mach, b numers dC Eeu]onAS, /A
numero di Froude, (L numero diL Ray Qeuﬁ(«., ecc.Sonoc
usati in aero- e idro-dinamica. Referenze:

1 - EBuckingham, PhysRev, 4, ottobre 1914

2 - E. Pistolesi, Questioni di Matematica Applicata,
Zandichelll, 19406

Qwﬁ@ e la velocita naturale a Fueclu per wn adulfo?

4 - LINEARTTA

I sistemi lineari, dissipativi e non, sono Loggettopic
comune in fisica: perchié la fisica é nata Su wn
pianeta freddo, in cul tutto & vicine a condizioni di
eq willibric meccanice. Ma che cosa é e,sa,H-a,m.emLe, win
SLS"'P,M liveare? E win clLPoQo con wn Lngressc

4 cul S pus applicare un input dipendente dal tempo
IH#) e u.m.'u,j‘c(';(‘a, A cul SL FV‘&Q&Vﬁ— win ou.“‘Fu:(' ol). La ptie
generale velazione lineare deve rispettare il "principio
dc SOV'V'&CPFOSLZLOV\—&": se T,(4)

genera O,(1F) e I,(}) genera O,(), allora I,(A)+I, (1)
genera O, do ,M®).

La relazione piie generale che rLSFe,H-a. Gnche la
cﬁ.wj‘ﬁ@i;‘d e la Seﬁu.&vu“e: L'ou:‘]:‘u:" al “&M—FO "', O(‘D, scC
pus scrivere, nel caso bineare, nella forma generale:



| k1t — Ddr

Come sivede, TS0 garantisce che Coutput seguatutti
5L input applicati Da quile “relazioni di
dispersione’ di Kramers e Kroenig (1927) che legano
Rek’ (@) e Imk (@) dove K(®) é la trasformata di
Fowrier A k()0 () con

0Ct) = 51/'&(:‘(’4/»0 u.vuL“&LrLoL'oﬁﬁa'Ho FLC«, st.For'F&Lvu"& delln
fLSLc&L e Q'OSC,LQQ&"'ore ArMmonico, Seﬁuj}o dalle veti dC
oScLQQa:ForL aoooppé&r"c’, e dalla nozione 4L "mode
normale’-

1 - Lelettromagnetismo di Maxwell é una teoria
dicampo lineare

2 - Leguazione di Schroed inger della meccanica
ondulatoria é una teoria Lvu‘mlmj&c,a.m&vu‘a Liveare

3 - La nozione di risonanza é la chiave di volta della
comprensione del fenomeni Lineari

4 - Le possibili sorprese sono certamente non Lineart!



