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La successione di Fibonacci, il numero
aureo, Ia spirale logaritmica aurea

Carmen Carano'

sunto: In guesto [avoro $i definisce ina suceessione logariumica {c in
particolare aurea) di punti nel piano, si introduce una generalizzazione
della successione di Iibonacei ¢ i vede come questa & in relazionc
con la successione {i'}, dove ¢ ¢ il numero anreo e i varia in Z: infinc
si dimostra come si pud costruire una successionc logaritmica di pHLNt,
e guindi una spirale logariunica, che in un easo particolare, risulta au-
rea.

Abstract: In this joh we definc a logarithmic sucecssion (and in par-
ticular a golden succession) of points in the plane, then we introdnee o
generatization of Fibonacei’s succession and we indicate how it is
connected wiih the succession {g'}, where @ is the golden number and
iis a number of 7; at last we shaw how il is possible to make a logn-
rithimie succession of points and, from here. a logarithmic spiral Lhat,
in a particular case, is a golden spiral.

Parole chiave: Coordinaie potari, progressioni aritmetiche ¢ geome-
triche, sezione aurca, spirale logaritmica, spirale aurea.
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DEFINIZIONE DI SUCCESSIONE LOGARITMICA DI PUNT

In un riferimento polare | punti di una successione {P;}, con ano-
malie in progressione aritmetica © con meduii in progressione geome-
trica, appartengono ad una spirale logaritmica. In basc a tale proprieta,
dcfiniremno logaritmica una successione di punti {P;} per i quali in un
riferimento polare di polo O si verificano le seguenti uguaglianze;

= ﬁhl

=4 YieZ

(i moduli di tali punti costituiscono quindi una suecessione del tipo
e 1 punii ' individuano una spirale logaritmica i equazione po-
lare:

Irl.-’l1r
F—, Ilrn-_. T
c guindi:
i3
-p = k}hﬂ

Per esempio, sc si considera una serie di quadrati aventi un vertice
in O e tal) che la diagonale di ognune di essi avente un cstremo in O
sia il Tato del quadrato successive (spostandosi in senso orario o
antiorario), la successione degli cstremi di tali diagenati, diversi da O,
¢ una successione logaritmica di punii per i quali

acg F'L='\1'E
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che individuana la spirale logaritmica di equazione

Wl
-
¢ quingdi
—z-l?
p=Fk-27

Di seguito riporiiamo il grafico di lale spirale nel caso che sia
k=1 (p(Ps)=13.
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In particolare, se h = ¢ (dove § ¢ il rapporto tra un segmenio & g
sua parte aurca), definiremo la successione {P;} una succcssione loga-
ritmica aurea {f moduoli di talt punti costituiscono una successione del
tipo {eg). In tal caso la spirale individvata dai punti P; & una spirale
aurea che dipende dai valeri di k ¢ di ¢, di equazione:

LA SUCGESSIONE (o'}

1l rapporto tra un segmento e la sua parte aurea @ part al numero

auran
'u"g +1

2

quindi ¢°' & Ja lunghezza della parte aurea del segmento di lunghezza
@' per opni valore di i appartenente a Z. Sec il segmento AB ha lun-
ghezza o, la sua parte aurea AC ha lunghezza ¢ ¢ 1a parte rimanente
CR (che & la parte aurea di AC) ha lunghczza ¢, Sara quindi, per o-
gni i appariencnic a Z,

q.JI' = {FI-] + [pn'-‘l “]

(5 =g'g™ (2)
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GENERALIZZAZIONE DELLA SUGCGESSIONE DI FIRONACCI E RELA-
ZI0NE TRA QUESTA E LA {q‘f}

La successione di Fibenacel [} (con f=0, =1, ;=1 + £
per n =1} pud cssere generalizzatain Z in {§;} (eon £,=0, 51 =1, ;=
fi. 7k iz prer ogni 1 appartenenic a Z). Sard quindi:

= 21,13,-8,5,-3,2,-1,1,0, L [L2,3,5.8, 13,21 ...}
Per tale successione risulia:

Jfi=Fua 1 fa ' . (3}

+1  Reté pari
(i) =itz < (4)

-1 scié dispari

Cueste due relaziond che caraticrizzano tale successione diffcri-
scono da quelle che caraticrizzano la successionc {p'} a causa del
terinine +1 o -1 uelta seconda; tale termine tende a diventare sempre
pill ininfluente al crescere di 7 {cioé al crescere di 7, . 51 avvicina
sempre pill alla parte aurea di ;). '

Binct ha dimostrato, per ogni n appartenente a N, la scpuentc rela-
zione fra la {fy} ela {¢"}:

Eh [ ] ]”
q:] —_ — —
- L

TS

Tale relazione continua a essere valida anche tra le successiond
{f:} ¢ {o'}. per ogni § appaitenente a Z:

. it
L
fi= _%EML {5)

E facile, partendo dalla (1), determinare [a relazione inversa:

o' = o+ S (6)

valida, anch’essa per ogni § appartenente a 7,
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COSTRUZIONE DI UNA SUCCESSIONE LOGARITMICA DI PUKTI

E possibile ottcnere moite facilmente una successionc logaritmica
di punti nel piann nel segnente modo.

A pattire da m punto Pg qualsiasi sul semiasse positivo delle a-
seissc (per esempio Pe(1, 0)), si tracei un scgmente {che non giaccia
sitil’asse x ¢ che non sia ad esso perpendicolare) il cui secondo cstre-
ma P sia sol semiasse positivo dell’asse v con ordinaly diversa da |,
A partirc dal segmento PgP| si eostruiscann, per i appattencnic a 7,
scgment] PPy perpendicolari tra loro e con gli estremi altemnativa-
mente sull’asse delle ascisse ¢ su guello delie ordinate.

La {P;} &una successionc logaritmica di punti per la gualc

n:=E &mi
2

Of,



Infath, per il secondo teorema di Euclide, &

S
OF =0P - 0P

Sard gquindi:
PJ—]
Essendo i triangoeli OP.P:y simili, il rapperto
G A
P

con A costanie. Quindr la {P,} individua una spirale logaritmica di e-
quazione polare '

2

Zn
p=AT

(Se k.= 2, tale spirale coincide con quella dell’esempio di pag. 32).
Se A = si ottiene una successione aurea di puntt che individua la
gpirale aurea di equazione polare;
Zp
p=g
(in tal case p(P) = p(Pur) + p(Pia) = n:p" dove ' pud esserc calcolato,
per oymi valare di i, dalla (6.
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