Le variabili casuali

Conferenza tenwita al Seminario Matematico dell’ Universita di Tovino
V11 maggio 1931

1. Il matematico che si accinge per la prima volta allo
studio del ecalcolo delle probabilita deve, ancor oggi, superare
nnga sensazione di isagio pint viva di qnello che solitameute
si prova intraprendendo lo studio di nn nuovo capitolo della
Seienza non ancora perveunto ad nun completo assetto logico.
Invero, nel ealeolo delle probabilitd, assai pilt che in altri
campi, alconi ragionamenti e i relativi risultati dauno un’im-
pressione (i soggettivitd che non pud certo riuseir gradita a
chi, dalla propria edneazione mentale, é portato sopratutto ad
apprezzare 1’obiettivitd dei risultati ed il loro ecarabtere (i
necessarie consegnenze di alenne premesse,

Ni pofrebbe aunzi credere, non riflettende a quanto dird da
qni a nn momento, che questa eerta soggettivitd del caleolo
delle probabilitd sia una sua inevitabile earatferistica: retaggio
delle difficoltd che notoriamente si incontrano quando 8i cerca
di dare una definizione generale del concetto di probabilita
di un evento; eoncetto che, secondo aleuni ('), verso la cui
opinione io propendo, sarebbe di sna stessa natura essenzial-
mente soggettivo.

Fortunatamente perd il ealeolo (delle probabilita, o almeno
la parte pin essenzialmente matematica i esso, pud svolgersi
indipendentemente da ogni disenssione pitt o meno filosofica
sul concetto di probabilitd; eosi come, per esempio, la geometria

(') V. p. es, D Finerri: Fondamenti logiei del rugionamento probabi-
ligtico, [« Boll, Unione Mat. It., » 0 (1030)].
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proiettiva pud svolgersi indipendentemente da ogni conside-
razione sul significato fisico degli enti che essa chiama « ratte »,
« punti », ecc,, 8 la trigonometria pud svolgersi senza preoc-
cuparsi dei metodi eon eni poi la geodesia o I’astronomia
defermineranno effettivamente qnei lati e quegli angoli che
figurano come dati nei suoi problemi. E invero, concependo
il calcolo delle probabilitd come la scienza delle relazioni fra
pitt probabilita le une date e le altre da determinarsi, le
prime potranno astrattamente considerarsi come certi numeti
reali, compresi fra 0 ed 1, associati a certi avvenimenti, con
la sola condizione dal punto di vista matematico che, nel
combinarli fra loro, vengano rispeftati i noti prineipi delle
probabilita eomposte e delle probabilitd totali. Nessun incon-
veniente vi sara allora a concepire, aill esempio, tali proba-
bilitd come grado di fiducia di un determinato individuo nel-
I"avverarsi di certi avvenimenti; salvo il fatto ehe, se tali
dati non avranno proprio altra giunstificazione all’infuori di
quella di tradurre numericamente certe opinioni di nn certo
sig. Tizio, sard ginstifieato il dubbio a priori sull’interesse
pratico che potranno avere i visultati ottenuti a partire da
siffatte hasil

2. Alla suaccennata concezione del caleolo delle probabilitd
e alla importante chiarvificazione concetfuale che ne deriva,
ha, in qunesti ulfimi tempi, potentemente contribuito il con-
cebbo di variabile casuale che, nonostante la sua grande sem-
plicitd e spontaneitd, solo di recente si é affermato ed & stato
generalmente adottato. Invero, definendo una variabile ca-
suale (continna o discreta) come una variabile reale tale che
a ciascuno dei valori » (in numero finito o infinito) di eni
essa © snscettibile, sia associato un numero reale p,, com-
preso fra 0 ed 1, eon la condizione che sia p,=1; il cal-
colo delle probabilitd potrd definirsi come la teoria delle va-
rtabdili casuali o, pit particolarmente, come quella parte delle
matematiche che insegna a dedurve dalle leggi di probabilitd
(ciod dalle leggi di distribuzione dei p,) date a priori di certe
variabili easnali, quelle di altre variabili easuali dipendenti
dalle prime, o a gnelle comunque collegate.

Non & perd inopportuno, prima di procedere oltre, soffer-
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marei un momento ad illustrare con gualche esempio qnesto
coneetto, tanto importante, di variabile casuale.

Auzitutfo un esempio classico di varviabile casuale suscet-
tibile di un numero finito di valori: il « punto » che si pud fare
gettando un dado enbico. Hvidentemente abbiamo qui nna
variabile casnale suscettibile soltanto dei sei valori 1, 2, 3, 4,
b e 6 a ciasenuno dei quali & conveniente associare, se il dado

& perfeftio o lo si ritiene tale, la probabilith costante p_—_:%i.

Altro esempio di un genere un po' diverso: il < punto » che
nna certa squadra potrd fare in un determinato incontro di
football. Questa & nna variabile casnale susceftibile dei tre
valori 0, 1, 2, con probabilitd che | « competenti » sapranno
spesso asseguare senza grandi incerfezze, pur non potendo
«disconoscere il carattere soggettivo della loro previsione.

Molto pitt interessanti sono perd le vaviabili casuali con-
tinue per le quali, nel caso pit semplice i una sola dimen-
sione, la legge di probabiliié & rappresentata da una fnnzione
reale, non negafiva, p(v), definita nell’ intervallo (@, &) in eni
oseilla la variabile, e soddisfacente alla condizione

b
{1) J'p(:n)rlra = 1.

Tn tal easo la probabilitd che la variabile sia compresa in un
cerfo intervallo («, §) & espressa dall’ integrule

f
(2) Jp(m]drz

x

e, in particolare, quella che essu sia compresa fra x ed z - ds,
¢ espressa (a meno (’infinitesimi «(’ordine superiore vispetto
a dz) dal prodofto

p(@)de,

Per esempio, apparlengono a questa ecategoria le cosiddette
variabili easnali normali, che s'incontrano in moltepliei, vitali
qnestioni di ealcolo delle probabilitd, aventi per legge di pro-



68 Le variabily casuali

babilitd la legge di GAUSS

@) ple) = e,

V=

dove h & una cosbtante positiva: la eosiddetta precisione. La
carva rappresentatrice della (3) ha il noto aspetto a campana,
come si vede nella fignra 1" (velaftiva al easo di h=1).

Mg, 1.

Un altro esempio (i variabile easnale avente legge di pro-
babilitd suscettibile di rappresentazione analitica semplice, &

offerto dalla somma
=2, -+ % -+,

di tre termini su eni non si sappia altro all’infuori ehe sono
compresi nell’ intervallo (0, 1), ciod, pili precisamente, dalla
somma di tre varviabili casuali oscillanti in (0, 1) con la legge
di probabilitd costante p = 1. Invero si trova facilmente, o
divettamente o come easo particolare di un problema piu
generale cui si accennerd pitt innanzi, che la enrva di pro-
babilitd di y, variabile easuale oscillante mnell’intervallo (0, 3),
& formata da tre archi raccordati di parabola ad asse verti-
cale (fig. 2), rappresentati (in coordinate g, p) dalle equazioni:

1 3 1
p=3y" O=y=<l), p=7;—;2—3" (1<y=<2),
1*:%(3—’9)’* 2=y<3).

Un esempio semplice di variabile casuale di tntt’ altro
genere, cio¢ di caratteve statistico, & offerto dall’etd = a eni
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moritd un individuo generieo di un certo grappo di popola-
zione. Rappresentando graficamenfe la funzioune p(z) si ottie-
ne mna curva del genere

di quella della fig. 3 e ciod i
conh un minimo prinecipale
intorno all’ etd di 12 an-
ni, an minimo secondario
fra i 30 e i 40 anni, ed
un massimo molto accen-
tuato intorno all’eta di

856 anni.,
Altri semplici esempi Fie. 2.

di variabili easunali di ti-

po statistico, sono offerti dall’onere che un istitnfo di assien-
razioni assnme assicurando per una certa somma un indi-
viduo di npa certa eta, dalla sta-
7 tura o dal perimetro toracico dei
cogerifti di nn certo paese, ece.
Notiamo finalmente, perchd la
¢osa conduce a non spregevoli
semplificazioni formali, che qual-
siasi variabile casnale pud sem-
pre immaginarsi definita fra — oo
e - oo, pensando che la sua eurva
di probabilith abbia ovdinate sem-
= pre nulle in quegli eventuali in-
tervalli a eui la variabile non

pud mai apparteuere,

-

=y

0,04+

O a0 4n 0 4n b

Fig. 3.

3. Una delle pit comode e pin usate rappresentazioni
della legge di probabilitd di una variabile casuale z, & la rap-
presentazione geometriea della fanzione p(w), di cni si & fatto
nso negli esempi precedenti. I perd pure molto utile, e concet-
tualmente interessante, la rappresentazione statioa della legge
di probabilita, otfenuta pensando ad una distribuzione di
materia sull’asse & con densita linears misurata da pix). Invero,
la probabilitd

;
Jp(:t:)th:
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¢he la variabile sia compresa fra a e 3, potrd allora interpe-
trarsi come la masse del segmento «, f, ecc.... Inoltre si ha
il vantaggio che tale rappresentazione si presta anche hene
nel caso delle variabili casuali diserete, per cui, invece di una
massa uniformemente distribuita nell’ asse z, si avranno pin
masse p,, Py, .. concentrate in certi punti z,, =,,....

Per di pitt la rappresentazione statica suggerisce sponta-
neamente i considerave, accanto alla funzione p(z), la fun-
zione non decrescente

(4) P(z) :rp(:t: dz,

— O

esprimente la wmassa a sinistra di « e la probabilita che la
variabile sia minorve di z, che prende il nome di funsione di
ripartiziond e gode della proprietd che il suo ineremento finito
P(f) — P(x) esprime la probabilitd che la variabile che si con-
sidera cada nell’intervallo («, f§).

Anzi vi & spesso vanfaggio a sostitnire addirittura alla
considerazione della funzione p(z) quella della funzione P{a),
perché, cosl facendo, il conecetto di variabile casnale assume
una maggiore generalitd ginngendo a comprendere casi in
cui la probabilitd che @ sia compresa nell’intervallo («, §) su-
bisce delle discontinnitd i prima specie, e quindi esiste hensi
la funzione P(x) ma non cosi la p{x), in quanto la prima non
& dapertntto derivabile,

Molto ovvia & ["estensione di queste e delle precedenti
considerazioni alle variabili easuali « due o pitt dimensioni;
noi non ci soffermeremo percio a lnngo su eid. Per esempio,
una variabile casnale @ due dimensiond, sard per noi un punto
P mobile nel piano (zy), cui sia associata una funzione somma-
bile, non negativa p(a, o) il cui integrale doppio esteso a tutto
il piano valga 1, mentre lo stesso integrale esteso invece ad
un’area o esprimera, per definizione, la probabilita che il punto
P cada nell’area o. In particolare, il punto di caduta su di
nn piano orizzontale del proietto sparato da una certa boeeca
da faoco, & nna variabile casnale a due dimensioni la cui legge
di probabilitd, supposto scelti convenientemente gli assi car-
tesiani, pud ritenersi espressa da una formula del tipo,

hk ] Tyt
W, y)=— ¢~V
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dove h e I sono due costanti, legate in modo semplice alle
cosidette sirisce del 50°/, dei colpi della balistica. Trattasi ciod
di nna variabile casuale normale a due dimensioni.

4. Il caleolo delle probabilita, il cui inferesse applicativo
& ormai fuori disecussione, presenta il piti vivo interesse anche
pe! pitt pnro matematico. Invero, oltre alle questioni concef-
tunali spesso assai difficili che presentano aleuni suoi eapitoli,
p. es. la teoria degli errori, anche il problema concettnalmente
elemenfare e apparentemente facile Jdi dedurre la legge i
probabilitd di una variabile casuale y legata ad altre date
X,y Byyoeey Ty (18 na data relazione funzionale

(B) Y =%, Tyyoy &y),

pud presentare difficoltd tecniche elevate e richiedere I’ im-
piego di mezzi analitiei non elementari. Per esempio, gid nel
caso semplice in cui la funzione ¢ si riduca alla somma di z,,
Xy ye-ny Ty © queste variabili oseillino tutfe in un medesimo
intervallo (e, b), avendo ivi legge di probabilita costante:

la determinazione della densitd di probabilitd pi(z) di y non
¢ per nienfe immediata, né il risultato finale & elementaris-
simo., Precisamente, come pud immediatamente trarsi dalle
formule contenufe in un mio lavoro di tre anni fa (*), detto
Y — na

g il massimo intero contenuto in -

, 8i ha

1 w—1 -
© )= o 8 (=

—w = B = ——s), (na =y < nb)

w—1

idove &8 denota una funzione (polinomio di grado » — 1) c¢he

si presenta nella teorvia dei nnmeri di BerNoULLT ed ha 1 e-

) Una quistione di probabilita, (Atti 1° Congresso Naz. di Seienza delle
Assicurazioni. Torino, 1928); v. pure la Nota: Sul numero deile partizioni
@« un intero dato, [Boll. Unione Mat. Tti, 7 (1928)] e In Memoria: Su di
wna variabile caguale connessa con un notevole tipo di portizioni di un nu-
mero intero, [Gior, Ist, Ttal. Attuari, 2 (1981)]
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spressione seguente

n—1

B (z) =§ﬂ<—1)( )(x+s =t

Un caso particolare della (6) (n=3, ¢ =0, b=1) ¢i ha
fornito uno degli esempi di variabile casuale indieati nel § 2.

Le difficolth suaccennate possono talvolta evitarsi rinnn-
ciando a defterminare esplicitamente la legge di probabilith
della variabile casuale » che interessa, e accontentandosi in-
vece di ealcolare alenni numeri, a quella collegati, e¢he siano
atti a dare nn'idea sintetica dell’andamento generale della
funzione p(e), e possano determinarsi senza bisogno di eono-
scere effettivamente 1'espressione esplicita di questa funzione.

Fra questi numeri due hanno pavticolarissima importanza
e ciod: 1°) il valor medio M[2z] della variabile, definito nel caso
discontinuo dalla formmula

(7) Mlx] = Zz,p,

e in quello eontinno dall’altra

+ o
(7 Mz| = \zp(z)de ,

— O
che da un’idea del punto intorno a eui pil si addensano i
valori della variabile essendo I'ascissa del baricentro della
sua massa di probabilitd; 2") lo scarto quadratico medio plx],
che da un’idea dell’ampiezza delle oscillazioni di 2 intorno
al suo valor medio, e si definisce per mezzo della formula

(8) (pl2])? :J(-t: — M[z])*p(x)de

ciod come radice quadrata aritmetica del valor medio del qua-
drato dello scarto  — M[x] della variabile. Entrambi questi
elementi possono talvolta determinarsi senza conoscere esplici-
tamente la funzione p(2); in particolare, se 2 & una combina-
zione lineare di pitt vaviabili casuali @, 2,,.., ¥, indipendenti,

cio® se si ha
== A&, - Ay oA 0%,

dove A, Ag,..y Ay sOn0 dei coeffeienti costanti e B,y By yeey B
n varlablh cmnah tali che la eventnale conoscenza del valore
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di una o pitt di esse non ha influenza sulle leggi di proba-
bilita delle rimanenti, si hanno le formule importanti:

M[w] = )‘1 M["ul] + ;‘?M[mﬁl +"'+ lﬂ- M[xﬂ.lf

(9) a i a o .
pie] =27 pllz,] 4- A pte,] 4 - A5 g2 2.

Un altro risultato importaute dello stesso genere & che il
valor medio del prodotto di pin variabili caswali indipendenti
¢ nquale al prodotto dei valor medi dei singoli fattori.

Nel caso parbicolare cehe @ sia una vaviabile normale, ciod
segnente la legge di probabilitd di Gauss (3), si hanno poi le
formnle

]

(10) Mlz]=0, px]l=V M[2?|= Van

e inoltre si trova che il valor medio del valor assoluto dello

searto M[|»] & uguale allinversa di aVm, eid che di Inogo
alla formunla interessante:

M _x
() (Ml 2

che viene spesso ubilizzata per verificare nnmericamente se
una data vaviabile easuale possa 0 no ritenersi normale,

Notiamo finalmente che le formule (7') e (8) o, pilt gene-
ralmente, la formula

|- O

(12) J‘cp(:v) pleyde

—

che definises il valor medio di nna funziove qualsiasi ¢ di =,
possono facilmente generalizzarsi al easo in eui, non esistendo
la funzione p(x), esiste perd la funzione di ripartizione P(z);
invero bastera considerare, p. es. in Inogo della (12), 1a formnla

{12 jq:—(m)d P(z),

dove Pintegrale & preso nel senso di StrerrIss, Quest’ osser-
vazione valga unche per il seguito,

5. Fra le funzioni p(w) di cui la (12) definisce il valor medio,
hanno prevalente imporfanza le successive potenge intere posi-
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tive della variabile data, i eni valor medi soglion chiamarsi,
per ovvio motivo, momenti dei vari ovdini della variabile
cansale x, e denotarsi con le lettere m,, m,,...; 8i pone ciod,
in generale,

o
(13) m, = |z"p(z)d, (r=1, 2,..),

—_—

agginngendo, per simmeairia, la notazione

e )

m, = fp(a:)rtﬂ: = 1.

— 0

[l momento del prim’ordine m, coincide ovviamente ecol
valor medio M[x]| della variabile.

La considerazione di questi momenti dei vari ordini da
luogo ad una qnestione assai importante, non solo pel ealeolo
delle probabilith, ma anche dal punto di vista puramente
analitico e cioé: Data una funzione p(x), integrabile fra — oo
¢ - co assieme ai snoi prodotti pér le snecessive potenze di z,
restano univocamente determinafi i suoi momenti di tutfi gli
ordini my, m,, m,,...; vale la reciproca? Data ciodé una sue-
cessione di numeri rveali m,, m , m,,.., esiste sempre ed &
uniea una fanzione non negativa p(2) che ammetta quei nu-
meri come momenti?

Questa non facile questione, che va sotto il nome di pro-
blemia dei momenti, ha (dato lnogo a numercse ricerche di eui
si frova una buona esposizione nel noto trattato «(i CASTEL-
Nuovo (*). Il risultato forse pilt importante ottenuto in questo
ordine d’idee @& che la condizione necessaria ¢ sufficiente affin-
ché il problema dei momenti ammetta almeno una soluzione,
che gli injfiniti determinmiti :
my ni, m,

m, m, ‘

A, =my, A=

A A, = | m, ny, m

I’ § -he
m, m, | % I

m, Mm, M,

B T —

(*) Caloolo delle probabilita (2* Ed., Bologna, Zanichelli, 1925-28), vol. 11,
pagg. 164-188 (« Appendice », art. IT, nn. 5-16); v. pure Darticolo del me-
desimo A, nel « Giornale dell’Istitnto Ital. Attumari », I, fase. 2° (1930) o
Borev: Traitd du COalewl des Probabilitées ete., t. 1, fase, 1, chap. VI
(Paris, Gauthier-Villars, 1925),
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siano tutts positivi (Teor. di HAMBURGER). Inoltre la soluzione
& uniea se si verifica nna certa condizione necessaria e suffi-
ciente supplementare, ¢h’é certo soddisfatta se, al erescere di

n, il rapporto
2n

Vm,,
n

si mantiene finito (CARLEMAN].

In particolare la condizione di unicitd sussiste pei momenti
di una variabile casuale normale, che, supposto per semplicita
h =1, hanno le espressioni seguenti:

1.3. 5... (2k—1)

f_‘)k

(14) m,=1; m, = y Mypp1=0, (=0, 1,2,...),
¢io ehe, unitamente ad altre considerazioni, conduce al segnenfe
teorema assai importante per la teoria degli errori:

Se i swecessivi momenti i una variabile x,, dipendente da
un indice n, tendono, al crescere di n, verso i corvispondenti
momenti spettanti alla variabile normale, ciod ai valori dati
dalle (14); allore le legge di probabilita di x, tende wnifor-
menente a quelle normale; nel senso che, detia Py(x) la fun-
gione di ripartizione di x, ¢ T(x) quella della variabile nor-
male, dato un numero positive €, piceolo a piacere, & sempre
posgibile trovare un intero n, iale che per ogni n >n, e qua-
lunque sia x, si abbia

!P,;(!L']—" T(i!:)] < &,

6. In alenne questioni di ealcolo delle probabilitd, si &
rilevato assai ntile sostitnire alla considerazione della funzione
p(z) quella di una sua trasformata i LAPLAOB, e ciod della
funzione analitiea

-+ 0o
(15) Plt) =J.ﬁ‘““y(:v)tlm ;

che dicesi (con POINCARE) funzione caratieristica della varia-
bile easnale considerata ('),

" L’intrndnzinne,. molto opportuna, dell’immaginario nella (16) ¢ do-
vutia al LEwy. [Cfr. il sao bel Calewl des Probabilitées. (Paris, Ganthier-
Villars, 1926), 28me Partie, Ch. II),
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Dalla (15), posto

() = p,(t) 4 ipa(l)
segue subito ehe

-}-00
e(t) —jp ) cos ta de

.}. a3

(16) \
? :pg(t)——- pl) sin tz du;
\ -—-'-o
inoltre, dal teorema ’inversione (i Fovrine, si ha la formula
inversa:
-2

{17) P) = 511_: fﬂ“”‘tp(!}d!,

— 0

che serve a ealcolare la p(z) nota la funzione caratferistica
e in eui I’asterisco sta a denotare che dell’ integrale improprio
bisogna cousiderare il valor principale nel senso di OAvOHY,
ciod bisogna prendere il limite per z — oo dell’ integrale esteso
fra — 2z e + 5. Questa piceola complicazione pud perd evitarsi
separando il reale dall’immaginario, con che si ha In formula

-+ oo
[ .
a7 plr) = %chpﬂn cos te - pa(t) sin txdt ,

— ™

dove I"integrale & preso nel senso ordinario.
Per esempio, nel caso della variabile normale, si ha

1
(18) 9(t) = 6 e,

L’ 1mportanza della considerazione della funzione caratte-
ristiea apparisee subito riprendendo in esame la somma di
pitt variabili casnali indipendeunti. Invero, menire la defermi-
nazione diretta della legge di probabilitd di una sifatta somma,
presenta, come abbiamo visto nel § 4, non lievi difficoltd; se
invece ci si riferisee alle funzioni caratteristiche, si ha il
teorema semplicissimo che:

La funzione caratteristica della somma di pid variabili
casuali indipendenti, @ il prodotto delle fungioni caratieristiche
dei singoli addendi.
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Donde, in virti della (18), segne immediatamente che:

La somma di pivv variabili casuali normali di precisioni
hy, hs,..., by, & une wuova variabile caswale normale la cui
precisione h & data dalla formula:

D 1
ﬁ;—i‘?-l-h—z-l-...“f'ﬁ

Qnest’ultimo risultato suol talora enunciarsi dicendo che
la legge di GAUSS é stabile. Non bisogna perd dimenticare che
anche altre leggi di probabilitd, p. es. la cosiddetta «legge di
OAvUCHY », godono di un’analoga proprieta.

Snssiste inoltre un teorema di vonvergenza, analoga a quello
enunciato pei momenti, ossia si ha che;

Affinche una legge di probabilita dipendente da un parame-
tro (p.es. da un tadice n) tenda alla legge di GADSS, & neces-
sario ¢ sufficiente che il logaritmo delle sua funzione caratie-
ristiea tenda a — /4%, ¢ ¢id uniformemeonte in ogni intervallo
Jinito,

(19)

7. Una semplicissima proprietd delle variabili casnali ei
condarrd snbito al teorema forse pin interessante, certo il pilt
celebre del calcolo delle probabilitd: la cosiddetta <legge dei
grandi numeri» o teorema di BarNovrnLi, Intendiamo alludere
al fatto che, con un semplicissimo spezzamento in parti del-
Pintegrale (o della somma) eon cni si definisee lo searto qua-
dratico medio p di una vaviabile casuale z, si dimosfra im-
mediatamente che la probabilita che il valore di x sia compreso
nell’ intervallo (M[x] — ap, M[X])+ ap), dove o & un gualsiasi
numero reale maggiore di 1, & certo non inferiove ad 1 — 1/22,
(Teorema i BInNAYME-TOHEBYUHEFRF),

Invero, appoggiandosi sanlla precedente disngnaglianza e
sulla non meno semplice osservazione che la frequenza f con
cui un certo evento di probabilitd eostante p (p. es. sorteggio
di una pallina bianca da un’urna di composizione costante)
si & presenfato in nna serie di 2 prove (ciod il rapporto v/n,
dove v & il numero delle volte in cni Pevento si & verificato),
& una variabile casuale ad n valori con valor medio p e searto
qnadratico medio Vp(l — p)/n; si vede subito che la probabi-
litd della disnguaglianza

If_p"‘—;eﬂ
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essendo & un numero positivo arbitrariamente prefissato, &
certo non inferiore a

1 — : ]_!_—_ [ a p(l—p)
Vp(l— p)/n ne’

¢ quindi tende ad 1 per n — co. Si ha ciod che:

Ne £ ¢ la frequenza con eui un certo avvenimento di pro-
babilita costante p i & presentato in n prove, la probabilita che
il valor assoluto deélla differenza £ — p sia minore di wi numero
positivo =, arbitraviamente prefissato, tende alla certesza al
evescere da n. (Teor. di BERNOULLT o legge dei grandi numeri).

Introdacendo 1a nozione, dovuta a CANTRLLI (*) di tendenza
al limite nel senso del calcolo delle probabilita, stabilendo ciod
la definizione segnente:

Diremo che la variabile casuale x,, dipendente da wun
indice n, tende al limite a per n — o <mnel senso del oelcolo
delle probabilita» (o, come anche si dice, «stocasticamentey) e
ROTIVErEmMo

H

Lim @, =a, (con <« L» mainscola)
H =~ NG
wllorehe, dato un numero positive e arbitrariamente piccolo, la
probabiliia. della disuguaglianza

|$,,—GE£E,

tende all’ unita al ervescere di n;
la legge dei grandi numeri puo, pilt semplicemente ed espres-
sivamente, enunciarsi nel modo seguente:
La frequenza in n prove di un evento di probabilita co-

stante p, tende stocasticamente a p per n — co.

Molte delle proprieta dei limiti ordinari valgono anche pei
limiti stocashici.

Notiamo che il teorema i BErRNOULLI ha ricevute diverse
estensioni di eni la pin notevole &, a mio gindizio, la dimo-
strazione, dovuta al CANTRLLY (%), che, non solo la probabilita

(Y La tendensa ad un limite nel sense del calevlo (delle probabilila,
[« Rend. Cire. Matem. ». Palermo, 61 (1916)].

(*) Sulle probabilita eome limite della frequenza, |Rend. Lincei (5), 26!
(1”7 sem. 1917), pagg. 89-45).
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della disnguaglianza | /™ — p|<<e, dove f“" & la frequenza
in n prove tende, per n — oo, alla certezza; ma che lo stesso
snecede anche per la probabilita che detta frequenca tenda, nel
senso ordinario della parola, alla probabilita p, oscillando in-
finite wvolte intorne ad essa, cid che costituisce la cosiddetta
« legge forte dei grandi numeris,

Molto recentemente & sfafo poi dimostrato, dal Kixt-
OHINE (*) e ritrovato, indipendentemente da Ini, dal Lfvy (%),
che, detto v il numero delle volte in cui, in n prove, I’evento
di probabilitd costante p si & verifieato, la differenza |v — np|
¢, stooastioamente parlando, asintoticamente wguale a

V2p(l — pnlog log n;

nel senso ohe la probabilita d’infinile realizzazioni della disu-
quaglianga

(20) v—aup > eV2p(l —p)nlog log n,

¢ sero s ¢ > 1 ¢ uno se ¢ < 1.,

8. Lo sechema delle prove ripetute cui si riferisce il teorema
di BERNOULL1, ei offre un’altra. questione d’interesse non
minore di quella di eni ¢i siamo occupati nel § precedente, e
ciod; quail’é la legge di probabilita della differenza v — pn? e,
secondariamente: questa legge, tende essa ad un limite (in senso
da precisarsi opportnnamente) al creseere indefinito di n?

Alla prima di queste due domande si risponde assai age-
volmente; propriamente, con eonsiderazioni del tutto elemen-
tari, si vede subito che la differenza v — np & una variabile
casnale (ad n valori), di valor medio nullo e searto quadratico
medio nguale a Vap(l — p), tale ehe la probabilitd di an certo
sno valore v — np & data da

(21) ? =(:_:)pv(_l_p)n—!.

(') Ein Sats der Wahvscheinliohkeitsrechnung, [« Fundamenta Math. », 6

(1924), pagg. 9-20].
(*) Sulla legge forte dei grandi numeri, [« Giorn. 1st. It. Attnari», 2

(1981), pagg, 1-21),
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Meno facile ma anche pil interessante & invece rispondere
alla seconda domanda, e cioé determinare la distribuzione
asintotiea, per u — oo, delle probabilita (21).

A tale scopo bisogna sostitnire al coefficiente bhinomiale
che figura nella (21) la sua espressione mediante fattoriali, e
a questi le loro espressioni- fornite dalla nota formula di
STIRLING; 8 giunge cosl, eon nn caleolo un po’ lungo ma
privo di difficoltd coneettnali, al visnltato non meno semplice
che importante, che la probabilitad di nno scarto v —np ==z &

asintoticamente nguale n
| o
— ¢ 2np(l—p) ;

Vemap(l — p)

cioe ehe detto scarto tende a comportarsi come una variabile
normale di precisione

(22) !

h— .
Va2up(l —p)

Pit esattamente si ha il seguente teorema il eni ennneiato
precisa il senso da attribuirsi alla frase <« tende a comportarsi »
di eni sopra:

Se, in una serie di n prove, un certo evento ha probabilita
costante p e 8i pone p™ =Vup(l —p), la probabilitd che ésso
i verifichi un numero di volte compreso fra np + ap™ e
np - Bp™, dove o ¢ B somo due numeri reali gualsiasi, indi-
pendenti da n; tende nel senso ordinario della perola, al limite

1 &
:‘/—;J e *da

per n cereseente indefinitamente.

Questa proposizione, la cui importanza teorica e pratica &
snperfloo soffermarsi ad illustrave, snole citarsi sotto il nome
di primo teovema limite del calcolo delle probabilita, e baste-
rebbe da sola a porre in una posizione specialissima la legge
di probabilitd di Gavuss, la cui comparsa in questo problemsz
delle prove ripetute deve interpretarsi come umna propriela
asintotica dei coefficienti binomiali. Propriamente essa & da
mettere in relazione eol fatto che una spezzata i eui vertiei
rappresentino le probabilitd (21), a condizione di ridurre con-
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venientemente la scala delle ordinate e delle aseisse, tende,
al crescere di n, alla «curva degli errori», ciod¢ al diagramma
della legge di Gauvss.

9. Ma perchd, a proposito, il diagramma della legge di
GAuss suol chiamarsi la « curva degli errori »1

La ragione di questa denominazione risiede in nna pro-
prietd della legge di GAUss, anche pilt importante di quella
posta in luee nel § precedente; proprietd di eni tutti hanno
gentito pitt 0 meno vagamente pavlare, ma di eni non molfi
hanno penetrato lo spirito. Intendo alludere al fatto che gli
ervori accideniali d’osservazione si distribwiscono sensibilmente
secondo lu legge di GAUSS, ossia, in altre parole, che I’ entiid x
dell’ errore in una determinata osservazione, pud considerarsi
come una variabile casuale normale, cind sequente la logge di
probabilita (3), doveh & una costante conveniente (< precisione »
della serie d’osservazioni considerata).

Qual'é perd la portata precisa di quest’ asserzione? In par-
ticolare: siamo di fronte ad un fatto di carattere sperimen-
tale, oppure Ia circostanza che gli errori segunono la Jegge
di GAUss & matematicamente dedueibile da ipotesi piti sempliei?

Storicamente parlando non ¢’é dubbio che la « legge degli
errori » ha avuta un’origine teorica; perd, essendo general-
mente noto che il ragionamento con cni Gauss la dedusse
dal cosiddetto posiulato della media (anche a prescindere dalle
non infondate eritiche rivolte a gnesto stesso postmlato) di
lnogo ad obiezioni c¢he ne infirmano il valore; cosl molti,
quasi per reazione, sono anecor’oggi propensi a credere che
la Jegge (i GAuUss non abbia che un valore sperimenfale, al
punto da essere indotti a chiedersi se non sia il caso di cer-
care empiricamente qualeche altra formula che meglio rap-
presenti i dati sperimentali. B dico « ancor' oggi » perchd, se
nna simile concezione poteva ginstificarsi qualche tempo fa,
essa non mi sembra pit difendibile al giorno d'oggi in eni,
un gruppo di ricerche oltremodo interessanti e profonde, ini-
ziatesi con TOHRBYCHEFF e continuate con LIAPOUNOFF, OAN-
TRLLI, LAROY, ece., ha condotfo ad una vigorosa dimestrazione
della legge di GAuss, a partire da ipofesi acceftabilissime e
di alto grado di generalita.

I’ interesse concettuale di queste munove ricerche risiede

Peviodice di Malemaliche B
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gpecialmente nel fatto che esse risalgono ad una concezione
dell’origine stessa dell’errore, la cui prima idea pud gid ri-
seontrarsi in LAPLAOR,secondo cui I'errore osservato @ sarebbe
la somma di un grandissimo numero di errori elementari, do-
vati a eanse ignote o mal note, indipendenti e tali che cia-
seuna di esse, se fosse sola ad agire, produrrebbe un effetto
di un ordine di grandezza assai-minore di quello di z. In altre
parole: I’érrore @ si considera come la somma di un grandis-
simo namero di variabili casuali indipendenti z, ., 2,, ..., 2z,
sulle eni singole leggi di probabilitd poco o nulla si sa, all’ in-
foori dell’accennata relaziome fra gli ordini di grandezza
delle 2, e quello di @. Ora la cosa esiremamente interessante
e, & prima vista, piuttosto sorprendenfe, & che, sotto ipotesi
estremamente poco restrittive sulle ignote leggi di probabilité
delle #;, si pud dimostrare rigorosamente che, per n—oo, la
variabile sommeae X tende asintoticameute a divenire una varia-
bile normals, ¢iod a seguire la legge di Gauss, cid che costi-
tuisce quel che suol chiamarsi il secondo teorema limiie del
oeloolo delle probabilita.

Pit esattamente, per citare soltanto uno dei risultati pit
semplici ed espressivi ottenuti in questo ordine d’idee, sussiste
il segnente teorema (di LINDEBREG):

Se x,, X,, w0y Xn 8000 N variabili cesuali indipendentd di
valor medio nullo, assumenti valori aritmeticamente non supe-
riori ad un certo 1, ¢ se si indioa con P(X) la funzione di ri-
partizione della variabile casuale somma:

T=2, +2, + ...+ 2y,

e con il suo scarto quadratico medio; fissato ad arbitrio un
numero positivo e & sempre possibile determinare un altro nu-
mero positive v tale oche dalla disuguaglianza

1
_
it 7
seque I’ altra
1 o _@
23 P#z) — — Jo"'ﬂdm <.
(23) | (%) Vamnd' i

In altre parola: se il rapporto 1/p & sufficientemente piccolo, lax
¢ sensibilmente una variabile normale di precisione h=1/V2p.
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Quanto ai metodi eon eni si perviene a questo e altri con-
simili risultati; non possiamo che rimandare specialmente ai
gid citati trattati del OasrELNvOVO e del Liivy. In essi ha,
com’ & da aspeffarsi, una parte notevole la considerazione
della funzione caratteristica e i teoremi di convergenza eni
si & parlato in fine dei §§ 5 e 6.

Nel giudicare della portata del secondo teorema limite per
la teoria degli errori, non deve perd perdersi di vista che
esso vale solo sotto certe ipotesi, sia pure molto poco vesirit-
tive, snlle leggi di probabilitd degli errori elementari che
non & detto debbano esser sempre soddisfatte. Per esempio,
se questi seguissero la cosiddetra legge di CAvoRy, ciod fos-
sero delle variabili easuali governate dalla legge di probabilitd

_l a
T mnat+4-at!

(24) (@)

dove @ & una costante, anche ["errore totale segnirebbe,
com'é& stato posto in chiara Ince dal Livy, la legge di CAvony
invece che quella di Gauss.

Giova perd avvertire ehe 8¢ uno strumento di misura desse
errori distribuiti secondo la legge di OavcaY, o altre consimili
leggi eccesionali (come le chiama il Liivy), accadrebbe il fatto
paradossale che, ripetendo n volte uvna stessa misnra, la preci-
stone della media aritmetica dei risnltati, invece di crescere
al erescere di n, resterebbe stazionaria o, peggio, diminnirebbe!
In tali condizioni, uniea cosa sensata sarebbe percio di get-
tare tra i ferri veechi lo strumento adoperato.

10. Posto in lnece, coi, due teoremi limiti, lo speciale carat-
tere e la speciale importanza della legge di probabilitd di
GAUSS, torniamo ora alle variabili easnali generiche per ri-
prendere brevemente in esame il problema fondamentale, cui
si & gid accennato nel § 4, di determinare la legge di proba-
bilitd, e per essa la funzione di ripartizione Q(g), di una va-
riabile casuale y, funzione di pit variabili easvali z, , 2, , ..., 2,
di date funzioni di ripartizione P (a,), P.(%,),..., P,(2,), ciod
legata a questa da uona relazione deterministica del tipo

Y= '-'P(x: y @gyevy Tn)y

in virtt della quale il valore di y resti determinato quando
sono fissati quelli di %, z,,..., ,.
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Tale problema, teenicamente difficile in generale, diviene
perd molto facile per n =1 e specialmente poi se la relazione
fra y e x & biunivoea, ciod se la funzione ¢(z) & sempre cre-
scente o sempre decrescente. Invero, basta osservare che, se
z, ¢ # sono due valori qualunque di 2 e y, e y i corrispon-
denti valori di %, la eondizione necessaria e snfliciente affinehé
y sia compresa y, € ¥ & che % sia compresa fra z, e 2, per

dedurne che
Qy) — Qy,) ==x[P=) — P(z,)],

dove il segno -+ si rifevisee al easo di ¢ crescente e il segno
— a quella di ¢ decresente. Faceiamo ora tendere z, a — oo,
col che P(z,) tenderd a zero mentre Q(y,) tenderd a zere o
ad uno secondoche ¢ & crescente o decrescente; avremo cosi
la formula importante

(26) Qy) =

P(z) (se @ & orescente)
1— P(z) (se ¢ & deorescente),

donde, se esistono le densitd di probabilitd p(z) e q(y), segue
subito che
26 ®) = z) :

Se invece la relazione fra x e y non & biunivoeca, allora
bisogna tener conto del fatto che un determinato valore di ¥
pud provenire da diversi valori di # e applicare il principio
delle probabilita totali. Cosi p. es., nel caso che sia

y=x’,
si trova snbito che &
0 (y<0) 0 (y > 0)
Qy) = _ _ o) ="p(Vy) + p(— Vy)
PV —P—Vp >0 T gy =0

Nel caso generale I'unica cosa facile a stabilirsi, ma non
molto signifieativa, & un’espressione di ¢(y) sotto forma di
integrale multiplo; precisamente, dal principio delle probabi-
lith composie segne subito che dev’ essere:

@) aay={{..[p@pw) ... 0wz dz, .. de.,
Dy



Le variabili casuali 85

dove I'integrale n — plo del secondo membro & esteso al do-
minio D, dello spazio (¢, #,,..., 2,) definito dalla condizione:

(28) Y=p(,, Tgyoey Tp) <Y+ dy.

11. Le relazioni fra variabili casuali considerate nel § pre-
cedente non sono perd le pitt generali possibili e nemmeno le
pitt interessanti, Invero, rimanendo per semplicitd nel caso di
due sole variabili casnali z ¢ g, si pud benissimo concepire
una relazione fra le loro leggi di probabilitd p(z) e g(y), in-
dipendentemente da ogni relazione deterministica fra i loro
valori, indipendentemente ciod del fatto che esista una fun-
zione y tale ehe fissato un valore di z resti in conseguenza
determinato un valore ¢(z) di y.

Per esempio, la maggior parte delle coppie di variabili
casnali dipendenti formiteci dalla statistica, non sono tali in
guanto esista (o si conosea) una relazione deterministica fra
i loro valori, ma in quanfo la conoscenza del valore dell’ una,
o dei pilx probabili valori di questa, ha inflnenza sulla legge
di probabilita dell’altra. Cosi, in particolare, le stature indi-
viduali in un gruppo di padri e nel gruppo dei loro figli,
sono dne variabili casuali oyviamente non indipendenti, non
in quanto esista nna formula che, data la statura del padre
permetta di caleolare quella del figlio, ma in quanto si pre-
sume (e 1'osservazione lo conferma) che da padri d’alta
statura mnasceranno prevalentemente figli d’alta statura e
viceversa.

§’indnee da quanto sopra che il tipo piti generale di dipen-
denza fra duone (o pit) vaviabili casuali, sard la dipendenza
funzionale fra le loro leggi di probabilitd globalmente consi-
derate, dipendenza che solo in easi particolari degenererd in
dipendenza punto da punto o deterministica che dir si voglia.
Perveniamo cosi alla seguente definizione molto generale di
dipendenza fra due variabili casunali:

Diremo che la variabile casuale y dipende dalla variabile
casuale x, quando la curva di probabilita della prima ciod, per
fissare le idee, il diagramma della sua densita di probabilita
a(y), é fungione, nel senso di VOLTERRA, della curva di pro-
babilita p(x) di x: ciod, in simboli, quando si ha:

[g] = @([»)).
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Quesfo concetto di dipendenza mi sembra, nonostante la
gna grande semplicitd, di notevole importanza, specialmente
in relazione al cosiddetto principio di indeterminaszione (di
HurseNBeRrG) della fisica odierna. Invero & noto come ragioni
profonde hanno indotto di recente ad abbandonare, nello stu-
dio del microcosmo atomico, come sperimentalmente e con-
ceffualmente imposgibile la ricerea di relazioni di tipo deter-
ministico fra le varie grandezze che si counsiderano, p. es. fra
le coordinate di nun eletbrone in un istante I, e quelle in un
istante successivo ¢,. Tali grandezze vengono invece coneepite
come altreftante variabili casnali le cai leggi di probabilitd
sono in parfe date e in parie da determinarsi tenendo confo
dei legami funzionali fra di esse stabiliti dal fenomeno fisico
che si studia. Pertanto, consideraudo specialmente il easo
schematico in cni le grandezze in gioco siano soltanto due:
z ey, il fenomeno fisico non si eercherd pilt di tradurre ma-
tematicamente, perché c¢id & impossibile, in una relazione
deterministica del tipo

Y= 9(%);

bensi in una relazione funzionale del tipo

lg] = P([p])

fra le leggi di probabilithd delle due variabili casuali z e y.
In altre parole I'ente matematico corrispondente ad una
legge fisica nel mierocosmo, non &, in generale, una fanzione
ordinaria ¢, bensl un fungzionale ® o, come altri dicono, una
funzione di linea.
F. TricoMI1




