Sulla stabilitd delle lavagne a cavalletto

Duavante gli esami di Meeceanica razionale (all’ Universita
di Roma, in quest’nltima sessione estiva) una lavagna il cui
cavalletto era mollo divaricato minaccid di precipitare al
suolo, scivolando per ulferiore divarieamento degli appoggi.
I] fatto fermd naturalmente I’ attenzione mia e dei colleghi
di commissione, professori Armellini e Bisconcini, ponendoci
un conereto problema di stabilitd dell’ equilibrio ¢he non figura
(o almeno non ci consta che figuri) nella pur tanto copiosa
letteratura degli esercizi di statica elementare. In veritd la
questione rvientra in tale ambito modesto; ma richiede una
discussione un po’' approfondita per cogliere 1'andamento
generale del fenomeno giungendo ad apprezzamenti quanti-
tativi.

Mi permelto pertanto di segnalare insieme I esercizio e
la soluzione che ne ho elaborata.

1. - Specificazione del sistema materiale.

Una lavagna a cavalletto & schematicamente eostituita
(efr. 1a Fig. 1) da un telaio piano (rigido) CABDE e da un
puntone posteriore 0P, detto gambo, girevole a ecerniera attorno
a 0. 11 telaio si appoggia in 4, B sopra un suolo orizzontale
e sostiene una lastra rettangolare Z (lavagna), schematica-
mente nello stesso piano del telaio, inserita nella scannellatura
(orizzontale) DE. Il tutto & simmetrico rispetto al piano me-
diano, verticale in condizione di equilibrio, che passa per il
gambo CP,. Fissiamo la nostra attenzione su questo piano,
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rappresentandovi con CP, (cfr. la Fig. 2) il gambo, con CP
la traccia del telaio, e quindi con P, P la traccia (orizzontale)
del terreno. Designeremo con O la proiezione (verticale) della
cerniera C' su P,P; e ei riferiremo ad un sistema di assi car-
tesiani Ozy, di oui Oz coincida (in direzione e verso) coll’ oriz-
zontale OP, e Oy (pure in direzione e verso) colla verticale ocC.

Fig, &

Dette @, a,, h le lunghezze dei segmenti OF, OP,, 0C, le coor-
dinate di P, P,, C saranno rispettivamente (a, o), (— «,,0), (o, k),

Risguarderemo il telaio e la lavagna che vi & inserita
come un unico sistema rigido (di traceia OP), eui & articolata,
in C, I'asta, pure rigida, CP,.

2. - Sollecitazione. Coefficiente d’attrito ridofto. Corrispon-
dente margine di stabilita.

Abbiamo supposto ogni eosa, quindi anche la sollecita-
zione, simmetrica rispetto al piano mediano CPP,. In con-
formitd le forze applicate al telaio si compongono due a due
in forze agenti nel piano mediano e applicate a punti della
traceia CP (eventualmente prolungata). Le forze agenti sul
gambo CP, sono poi (sempre per la simmetria) neecessaria-
mente contenute nel detto piano mediano Ozy. 8i tratta
quindi di un problema statico in questo piano, e tutto si
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riduce, per impostarlo, a tener conto delle tre equazioni ecar-
dinali relative alle due parti rigide CP (traccia del telaio)
e O'P, (gambo).

Specifichiamo anzi tutto le varie forze (esterne) agenti

su ciascuna parte. Per il teleio avremo:
a) (Peso)

Il peso complessivo p del telaio e della lavagna di com-
ponenti 0, — p applicato nel baricentro & (del sistema telaio-
lavagna). Di & si sa soltanto che & un punto interno al
segmento OP.

b) (Reazione del suolo)

La reazione del suolo, applicata in P, che avrd una com-
ponente normale N (necessariamente rivolta verso 1’alto, ciod
nel senso positivo dell’asse Oy), e una componente fangen-
ziale che designeremo con — 7, perché normalmente sard
diretta verso O, ciod mnegativa. Del resto non facciamo a
priori ipotesi sul segno di 7', tenendo invece presente la legge
di attrito statico, la quale richiede | T| < fN, dove f desigua
il coefficiente d’attrito negli appoggi A e B (lo stesso nei due
posti, per I’ipotesi della simmetria).

Volendo che sia assicurato non solo I'equilibrio degli
appoggi (del punto P nella mostra rappresentazione piana),
ma anche un certo margine di fronte a eventunali perturba-
zioni accidentali fendenti a farli scivolare, converra sostitnire
ad f una frazione k alquanto pill piccola, ritenendo la pre-
cedente disnguaglianza sotto la forma

(D) | T| < EN,

oon k (< f<<1) costante ben determinate che chiameremo coef-
ficiente ridotto (*).

(") Un tale oriterio uquivale a fisanre n. priori (per una eventuale rolle-
citazione orizzontale tendente a perturbare Peguilibrio) un margine wni-
tario ben determinato, rappresentato dalla differenza f-—k E questo & nn
eritevio astraftamente soddisfacente. Per altro pud henissimo aecadere che
8l sia invece in grado di antecipare un apprezzamento sull’entith asso-
lute = della perturbazione contro cui conviene premunirsi. In tal easo si
dovrebbe risguardarsi v, ciod in sostanza (f—k)N (e non il margine uni-
tario f — k) come un dato della questione. La disuguaglianza ocaratteri-
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¢) (Forza vincolave in C)

Una forza di componenti X, ¥ applicata nella cerniera C,

che rappresenta 1’azione del gambo sul telaio (°).
d) (Perturbazione ascidentale)

Altre forze addizionali (eseveifate per es. da ehi serive
sulla Tavagna), di cui indicheremo le caratteristiche con —
—», M. Si intende che — u, — v designano le componenti
orizzontale e verticale del risultante : ho premesso il segno —
perché normalmente (eioé quando si preme serivendo sulla
lavagna) v e v risnltano positivi. M (pure positivo nell’ esem-
plificazione che abbiamo in vista) rappresenta il momento
(scalare) rispetto al punto P, ossia rispetto ad un asse Pz,
ortogonale al piano della figura e tale che, rispetto a Pz, la
coppia Oxy apparisca destrorsa.

Sul gambe CP, agiranno forze analoghe, salvo che non ¢’é
luogo a congiderare solleeitazioni addizionali. Avremo pertanto:
a,) il pese p, applicato al baricentro &, di 0P ;

b,) la reazione del suolo di componenti 7', N,, fra eni
deve essere soddisfatta la disuguagliauza, analoga alla (1),

(2) | T,| < kN,

supponendo che anche all’appoggio P, si abbia lo stesso coef-
fieiente d'attrito ridotto, che vale (per 4, B, e quindi) per P;

stica sarebbe in conformitd, non la (1), ma
| T+ <fX,

con t costante positiva prestabilita. Ne risulterebbe un po' piti laboriosa
In discussione dei nn. segnenti, Percid noi ci atteniamo alla (1), non senza
rilevare che, nel nostro problemn, si potrd, volendo, ottemperare a poste-
riori nnche alla condizione testé accennata, sfruttando le formule risolu-
tive, che fissano in particolare la dipendenza di N da L, e scegliendo poi
(in quanto possibile) il valore numerico di k abbastanza piceolo perehé
(F—=1)N non risulia inferiore a =

(*) Considerando questa ezione rappresenfatn da una sola forzn appli-
cata in € (senza coppia), veniamo in particolare a trascuwrare ¥ attrito del
perno. Cid & giustifiento a doppio titolo: sia perchs, ncl caso concreto,
questa influenza non & rilevante rispotto alle altre forze in gioco; sin
perchd, trasourandola, si ngisee comunque in favore della stabilith. Cfr,
Levi-Civira o AMaLpi: Lezioni di meceanica rasionale, vol. 1, [Bologna:
Zanichelli, 1923], pp. 530, 551.
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6,) la forza winoolare, proveniente dal collegamento col
telaio in €, la quale, per il principio di reazione, ha le com-
ponenti — X, —Y.

3. - Equazioni eardinali.

Per il telaio, esprimendo che si annulla il risaltante di
tutte le forze esterne, abbiamo, in base ad a), b), ¢), d):

(D) T X — =0,
(IL) ——p-}—N+Y—v~—_—0.

L’ equazione dei momenti, ove si assuma per polo il
panto P, & (con evidente significato della notazione)

I —a)Y — yX] + M=0.

Possiamo caleolare materialmente i vari termini del som-
matorio (ire nel caso nostro), o anche, in modo pill espressivo,
formare rispetto a P i momenti intensivi (prodotto della forza
per il braccio di leva) delle forze a) e ¢) (la reaziome del
snolo b) non portando aleun contributo), e prenderli col
segno -~ o col segno —, secondoché (per un osservatore che
guarda dall’alto la figura 2) il senso di rotazione apparisce
destrorso o sinistrorso. Si ha cosi, designando 1" asecissa del
baricentro G del telaio (che & necessariamente compresa fra 0
ed a) con (1 —2)a (A frazione propria):

(I1T) \ap — a¥ — hX + M=0.

Per il gambo, ponendo eguali a zero le due componenti
del risultante, si ha

(Ii) Ti —X= 0,
(I1,) —p+N—-Y=0.
Se poi si indiea eon (1 — A )a, 1’ ascissa del baricentro @,

del gambo (A, frazione propria, egnale ad ,—1, nel caso di um

£ambo omogeneo) e si eguaglin a zero il momento risnltante
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rispetito al polo P,, ciod il sommatorio

Z[(2 +a,)Y —yX],
si ha

(I11,) —hap —a,¥Y+hX=0.

4, - Risoluzione delle equazioni cardinali rispetio a X, Y;
N N T, 9.

Le reazioni d’attrito 7', 7', entrano solfanto nelle (I), (I,)
e rimangono da queste definife per la X softo la forma

(3) T'=X-—u T =X

Le (III), (IIXI,) si possono risolvere vispetto ad X, ¥ e
danno

Ap -+ 1,p,+;1‘M

¢ a,
&) Y=lap—-lialpl+M.

@ - @,

Portando questo valore di Y in (II) e (II,), se ne ricavano
le seguenti espresgioni delle reazioni normali N ed N,:

. @ @, 1
(6) N __(1 la+a,)j’+l‘a+a,?' a+a1M+”’
7 N,=A—2 — L
@ & a-+a1p+(_l ia_,_“l)i’:"'a_,_ai =

Le equazioni (3) [in oui si risguardi X definito dalla (4)],
(5), (6), (7) equivalgono manifestamente alle originarie equa-
zioni cardinali, e, insieme colle disnguaglianze (1), (2) esauri-
seono tutte le econdizioni di equilibrio.
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5. - Considerazioni sulle disuguaglianze earatteristiche (1), (2).
Parametro lagrangiano « delle configurazioni del sistema.

Trasformiamo un po’ le disuguaglianze (1), (2) in modo
da metterne meglio in evidenza la portata. Dacchd, a norma
della (4) (e dell’ipofiesi fatfia al n. 2 cirea il senso del mo-
mento perturbatore M), la X risulta essenzialmente positiva,
la disugnaglianza (2), badando alla seconda delle (3), si serive
pitt semplicemente

(2) X< kN,

D’altra parte va tenmuto presente che, a equilibrio rag-
giunto, la componente orizzonfale w della sollecitazione addi-
zionale (che abbiamo supposte =0) deve in particolare poter
essere nulla. Oon ¢id la (1) implica infanto

(1) X < kN,

dopo di che la (1) stessa si riduce ad uona limitazione dei
valori (positivi) che pud assnmere u senza compromettere
1’ equilibrio, ciod a

(8) uw < X+ EN.

Prima di chindere I’impostazione generale va rilevato
che, nelle formule finali, conviene far apparire, al posto di
a, a,, h, dne eostanti puramente strutturali del sistema quali
"apotemea 1 del telaio (lunghezza della sue traceia CP) e la
lunghezza 1, del gambo, e inoltre un parametro lagrangiano
atto a fissare la confignrazione del sistema nelle supposte
condizioni di appoggio: per esempio I’ inclinazione « — PCU
(efr. Fig. 2) della traccia CP del telaio sulla verticale. Si ha

allora, per definire I’analoga inclinazione «, del gambo OP,
e la quota h della cerniera O,

(9) lieosa,—=1leosa=nh,
mentre risulta
(10) a=1lsin®, a, =1, sina,

Periodico di Matematiche
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6. - Ipotesi semplificatrici consentite nei casi usuali. Conse-
guenti limiti superiori per I inclinazione 2 e pel mo-
mento perturbatore M.

Non sembra agevole, almeno a prima vista, una discus-
sione espressiva delle disngnaglianze (1'), (2) per valori qua-
Junque dei dati della questiome: I, L;; p, p,; A, A,. Conviene
guindi tener conto di aleune semplificazioni sensibilmente
verificate per le ordinarie lavagne a cavalletto. Noi ammet-

teremo precisamente:
1° che p, (peso del gambo) sia trascurabile di fronte
a p (peso complessivo del telaio e della lavagna);
2% a, =a.
Con cid la (4), avato riguardo alle (9) e (10), diviene

’ 1 _ 1
(4') X__-ﬂﬁgmzlpA-aM(,
mentre le (6) e (7) si semplificano come segue:
a g oof 1o 1
(6') I __(1—5 )p——ﬁ-&M+v,
; " 1

La (2) assume in conformitd 1'aspetto particolarmente
semplice
tg a<<k.

Indicando con y I'angolo (< -1;) che ha per tangente la
frazione k, il quale si dird engelo di attrite, ridotto, potremo
ritenere la disnguaglianza precedente sotto la forma definitiva
(11) @< Y,

con y costante prefissata,

Si noti che, per essere (n.° 2) k< 7, sard y < o, designan-
dosi al solito con g I'angolo d’attrito negli appoggi (tg o = f).
Se ci si accontentasse del sussistere dell’equilibrio (senza max-
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gine di sicurezza di fronte a ecanse perturbatrici tendenti a
far seivolare gli appoggi), si avrebbe k= e si sarebbe con-
dotti alla limitazione x<< . L' esigenza della stabilitd da
Inogo, come si vede, alla eircostanza pin restrittiva che P’ in-
clinasione « sulla verticale (1a quale, data 1'ipotesi a, =a &
la stessa per la traccia del telaio e per il gambo) non deve
superare 1 angolo & attrito ridotto x. Oid equivale a dire che
sia la traccia del telaio che il gambo devono star deniro non
soltanto ai ooni @ aitrito dei rispeltivi appoggi, ma eddiritiura
dentro (o sopra) alle superfioie coniche coassiali di semiaper-
ure ¥.

Soddisfatta questa condizione, la (1') si traduce in una
limitazione superiore per eventnale momento perturbatore M.
Infatti, portandovi per X e per N i valori (4) e (7') e badando
alla prima delle (10), essa pud serviversi

(12) M < piF (@, k, }),
dove

il B 1
{13) If‘(az,k,it)._ﬁnnac“‘:_'_.tg{x 21.

7. = Inclinazione di massima sicurezza. Studio della F come
funzione di .

Dalle (12) e (13) apparisce che, per lasciare al momento
perturbatore M il massimo margine di cni & snseettibile (per
una data lavagna, ossia per valori prefissati di p, I, k, 1),
conviene disporre di « in modo da attribnire al secondo
membro della (12) e per esso alla F, la quale si annulla per
«=0 e rimaue positiva nell’intervallo (0, x) del’argomento e,
il massimo dei valori che essa pnd assumere in questo inter-
vallo.

Alluopo comineiamo col derivare la (13) rispetto ad «,
il che da

3F _ gina k k 1)
do cos'a(k—!-tga)=+°°3“ k+tga"_§)‘§‘
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Ove, nel secondo membro, si raccolga kcos « a fattore o
si ponga per brevitd di serittura

(14) tgz=zg,
I — 2 A
(15) Zig) = ro? 2%’

8i ha identicamente

(16) %ij = k cos o Z(2).

La posizione (14) consente di risguardare « eome funzione
di 2, la qnale va sempre erescendo da (0 a ¥, mentre 7 eresce da 0
a k. Nell’intervallo (0, y) di «, si ha costantemente cos « > 0,
talehd il segno e le eventuali radiei di %ﬁ—? nel detto inter-
vallo corrispondono a quelli di Z nell'intervallo (0, k) dell’ar-
gomento 2,

Ora la (15), derivando, ci da

32* 2(k — )

20 == " oy’

da cui apparisce che Z' & sempre negativa per ¢ compresa
fra 0 e k.

Percid Z(z) va sempre decrescendo nell’intervallo a par-
tire dal valore

Z(O)_—..-%(l -él) > 0.

Se anche il valore minimo

1(1—Fk
an 20 =5 =% _-;\i
& positivo (o nullo), ciod se
. X
(184) A=,

allora segue dalla (16) che F va sempre crescendo con z,
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sicch® il massimo & raggiunto per a=7y, ed &
1
(19,) Ft=3(L—3)sinx.
Se invece

1—F
(lsb) l> 2 ’

allora, per la (17), Z(k) < 0, e la funzione Z(z) che decresce
sempre al crescere di z da 0 a k, attraversa certamonte una
volta (e una volta soltanto) il valore zero. Dieasi 2* questa
radice di Z(s), e «* il corrispondente valore (14). In base
oF
.
la F ammette effettivamente un massimo (ed uno soltanto) in
corrispondenza ad «=a*; il quale massimo, in base alla (13),
ha il valore

alla (16), sard %§> 0 per « < ¥ ~—>0 per a > a* talchd

k 1

. * A
(19;) F¥*=sina g o 21

8. - Distinzione delle lavagne in due classi. Diverso loro com-
portamento di fronte alla stabilith dell’ equilibrio.

Ove si ricordi (n.® 8) che (1 — X)e designa ' ascissa del
baricentro & del telaio (lavagna compresa), con che Ah ne &
Pordinata, si pud dire che X rappresenta la frazione di altezza,
(& partire dal suolo), in corrispondenza a eni cade il bari-
centro.

Nel caso di nna lavagna, posta a metd del telaio, si ha
(almeno sensibilmente, ossia trascurando il peso del telaio di
fronte a quello della lavagna) l=%. Ma si pud benissimo

alzare o abbassare la lavagna, spostando (Fig. 1) la scannel-
latura DE, in modo da rendere ) sia maggiore che minore

1 .
di.—q. In pratica, onde dare comoditd a chi scrive, senza
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1 .
spreco di materiale, si tiene A > 5 press' a poco intorno a */,,

sicchd ci si trova nella eventualitd (18,). Comimqne, giova eon-
siderare anche la (18,), facendole corrispondere la qualifica
lavagna basss, mentre alla (18,) fa natnralmente riscontro
la qualifica opposta lavagna alte. Usando queste locuzioni il
risultato gnalitativo della precedenfe discussione si pud rias-
sumere ¢ome Segne :

Per lavagne basse, il massimo valore M* di M ¢ raggiunto
quando Pinclinagione sulla verticale & uguale all’ angolo di
attrito ridotto ¥. Si ha allora, in base alle (12) e (19,)

(20,) *=p1%(1 — ) siny.

Notiamo incidentalmente che, in virtl della (10), Isiny (1 —2)
non & che 1’ascissa del baricentro &, sicehé la (20,) fornisce
quale margine di sicurezza la metd del momento del peso
della lavagna (telaio compreso) rispetto al vertice C, margine,
caeteris paribus tanto maggiore quanto pitt basso & il bari-
centro,

1 —k*
Le cose vanno diversamenfe per lavagne alle (). >—g k )

(’8 in tal caso nun optimum di inclinaziove o* < y. In eorri-
spondenza a quest’ «*, la (12} da, per il momento perturbatore,
il margine massimo

(20,) M = pIF*,

con F'* definita dalla (19,).

Per completare guesto secondo risultato, conviene anzi
tutto rendersi eonto del modo in eni F¥a* &, 1) varia con k
e con A, si intende per lavagne alte, ossia per A soddisfacente

R
alla (18,) e quindi compreso fra 5 > 5 ¢ Punita. All'nopo for-
dF* dF*

. dF* dF* » .
miamo le dk ! @ tenendo conto che a* & funzione di k

e di A, Siccome perd %g:-—_:[), 0081

dF* _QF* dF* 3
dk — 2k’ 4a» ~ a‘?
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e la (19;) ei dd semplicemente

AF* _ sine*bgea* dF* 1 sin o
k. (k+tga™?’ dh 2 )

mostrando che, nell’ ambito dei valori che ci interessano, la
prima & sempre positiva e la seconda sempre negativa. Di qua
e dalla (20,), da un lato la circostanza intnitivamente evidente
che M* cresce con k, ciod al erescere dell’attrito degli appoggi
(pit precisamente di qunella parte su cni si fa assegnamento);
(’altro lato la constatazione che M* decresce al erescere di A.
Sard daongqne buona norma costruttiva di rendere A guanto
pilt piceola & possibile compatibilmente colle altre esigenze
pratiche, ciod di abbassare il baricentro del sistema per quanto
& consentito dalle dette esigenze. Tenendone conto, si & con-
1
2
(press’a poco intorno ai */,) e ¢i si trova quindi nell’ ambito
di validitd della (18,) (lavagne alte).

dotti a prendere, come poec’anzi abbiamo accennato, A >

Q. - Caso ordinario di lavagne alte. Determinazione quantita-
tiva dell’inclinazione piit conveniente. Esempio numerico.

In base a quanto precede, nella eventnalitd (18,), la tan-
gente trigonomefrica dell’inclinazione 2* di massima sicurezza
& fornita dalla radice 2* (ecompresa fra 0 e k) dell’equa-~
zione (15), la quale, liberata dai denominatori, assume la forma

(15) 8- 2 (- ) — k=0,

di terzo grado in 2.

Lo studio qualitativo della radice 2* essendo stato fatto
esaurientemente, non resta che esplicitarne I’espressione for-
male, ricorrendo alla formula cardanica.

Pereid si comincia a porre

A
(21) s=3— o,
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con che
6k — A

h+2=3+—F

e 81 & ridotti alla forma eanonica
(157) 3F+p3+q=0,

dove

A
1 1A 13
a=—(1—gfk ~ g + 108

Nelle circostanze usuali si pud ritenere 1’attrvito abba-
stanza rilevante; certo fale che (pur essendo k il eoefficiente
di attrito ridotto) 12k* sia (pavecchio) superiore all’ unitd. Con
cid, in base alla prima delle (22), p va rifenuto sempre posi-
tivo, siceh® risnlta pure positiva la quantita

(22)

S W
(22) =%t

(diseriminante, cambiato di segno). La (15”) possiede pertanto
una sola radiee reale, fornita senza ambiguitd dalla nota for-
mula eardanica. Badando alla (21), avremo in definitiva

i 1

PO (N DS LAY (N DR L
(23) s*—(—ﬁ-ﬂ-r)+( §—r) g

in eni ai radieali va attribuito il valore aritmetico.
Assumiamo a titolo d’esempio

ke,

k=3 2

Le (15) e (15”) si riducono rispettivamente a
1* 1
5’+(z+§)———§= 0,

a1, 10__
F+33—57=0
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essendo

8i ha quindi

+
o* =3 | (B4 V36)"— (V6 — b)° — 5=0,28302

Tale essendo la tangente trigonometrica della inclina-
zione 2* di massima sicurezza, risnlta
o =18°7'1",2,
e quindi, & norma della (19,),
F*=0,067786,
siech¢ il momenfo di sicurezza M* & questa frazione (un po’

1 "
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