Sui meccanismi articolati
relle costruzioni di Geometria elementare

1. La possibilitd di eseguire una costruzione geometrics
determinata dipende dalle costruzioni che si assumono eome
primitive, quindi dagli strumenti che ¢i si propone di usare.
Per quanto si tratti di cose note ('), crediamo utile richia-
mare 4necora una volta I’ aftenzione degli insegnanti i seuole
medie (e, per mezzo loro, eventnalmente, anche degli studenti)
sull’accennata cirvcostanza che la possibilitd di risolvere uu
problema di geomefria va intesa in senso relativo.

In Geometfria elementare & firadizionale Puso eselusivo
della riga e del compasso, tanto che & invalsa I’abitudine di
chiamare costruzioni elementari quelle esegnibili coi detti
stromenti (strumenti elementari). Oid non toglie che si pos-
sano adoperare albri strumenti, talora non meno sempliei della
riga ¢ del compasso, s1 da modificare il eampo delle costryzions
possibili : in modo ciod da rendere eseguibili corte costruzioni
che eon gli stramenti elementari tradizionali non lo sono
(v. pidt oltre, al n.° 6, la divisione d’wn angolo qualsiasi in
parti uguali), e che futfavia non sono meno elementari di
quelle altre.

I1 presente arficolo si propone appunto di presentave ai

{') V. ad es. CasvarNuvovo, Sulla visolubilita dei problemi geomatries
cogli strumenti elomentari, Questioni rignardanti le Matem. Elem. raceolte
dn F. ExuniQuus, Vol. 2.° pp. 99-128.
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lettori del Puprrobproco un'ampia classe di altri sempliei stro-
menti (*) coi quali 8i possono eseguire svariate costrnzioni.

Bi traftita dei cosidetti sistemi o meccanismi articolati, od
ingiemi di aste rigide collegate tra loro con cerniere intorno
a cui possono ruotare senza sbrisciare ; aleune aste possono
avere un estremo fisso, e quindi essere suscettibili d’un sem-
plice moto di rotazione intorno ad un puonto, altre possono
avere gli estremi entrambi mobtli. B ovvio che non oeccorre
affatto che le asbe siano reftilinee, ¢ che studiando il moto
che ‘asgime una cerniera libera qnando- si deforma il gistema
si stndia insieme anche qunello di qualsiasi punto collegato
rigidamente con essa.

Ci limiteremo a meceanismi articolati piani. Si hanno
perd anche meccanismi articolati sghembi: tra questi citiamo
ad es. il ben noto giunto di CARDANO, utilizzato in vari stru-
menti di fisica (nella cosideita sospensione cardanica).

Poiché un triangolo & lati rigidi non & deformabile, ii
pitt semplice meccanismo articolato, dopo il compasso ordi-
nario, ¢ il gnadrangolo articolate, che & inconira in varie
questioni cinemafiche (ad es. nel moto d’ una biella). Noi pers
vogliamo lasciar da parte le applicazioni meccaniche dei si-
stemi articolati, nnmerose ed interessanti (*), per occuparci,
da un punto di vista puramente geometrico, ed elementare,
idlelle costruzioni che essi consentono di eseguire.

Sono anzitutto, in ordine di semplicitd, operazieni s
segmenti e su angoli; poi viene il tracciamento di curve
piane pitt 0 meno complicate; ma ¢id che pin differenzia
questi stramenti dalla riga e dal compasso & il fatto che con
sistemi articolati a due gradi di libertid si possono realizzare
delle trasformazioni geometriche. Per guanto aléuni sistemi

(‘) Diversi da quelli (rign a due orli paralleli, squadra, falsh squadrn,
trasportatore di segmenti) di oui si parla nel citato Arb. del CASTELNGOVO
i in quello, che lo precede nella stessa raccoltn, di A. GracoMmiNi,

(*) Chi volesse estendere le proprie cognizioni in merito pnd consnl-
tarves Konnics, Logony de cinématigue, Pavis, 1897, Chap. XT; ScHOBNFLIES,
Hinematik, Encyklop. der Math. Wiss., IV 1, pp. 190-278, n.*> 24 e Regnent ;
D'Ocaexu, Cours do géomlérie, Tome I, Paris, 1918, pp. 39-50 e $15-20.
Di questi libri ei siamo valsi nella redagione di questo articolo, anche come
dogli appunti d"un corso di lezioni del Prof. Seare dell’anno 19816-1917,
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articolati sian noti da qualche secolo (v. i n' 3 e 8), si capisce
quindi che la loro teoria sia recemte, perché, come osserva
il Kornigs, ¢id che essa contiene di veramente generale si
collega al coneetto moderno di corrispondenza, anche se gli
inventoni (tra cui specialmente: PRAUCELLIER, SYLVESTER,
HArr, Kempr) avessero talora di mira solo la deserizione di
questa o quella linea particolare. ITllustreremo la cosa atte-
nendoei alle trasformazioni che s'incontrano in Geomebria
elementare.

2, Aunzitutto, riumendo due parallelogrammi articolati
OABC, BCPP com’s indicato nella fig. 1, si ha nn semplice
traslatore (di KpmpeR) : se cioé si fissa 0, ad es., e si dispone 0A
in una direzione data, si potrd far descrivere a P una regione
piana (ciod P & mobile con due gradi di libertd), ed inolire
il segmento PP si manterrd sempre equipollente ad 0OA
mentre il sistema si deforma (perché OABC, BCPF' restano
sempre parallelogrammi), sieché P e I si corrisponderanno
in nn’ uguagliansa per trastazione: se P deserive il conterno
d’nva fignra data, P’ descrive quello di nn’altra fignra che
si deduce dalla prima con nna traslazione. Mutando la dire-
zione e la lunghezza di OA si hanno le varie possibili tra-
slazioni.

Oss. — N'intende che le regioni piane descritte da P e P’
sono limitate. Del resto, per I’esatta valutazione di quanto
andiamo dicendo, non si dimentichi che ogni meceanisme ha
nna portata limitata.

B
A P’
“
o | 4
Tig. 1 Fig. 2

3. Sui Jati AB, BC, 0D, DA d'un parallelogrammo arti-
colato (fig. 2) si fissino rispett. i punti 0; P,, P/, P. Se in
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una posizione qualsiasi del parallelogrammo quei punti sono
allineati si avranno le proporzioni:

" 0B:PB=0A:PA=PD:PD;

le gquali provano che, al deformarsi dal sistema, i triangoli
OP,B, OPA, P PD, che hanno sempre uguali gli angoli in
B, A, D, si mantengono simili, percid 0, P,, ', P sono sempre

allineati. D’altra parte, i rapporti %, bqg— non mutano,
i

G Gheibh of . AP OA i
perchd son sempre uguali rispett. ai rapporti AD! —Oﬁ.l’-ercm

P e P si corrispondono sempre in un’omotetia dirvetta di
centro 0, e P e P, in un'omotetia inverse di centro O (panto-
grafo di SOEBINER) (‘).

4. Diciamo due parole anche del pantografo sghembo, o
plagiografe, di SYLvesSTER (*). Sul lati CD, BC d’un paralle-
logrammo - articolato (fig. 3) si fissino duoe triaugoli simili
DUF, BEC, in eni siano uguali rispett. le coppie di angoli:
D, B; 0, It; F, C. Dalla. proporzione: DF:DC = B(:BE,
oessendo: BO=AD ¢ DC—AB, segne allora: DF: AD=AB:BE;
pereid i triangoli ADF, EBA, che hanno ugnali gli angoli in

D e in B, risultano 8imili. Ne segue che il rapporto j‘%, nguale

ad %, resta costante al deformarsi del sistema. Si hanno
ol

inoltre le relazioni angolari:
DAE = AKB=AEB+ EBC; DAL =DAF-- FAE;

dalle quali, poiché: AEB=— DAF, segue che anche I’ an-
golo FAE, restando sempre nguale ad EBC, non muta defor-
mando il sistema. Percid F corrisponde ad F in una trasfor-

i*) C. ScamiNer, Panlographice, sen are delinoandi res guasiibet per
parallelogrammum lineare sew cavwm, mechanioum, mobile; Romae, 1631.

() 4. J. Bvivesrer, On the Plagiograph aliter the skew Pantigraph,
Natore, Vol. XTI (1875), pp. 168, 214-216; Coll. Math. Papers, Vol 111,
p. 26-34.
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mazione che & il prodotte ('una rotazione di eentro O per
un’ omotetia di centro O.

In particolare, se BE — AD = BC, risulta AF = AF, e
’apparecehio consente di effettnarve una retazione intorno ad 0.

5. L’ inversione, 0 trasformagione per raggi veltori reci-
proet, 81 pud realizzare ad es. col ben noto inversore di
PRAUOELLIER (‘). Due aste uguali 04, OB (fig. 4), articolate nel
punto fisso O, hanno ai loro estremi due vertici opposti 4, B
d’un rombo articolato APBP. Deformando il sistema, i punti
P, P, 0, ciaseuno dei gquali & sempre equidistante da A e da B,
restano allineafi ; inoltre, se € & il centro del rombe, si ha:

OP.-OP' =00 — CP =04’ — 40" — P =
=04 — AP = costante;

cioé P, P’ sono omologhi in un’inversione di eentro 0. La
potenza d’inversione & =0 secondoché P, P’ stanno dalla
stessa parte o da parti opposte di 0O, cio® secondoche 04 = AP,

Invece d’un rombo si pnd usare qualsiasi qnadrangelo
APBP' in eni Ja diagonale AB sia perpendicolare all’altra,
PP’y nel sno punto medio (inversere di Larkix ('), restande
perd O allineato con P e P

Fig. 4 Fig. 6

Un alfro inversore & quello di Harr (%), che utilizza un

() PravoRLLIBR, Letire o p. 414 dei Nouv., Ann., (2) 3 (1864): Neis
sur une guestion de géométrie de compas, id., (2) 12 (1878), pp. T1-78.

(*) L. Lerkay, Usber eine genane Gelenk-Geradfihrung, Bull. de 8t. Pé-
tershonrg, XVI (1871), pp. 57-60.

(Y} H. Harr, On eertain Oonversions of Motion, Messenger of Math.,
(2) 4 (IR74), pp. 82-88 ¢ 116-120,
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controparallelogrammo (6g. 5), cioé un guadrangolo intrecciato
ABCD a lati opposti ugunali (4B = CD, AD = B(C). Per
P ngnaglianza dei trtangoli BAD, BCD, le diagonali AC, BD
sono parallele. Percid, se, per una cerfa posizione del sistema,
quattro punti 0, P, @, P, fissati rispett. sui lati AB, BC,

. 0B PB @D PD .
OD, DA, sono alliveati, i rapporti 04’ PC' Q0" A rie

scono uguali, onde quei quatiro punti stanno sempre su nna
parallela alle diagonali. Inoltre, dalle proporzioni:

OP.AC=0B:AB; OP':BD=0A:AB,
segue:

or.or =492 4¢.8D,
B

ossia; per il teor. di TorLomro (applieato al quadrangolo A BCD,
che & inseritfibile in un cerehio per I'nguaglianza degli an-
goli BAD, BCD):

OP.0FP = —0—1—3@3 «(AD-BC — AB-CD)=costante;

sicehd, fissato 0, i punti P, P’ variano nel piano corrispon-
dendosi in nn'inversione di centro O e potenza positiva,
Prendendo O su uno dei lati interni, e quindi P, P’ sni dne
esterni, la potenza ’inversione riesce negativa. Si noti che
Iinversore di HArT ha solo gnattro aste, mentre quello di
PrAvCELLIBR ne ha sei.

Oss. — Fissando P, anziché 0, si avrebbe (anche in segno):

cOost.

PO-(PP"— P0) = cost.; ciodé: PP'= PO 4 ——~ PO

ed i panti O, P’, sempre allineati con P, si corrispondereb-
bero in una t.msformazmne che, com’® facile vedere, mnta
le vefte in eurve di 3.° ordine.

6. B meno semplice offebere con nn meceanismo arti-
volato la simmelria rispetto ad una reita; percid si pud co-
struire prima (seguendo KEmpn) un rovesciatore, o ribaitatore,
di aagoli (fig. 6). Sia 0ABC nn controparallelogrammo : preso
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sn AB un punto D tale che: DA:OA=0A:AB, s completi
I’ antiparallelogrammo OADE. La similitndine fra i triangoli
OAD, BAO, estesa a tutto il piano, fa corrispondere i due
controparallelogrammi; percid risultano ungnali gli angoli
AOFE, O0A. Se ora tutto il sistema & articolato nei vertiei,
si possono disporre le aste OC, OA lungo i lati I, m d’un
angolo dato: Pasta OF si disporrd lungo la retta I’ sim-
metriea di I rispetto ad m.

Cié posto, sia m una retta fissa (fig. 7), ed O un sno
punto fisso; eon due ribaltatori si possono gnidare dne coppie
di aste I, I'; n, n" simmefriche rispetto ad m ed uscenti
da 0; se ora le aste I, n, © cosl le I'; @', vengono collegate
fra loro con due parallelogrammi articolati 0APB, 0A'P'B,
tali che 0OA =04, OB=0B, & chiaro che P, P saranno
sempre simmetrici rispetto ad m.

0ss. — Se, nel rovesciatore di KnmPgm, si collega al se-
condo controparallelogrammo nn terzo che sia rispetto ad
esso nelle condizioni del secondo rispetto al primo, e poi un
quarto, un quinto, ecec., si oftengono delle nunove aste che
formano con I un angolo rispett. triplo, quadrnplo, quin-
tuplo, ece. di Im (moltiplicatore di Kmmew). Disponendo le
aste estreme ’un tale sistema lungo i lati d’un angolo dato,
le aste intermedie dividono ) avgolo stesso in 2, 3, 4, 5, ...
parti nguali. '

7. Se, invece di realizzare delle trasformazioni, si vo-
gliono descrivere, con meccanismi articolati, delle linee piane,
hisogmerd servirsi di sistemi con un sol grado di libertd. Cosi,
Pinversore di PRAUCELLIBR (o qualsiasi altro inversore) pud
servire, con notevole precisione, a tracciare delle retfe; in-
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fatti, se P’ (fig. 4) vien collegato ad un punto fisso 0, me-
diante un’asta 0,P' = 0,0, esso & costretto a stare su un
cerchio, di centro 0,, passante per il centro d’inversione,
onde P descriverd una vebta; se O,.FP' & diverso da 0,0,
anche P descrive un eerchio. |
~ Tra le linee che son state descritte con procedimenti di
questo genere, oltre a rette e cerchi, citiamo: le coniche
(cosi, un semplice ellissografo articolato & dovuio ad Hawrw,
e se ne pud leggere la descrizione a p. 48 del libro citato
di D'0OcAGNR), 1a cissoide, la enbica di Aanmsi, le eoncoidi, ece.
R chiaro perd che si potranno traceciare solo curve alge-
briche, perché i vincoli in un sistema articolato son dati tutti
dal rendere costanti certe distanze (le lunghezze delle aste),
e qnindi si traducono in eqnazioni algebriche tra le coordi-
nate dei punti fissi e quelle dei punti mobili. Viceversa,
il Knmpr ha dimostrato (') che qualsiasi ourva algebrica as-
segnata pud essere desoritta con un meccanismo artioolato
(¢’intende che se mne potrd descrivere un tratto). Ne segue
snbito ehe, per mezzo di meccanismi articolati, si pud risel-
vere ogni problema di geomefria piana che imponga agli
enti da costrnire solo eondizioni algebriche: infatti, ridotto
il problema alla ricerca di punti; guesti si avranno come in-
tersezioni di linee algebriche,

8. Terminiamo aceennando ad altri strumenti che non
somo sempliei sistemi articolati, perchd intervengono in essi
anche dei concetti ulteriori. Tra guesti merita specialmente
di essere ricordato il compasso proporzionale di GAriLro, che
risale al 1606 (*), e che consiste in due aste articolate, come
in un compasso ordinario, su eciasenna delle guali & ineisa
una gradnazione avente lo zero nella cerniera; se la gradun-
zione procede per parti ugnali snecessive (scala aritmetlica)

(') A. B. Kauprr, On a general method of deseribing plane euwrves
of the w' degree by linkwork, Proc. London Math. Soc., 7 (1876), pp. 213-316;
How to draw a siraight line, London, 1877. 1vi si frovano anche le deseri-
zioni degli apparecehi dei ni 2 e 6,

(*) ‘Le operasioni del compasso geometrico ¢ mililare, Opere di GArILRO
GaviLer, 1.° ediz. complets, Vol, 11.° 1854, pp. 218-283.
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si potrd in modo semplicissimo dividere un segmento dato AB
ad es. in 5 parti nguali: basta aprive il compasso in modo
da collocare un segmento lungo come 4B con gli estremi
sui numeri B0 delle dune seale (il che si pno fare con un
ecompasso ordinario), ed allora la distanza fra i nomeri 10
delle due scale (che si pud misurare anche con un compasso
ovdinario) di la b.” parte di AB; se la gradnazione procede
diversamente si potranno fare operazioni pill complicate,
ad es. l'estrazionme di radice quadrata, o cubica; in certo
senso il compasso di GAarimmo & quindi afiine al regolo cal-
eolatore moderno.

Oitiamo da unltimo, nello stesso ordine d’idee, un ellisso-
grafo in parte articolato: di un segmento rigido AB I'e-
stremo A descrive un cerchio di centro O (ad es. mediante
un’asta rigida 04 articolata nel punto fisso 0), e I’ estremo B
scorre lungo un diametro del cerchio (mediante un perno,
collocato in B, che scorre dentro una scanalatura di un’asta
fissa disposta Jungo quel diametro); & facile provare ehe ogni
punto di AB deserive un’ellisse.

Torine, Universitd. Huagryio G. Toarramrt




