Sui fondamenti della teoria della misura in
uno spazio cartesiano a tre o pilt dimensioni

I. La scelta d'un ¢gunalunque sistema d’asecisse su di uaa
retta. permette d’associare. ad ogni segmento della retta stessa,
un numero positivo che chiamasi < lunghezza » del segmento
e che non varia se si sposta comunque, snlla retta, 'origine
delle ascisse ed anche se s8i inverte I’ orientamento della retta.
purcheé si mantenga invariata | unita di misara delle langhezze.
Questa proprieti, com’& noto, & una conseguenza immediata.
elementarissima dei postulati fondamentali della geometria. Ed
¢ anche noto che i sistemi di detti posbalati, come sono stati
ennociati per es. dall’ HILBERT, 0 dal VERONESE. 0 dal PrEaxo ('),
sono sufficienti per sviluppare il concetto dell’ uguaglianza e
guello dell’equivalenza. in uno spazio cartesiano S, ad an nn-
mero qualonque »n di dimensioni.

Tatti i moderni trattati di geometria elementare espongdno
la teoria dell’ equivalenza e quindi anche quella della misura
delle grandezze, sia per le figure piane che per quelle dello
spazio tridimensionale. a partire dall’equidecomponibilita e,
cosi facendo, incorrono in complicazioni che mal celano un
certo sforzo critico, mentre d’altro lato si trovamo, a un certo
punto, costrefti ad abbandonare, per una ragione o per l'altra,
la teoria stessa dell’ equidecomponibilita. Percid mi sono molto
vivamente interessato al nuovo metodo proposto dal prof. M. Pr-
CONE, secondo cui gqnelle teorie possono venire direttamente e
completamente svolte, sulla base d'un solo e del piu elemen-

(‘) Cfr. l'art. di P. Beneperry, dal titolo: Fondamenti di Geometria,
nell’ « Enciclopedia delle Matematiche Elementari », vol. Il., 1 pagg. 19

e segg.
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{are dei conceftti fondamentali dell’ analisi, ciod del comcetto
d’estremo (superiore ed inferiore) d’un insieme di numeri
reali. E sono lieto ed onorato di portare un modesto contri-
buto all’ esposizione di questo nuove metodo, facendo seguire
alla pubblicazione della conferenza che il prof. PrcoNE stesso
tenne nel 1945 presso 1’ Istitunto Romano di Cultura, Matematiea.
una dimostrazione del teorema che I’ esiensione d un paralle-
lepipedo é sempre uguale al prodotio delle sue (re dimensioni,
qualungue sia il sistema d’assi cartesiani ortogonali ai quali é
fatto riferimento (v. questo « Periodico », vol. XXV, 1947, pag. 194).

Dard le prime e pit importanti conseguenze di questo teo-
rema e mostrerd inoltre come esso possa, con tutta facilith e
per via ricorrente, venire generalizzato ai domini rettangolari
appartenenti ad uno spazio S, ad un numero comunque grande »
di dimensioni.

2 Ferme restando la ferminologia e le notazioni dell’ ar-
ticolo citato del prof. Picoxg, indichiamo con F una qnalunque
ficura del piano 2 =0 e con F'il « prisma relto di base F, e
d’ altezza b » (k> 0), cioé la figura costituita da tutti i punti
dello spazio, le cui coordinate 2, ¥ individnano on punto di F,
e la cui quota z soddisfa alla doppia limitazione 0 <2 << k. Co-
minciamo col dimostrare il

LeMyA. - Risulla

est F=h . est F, {*).

Dim. - a) Sia D, un qualunque dominio plarirettangolare
del piano 2 =0, ricoprente la figura F,. Il prisma retto di
base D, e d’altezza h 3, ove & & un numero positivo arbi-
trario, & un certo dominio plurireftangolare D, ricoprente la
figura ¥, per cai

est ' << o(D).
Ma
o(D) = (h + &)o(D,), mentre est F, —estr. inf. di |o(D,)|.
Dunque
est F<<h-.estF,.

(%) Senza iucorrera in equivoeco, intendiamo sempre, relativamente a uns
qualunque figura piana Fy, che il simbolo est F, rappresenti 1'estensione
piana di F,. Analoga convenzione dovrd sottintendersi, fra poco, per il
simbolo a(D,), ecc.
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b) Sia D un qualanque dominio plurirettangolare rico-
prente la figura F. Sezioniamo D con un generico piano i
equaz. 3 = ¢ (costante compresa fra O ed k) e proiettiamo la
sezione, cosl ottenuta, ortogonalmente sul piano z =0. Al va.
viare di ¢ da O ad k, queste corrispondenti proiezioni haano
in comune un certo dominio plurirettangolare D, del piane
z = (), ricoprente F,, per cui

a(D,) = est F,.
Ma & o(D) > h « alD,), dunque (D) > h+ est F, e perciir anche
est F=>h-estF,.

Confrontando con la limitazione sopra trovata. si ha | enan-
ciato.

3. Ci sembrera piu semplice ed espressivo dimostrare la
proposizione fondamentale enunciata al n. 1, sotto la forman
equivalente : ['eslensione d'un dominio reltangolare ¥ dello
spazio é sempre uguale al prodotio delle sue tre dimensioni,
qualunque sia il movimenlo che si pensi d iwmprimere al do-
minio stesso. Sia F’ il parallelepipedo nel guale F viene a.
portarsi, per effetto del movimento. Osserviamo anzitutic che.
se il movimento considerato consiste in una semplice trasla-
zione, la dimostrazione ¢ del tutto immediata, in quanto ogni
dominio plurirettangolare ricoprente F, si trasforma. per ef-
fetto del movimento, in un dominio plurirettangolare uguale
e d'ugunale estensione, ricoprente F’ e inversamente. Onde
senz’ altro est F'— est I

Possiamo dunque supporre che F abbia un vertice nell’ori-
gine e che tale vertice si mantenga fisso durante il movimento.
F sia individuato dalle tre limitazioni

I<ie<t,, Oy <li,, I<e<,,
onde, per definizione, sard
est F=111,.

Se il movimento & una rotazione intorno 4d uno degli assi
cartesiani di riferimento, per es. intorne all’asse 2z, la dimo-
strazione del teor. & immediata. Infatti, indicando cou F, ¢
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con F,' le facce rispettivamente di F e di F" nel piano z=10,
si ha (n. 17 dell’art. ecit.)

est F) = est F, =1/1,.

Considerando dunque F" come un prisma retto di base F,’
e d’altezza [, risulta, in virtd del lemma dimostrato (n. 2).

est F' =1, -est F) =11,1,.

Se infine il movimento considerato non ¢ una rotazione
intorno ad uno degli assi cartesiani, indicande ancora con F,
la faccia 2 =0 di F, con F,' la faccia omologa di F, (ciod la
posizione in cui K, viene a portarsi, per effetto del movi.
menfo), si pud osservare che i piani delle due facce F,, F,
8'intersecano certamente e che la loro retta r d’intersezione
passa per l'origine. Diamo ad F una rofazione intorno al terzo
spigolo (spigolo d’ equazioni & — y = 0), che porti il primo spi-
volo (y =2=0) a sovrapporsi alla retta r, e diamo analoga-
mente ad F' una rofazione intorno all’omologo del terzo spi-
golo, che porti 1"omologo del primo spigolo a sovrapporsi alla
retta r.

Siano F ed F' le posizioni in cui vengono a portarsi ri-
spettivamente F ed F', per effetto dell’uno e dell’altro movi-
mento. Si riconosce che ¥ ed F” hanno uno spigolo in comune;
sovrapposto alla retta r, onde F ed F' potranno ottenersi I'uno
dall’ altro, con una rotazione intorno a tale spigolo comune.

Si avrd dunque, per gquanto poco sopra dimostrato,

est F' —est F'—est F—est F=11,1

- S

Da questo teorema fondamentale si pud immediatamente
dedurre:

@) con dimostrazione identica a quella data al n. 17 del-
I'art. cit. pag. 193, che l'eslemsione d’una qualunque figura
dello spazio non dipende dal sistema carfesiano di riferimento;

b) che un qualunque prisma retto F' ha estensione uguale
ad h - est F,, essendo ¥, la sua base (figura piana del tutto
arbitraria) ed h la sua alfezza.

4. CALCOLO DEL VOLUME DEL TETRARDRO. Vogliamo giun-
gere, partendo dall’ ordine d'idee indicato, alla espressione
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harea. F,, del volume d’un qualunque tetraedro F (indicando
3 ¢ q

con F, una qualunque delle quattro facce, con % 1’ altezza re-
lativa).

@) Supponiamo dapprima che la faccia F, giaccie nel piano
z = 0 ed abbia un vertice nell’ origine, menire il vertice opposto V
cada sull’ asse u ed abbia quota h > 0. Prefissato un intero & >0
arbitrario, indichiamo genericamente con F;(i=0,1,2,...,k — 1)

il triangolo che si ottiene tagliando F col piano z = ig, Si ri-

conosce subito (v, la proposizione a) della nota alla fine del-
I'art. cit.) che

y \2
area F; =(1 -—i) area F,

I1 prisma retto II;, di base F, e d’ altezza g , ha volume (n. 2)

( ‘ )
k k '

k—1 k—i
5L < F<3 0, (3
1 0

risulta
valE IL; = E 1II; =h F, L' 1(1 ‘-):
i = 2570 = h area % : % <
k-— iE h
<voIF<vol Hf_._hn.renF k (l—i:)-—i—l—‘-:ateaf',,.

Ma, per una formula nota dall’algebra, &

- )

6k? 3

5~ G_}c? pud rendersi
arbitrariamente piccola (purch® &’ assuma % sufficientemente

e si riconosce che la quantitad. positiva
. B .
grande) e cosi pure la guantita j ares F,. 8Bi & dunque nelle

(*) Con la notazione U < V, essendo U e V due figure gualungue, s'in-
tende che la figura U & contenuta nella figura V.



Sui fondamenti della teoria della misura in uno spasio, ece. 37

ipotesi del n. 10 dell’art. cit. pag. 187. onde pud affermarsi che

’ ; - L 1 L
vol F — estr. sup. (al variare di k) di: k area F, lg——(ﬁ:-—(—;}—_) =
h
=g area Ty c. d. d.

) Supponiamo, in secondo luogo, che la faccia F, giaccia
nel piano z =0, ma nessuno dei suoi tre vertici cada nell ori-
gine; i vertice opposto V cada ancora sull’asse z ed abbia
quwota h > 0. Subordinatamente a ques’ipotesi, conviene ancora
distinguere diversi sottocasi. Siano P,, P,, P, i vertici di F,.

b)) L'origine O cada nell interno di F,. Allora F, ¢ la
somms dei tre triangoli F' = OFP,P,, F® = OP,P,, F,* =
= OP,P,, ¢ analogamente F' & la somma dei tre tetraedri F'",
F@ F9 avenfi per facce rispettivamente F 0, F @, F ' e ver-
tice opposto in comune nel punto V. Avremo dungue, per il
teorema del n. 14 dell’art. cit. pag. 190 e per guanto s'2& di-
mosirato in a),

vol F=vol F* + vol F*®  vol F» =" (area F " +
3
~+ area F,® 4+ area F|®) = g area F, .

b,) O cada su un lato di F,, per es. sul lato P,P,. Si ha
allora
Fn — F'u) 4 Fow,! F"—: Fu: 4 F(x;
e quindi
h

vol F=vol F® + vol F® —

3 (area F'\® -t area F,*¥) = garea F,.

b,) O cada sul prolungamento d' un lato di F,, per es.
del lato P,P, e da banda opposta di P; rispetto a P,. Si ha
Fo p— Fﬂ{!) . an_. F= Fm _ Fm’

vol F = vol F'® — vol F'® = g (area F,®— area F'¥) = h—'area F..

3

b,) O cada all’esterno di F,, ma_all interno di uno deglé
angoli di F,, per es. dell’ angolo P,P,P,. Si ha

Fﬂ _— F'm 4 Faun o Fut!;’ F= F" F&y Fi!'l}
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vol F = vol F! + vol F®' — yol F*® — g(area F ™ 4
+ area F|™ — area F,*®) = g area I, .

b,) Infine O cada all’esterno di ¥, ed entro uno degli an-
golt opposti agli angoli di F,. per es. entro I'angolo opposto a
guello di vertice P,: Si ha

Fo — Fau: D Fotz: _ FutﬂlJ F:_. Ful —_ Fm - Fm,

vol F = vol F*' — vol F®» — yol F® =g(area Hgh e

— area F,*) — area F %) = ’; area F,.
¢) Supponiamo, da ultimo, F in posizione del tutlo gene-
rica nello spazio. Spostiamo F'in modo da portarne una faccia
nqualunque F; a giacere nel piano 3 =0, e il vertice opposto V
a cadere sull’ asse =z.

Sia F’ la nuova posizione, cosi oftenuta, del tetraedro F.
Se la quota del vertice V di F’ & negativa. si costruisea il
tetraedro F” simmetrico di F’ rispetto al piano z=0. E im-
mediato che F' ed F” hanno ugual volume. Ma, d"altra parte,
nno dei due tetraedri F', F” si trova necessariamente nelle
eondizioni b) o addiritbura nelle condizioni a). Ricordando il
teorema fondamentale dimostrato al n. 3. si ha dunque, in
ogni caso,

volega,reaFu.

?. GENERALIZZAZIONE ALLO SPAZIO CARTESTANO S, AD n DI-
MENSIONL Tuatto cid che precede pud estendersi facilmente per
induzione completa allo spazio S, ad un numero qualunque
di dimensioni. Il teorema fondamentale (n. 1) si potra enun-
ciare cosl: P'estensione d’'mn dominio rettangolare & sempre
uguale al prodotto delle sue dimensioni, qualungue sia il si-
stema d’'assi carlesiani orlogonali ai quali ¢ si riferisce (%), op-

(*) Per le definizioni di <« dominio rettangolare », « dimensione » ecc.
telative all'S,,, si possano consultare le opere del prof M. PicoNe: Le-
zdoni di Analisi Infinitesimale, (Catania 1923), pagg. 44-47; Lesioni di Cal-
colo Infinitesimale. corso litografato per gli allievi d ingegneria (Boma,
1943). pagg. 26-26.
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-

pure (cid che & lo stesso) qualunque sia il movimento che -si
pensi d imprimere al dominio stesso (n. 3). Un movimento nel-
I'S, & definito da una qualunque sostituzione ortogonale

Ze =" + X apt' k=12 .., n
1
u 0 per [k \
S it — | p | =
(-l‘l»a”ﬂa“_'l pE'I' Z___kr [{a‘k‘ll_l)'

sostituzione rispetto alla quale ciascuna delle n dimensioni
d’un dominio rettangolare & un numero invariante.

Si comincerd col dimostrare un lemma analogo a quello
del n. 2, chiamando F, una qualungque figura dell'iperpiano
z, =0. F an « prismea retio di base F, e d’altezza h », ciod la
figura dell'S,,, costituita da tutti i punti P le eni prime n —1
coordinate individunano un punto P, di F, e le cui n-me coor-
dinate soddisfano ad una doppia limitazione del tipo

O<x,<h (houm. arbitravio > O).

Anche qui si potria osservare che, se il movimento consi-
deratn consiste in una semplice traslazione

O per ik
1 per i=Fk

(G =

nelle formole sopra scritie), la dimostrazione del teorema fon-
damentale & del totto immediata. Onde subito si potrd anche
qui imporre la condizione semplificatrice che il dominio ret-
tangolare considerato F' abbia un vertice O nell’origine degli
assi e che tale vertice si mantenga fisso.

F sia definito dalle n limitazioni

O gwa = J*_ {kz 1,-2, ey NJ.

Per definizione & est F=1[], ...7,. La faccia di }' giacente
nell’ iperpiano x,, =0, & un dominio rettangolare ¥, ad n — 1
dimensioni: supponiamo che per F, il feorema sia gia stato
dimostrato. supponiamo cioé che est F, sia invariante, per un
movimento qualsiasi entro 1'iperpiano x, =0.

Tra gl'infliniti possibili movimenti nell’ S,, distinguiamo
quelli che lasciano fissi €ofti i panti d’una retta e che chia-
miama « rolazioni » intorno a quella retta. Orbene, nell’ipotesi
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che il movimenlo considerato sia una rotazione del dominio F
intorno al suo spigolo n-mo, cioé intorno all’asse x,,, indicata
con F,' la faccia di F' (posizione del dominio alla fine del
movimento) giacente mell’iperpiano x, =0, si ha, per (uanto

convenuto,
et V) =it I, =0, .. Iy,

Ma F’ pud considerarsi come un prisma retto di base F,”
e d’altezza f,. onde risulta, in virti del lemma,

estF =l est F, =11,...1,.

Analoga dimostrazione vale, nel caso che il movimento con-
siderato sia una rotazione intormo ad un altro spigolo di F.

Se infine si suppone che il movimento considerato non sia
una rotazione intorno ad uno degli spigoli di F, indicata an-
cora con F,' la faccia di F’ omologa di F,. si rviconosce che
I’iperpiano x, = 0 (contenente F,) e |'iperpiano contenente F*,,
¢’ intersecano secondo an S, _, (varieta lineare ad n — 2 di-
mensioni), nel quale & certo possibile scegliere una retta »
uscente dall’origine (e del resto arbitraria) (°). Orbene facciamo
subire al dominio F una rotazione intorno al proprio spigolo
n-mo, la quale porti uno qualunque dei rimanenti spigoli, per es.
il primo, a sovrapporsi sulla retta r, e diciamo F la nnova po-
sizione in cui F viene a portarsi. Analogamente facciamo sa-
bire ad ¥’ una rotaziome intorno_al proprio spigolo n-mo, la
quale porti il primo spigolo a sovrapporsi sulla retta r, e di-
ciamo F’' la nuova posizione in cui F' viene a portarsi. Ri--
sulta che il dominio F' & ottenuto dal dominio F, per effetto-
d'ona rotazione intorno al primo spigolo. Per quanto sopra
dimostrato, si ha dunque

est F' = est F' =est F=est F=11,...1,.

Il teorema fondamentale & cosi completamente dimostrato.
Da esso si possono dedurre le proposizioni analoghe alle a), b}
del n. 3, a proposito della seconda delle quali si dovra inten--
dere, per « prisma retto dell’S,, », la figura ottenuta muovendo.
comuque un prisma retto del tipo sopra definito. Inoltre:

(°)-Tale S,-; contiene precisamente oc"—3 rette uscenti dall'origine..
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¢) una qualunque figura F' interamente contenuta in un
iperpiano dell’ S, , ha estensione nulla rispetto all’ S, (cfr. la
nota al n. 2). Cid & evidenfe, se la F giace in uno degli iper-
piani coordinafi; in caso confrario basta far subire alla F un
qualungue movimento atto a portarla in uno degli iperpiani
coordinati, ece.

E anche da osservare che, alle figure dell’S, soddisfacenti
alle due proprieta: 1°) sono dofate di punti interni rispetto al-
I'S,,: 2°) hanno contorno d’estensione nulla rispetto all’S, . si
possono generalizzare tutte le considerazioni svolte nei nn. 12-14
dell’ art. cif. pagg. 189-191.

6. Per calcolare 1’ estensione d’un (» + 1)-edro dell' S,,, si
pud procedere come segue. Si comincia anzitutto col dimostrare
che 7' (n + l)=edro F, limilato dagli n iperpiani fondamentali
e dall’ iperpiano d' equazione segmentaria

2
Zy l—: = L. (L > 0)

1

ha estensione il -
nl!

All’uopo deve naturalmente supporst la proposizione gia
dimostrata per un analogo n-edro dell’S,,_,. Se dunque F, &
la faceia (base) di F, giacente nell’iperpiano fondamentale

;1:,,—.:0, si ha che
1

est FIJ — m llli e l"—i .
Prefissato un intero & > 0 arbitrario e indicato generica-
mente con F;(i=0, 1, 2,..., kE — 1) 'n-edro che s&’'ottiene in-

. L] - - ‘ - -
tersecando F con | iperpiano z, =?cl,., 8i riconosce che

FAn—1 P\ n—14
est i, = i;—I_ll! bkl (1 — 7:) = (1 — ;;) est F,.

Di qui, ‘con passaggi del tutto elementari ed analoghi a
quelli del n. 4 a), si deduce che

. 1 | g S.(ﬂ-—”
esk F—m ll‘! ae l,‘ 'kliﬂ; _-E’l_,

indicando con S, " la somma delle potenze (n — 1)-esime dei
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primi &k numeri naturali. Ponendo nella formola
(?)Sk'“_“ +(§)S;"—2‘ _*__(;')S&m—a: B wo b (n j"_ I)Shm _
=k+1 (k+1"""—11

ben nota dall' algebra. successivamente n =2, n =3, ..., si trova,
per via ricorrente.

. S L L | N L U |
l —_ 5. — T . ase g 1 —_—— =,
_l_..;c A! 2 kl-l—{llm. K 3 k;‘-t.:.nx i n

e p-veid infine

est F'—————l-i ‘o S (O
n.

7. Si passa, in secondo luvgo. a dimostrare che, se I, ¢ un
qualungue n-edro dell iperpiano w, =0, con wn verlice nell'ori-
gine, ogni (n + lj-edro F. avente una faccia coincidente con F
ed il vertice opposto in un punto del semiasse posilivo x,. I

. h y gE 3 . :
estensione ;lestFo, ove h é Uordinata di questo verlice.

La dimostrazione di guesta proposizione s appoggia a quella
della proposizione precedente (n. 6), tenendo ben conto che si
deve supporre non solo (come s & detto) d"aver gia eseguito il
calcolo dell’ estensione 4 un n-edro dell’S,_,, ma d’averne
anche dedotte tutte la proprietda immediate. utili ai fini del
calecolo dell’estensione d’un (® + lj-edro (proprietd che natu-
ralmente devono poi potersi verificare a posteriori, come ri-
sultati di questo stesso calcolo). Di tali proprietda ne occorrono
qui due e cioé: la possibilita di costruire n-edri equivalenti
(cioé d uguale estensione) a un dato e soddisfacenti a certe
condizioni restritfive, ¢ la proporzionaliti dell’estensione di
n—edri simili, alle (n — 1)-esime potenze delle loro dimensioni li-
neari (per es. delle lunghezze d' uno spigolo omologo). Ponendosi
‘dunque da gquesto punto di vista. si deve sunpporre di poter
-costruire un (n -+ 1)-edro ausiliario G, del tipo considerato al
n. 6, che abbia la faccia z, =0 equivalente ad F, e sia tale
che I, =h. Ai fini della dimostrazione basta far vedere che
-est F'=—=es8t G e ‘a cid appunto si perviene facilmente, osser-
vando che due sezioni di F' e di G, fatte con uno stesso iper-
piano x, = cost, sono necessariamente equivalenti.
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8. Si dimostra ancora la formola
I/
est F'— ;: est F,

nell” ipotesi che la faccia ¥, dell’ (n -+ l)-edro considerato
giaccia nell iperpiano x, =0, ma nessuno dei suoi n vertici
cada nell’ origine; il vertice opposto V cada ancora sull’'asse x,
ed abbia quota h 2> 0.

E facile riconoscere che, in tale ipotesi, si pud esprimere (nel
senso del n. 14 dell’ art. cif. pag. 190) F, come somma (algebrica)
d'an certo numero d’ w-edri aventi un vertice in O mentre. se
ciascuno di questi n-edri s’assnme come faccia d'un (1 + 1)-edro
avente vertice opposto in V, anche F risulta espresso come
somma (algebrica) d’'un ugual numero d’(n + 1)-edri: ed anzi,
in guesta seconda somma, ciascun (n 4- 1)-edro dev’ esser preso
con lo stesso segno con cui figura, nella prima somma, I’ n—edro
che n'é faccia. Da cido appunto si deduce I'enunciato, percheé,
per quanto & & dimostrato al n. 7, ciascuno di questi (» -+ 1)-edri

h . 43 y .
ha estensione uguale ad = moltiplicato per 1’ estensione del-
I"h-dro che n’é faccia.
Infine, con ragionamento perfeftamente idenfico a quello

del n. 4, ¢). si dimostra che la formola est F:;aest F, vale

per un (0 + 1)-edro ¥ in posizione del tutlo generica wnell'S,.
indicandosi con F, una gualunque faccia di F e con k 1'al-
tezza relativa.

9. Tenendo conto di quanto precede, si pud anche dimo-
strare, per induzione completa e con procedimento analogo a
quello (ben noto dalla geometria analitica) per il caso n =23
che. per un qualungue (v - 1)-edro ¥, di vertici

PO —(x® 2,© . @ ® {i(_—: 1, 2 .., n41),

R " .. 2,0 1

ost F e = || & 2 e B 1
n

LY fawe LA LR LR waww

wi{ﬂ+il wzlﬂ-l-il P mn(ﬂi—ll I

Il segno del determinante a secondo membro individua un
cerfo verso nell’ ordine secondo cui si considerano successiva-
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mente i vertici di F. Precisamente si pud affermare che il
detto segno & positivo nel caso che F possa ridarsi, per defor-
mazione continua e senza che est F’ mai <'annulli, a sovrap-
porsi all’(n + 1)-edro fondamentale limitato dall’ iperpiano

"
;:“kxh == l:

im modo che i primi »n vertici P*®i =1, 2, 3, ..., n) vengano
a coincidere rispettivamente coi punti

a:.l=n:,-.=...-_-—-a:,_l:-"a:.-.,.,———"---:mu=0, . wi=]‘)

mentre P™*Y venga a coincidere con 1 origine delle coordi-
nate. Nel caso contrario il segno & negativo, caso in cui, come
si riconosce facilmente, F' deve potersi ridurre, per deforma-
zione continua e senza che est F' mai &’ annulli, a sovrapporsi
all’ (n + 1)-edro simmetrico del precedente rispetto all’iper-
piano fondamentale x, =0, cio¢ all’(n + 1)-edro il cui primo
vertice & il punto (— 1, 0, 0,..., 0), mentre tutti gli altri ver-
tici sono gli stessi di quelli dell’(n 4-1}-edro fondamentale
suddetto,

TovLLio VIoLa




