Poligoni equivalenti per traslazione (%)

I. In un interessante recente articolo pubblicato su questa
stessa rivista (7), il prof. C. F. MANARA ha studiato il problema
dei poligoni equivalenti per (raslazione o T-equivalenti, ciod
delle coppie di poligoni P, P’ del piano euclideo, decomponibili
ciascuno in un numero finito di parti poligonali due a due
non compenetrantisi, in modo tale che fra le parti di P e quelle
di P’ sia possibile stabilire una corrispondenza biunivoea, nella
quale ogni parte di P possa venir sovrapposta per traslazione
alla parte corrispondente di P'. Le parti cosl biunivocamente
corrispondentisi sono dette congruents per traslazione.

In questo lavoro intendo proseguire la ricerca, supponendo
che P e P’ possano anche indicare ciascuno un grappo (in
numero finito) di poligoni due a due non compenetrantisi. Si
otterri cosi una trattazione soltanto formalmente pii generale
di quella del prof. MANARA, ma conveniente per una certa
semplicita d’esposizione di cumi il leftore sara buon giudice.

Dard ana nnova dimostrazione d'un teorema sostanzialmente
dovuto ad H. HADWIGER e P. GLUR (%), e percid non credo
di poter attribuire a queste mio lavoro se non un inferesse
metodologico. E desidero precisare fin d’ora, per togliere ogni
possibilita d’equivoeo, che ognuno dei poligoni o delle parti
poligonali di cui si parlerd nell’enunciato, verra inteso come

() Da una comunicazione fatta alla Societd « Mathesiss di Torino il
20 maggio 1958.

(]) C. F. MaNARgA, Sul concetto di equivalenza per i poligoni ed i poliedri
(Period, di Matemat. 8. IV, 34;, dicembre 1957, pp. 279-285).

(3) H. Hapwicer e P. GLUR, Zerlegungsgleichheit ebener Polygone (Ele-
mente der Mathematik &, 1951 pp. 97-106, v, teor. n. 9 di p. 105).
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un dominio limitato internawmente connesso, con frontiera for-
mata da un numero finito di cirouniti poligonali semplici e
chingi, ciascuno dei quali percorso in un ben determinato verso
da assumersi come positivo: per es. il verso che, con le ben
note convenzioni, lascla alla propria sinistra i punti interni
al dominio stesso.

Saranno dunque esclusi, dalle considerazioni di principio.
i poligoni (o parti poligonali. o domini) intrecciati, pur ammet-
tendo, invece, che essi possano presentare delle conecaviti,
Soltanto nel corso della dimostrazione, si offriria 'opportunita
di considerare poligoni di tipo piu parficolare o generale., ma
cid solo transitorianmente e in via puramente suristica. e s'avra
cura di segnalare in modo esplicito.

2. Anche in questo lavoro ¢ fondamentale il concetto di
« stella vetloriale », cosl opportunamente introdotto dalla Dr.ssa
S. DexTELLA nella Suna tesi di Laurea, al quale va il merito
della semplicith ed espressione del nuovo enunciato. Ci per-
mettiamo di ricordare qui tale concetfo, nel riferimento piu
generale cui abbiamo accennato (n. 1).

Fissato a piacere un punto O dello spazio, immaginiamo
applicati in esso tanti vettori quanti sono i lati del poligono
P o del gruppo P di poligoni considerati. Ciascun vettore sia
equipollenfe al lato corrispondente, cio® abbia ugual direzione,
ugual verso ed uguale lunghezza. Dopo cid, se aceadrd che
pit vettori applicati in O risultino fra loro collineari (cioé
abbiano ugunal retfa d’azione), se ne faceia la somma algebrica.
Il complesso di vettori applicati che da ultimo si verrid ad
ottenere in tal modo, verrd chiamato la «sfella velforiale »
associata al poligono P, o al gruppo P di poligoni. Non si
esclude natnralmente che i vettori del detto complesso possano
risultare tutti nulli, nel qual caso si dira che la stella vetto-
riale associata a P & nulla: tale, per es., & la stella vettoriale
associata ad un qualunque parallelogramma.

Dopo cid possiamo enunciare il teorema, daundo cosi rispo-
sta ad una domanda formulata dal prof. Mawara alla fine
del citato articolo.

TreorEMA. - Condizioni necessarie e sufficienti affinché
due poligoni o due gruppt di poligoni P, P' siano T-equiva-
lenti, sono:
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12) che P e P’ siano equivalenti,
23) che P e P' abbiano la slessa stella wvettoriale ().

Che le condizioni enunciate siano necessarie, & stato gia
dimostrato (°). Ci limiteremo dunque a provare che esse sono
sufficienti, e ¢id faremo ammettendo dapprima certe ipotesi
restrittive,

3. G. Vacca aveva gia osservato, or sono molti anni, che
due parallelogrammi equivalenti sono anche T-equivalenti (*).
Valendosi allora della transitivitd della T-equivalenza (), si
riconosce facilmente che, anche se P o P’ sono gruppi di
parallelogrammi, la semplice equivalenza di P e P° ha per
conseguenza la loro T-equivalenza ().

Supponiamo ora, invece, che P e P’ siano due poligoni
gemplici (cio® semplicemente connessi) e convessi, ciascuno
dei quali sia privo di coppie di lati fea lore paralleli. Dimo-
striamo che, in tal caso ed ammessa anche la sola ipotesi della
coincidenza delle due stelle vettoriali, P e P’ sono addirittura
T'-congruenti.

Infatti, se immaginiamo di voler eseguire la costruzione di

(f) 8'intende rispetto ad una stessa orvigine 0.

Il pit gran pregio del nuovo concetto di «stella vettoriale » e¢i sembra
essere |'additivitd, della gquale faremo continuo ed evidente uso nel seguito.
Con cid si conviene di dire che, se P & un qualonque gruppo di poligoni.
la stella di P & la somma delle stelle dei siugoli poligoni di P, ove per
esomma di pil stelle» s'intenda la stella che s'ottiene sovrapponendo
quelle dei singoli addendi e sommando algebricamente i vettori applicati
collineari che eventualmente si presentassero (cfr. loe, cit. alla nota ()
p- 281).

(3} Cfr. loc. cit. alla nota (%), p. 284.

(5) G. Vacca, Su aleuni tzoremi di Geometria piana analoghi a quelli
di M. Deax nella Geometria solida (Rend. Lincei 22;, 1613 pp. 417.423,
v. p. 419).

(7) Cfr. loc. cit. alla nota {2), p. 282

(8) Infatti sia P" un parallelogramma equivalente tanto a P quanto a
P'. Mediante un sistema di rette parallele ad una delle due coppie di lati
opposti, P” potrd suddividersi in fanti parallelogrammi quanti sono quelli
che formano il gruppo F, in modo che ogni parallelogramma di P risalti
equivalente al parallelogramma parziale di P"” che ad esso corrisponde.
Di qui segue la T-equivalenza di P" a P, e analogamente si dimostra
la T-equivalenga di P'" a P,
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uno dei dae poligoni a partire dalla sua stella vettoriale sup-
posta assegnata, riconosciamo facilmente che una tale costru-
zione, a meno d'una traslazione arbitraria nel piano, & possi-
bile in nno e in un sol modo. La costruzione potra farsi cosl:
sl assegneranno successivamente gli indiei 1, 2,..., » ai vettori

u della stella, a cominciare da uno qualunque di questi ed
eseguendo ordinatamente il giro completo della stella nel verso
positivo (cio& antiorario, secondo la conveuzione fatta); scelto
poi un punto : arbitrario 4, si applicherél in 4 un vetbtore equi-

pollente ad u,, nel punto 4 +u, un vettore equipollente ad

%,, nel punto A-i—u 4+ u, un vettore equipollente ad u,, e
cosl via fino al ftermine della costruzione cioe fino a ricadere

nel punto 4 =4 4-u, +u, +... 4+ u,. Dopo cid, basta osser-
vare che P e P’ non sono altro che due diversi poligoni corri-
spondenti ad nna stessa stella vettoriale,

IV ora in poi saranno esplicitamente ammesse entrambe le
ipotesi dell’ enunciato.

Se P e P’ sono due poligoni semplici e convessi nelle con-
dizioni piu generali, si pud ragionare come segue, Supponiamo
per es. che P possieda due lati paralleli fra loro 4B, CD (da

percorrersi evidentemente nei versi opposti) con 4B > CD. Si

applichi in B il vettore BE equipollente a CD e si osservi

che il parallelogramma EBCD & interamente contenuto in P

(fig. 1). P risulterd in generate decomposto, dai due segmenti
BC, ED, in tre parti che saranno

o C anch’esse dei poligoni semplici e
convessi: ciod nel detio parallelo-
gramma, in un poligono R avente
per lato ED, e in un altro poligono
§ avente per lato BC.

D

4 Con un’opportura traslazione si

E—" sposti il detto parallelogramma in
Pig. 1 modo che non abbia pia aleun pun-
to in comune con P, e si assog-

getti poi una delle rimanenti due parti ad una traslazione
tale da portarla adiacente all’altra, precisamente in modo
che i due lati BC ed ED vengano a coincidere. Con cid si
sard ottenuta la trasformazione di P, mediante due opportune
traslazioni eseguite su parti poligonali di P (°), in un gruppo
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formato da un nuovo poligono semplice e convesso P, = R+- S,
e da un certo parallelogramma p,. E risulterd dunque

P, 4-p, T-equivalente a P.

Pubd darsi che P, possieda altri due lati paralleli fra loro.
Si operera allora in modo del tutto analogo, a proposito di
tali lati, e cosl s’otterra un nuovo poligono P, semplice e
convesso e un nuovo parallelogramma p,, tali che

P, +p, T-equivalente a P,

dunque
P, 4+ p, +p, » s P.

Cosl si operera successivamente su tutte le coppie di lati
paralleli fra loro che si avra la ventura di incontrare finche.
evidentemente dopo un numero finite h d’operazioni. si sara
arrvivati ad un poligono P, semplice, convesso e del tutto privo
di simili coppie di lati. E sard

Py -p,+ p.+ ..y T-equivalente n P ().

Si osservi ora che P, + p, ha la stessa stella vettoriale sia
di P che di P,, che P, 4 p + p, ha la stessa vettoriale sia
di P che di P,, ecc. Dunque P, +p, +p, + ... +p, ha la
stessa stella vettoriale sia di P che di P,.

Operazioni perfettamente analoghe potranno eseguirsi su
P’, ottenendosi anche qui un certo gruppo, analogo, T-equi-
valente a P':

Pr4+p,4+py+ ... +0% T-equivalente a P’ (‘).

(°) B appena il caso d'avverlire che non intendiamo escludere l'even.
tualiti che il segmento BC (oppure ED| sia uno dei lati di P; allora 'ope-
vazione in questione si semplifica ovviamente.

(%) Naturalmente non s' eselude che, in via eccezionale, nel primo mem-
bro di questa relazione possa anche svanire il termine Pj: cid accade.
per es, s¢ P & un poligono regolare con un namero pari di lati.

(*Y) E interessante notare che dovrd certamente essere k> 0, per ragioni
evidenti da quanto affermiamo nelle righe che seguono. Vale anche una
osservazione analoga a quella della nota (*°): ed anzi si constaterd preci-
samente che P', svanisce se e solo se svanisce FPj.
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I doe poligoni P,, P, risulteranno fra lore T-congruenti
per quanto poco sopra dimostrato, mentre i due gruppi di
paralielogrammi p, + p, -+ ... +pn, P/, + Py + ... + P, visulte-
ranno fra lors T-equivalenti, perché fra loro equivalenti.

Danque &
P T-equivalente a P, c. d. 4.

4. Per passare a trattare il caso pitt generale, ¢i sarh utile
{a scopo dimostrativo)l'a Lmbuu%a an seg%{rno alla T-equivalenza.
La guestione pud essere schematizzata nei segueati termini.

Supponiame che, per tre poligoni, o gruppi di poligesni,
P,. P,. P, valga la relazione

(1} P T'-equivalente a P, + P,

che vogliamo anche scrivere {econ ovvio significate del simbo-
lismo}
i1} P, —F, T-equivaiente a P, .

Indichiamo con P’ il poligono che s’ ottiene da P, inver-
tendone il verso di percorrenza del perimetro, e facciamo ia
convenzione che ia (1) o la (1,) possa essere scritta anche cosi:

f1.1 P + P, T-equivalente a P,

cio® faceiamo la convenzione che, tutte le volte che, in una
relazione di T—eqni?alenza, gruppo di peligont venga
espresso come somma di { o gruppi di poligoni, tale
somma venga valufafa in sense algebrice, mtendnndo che ogni
poligono {o gruppo di poligoni) eaze venga aritmetica-
mente sommato o detra.tl:o a seconda che il verse di percor-
renza del perimetro (o dei perimetri) sia positivo o negativo.

Con una tal convenzione, la (1) o (1,}) o {I,) potrd ancora
scriversi per es. Cosi:

o
=]
E
-
o
=3

{1 P, T-equivalente a P, — P,
oppure
i1, P, P T-equivalente a P° .
oppure
t1. T-equivalente a P, + P,

intendendo che P’ e P’ sianc i poligoni che s eftengono ri-
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speftivamente da P, e P, invertendone il segno di percorrenza
dei perimetri, ece.

Osserviamo perd che, ¢id facendo, dobbiame in pari tempo
liberarci dal vincolo, che c’eravamo imposti fino a tutto il
n. 3, che i poligoni formanti gruppo in uno stesso membro
d’una qualsiasi T-equivalenza, non dovessero mai compene-
trarsi due a due (cfr. n. 1), E chiaro infatti che, se questa
proprieta & verificata per es. nella T-equivalenza (1), non &
detto che lo sia mella (L), o mnella (1,) ecc. Il detto vincolo
verrd dunque abbandonato purche, s'intende, risulti sempre
ben chiaro dal contesto la possibilith ' individuare, ove oc-
corra, i poligoni, d'uno stesso gruppo, che eventualmente si
compenetrino, o che addirittara debbano essere ripetutamente
(due o anche pill volte) sommati o sobtratti.

8. Nel caso piu generale, il gruppo indicato con P nel-
I’ ennnciato, conterra sia poligoni semplici, sia poligoni non
semplici.

Sia P un poligono semplice. non convesso, contenuto in P.
Esso ha per lati certi vettori applicati (tenuto conto dell’ovien-
tamento convenuto) che indichiamo ordinatamente (ciod nel
verso positivo di percorrenza del perimetro) con (2], [v.], ...,
[v,]. Si riconosce facilmente che, eseguendo un’opportuna per-
mutazione dei vettori v, v,,..., v,,, sia €884 Uy, Vp,, ..., vr . € sce-

gliendo a piacere un panto 4, & possibile ottenere che il poli-
gono P* di vertici

A,A-'-Erl,A + 1;;-1 + U,-g, wEs oy A _l‘ ‘;’:'1 +_E" 4+ e "‘ aﬂ.—-{

risulti convesso ('*).
Poich® la permutazione v, ..., Efu pud sempre imma-

(**) La permutazione v t:_,.!,..., v,, & eertamente unica, se fra i vet.

tori vy, ¥3,.., U, Non ce ne sono due fra loro paralleli: in caso contrario,
possono esservi pill permutazioni del tipo voluto, Quanto al nuovo poligono.
esso pud dirsi unico, purch® si convenga di sopprimere ogni eventuale
vertice che risultasse comune a due lati sifnati per diritto.

Tuito cid & meno sempre d'una traslazione nel piano, ben s'intende,
in armonia con quanto s'¢ detto al prioeipio del n. 3: se si volesse togliere
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ginarsi ottenuta dalla 17,, V,, e, v, con snccessivi scambi fra
coppie d’elementi comnsecutivi, la costruzione d'un poligono
del tipo P potrd eseguirsi, in ogni caso, con la regola seguente.

Sia per es. Un, Vpy, la prima coppia d’elementi consecutivi
da scambiarsi, e sia [v,] applicato nel vertice B di P. 8i formi
allora il poligono P, che differisce da P per i soli lati [v,],
[ths,] Fra loro scambiati, ciod P, abbia gli stessi lati [v ], [v.].
s [Wr—)s [Unse)s ey [0] di P, con Paggiunta dei lati ottenuti
applicando v, ., in B, e v, in B+4-v,, . Ovviamente, ehia-
mando P, anch’esso un « poligono », diamo a questo termine
un significato pit generale che nel passato, perche non potrd
escludersi che P, sia intrecciato, o addirittura che due o piit
lati di P, abbiano segmenti in comune.

Dal poligono P, si deduca poi, in modo perfettamente ana-
logo, un nuovo poligono P,, con un opportuno scambio d" una
coppia di lati consecutivi, poi un nuovo poligono P,, e cosi
via, fino ad ottenere, dopo un certo numero finito di simili
scambi, il poligono P* voluto.

Orbene osserviamo che, nel passaggio da P a P,, non si
fa altro che detrarre da P un certo parallelogramma p, avente

due lati consecutivi ordinatamente equipollenti a [v,] e [va.]s
e percid scriviamo

(2) P +p, T-equivalente a P.

E necessario precisare accuratamente il significato di que-
sta relazione. Conveniamo percid che, nel primo membro,

@) il parallelogramma p, venga assunto con segno posi-
tivo o negativo, secondochd il verso di percorremza del suo
perimetro & posifivo o negativo (*?);

b) il simbolo P, rappresenti eventualmente tutfo un
gruppo di poligoni, alcuni da prendersi positivamente, altri

anche questa indeterminazioue, occorrerebbe non solo prefissare 4, ma
prefissare altvesi il primo dei vettori della permutazione v, , vy, . , ¥y, , per
es. richiedere che sia v, =uv,.

(**) In altre parole: che al verbo «detrarre =, usato poco sopra, s'atéri-
buisca significato algebrico.
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negativamente, a seconda del verso di rotazione con cui risul-

tano percorsi i loro rispettivi perimetri ().
In fig. 2 & dato |'esempio d un poligono P(I). e di due

D

]
x

Fig. 2

(*4 Il gruppe rappresentato consta di due o pia poligoni, quando risulti
« intrecoiato » it poligono di eui sopra, indicato anecli'esso col simbolo P,.

Ma il doppio significato attribuito a tale simbolo non e¢i sembra possa far

cadere in equivoco.
Si osservi infine che le convenziori a). b) ora formulate, sono piena-

mente conformi al n. 4.
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successivi peligoni P (II) e P,(III). Come si vede, P, risulta
intrecciato e percid, ad illustrare la convenzione b ora fatta,
in fig. 2¢ si sono trafteggiati i poligoni parziali da prendersi
positivamente nel primo membro della (2), si sono punteggiati
quelli da prendersi negativamente.

Nel passaggio da P, a P,, si detrae analogamente, da P,,
un certo parallelogramma p, e percido scriveremo, con signifi-
cato dei simboli del tutto analogo a quanto sopra,

-%

(3] P, +p, T-equivalente a P, .

In fig. 23 s’ convenuto che CD, DE sia la coppia di lati
consecutivi da scambiarsi, in [ig. 257 ¢’ @ indicato con doppio
tratteggio il triangolo MNP che, come componente di P, nel
primo membro della (3), dovra prendersi due volte in senso
positivo.

Cosl si continuera ordinatamente, passando da P, a P,
da P, a F,,.., fino a giungere a P* I parallelogrammi p,,
Pss Py. ... potranno sommarsi algebricamente (**) e daranno

certamente una somma negativa, perché l'area di P & ovvia-

mente maggiore di quella di P. Ponendo p, + p, + p, + .. =
= — p('%), si avrdk donque

P*—p T-equivalente a P.

6. Un poligono non semplice contenuto in P pud sempre
decomporsi in parti poligonali semplici mediante tagli rettili-
nei, nel modo noto, senza per altro portare alterazione alia
stella vettoriale di P. Non si compromette dunque la generalita
delle ipotesi, supponendo che P contenga soltanto poligoni
semplici. Se questi sono pit d' uno, basta farli traslare oppor-
tznamente, in modo da portarli a contatto esternamente in
un certo ordine, cosi che, per es., il primo poligono abbia
un vertice in comune col secondo, il secondo col terzo, ecc.

(1¥) Cfr. la nota (¥).
(*¢) In conformita col n. 4, si deve intendere il perimetro del paralle-
logramma p percerso positivamente.
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(fig. 3) (*"). Si sara oitenuto un certo poligono non pilt inter
namente connesso, e che non pofra neppure dirsi intrecciato (**),
ma sul quale non vi sarad alcuna
difficoltd a ripetere tutti i ragio- —
namenti del n. precedente.
Concludendo, le operazioni de-
scritte porteranno, in definitiva.
alla costruzione d'un wunico poli-
gono semplice e convesso P,
avente la stessa stella vettoriale
di P, e ad un parallelogramma
p,, tali che

P,—p, T-equivalente a P.

Questa relazione pud accettarsi poi come del tutto generale
e cioé valevole anche per i casi gia contemplati al n. 3 (per
i quali p, svanisce).

Analogamente, eseguendo sn P’ le operazioni descritte, si
perverrd ad un unico poligono semplice e convesso P, avente
la stessa stella vettoriale di P’, e ad un parallelogramma p,
tali che

P'—p, T-equivalente a P’

Poiché P & equivalente a F’, sara dunque

[
|

P,—p, equivalente a P — p,

e, scambiando fra loro p, e p, (cioé aggregando p, a P, e
P, a P, anche

P,+p,’ equivalente a P, +p,.

Ma la coppia P,, p,/’ pud ovviamente sommarsi (e in pin

(*7) Nell'esempio di fig. 3 sono rappresentati tre poligoni, dopo eseguite
le traslazioni accennate: il primo e il secondo hanno in eomune il vertice
M, il secondo e il terzo il vertice N.

(%) Se fosse intrececiato, 1 versi di percorrenza dei perimetri delle sin-
gole componenti connesse dovrebbero alternarsi, cosa che manifestamente
non &.
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modi) in un unico poligono P, T-equivalente a P, 4+ p,, tale
poligono P, essendo ancora semplice e convesso (Fig. 4) (')
Analogamente pud sommarsi la coppia
P/+p,. In virth di quanto dimostrato
al n. 3, si avrda dunque

P, +p,) T-equivalente a P+ p,,
percid anche

P,—p, T-equivalentea P'—p, .
e infine

P T-equivalente a F',

Con ecid il nostro teorema & com-
pletamente dimostrato.

Trruro ViorLa

(1%) In fig. 4, per es., la somma P, di p', e P, & stata eseguita prolun-
gando uno def lati di P, oltre uno 4 del suol verticl, e costruendo poi
un certo numero di parallelogrammi 4 BCH, HCDG, GDEF adiacenti a
F,, che nel loro complesso (zone tratteggiate) abbiano area uguale a quella
di p'y. L detta somma & stata dunque eseguita, sempre senza alterare
la stella wettoriale del gruppo.



