Sul teorema di I’Hospital

Vi & ancora, da parte di molti Maestri, una certa riluttanza
& introdurre nell’insegnamento elomenfare dell’ Analisi infi-
nitesimale il concetto di minimo e massimo limite, vitenendolo
difficilmente assimilabile da parte dei discenti, ed io che ne
ho fatto coraggiosamente |’ infroduzione (*) ne ho avuto eri-
tiche di tutti i temori. Se guardo perd ai risultati che ho
potuto acceriare nei non pochi miei anni d’insegnamento del
Caleolo devo riconoscere che ho fatto bene a rimaner sordo
& quelle critiche. H mi sono convinto che il diseente eapace
di impadronirsi dell’ordinario concetio di limite & egualmente
capace di impadronirsi di quello, pi% elementere, di minimo
e massimo limite. Iniziare il eorso di Analisi infinitesimale
con un teoremsa di questo genere:

La pit generale variabile ordinata ha sempre un ben deter-
minato minimo limite ed un ben determinato massimo limite,

non pud non conquistare a quel corso tutte quelle menti
che abbiano una qualsiasi attitndine agli studi infinitesimali.
B cid che ho sempre sperimentato.

Ma vi & poi la eireosfanza che il fare uso sistematicamente
del minimo e del massimo limite conferisee alle dimostrazioni
una grandissima semplicitd e consente I’ enungiazione di molti
teoremi fondamentali in una forma assolutamente generale,
di grande feconditd nelle applicazioni.

Nelle citate mie Lezioni ho fatto largo uso del minimo e
massimo limite, ma vado riconoscendo che avrei potnto e

(*) Cfe. le mie Lesrioni @i Analisi infinitesimale [Circolo matematico di
Oatania, Cntanin (R, Universitd), 1928], n° 5.
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dovato farne anche un uso pin largo, eon vantaggio della
semplicitd e della generalita.

Nelle righe che segnono mi permetto di rilevare, a con-
ferma di cio, la generalith dell’ennnciato e I’elegante sem-
plicitd della dimostrazione che — quando si faccia uso del
minimo e massimo limite — rieceve il teorema di I’ HosPITAL,
anche nel caso che le due funzioni del cui quoziente si cereca
il limite in un punto, siano in tal punto entrambe infinita-
mente grandi (Y).

Nuovo enunciato del teorema di 1'Hospital. - Nell’ insieme A,
dell’ asse x, ottenuto dall’ intervallo (v, 2") privandolo del punto X,
siano definite le due fungioni reali f(x) e g(x), derivabili in
ogni punto, riuscendo sempre g'(x)=0. Allora, se le due fun-
gioni sono in X, entrambe infinitésime oppure entrambe infini-
tamente grandi, si ha:

(1) lim’ (@) — 1im’ f(®) ~ lim” S®) - 1im” J(%)
@ — gf(a;)= @ =@y g (@) = @—= g(2) = ®—+0 g’(a:)’

potendo & limits essere finiti o infiniti,

Dimostrazione. - Poiché, comunque si definisca una fonzione
Flx) in A,, & sempre, per z—z,, lim" [ - F(z)] = — lim’ F(x),
possiamo limifarci a dimostrare, per esempio, ’ultima fra le
disnguaglianze (1), e cid occorre fare soltanto quando sia
lim”(f'/g’) < + oo. Oonsidereremo il caso (che con la tratta-
zione ordinaria riesce il meno semplice) in cui f e g sono
entrambe infinitamente grandi per z—,. Dobbiamo dunque
dimostrare che, comungue si scelga la quantitd 2, se

A>Nm" (f'/g'), rviesce X =lim” (f]g).
Sia I un intorno di z, su 4,, nel gonale riesca
J'1g <% f9=0,

e fissiamovi arbitraviamente dune punti z, e z,, il primo a
sinistra Jdi @, (se esistono punti in [ a sinistra di z,) ed il
secondo a destra (se esistono punti a destra di 2,); in virtd

() Alla completn trattnzions di questo caso si suole rinunziave in
lezione, per Ia sun delicatezza nella cousneta formn,
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del teorema di OAvcHY, si ha in /, seecondochd il punto z &
a sinistra o a destra di z,,

Flz) — fl=)

d@ —g@) =™

con i=1 nel primo caso e i =% nel secondo. Si ha ciod

J(@) 1 — flz;) /f (@)
g(z) 1 — g(z)/g()

< A

donde, passando al limite per 2z —z, segue senz’altro
lim"” (f/g)< 2.

Osservazione. - Dalle (1), per lim’ (f'/¢") = lim” (f"/g'), segue
il consueto teorema di I' HospIraL, potendo, indifferentemente
il rapporto f'/¢g° convergere o divergere, ed inoltre che;

Se il rapporto f/g delle funzioni non & nelle vicinange del
punto x, superiormente limitato (inferiormente limitato) tale @
pure il rapporto /g’ delle derivate.
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