Sulla trasformazione di Laplace

(Gonferanza tenuta al Seminario Matematico e Fisleo di Torino 1'11-4-35)

1. Sarebbe oggi fnori luogo, parlando di Geometria, soffer-
marsi longamente ad illustrare 1'importanza del conceito di
trasformazione geomelrice. Invero, si tratti di congruenze o di
omografie, di trasformaszioni birazionali ¢ di trasformazioni solo
confinue; ntti sono convinti dell’ utilitd, anzi della necessita
della loro considerazione, senza la qmale nmon sarebbe nem-
meno possibile una classificazione razionale dei vari fatti geo-
mefrici, e verrebbe meno una delle principali linee diretfive
dello sviluppo di questo ramo della Scienza nell’ ultimo mezzo
secolo. In nn campo molto pitt modesto: ogni studente di uno
dei nostri primi bienni che abbia per es. da visolvere un pro-
blemino in cni entri un’ellisse o un’iperbole, sa (0 dovrebbe
sapere) che, con un’opportuna omologia, pud ridurlo ad un
altro in cui, in luogo della conica, entra il pia familiare e
bonario cerchio, e pnd fentarne la risoluzione per (uesia via.

Considerazioni analoghe hanno invece stentato ad affermarsi
in Analisi: nello « gpazio delle funzioni », forse perchd, vo-
lendo anche qui continunare a servirsi del lingunaggio geome-
trico, il che offre indubbiamente dei grandi vanfaggi, si & co-
stretfi a ricorrere ad iperspazi ad infinite dimensioni (spazio
Hilbertinno e simili), che a molti — non escluso chi parla —
non sono estremamente simpatici. Comungue — libero ciascuno
di concepire, se gli piace, una funzione come un « punto » di
uno spazio astratto — sta il fatto che il concefto di frasfor
mazione funzionale, ciod dell’ operazione G che da una certa
funzione-oggetlo F(f) condnce ad una certa funzione-risultaio f(s):

[="0[I],
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© un concetto ehe non presenta in s difficoltdh molto maggiori
di quello dell’ordinario concefto di funzione, specie poi se non
si traseura di illustrarlo con aleuni semplici esempi quali i
seguentfi:

] b
f(s) = [ Kis, ) F(t)dl), fis)=[Als, &, F(t)}dt,

br ke
fls) =] [Ks, ¢, I\F)\F(")atdt’, ecc.,

“f &.”

dove K, A, ecc. sono funzioni fisse assegnate.

Una trasformazione siffaita muta un certo spazio funzio-
nale: quello delle funzioni F' cui & applicabile (primo spazio
0 spazio superiore) in un aliro spazio funzionale: guello delle
corrispondenti funzioni [ (secondo spazio e spazio inferiore) e,
conseguentemente, ogni relagione fra funzioni # in una rela-
zione fra le corrispondenti funzioni f e ogni problema sulle F
in un problema sulle /. Se la relazione fra le f & nuova o il
problema sulle f pit semplice di quello primitivo sulle F (o
viceversa), I' utilitd della frasformazione & di per se evidente.

2. Uosi come fra le trasformazioni geometriche le piu sem-
plici sono le lineari (proiettivitd, omografie, ecc.), anche fra le
trasformazioni funzionali le pit semplici sono le lineari, vale
a dire quelli godenti della proprietd fondamentale espressa
dalla formula

T[F, + Fy| = GF,| + T,

Queste trasformazioni & identificano sostanzialmente con
quelle cui si riferisce il primo degli esempi di pit sopra (),
e cioé con quelle definite da una formula del tipo

h
fls) = [ K (s, t)F(#)dt.

Fra esse sono state finora specialmente studiate, e hanno

(Y) F. Bimsz: Sur les opérations fonctionnelles linéaives. [C. R. Paris,
149 (1909) pag. 974]. V. anchs R, Caocroprori: Sopra i funzionali distri-
butivi. [« Boll. U. M. 1. ., 5 (1926), pagg. 128-130].
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ricevato nomi speciali, quelle relative ai segnenti valori di K,
aeb:

Nome della frasformazione Simbolo (s, 1) (] b

LAPLACE . Q p—sl 0 i

- FOURIER o ¢e—M | — o | ec

MBELLIN. « « « + « « + ANL and () oo

STIBLTIES . . . + + « . .| ) (s-1-£)y—1 0O =
|

Le trasformazioni di LApPrAcE e di STIELITES vengono spesso
considerate anche con pli integrali esfesi da — co a -} 0} egge
diconsi allora bilalere ¢ soglion denotarsi coi simboli &, ¢ 8,
rigpettivamente.

Fra queste quattro trasformazioni la pitt importante & quella
di LAPLACE, cni le altre tre posson del resto ricondursi, sns-
sistendo le ugnaglianze simboliche, di ovvia inferpretazione:

|HEW) beewr = { Sl F{O] himiw . DN[F ()] = [ Fle™Y)), S=E".

3. La trasformazione di LAPLACE:
(1) f(8) = [e~*tF()dt = S[F(#)]
0

muta una funzione integrabile F(f), analitica o no, definita
sull’ asse reale positivo e tale che 1'integrale improprio che
fignra nella (1) eonverga almeno per un valore s, di s, in una
funzione analitica f(s) olomorfa almeno in tufto un semipiano
h(s) > ¢, ciod nel semipiano a destra di una certa parallela
all’ agse immaginario.

La ragione fondamentale dell’importanza di gquesta trasfor-
mazione risiede nel sno comportamento nei riguardi della de-
revazione. Si hanno invero le due formule

f(8) =— [e—*"UF(f)at, [e~"F'(fjdt=s[e=**F(t)al — Ffo)
i 0 0

che, simbolicamente soritte, diventano:

@ L AFU =S F), AEH] = S0 — Flo
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e che, piu generalmente, nel caso di derivate d'un ordine 2
qualsiasi, assumono I’ aspetio:

- T QU] = S(— HFit),

Q[EM(f)] = s"S[F(1)] — | F(0)s"~* + E'(0)s" % ~4 ... 4 F Do) .

Pextanto alla derivazione in uno dei due spasi |£| ed | I
corrisponde nell’ altro, in sostanza, la wmolliplicazione per la
variabile indipendente, epperd & possibile semplicare in modo
essenziale problemi importantissimi col solo luro trasporto dal-
I'uno all’altro degli accennati due spazi funzionali. Ad esempio,
se il problema fosse quello dell'integrazione di un’equazione
differenziale lineare, ordinaria o alle derivate parziali, por-
tante su di una funzione incognita Y della variabile f ed even-
tnalmente anche di alire variabili @,, @,,..: operande sul-
I’ equazione (i cni coefficienti supporremo, per semplicitd, indi-
pendenti da #) con la trasformazione di LAPLACE, essa 8i mu-
terdi in un’altra equazione mnella frasformata y di Y, e cui
non figurerd pit alcuna derivazione rispello a f. Un’ equazione
differenziale ordinaria si muterd dunque in tal modo in una
equazione algebrica (in senso lato), un’equazione a derivate
parziali con dwe variabili indipendenti in un’equazione ditfe-
renziale ordinaria, ece,

Come si vede la trasformazione di LAPLACE presta gli stessi
servigi del mefodo simbolico di Heawviside — ftanto giusfamente
caro agli elettrotecnici — con dei vantapggi essenziali rispetio
a quello, e cio¢ principalmente:

a) Lia eliminazione di ogni speciale simbolisimo e sopra-
tutto della difficolth di imbattersi qmasi ad ogni passo In sim-
boli di eui non si conosce a priori il significato.

b) La possibilith di tener contfo [attraverso ai termini in
Fl(o), F'lo), ecc. del secondo membro della seconda delle (3)]

delle condizioni iniziali, cio® — mnel easo particolarmente
interessante dell'Blettrotecnica — dei cosidetti fenomeni fran-
sttorii.

¢) La possibilita di poter talvolta considerare anche equa-
zioni a coefficienti dipendenti da {.

d) La facilitd, di delimitave esattamente il campo di va-
lidith dei risultati ottenufi.
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Per tali rvagioni convengo perfettamente col Domrson (Y) nel
vitenere ormai superfluo il metodo simbolico di HEAVISIDE,
perche tutto quello che questo pud dare e altro ancora pud
anche oftenersi, per via altrettanto semplice e suggestiva ma
molto meglio fondata e convincente, per mezzo della ftrasfor-
mazione di LaArPrAom.

4. Uno dei pregi dei metodi d'infegrazione delle equazioni
differenziali fondati sull’impiego della trasformazione di LLA-
PLACE, sta nella poca loro artificiositd e nella relativa facilita
dell’applicazione. La sola grossa difficoltd in eui spesse volte
ci si imbatte nel loro uso, & che tali metodi solitamente non
forniscono direttamente Ja funzione F' che interessa, bensi la
sua trasformata di Laprace /. Bisogna dunque saper risalire
da f ad F, saper oioé inverfire la trasformazione di LAPLACR.

Al vignardo si ha un semplice ed espressivo teorema di wnicile
— spesso citato sotbo il nome di feorema di Lerch — che, sotto
la forma pitt generale di recente datagli da A. WiNnTyNER ('),
assicura che, se la trasformata di Laploce I(s) di una funzione
contenme K(t) si annulle nei punti s =v,,, (n =1, 2..) {ali da
(Verse

O<v, <v, <v,<.., limvy,=sc. 2 5—: oa,
#=] "N

W —= 0
allora ¢ certamente F(f) = (),
Quanfo perd all’esisienza della funzione F(l) ed alla sua

effetfiva determinazione data f(s), i risultati a disposizione sono
meno esaurienti, perchd la formula, affetta da immaginari,

- ioc
—_— 1 st
(4) () = H[ estf(s)ds,
=i

dove » & un numero reale entro certi limiti arbifrario, che
pud facilmenfe ricavarsi applicando formalmente alla (1) il
teorema di reciprocith di Foumimr, da luogo a delle diffi-

(") Die Anwendung von Hunktionaliransformationen in der Theorie der
Differentialgleichungen wnd die symbolische Mothode { Operaiorenkalkiil).
[ Jahresbov. der D. Math-Ver. », 48 (1034), pages. 235-251].

() « Mathem. Zeitschr. », 36 (1988), page. 638-640.
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coltd ('), e non & inoltre di nessmn ainto nel caso, frequente
nella pratica, in cui della funzione f s8i conoseono solo i valori
sull’ asse reale,

II problema dell’ inversione pud molte volte risolversi assai
facilmente ricorrendo semplicemente ad una tabella di trasfor-
mate di LAPLAoR di funzioni (a un « vocabelario », come dice
DornscH) contencnte una raccolta, quanto piti ricea & possi-
bile, di formule del tipo delle seguenti:

o o Pl +1) ; S
53[” — g; f[t j — T gttt 7’ (T = OJ! 53[8_ ] 8 kEr
Cleos bi] = e _i 735 ecc.

Se invece la funzione f(s) che inferessa non si trova nella
tabella che si ha a disposizione né si sa ricondurla a funzioni
della tabella, e non i pud o non si vuole servirsi della (4),
allora si potrd ricorrere ad un metodo da me recentemente
indicato che, sotfo condizioni assai poco restrittive, consente
di compiere 1 inversione, senza uscire dal campo reale, me-
diante degli sviluppi in serie di polinomi di Laguerre, nel caso
della trasformazione di LAPLACE ordinaria (%), e di polinomi

(‘) F. es. nel caso della funzione fyfs) = e la (4) fornisce

Lll
Pyl = —o 1.

2Vn

Cid nonostante non é perd L[ Fy(t)] = f.(s), nd poteva esserlo perchd una tra-
sformata di Laplace non pud fendere ad o per 8 — -+ co come avviensg
nel caso di f(s); viene invece

e
L O[F ()] = Vﬁf i,

1l paradosso si spiega osservando che la (4) non & propriamente la
formula inversa della (1), bensl la inversa della trasformazione di Taplace
bilatera. Ofr. Dowrscu: Fin allgemeines Pringip der asymptotisehen Enl-
wicklung. [« Journ. £ d. reine u. angew. Math. ». (Crelle) 167 (1931) page.
274-203|,

(*) Trasformazione di Laplace e polinomi di Laguerre: L. Tnversione
detla trasformazione. [« Rend. Lincei s, (6) 21 (1635) page. 232-280).
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di Hermite nel caso della bilatera (‘). Propriamente fale mefodo
& fondato, nel primo dei due casi accennati, sull’impiego dei

due sviluppi coniugati.

=0

. 1 — 1 A ax:

0 dei dme pinn generali:

f "3)_(s+h]m+lz ( i h)"’

n!la,

Fif) = e_w;m CETE L9, (2> —1),

(6)

dove 2 & un numero reale gqualsiasi ed L,({) e L‘“"H) denotano
rispeftivamente i polinomi di LAGURRRE classici e generalizzull,

definiti dalle formule

ft—-—m dll
7! r‘h’”(

T "n
Lo =2 S e, L=

frtee—t),

In particolare il metodo d’inversione imperniato sulle for-
mule (3) ® certo applicabile se la [unzione f{s) & regolare e
nullee all’ infinito. In tal caso perd (*) possono anche adope-
perarsi i dune sviluppi coningati assai pitt sempliei:

S S Aﬂ ”n
(7) E t)—sz

n=>0
Alouni notevoli complementi al mio metodo d’inversione
sono stati apportati da M. Picone (*) che, fra I'altro, ha fatto

vedere come il mefodo sia applicabile a tutte le funzioni f(s)
per cui la serie X,0°, riesee convergente.

(Y) Su la vappresentazione di una legge di probubiliit mediante espo-
nenziali di Gauss e la trasformpsgione di Laplace. [« Giorn. Ist. Italiano
Attuari », 6 (1935), pagg. 135-140].

(*) ., Trroom:: Ancora suil’ inversione della trasformazione di Laplace.
[« Bend. Lincei », (6) 21 (1931), pagg. 420-426].

@) Sulla trasformaie i Laplace. [+ BRend. Lincei », (8) 21 (1935) pagg.
306-318).
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h. L/ applicazione della trasformazione di LaAprLacr all’in-
tegrazione di equazioni differenziali ovdinarie o alle derivate
parziali costituisce eerto una delle pin importanti applicazioni
della trasformazione di cui discorriamo, non la sola impor-
tante perd. La trasformazione di LAPLACE entra invero, in
modo essenziale, in molti altri Capitoli dell’ Analisi; per es.
nello studio delle serie divergenti (il mefodo di sommazione di
BoruL & essenzialmenfe fondato sull’impiego dei due sviluppi
coniugati (7)) e nello studio — di recente sviluppatosi e sisfe-
matizzatosi — del comportamento asinfotico delle funzioni in
prossimitd di loro punti singolari. Anzi & sfato preprio I'im-
plego sisfematico del copecetto di trasformazione funzionale
(trasformazione di LAPLACE ed analoghe) che ha di recenfe
permesso al Dorrsor (?) di ricondurre ad nn principio nuoitario
e clagsificare logicamente buona parte dei metfodi finora im-
piegati per lo studio di tale comportamento asintotico.

In questo Capitolo dell’Analisi & incontrano principalmente
due tipi di risultati che — con nomenclatura ormai general-
mente adottata — diconsi rispottivamente feoremi abelioni e
leoremi tauberiani, 1 primi — di cui &, in certo modo, il pro-
totipo il classico teorema di ABEL sulle serie di potenze — sono
quelli che forniscono qualche indicazione sul comportamento
asintofico della funzione f(s), risultato di una trasformazione
funzionale G operante su di mna F(f), in base ad opportune
ipotesi sulla funzione F({); mentre i secondi — in generale
piu rviposti e pitt difficili ma anche pit importanti — forni-
scono invece indicazioni sml comportamento asintotico di que-
st’ ultima funzione in base ad opportune ipotesi sulla f(s), uni-
tamente — sgpesso — a qualche ipotesi sulla F(f).

Un semplice esempio di teoreman tauberiano puro, ciocd fon-
dato su ipotesi concernenti la sola funzione f(s), & offerto dalla
segnente proposizione immediatamente deducibile dalle consi-
derazioni che, nella prima delle mie due Nofe nltimamente
citate, hanno condotto agli sviluppi (6):

Se & possibile determinare un nwmero reale h ed un altro wo.
maggiore di — 1, in wmodo lale che la funzione

(8) £(8) = (s + By

(*} Ofr. loco cif. nel § 4.

FPeriodico di Matematinhe 16
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. . o 1 ; :
risulti olomorfa nel semipiano R{s) > 5 — L, punto all infinilo

compreso, ¢ si pone lim [ (8) = A allora esisle la funzione B(t).

f — 0

di cui £(8) ¢ la trasformate di Laplace e soddisfo all’ uguna-
glicmza asintolica

. A .
(9) H(t) e Pz 4 1) £z, (t — 0),
ctoe €
| Al
1. I—'-"’ - o Y : 1.
Hm 3 FO i1y i =1

6. Un altro vasfio campo di applicazione della trastorma-
zione di LAPLACE e congeneri & costifnito dalla deduzione da
note relazioni intercedenti fra funzioni di nno dei due spazi
| ed | F'|, di nuove relazioni fra le corrispondenti funzioni
dell” altro spazio. Per esempio BerysreEiy e Domrsom (') hanno
potuto per qunesin via, appoggiandosi sul fatto che le trasfor-
male di Larraow delle classiche funzioni theta ellittiche sono
funzioni elementari (trigonometriche), compiere il tour-de-force di
raceogliere nel 1922.24 ampie messe di nuove formnle in uno
dei campi pitt mietuti ed apparentemente esauriti dell’Analisi:
quello delle funzioni ellittiche. Io stesso appoggiandomi sulle
precedenti formule (D)«(6), ho potuto di recente, con analoghi
metodi, trovare qualche nuova formula sui polinomi di LaA-
GUERRE e le funzioni di BESS®BL (*), per es.-la segnente sulla
funzione J, di DESSEL:

(10} ol _ o7 0v7),

n=_( ﬂ’!

nonchd (*) la seguente curiosa formula sulla elementarissima
funzione esponenziale:

(1) 1 D L) = Daes @] Lnly) — L )] = €7,

n—3%1

(1) V. la nota bibliografica che frovasi alla line.

() B. Trioomr: Trasformazione di Laplace e polinomi di Laguerre.
I1. Alcune nuove formule swi polinomi di Laguerre. [« Rend. Linecei » (0)
21 (1835), page. 332-335].

(%) Nella Notn dei « Linesi s: Aneora sull’ inversione sce.
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dove e, ) denota il pid piccolo dei duwe numeri (reali e po-
Silive) X e y: in particolare per x = y viene:

(12) i+ i (L) — L, ()] = e®.

n—=1

Fra le altre, numerose nuove formule oftenute coi metodi
suaccennati, mi limifo a segnalare ulteriormente la seguente
proprietd sommatoria della funzione o, di BussgL, scoperta da
DorrscH (*):

(13) fJU[n+1J]m] = 42 2 C08 2y

y
s T X
ﬂ——-—m m._l — dn’*n

dove @ & un nwmero posifivo, non multiplo di 2%, e p denota
il magsimo intero contenuto in x/2=%

7. Anche nel caleolo delle probabilith la trasformazione di
LAPLACE presta eccellenti servigi. Invero la funzione caraife-
ristica che, da POINOAR® in poi, viene spesso tanto utilmente
sostituita alla considervazione della densilec di probabilita p(x)
o della funzione di distribuzione di una variabile casuale (),
non & alfro se non la trasformata bilatera di Laprace (PoIx-
cARf) o la trasformata di Fourier (P. Luwy) della funzione p(x).

La ragione principale dell’ afilitha di tale sostituzione risiede
nel fafto che, mentre la densita di probabilitd p(e) della som-
ma X di due variabili casnali X, ed X, non dipende in modo
del tutto semplice dalle densita di probabilitd p (x) e p,(x)
degli addendi, avendosi che

y e
(14) pl) = [, Ep.fo — E)dE;

invece la funzione caratteristica di X & semplicemente ngnale
al grodotio delle funzioni caratteristiche di X, ed X,.

(Y) Summatorische Eigenschaften der Besselschen Funkiionen wsmw. [« Com-
poritio Mathem, », 1 (1034), page. 856-97].

(*) V. p. es. lﬂ mia Conferenza su « Le variabili casuali », [« Periodico
di Matem. », (4) 12 (1932), pagg. 65-86 e « Conferenze di Pisica e Matem.
di Torino », 2 (1930-31), page. 113-185].
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Invero, pel teorema di Horn ('), la trasformata di LAPLACE
del prodotto di composizione (« Faltung » secondo DOETSCH)
F ()% F,(f) di due funzioni, cioé della funzione definifa dalla

formula:

-0
(16) F\(f) % F,() = [ F,(") Fy(f — t)dx
o dall’altra: _fm
(15') F\(f) % F,(ty = | F\(3)F,(t — 7)dr,
0]

secondoché si & nel campo della frasformazione di LAPLACE
bilatera od wunilatera [la (15') & ricondueibile alla (15) ponendo
F(t)y=F,(t) =0 per {<0], coincide col prodotto ordinario
delle trasformate di Laprace di F,(f) ed F,(f); st ha ciod, in
simboli,

(16) S[F \(f) % Fylt)] = £[F,(8)] - S[Fol)].

Un altro punto di contatfo fra il caleolo delle probabilita
e la trasformazione di LAPLAcE, & stato di recente da me (?)
trovato nel fatto eche, se ai cerca di rappresentare una gene-
rica densitdh di probabilith p(x) mediante una « somma » di
integrali gaussiani elagsici, cio® mediante una formula del tipo

1 ¥ o—x)®

(17) p(r) = f e ﬁi— da,

si & ricondofti al problema dell’ inversione della trasformazione
(bilatera) di LAPLACE.

8. Pur non avendo qumesta rapida corsa aftraverso il campo
della trasformazione di LAPLAOE nessuna pretesa di comple-
tezza, desidero tuftavia richiamare !’ attenzione sugli infimi
rapporti esisfenti fra la frasformazione di euni ¢i occupiamo e
le gerie di DIRICHLET, non sembrandomi che essgi siano stati
finora sfruttati quanto potevano esserlo.

(!) Cfr., anche per la generalizzazione di questo teorema: (. Domrsdm:
Der Faltungssatz in der Theorie der Laplace-Transformation. [« Annali
Senola Norm. Sup. Pisa », (2) 4 (1985), pagg. 71-84].

(?) Nella Nota del Giornale degli « Attunari » eit. nel § 4.
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Questi rapporti si fondano sull’elementarigsima osservazione
che, se si indiea con 74(/) la funzione discontinna definifa

dalle formule:

T,it)=0, (0=t<i); Th=1 (K<t

I

indipendentemente dal valore fissato per T;(a) (per es. 1/2), si ha

» 1
(18) LT = 2 g—e,
Conseguentemente, se si congidera una funzione a scala T{f)

definita da nna formula del tipo
(19) T{)=a, T5 (4, T (f)+a, T[4 D=2, <A, <X, <o),
il che 1mplica

Tt)=0, O=t<r); T{t)=@a,, (A<EI<A);
Py=a,Fa,, (A <<EA); .oooy

a preseindere da questioni di convergenza, si avra

(20) £[T(h)]= é(ﬂnfﬂ““% @M e L),

il che mostra come la trasformata di LapracE della funzione
T(#) sia, a meno di nn faftore 1/s, nna generica serie Dirichlel
¢ viceversa. Pertanto la classe delle funzioni sviluppahili in
serie di DiriceELEr & idenfifica sostanzialmente con quella
delle trasformate di LApracm delle funzioni a scala (').

Finalmente voglio segnalare, in quest’ ordine d’idee, il fatto
che la pit celebre delle serie di Diriomurr, la funzione T di
RiemANy, pnd anche risguardarsi come la trasformata bilatera
di LAPLACE di nna funzione elementare.

Infatti, la nota formula (?)

1 [

(L=2"088) = iy [ e 1 ¥
1

(') Cfr. HavBURARR: [Teber eine Riemannsche Formel aus der Theorie
der Divichletschen Reihen. [ « Mafhem. Zeitachr, =, 6 (1920), pagg. 1-10].

(*) V. per es. Jannke-Hupn: Funkiionenfoafeln (2. Bd. Leipzig, Teubner,
1933) pag. 319, oppnre HAMBURGER, loe. eit,
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pud seriversi

(21) o0 P —- T

1
(1 —2=9(s) = |e

et - 1

donde, tenendo conto della relazione intercedente fra le tra-
sformazioni di MELLIN e LAPLAOR, segue subito che:

§ 1 1
(22) ) =T =) ﬁ*“[ae—* -+ 1}'

NOTA BIBLIOGRAFICA

Olfre ai lavori eitati nel testo, v. per la letterafura antica sulla trasfor-
mazione di LAPLACE (sino al 1912 ca.), I'articolo di 8. PinonunLe, Kgua-
tions et opérations fonetionnelles (spee. il § 22) noll’ Encyclopddic des Scienees
Mathém, (¢d. frangaise) T. II° pag. 1 (1912) che, fra I’altro, accenna ai
numerosi confribufi del Pincnnrim stesso sull’ argomento. In epoea pin re-
cente, delln trasformazione di Lapracu si & sopratntto ocenpato G, DonTson
(in principio in collaborazione eon F. BerxsTimy) che in numerosi lavori
comparsi, dal 1922 in poi, specialmente nella Mathematische Zeitschrift o
nei Mathematische Annalen. ha mostrato il partito che dalla trasformazione
di LapLAcE poteva travsi in svariate questioni, e specialmonte in pro-
blemi relativi alla propagazione del ecalore ¢ dell eletiriciia. Sarebbe troppo
lungo clencare qui defti lavori che, del resto, sono qnagi totti ricovdati in
dun pubblicazioni monografico-riassuntive dello slesso A.: guella citatn
nel § 3 o 1'altra pitt antica: Ueberblick diber Gegensiond wnd Methode dey
Funktionalanalysis. [Tahresber, der . Math.-Vor. 36 (1927), pagg. 1-30].
Fra i lavori di Dogrscu mnon ivi rvicordali, sognalo quelli qui cifati nei
§8 6 e 7 o inoltre: Das Fulersche Prinzip. |« Annali Scuoln Norm. Bup.
Pisa» (2) 2 (1922), pp. 325-342], 11 Doxrscn prepara attuslmente un libro
snlla trasformazione di LarLaon,

Hecenfomente anche M. Prconm: [Intorno al Caleolo delle solwzioni di
aleuni problemi di Fisice, «+ Rendiconti Seminario Matem. Roma », 1033 ;
Formule visolutive e condizioni di compatibilitiv per alewid problemi di
propagacione, « Mem. R. Accad. 4’ Tialin, 5 (1934), page. T15:749] si & av-
valso con successo della trasformazione di LAvnAce in prohlemi di pro-
pagazione,

Segnalo finalmenfe la breve monogralin di M. CiBRARTO ! La irasfor-
tieasione di Laplace, [« Tiend. Ist. Lombardo » (2) 62 (1929) page. 387-353).

FrANOESCO TRICOMI

(Aggiunta sulle bozze. Giugno 1935). Posteriormente alla redaziono di
questa Conferenza ho avato vceasione di studiare aleune altre particolari
trasformazioni funzionali lineari che, fra 1’altro, si connettono jntimamen|e
con classiche suecessioni di polinomi ortogonali (polinomi di HmrMmrrm, di
LEGENDRE, ece.).

L principali risultati rasginnti sono raecolti in due Note intitolafe:
1) Sulle trasformazioni funzionali lineari commutabili con la derivasione
¢ 2) Trasformaezioni funzionali o polinomi ortogonali, in ispecie sfervici, in
corso di stampa rigpettivamente nei « Comumentarii Mailiom. Halvetici » o
nel « Bollettino dell’ Unione Mat. Ttuliana -

K, T,



