Sull’immaginario in geometria

Parre IT - Le cassinoidi e le curve di Darboux.

- 8. Cassinoidi. — Oi proponiamo di studiare le curve piane,
lnogo dei punti le eni distanze da un cerfo gruppo di poli
danno un prodotto costante. Queste curve ham ricevuto il
nome di cassinoidi, presentandosi come estensioni della curva
di Cassing, che risponde al caso di dne poli, Talvolta sono
anche dette lemniscate, generalizzando il nome della lemni-
seata di BerNvouiLuy, che & il lnogo dei punfi il eni prodotto
delle distanze da due poli A e B egunaglia il quadrato della
metd di AB.

Consideriamo dapprima la eurva di Oassini, luogo dei
punti le cui distanze da dune punti (generieci) 4 e B danno
un rapporto costante (non nullo). Questa curva K & del
4" ordine, come appare subito dall’equazione. Essa deve sod-
disfare a due condizioni:

1° La K non pud segare la retta all’infinito del piano
in un punto P fuori dei punti eiclici M e N, perchd la di-
stanza PA (e similmente 1la PB) diverrebbe infinita. Per lo
stesso motivo la K, passando p. es. per M, non pud avere
in M un ramo tangente alla retta all’infinito, sul quale P,
accostandosi ad M, diverrebbe infinita.

2 La K non pund neppure segare una retta isotropa
per 4 o B, p. es, AM, in un punto P a distanza finita,
perché la distanza P4 e quindi il prodotto P4A-PB si annul-
lerebbe. Quindi la K tocea coi suoi due rami per M le due
rette isotrope AM e BM, ad anzi queste debbono essere tan-
genti d’inflessione per i detti rami.
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In coneclusione: La curva di Cassini & una quartica che
passa doppiamente per i due punti oiclici del piano ed ha wn
Jflesso su ciascuno dei quatiro rami uscenti da M e N.

Queste proprictd caratterizzano la curva di Cassini, Se una
quartica K, soddisfacente ad esse, & reale, le tangenti prin-
eipali m, e m, in M, sono immaginarie coningate alle tan-
genti n, e n, in N, siech® i punti A=m n,, B=mn,, sono
reali: Ja K & lnogo di pupti il eni prodotto delle distanze
da 4 e B riesce costante.

Tufatti, se sopra la quartica K si fa muovere un punto P,
il prodotto delle distanze PA-PB non si annulla mai a di-
stanza finita, e nei punti all’infinito M e N — accostandosi
ad essi sopra | rami che vi passano — si eonserva pure finito
e diverso da zero: giaechd, per il ramo oseulatore a PM accade
che la distanza P4 diventi zero (del 1° ordine) mentre la di-
stanza PB diventa ionfinita dello stesso ordine.

Il resultato ottenuto riesce confermato da un caleolo - di
costanti,.che pure, a prima vista, conduce ad un paradosso.

Le quartiche piane dipendono da 14 costanti arbitrarie.
L'imposizione d’un punto doppio equivale a 3 condizioni
lineari e cosi le quartiche passanti doppiamente per M e N
dipendono da 14 — 6 =8 parametri. Ora, se una tangente
principale in M o in N deve essere tangente di flesso, si ha
una condizione lineare; in tuttto dunque 4 condizioni, che
sembran ridurre a 8§ —4=4 i parametri da cui dipendono le
curve di Oassini, Ma i due poli d’una tal eurva dipendono
da 4 parametri (le loro coordinate nel piano) e resta ancora.
Ia costante a cui si egnaglia il prodotto delle distanze. Dunque
le curve di OAsSINI contengono in effetto 5 e non 4 para-
metri! Oome si spiega il paradosso?

“La risposta & che le condizioni perchd le tangenti prinei-
cipali nei due punti doppi d’una quartica sieno tangenti di
flesso pei relativi rami, non sono condizioni indipendenti: se
une quartica passante per M e N, oscula tre vami lineari
uscenti da questi punti, essa oscula anche il rimanente ramo.

Per dimostrarlo si consideri il sistema lineare di tutte  le
quartiche K che passano doppiamente per M e N: questo
sistema ha la dimensione 8 e il grado 8, ciod due K si se-
gano (fuori di M, N) in un grappo di 8 punti comuni alle I
di nn fascio; si deduce che le quartiche I passanti per 7 punti
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del piano passano in generale per un 8° punto da esse deter-
minato. -
Fra i gruppi di punti intersezioni di due K, vi & quello for-
mato dalle intersezioni d’una K generica colla retta r=MN
contata 4 volte, che — deiratte le 8 intersezioni assorbite in
generale dai punti doppi M e N — contiene 8 punti, costi-
tuiti da 4 coppie di punti infinitamente vicini ad M e N,
" sui rami di K. Qid posto, si supponga che per una K irredu-
cibile, tre delle tangenti principali ai rami per M e N (per
es. nt, , m,, n,) osculino i relativi rami; allora la quartica for-
mata da tutte e quafttro le tangenti principali m, , m,, n, n,,
contiene 7 fra le intersezioni della nostra K colla retta »° o
quindi contiene anche 1’ 8° punto {’infersezione: quanto dire
che la tangenfte principale n, oseula anch’essa il corrispon-
dente ramo di A (per N).

Le cose dette per la guartica di OassiNi si estendouo fa-
cilmente alle eassinoidi d’ordine snperiore,

La cassinoide luogo dei punti del piano per cui & costante
il prodotto delle distange da n poli, é una curva d@’ ordine 2n
passante n volte per oiascuno dei punti ciclici M ¢ N, ¢ carut-
tevizoata dalla proprield di possedere su ciascuno dei 2n rami
per M o N un flesso &’ ordine n — L: ciod un contatto (n--1)
punto colla tangente.

9. Lo eurve di Darboux. — DARBOUX ha considerato una
famiglia di curve piane che, come vedremo costituises una
generalizzazione delle eassinoidi, e che si lasciano definire in
relazione a due serie di poli 4,, 4,,... ¢ B,, B,... come luoghi
di punti per oui il prodotto delle distanze &’ un punto dai poli
délla prima serie ha wun rapporto costante al prodotte delle
distanze dai poli della seconda serie:

PA,-PA,..=kPB,-PB, ... (k==0, 1, o),
Oonsideriamo in particolare il caso in cui si abbiano dune
coppie di poli A,,4,,e B,, B,:

PA,- PA,

PB,-PB, "

La formula stabilita nel § 4 mostra che per i punti P della
ourve riesce costante anche la somma algebrica degli angoli
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secondo cui si vedono le due voppie formaie dai punti associats
ad A,, B, ¢ A,, B,.

Questa proprietd si estende in generale alle curve di Dar-
bouz relative a due serie di n poli, che appariscon dungque
come luoghi di punti per cui riesce vostante la somme algebrioa:
degli angoli secondo cui si vedono n segmentt dati del piano (‘).

Darsoux ha scoperto questa bella proprietd, di euni go-
dono tutte le curve lnogo di punti per eui i prodotti delle
distanze da due serie di # e m poli hanno rapporto costante;
le quali, per m < u, vientrano pure come caso particolare nella
famiglia sopra considerata, siccome dimostreremo nel seguito.

10. La quartica dl Darbonx definita in relazione ai.punti
eiclici. — Per caratterizzare le curve di DARBOUX, dal punto
di vista delle relazioni proiettive coi punti eieliei, ¢i varremo
di considerazioni sintetiche, a cni si & condotti per naturale
estensione dallo studio del caso (n = 1) del cerchio (§ 6).
Riferiamoci al easo semplice delle eurve di DARBOUX con
.dune coppie di poli, che — come appare snbito dall’ equa-.
P, PA;
PB,. PB,
si mantenga sempre egnale alla costante k==1, esso non deve
mai diventare 1, nemmeno quando P va all’infinito sopra la
curva; segue da cio che la guartica non pud segare la retta
all’infinito in altri punti che nei punti ciclici M e N, ed
anche che in questi non pud avere un ramo tangente alla
retta all’ Infinito, poichd accostandosi P per es, ad M, sopra
il ramo, il rapporto fra i defti prodotti di distanze tenderebhe
ad 1. Pertanto la quartica di DArBOUX passa doppiamente
per M e N, .

Olire a cid essa deve soddisfare a condizioni ulteriori.
Poiché una retta isotropa come la A, M, sega la curva in un
punto P che ha da 4, uwva distanza PA, =0, onde non si
annulli il nostro rapporto di prodotti bisogna che si annulli
in pari tempo anche la distanza PB, o PB,, sia per es. PB,,
Allora PB, sard pure una retta isotropa: PB== PN,

Si riconosce in tal gnisa che le due coppie di punti (ge-
neralmente a distanza finita), P, P, e P,P,, in cui la gquartiea.

zione — sono del 4° ordine. Affinché il rapporto

(') Cfr, DarBoux, I. e.
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di DarBoUX, K, viene segata dalle rette isotrope; MA, e MA,,
sono anche dne coppie di punti appartenenti alle rette iso-
trope NB, e NB,.

Similmente le due coppie di rette isofrope NA,, NA, e
MB,, MB,, si segheranno in 4 punti @,0,Q,Q,, appartenenti
alla K.

Queste condizioni sono espresse dall’ annessa figura, ove tutti
i punti sono segnati come se fossero reali. Hsse valgono a cd-
ratterizeare la quartica di
Darhouz, K, potendosi di-
mostrare la costanza del
rapporto dei prodotti delle
distanze in relazione alle
coppiedi poli 4, 4,e B, B,.
Infaiti, facendo variare un
pianto P sulla cnvva, si
verifiea che il rapporto
£d, P4, non diventa mai
PB, - PB,
zero o infinito, né quando P va all’infinito in M o N, nel
qual enso PA,, PA,, PB,, PB, diventano infinite dello stesso
ordine, né quando P va sopra una retta isotropa pev 4,, 4,
o B, B,, ciod assume la posizione ¢’uno dei punti P, P, P, P,
0 @,0,9,9,, nel qual caso numeratore ¢ denowminatore del rap-
porto diventano infinitesimi dello stesso ordine. B perd quel
rapporfo rimane ecostante,

~ Ora sorge una domanda: che eosa importano le condizioni
sopra espresse per una quartica, K, soggetta ad avere due
panti doppi in M e N?

La risposta pud esser data molto semplicemente per chi
conosce gli elementi della geometria delle enrve ellittiche,
ossia i gemere 1 (1),

- La K, passante doppiamente per M ¢ N, & una curva di
gonere 1, snlla quale le vette per M e N segano due involu-
zioni g;. Quando si proieftano da N sulla stessa K le coppie
di punti di K alliveate con M, si frasforma la prima g, in

8 (_;) ‘ffr- p. es. ENviques-Caisivi : Lesioni sulla teoria geometriea..., vol. 111,
L 7I ‘
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un’altra g, che, se & distinta dalla data, non avrd coppie
comuni con essa. Dunque, se i due punti P, P, allineati con M
sono proiettati da N su K, in altri due punti, P, e P,, pure
allineati con M, vuol dive che la g, segata su K dalle rette
per M viene trasformafa in se stessa dall’involuzione analoga
segata dalle rette per N: in altre parole lé due involuzieni fim
sono permutabili.

Se sussiste questa relazione simmetriea di permutabilitd,
anche ogni coppia di puuti allineati eon M, dovrd esser pro-
iettata da N in una coppia di punti allineati eon M, e reci-
procamente due punti di K allineati con N saran proiettati
da M in dune dunti ancora allineati con N.

Uosi essendo, si pud costruire la figura sopra disegnata a
partire da un punto 4, seelto nel piano in maniera arbifravia.
Infatti, assanto 4 in on punto generico del piano, determi-
neremo i punti P, e P, sezioni di MA eolla K, e guindi i
punti P, ¢ P, loro proiezioni da N, i quali si troveranno
sopra una retta per M: a questa retta dovrd donque appar-
teners anche il punto A,. Ma ora seghiamo la K colla
retta N4, in Q,0Q,; proiettando @,Q, da M sulla K stessa, si
avranno due punti 9,Q, allineati eon N, e sulla ,0, dovrd
pure trovarsi anche il pinto A,, che eosi riesee determinato,

Infine auche i punti B, ¢ B, verranno deferminati come
intersezioni rispeftivamente delle rette P,N, @ M o P,N, @,M.

In conclusione potremo enunciare il teorema:

La quartica di Darboux & caratterizzata come curva del
4° ordine clhe passa doppiamente pei punti cielioi M, N del
piano, e sw oui le veite per M, N segano due involugioni per-
mutabili. Quesia quartica costituisce il luogo dei punti per oni
i prodotti delle distanze da due coppie @i poli stanno in un
rapporto costante, e oid relativamente ad wna sevie oo® di qua-
terne di poli: une gquaterne (come DARBOUX pure ha avver-
tito) resta determinata dalle seelta arbitraria, nel pieno, di
uno dei suof punti.

B facile valutare il numero dei paramefri da eni dipendono
queste eurve; anzi, effettuandosi il computo in due modi di-
versi, 38 ne trae una conferma dei risultati stabiliti.

L’ imposizione d'un punto doppio importa per una curva
3 condizioni, e la permutabilitdA di 2 inveluzioni gs SOpra
una curva elliftica d& lnogo ad una condizione, che significa
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Pequivalenza delle serie doppie (serie complete gi) (*); pereid
le quartiche di DarBOUX eontengono 14 — 6 — 1=7T parametri.
Allo stesso resnltato si arriva contando le 8 costanti da cui
dipendono le due coppie di poli 4,4, e B, B,, e la costante
PA,. PA,
PB - PB,’
purché si diminnisca il numeroe, 9, cosi ottenuto, di 2, in
vista della cireostanza che una quartiea di DarBoux & tale
rispetto ad so* quaterne di poli.

data dal rapporto del prodotto delle distanze

11. Casi partieolari. — La quartica di DARBOUX essendo
definita per rispetto ad una serie di poli, vi & lnogo a con-
siderare il caso particolare in eui uno di gnesti va all’infi-
nito e la eurva appare quindi come luogo di punti per cui
il prodotto delle distanze da due poli e la distanza da un
terzo polo stanno in un rapporto costante. Inoltre, partico-
larizzando la quarfica, s8i presenta anche il caso in eni essa
compaia come luogo dei pnnti le eni distanze da dne poli
danno un rapporto eostante, cioéd come una curva di CAssINT.

La quartiea K essendo affatto generale (con due punti
doppi in M e N e le relative ¢! permutabili) si pnd ottenere
nva particolare quaterna di poli, facendo eoincidere la retta
per N cui appartengono P, @ P, colla retta all’infinito NM: ¢id
accade se si seelga A, sopra una delle due tangenti prinei-
pali a K in M; allora A, M sard la tangente principale all’in-
finito, e cosl anche Q, e @,,le A, N e 4, N resnltando tangenti
prineipali ai rami di Kin N. La quartica, K, di Darbouz, appare
cost anche il Twogo dei punti P per cui il prodotto delle distanze
PA «PA, ha un vapporto ecostante alle distansa da un unico
polo, B.

(') Queata equivalenzn si pud esprimere, come & noto, in base al teo-
remn d' Aper, eguagliando le somme dei valori degl integrali ellittiei di

prima speeie
2I(P,) -+ 21 Pg) = 2I(P,) + 2I(P) (mod. w, w').

L'integrale I (coi periodi w, w'), relstivo ad nna quarticn flay) =0
passante doppinmente per i punti all'infinito M e ¥, vien dato da

dx
I-| %
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Per partieolarizzare ulteriormente la generazione della K,
mandando all’infinito anche B,, occorre che la K stessa sod-
disfi a condizioni particolari. Infatfi, bisogna ehe anche P,
e P, vadano all'infinito vicino ad M, e perd che le tangenti
ai duoe rami di K in M siano tangenti di flesso per questi
rami. Se ci0 accade, anche @, e @, come @, e ¢, andranno
all’infinito vieino ad N, ciog le tangenti principali di A in N
resulteranno tangenti di flesso pei rispettivi rami. Le K cosi
particolerizsata ¢ la curva di Cassini, luogo dei punti per cui
é costante il prodotio delle distanze dai poli A, ¢ A,. Ed invero
la proprietd carvatteristica che abbiamo indicato per questa
curva, implica -— come subito appare — che le due ¢, segate
dalle rette per M e N, siano permutabili: quando sussista per
nna quartica tale relazione, le quattro tangenti ai rami pei
punfi doppi M ed N resunlteranno tangenti di flesso pei ri-
gpeftivi rami, ove c¢id accada per due di esse; si ritrovano
cosl le tre condizioni perché una qnartica passante doppia-
mente per M e N, sia una curva di OASsINI.

Il resultato ottenuto ci permette di enunciare che: le
quartioa di Cassini pud ritenersi anche, in infiniti modi, come
luogo di punti i cui prodotii da due coppie di poli sono in un
rapporto costante; uno dei poli della quaterna pud scegliersi
ad arbitrio, nel piano, gopra una retta per M, diversa dalle
tangenfi principali.

12. Gurve di Darboux d’ordine n. — I resultati, ehe ab-
biamo svolto per le eurve di DarBOUX relative a due coppie
di peli, si estendono al caso di due serie di poli gualsiansi.
Cosi, il lnogo dei punti per eui i prodotti delle distanze da
due terne di poli A, 4,4, e B,B,B, sono in un rapporto
costante, sard una sestica, K,, passante friplamente per i
doe punti eiclici, M o ¥, e su cui le rette per M e N seghe-
ranno due g; permutabili. 8’intende con ¢id che tre punti
di X, allineati con M verranno proiettati da N, snlla K,
stessa, in sei punti costituiti da due terne ancora allineate
con M; e reciprocamente per tre punti allineati con N,
Questa relazione, come nel ecaso delle due g, sulla quartica
di genere 1, si esprime affermando I’equivalenza dei tripli
flelle due g;: ciod dicendo che codesti tripli sono contenuti
In una medesima serie completa ¢, sulla K, di geners 4.



Sull’ tmmaginerio in geometria 239

Infatti, i gruppi di 9 punti formati da terne allineate con
M e N costitniscon gruppi comuni alle serie complete (mon
speciali) ¢° tviple delle nostre ¢, le quali g; debbon quindi
coincidere (‘); ma se tali serie coineidono, le gi composte
delle terne delle due ¢} avran comune una g;, ¢ioé vi saranno
oo! gruppi &, composti di terne allineate con M e N; ogni
terna allineata eon M o N fard parte d’un tal &;; ossia le
due g} saranno permutabili, nel senso innanzi spiegato.

Anche qui la K, apparird come luogo dei punti per oni
i prodotti delle distanze da due terne di poli danno un rap-
porto costante, e c¢id rigpetito ad una serie di oo® sestine di
poli: dove & possibile secegliere un polo ad arbitrio ecec.

Il numero dei parametrl da ceui dipendono le curve di
Darpovux del 6° ordine pud deferminarsi facilmente in due
modi, il eui accordo vale anche come dimostrazione della
proprietd caratteristica di esse,

Le eurve del 6° ordine con due punti tripli ¥ e N con-

tengono % — 2.6 =15 oostanti arbitrarie; e la permutabilita

delle due g; segate dalle rette per M e N, che significa la
equivalenza di due gruppi di 9 punti composti da terne delle
due serie, porta 4 condizioni, essendo 4 il genere della curva;
queste condizioni, possono esprimersi col noto teorema d’ABBL,
eguagliando due somme (’integrali abeliani. Qosl rimangono
150 — 4 =11 parametri.

Allo sfesso numero si arriva contando le 2-6=12 costanti
da cui dipendono le due terne di poli, nonché la costante che
esprime il rapporto dei prodotti delle distanze; poiché una
stessa cmva di DARBOUX ammefte una serie o<® di poli.

(id che si & detto per il caso n =23 si estende ora al caso
di » qualunque e si ottengono, pure per n qualunque, i casi
particolari corrispondenti a quelli considerati per n = 2.

Ci limiteremo ad enunciarve i resultati che in tal guisa si
ottengono.

La curva di Darboux, luogo dei punti per ewi i prodotti
delle distanze da due serie di n poli ciasouna sono in rapporto
costante, é in generale une curve @ ordine 2n di genere

Pp=nw—2n — 1,

(*) Cfr. Exriques-CHIBINI, op. cil, § 17.
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passante n volte per & due punti eiolioi M e N, e caratterizzata
dalla proprieta che gli n-pli delle due g, segate dalle rette
per M e N appartengono alle siessa serie lineare goi—®. La
curva gode della sua proprietd rispetto ad oc® coppie di serie
di poli, potendosi soegliere ad arbitrio uno dei poli.

Le curve, luogo dei punti per cui i prodotti delle disianze
da due sorie di n ¢ m (m << v) poli, sono in un rapporto co-
stante, appartengono alla stessa famiglia delle curve angidette,
i poli delle prima serie irovandosi su rette che hanno un oon-
tatto d’ordine n — m coi rami della ourve in M ¢ N.

In particolare, per m=0, rientrano fra le curve di Darbous
le oassinoidi, lnogo dei punti per cni & costante il prodotto
delle distanze da = poli: tali poli si trovano sopra rette oscu-
latrici (con contatto d’ordine n) ai rami della curva,

Questi sviluppi e eonclusioni mostrano 1’uso e¢he pud farsi
in problemi elementari o quasi elementari, non solo dell’im-
maginario, bensl anche dei concetti e dei teoremi della geo-
mefria algebrica: i quali, per la loro generalitd ed importanza,
meritano di essere pilt divalgati fra gl insegnanti.
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