20 Un remoto precursove di Cawalleri

dal punto di vista del rigore, a grande distanza da quello
di Archimede; pnd tuttavia essere avvicinato ad esso se si
osserva che la cousiderazione dei poligoni regolari con nu-
mero crescente di lati corrisponde al ealeolo dell’integrale
doppio

2t P

_”Pdpdﬂ,

00

che differisce da quello citato prima per 1’ordine delle infe-
grazioni. Tatfavia non si pud negare che I’ esposizione imper-
fetta di Savasorda suggerisce chiaramente un metodo abba-
stanza generale, che pnd essere considerato come un remoto
progenitore di quelli del ealcolo integrale (*).

Torino, 15 novembre 1932.
EMinio ARTOM

— —

Sulle espressioni del volume del tetraedro
e su qualche problema di massimo

La determinazione del volume del tefraedro, comungue
posssa porsi nella forma negativa di nna ridnzione all’assurdo,
come avviene negli Blementi d'HBucripm, fa capo sempre ad
un procedimento di divisione infinito, Ohe questo non sia un
difetto dei metodi adoperati, ma tenga ad una infrinseca
necessitd, ha provato di recente il DraN (*), facendo vedere
che se dne poliedri debbono essere equivalenti come somme
o differenze di un naumero finito di parti congruenti, & neces-
sario che esista una relazione lineare omogenea a coefficienti

(') Per Vinterpretazione dei testi ebraiei sono ricorso al valido ainto
del comm. Bolafflo, rabbino mnaggiore di Torino e del dr. Artom, rabbino.
maggiore di Tripoli.

(*) Cfr. V" articolo di U. Amarpi: Sulla teoria dell’ equivalenca, nel-
Vopern: F. ENriQUES, Questioni viguardanti le matematiche elementari,
(Bologua, Zanichelli), vol. T, (1912), pp. 178-180, con la hibliografin com-
pleia della qnestione.
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interi fra le misure dei loro diedri (‘) (riferite al dietro refto):
anzi si hanno all’uopo altre relazioni lineari omogenee &
coefficienti Interi fra gli spigoli, siccome ha provato poste-
riormente il Nicconure: (*).

Il procedimento infinito che vale a determinare il volome
del tetraedo, o a dimosfrare le condizioni generali d’equiva-
lenza, pud assumere, del resto, diverse forme. Cosl il metodo
d’ Quorine offre i1 detto volume eome somma di una pro-
gressione geometrica, siccome ebbe ad osservare, per esempio,
il DugamEeL. Invece il procedimento d’ ArRCHIMBDE, — che
di solito si costituisce, nelle trattazioni elementari, colla con-
siderazione degli sealoidi -—— porge una vera integrazione, ove
figura come variabile d’integrazione Ja distanza della sezione
parallela alla base dal vertice. ¥ ad un procedimento ’in-
tegrazione (prendendo come variabile la distanza d'nna sezione
parallela ad una coppia di spigoli da uno di qmesti) conduce
pure il procedimento, usato recentemente dallo HALSTED, per
esprimere direttamente il volume del tetraedo in funzione
di due spigoli opposti e del loro momento, ritrovando eosi
Pegpressione dello SrEINuR.

In questo articolo noi esponiamo anzitutto qnesti proce-
dimenti diretti e le formule del volume del tetraedro cui essi
condncono (nn, 1-2) successivamente nei (nn. 3-11) ne deduciamo
varie espressioni del volnme del tetraedro eontraddistinte pro-
gressivamente con numeri romani. Notevoli sono la (ILI) e
(I1X ), del n.° 3 e 10 che esprimono il volume del tetraedro
in funzione del guadrato degli spigoli (TArRrAGLIA-EULBRO),
la (V) e 1a (VI) che esprimono il volume in funziove di fre
spigoll o di tre facee e del seno del loro angolo triedro

(*) Congideriamo per ezempio il tetraedro regolare e il eubo, & subite
visto che la misnra del driedro 6 del tetraedro regolare & incommensura-

bile con =, B infatti cos 0 =:—£ ¢ supposto 6 -=4'£--r: con  ed n interi primi

_ . 3 1 2
tra loro, n positive ai avrebbe cos mr = (—1)" = gh (;) 98; 4~ (I)g—n

riducendo a forma intera: (—1)* 8" =1 (mod. 8) che b assurda, gincchd per
essn @ necessario ehe m e n siano pari,

(*) O. NicooLerri: Sulla equivalensa di due poliedri. Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo [(1914), fascicolo 1°, pp. 47-75).
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(Buunro-StAavpt), la (XI) che lega il volume del tetraedro
col raggio della sfera circoscritta (LaGrawnegs, LBRGENDRE,
Crennn, Sraovo1), la (XII) che esprime il volume in fun-
zione delle coordinate dei verfici (LAeraNen). Nel n.® 12
e 13 sono esposti due problemi sul massimo del volume del
tetraedro di cui siano date le fuceie iu superficie o la somma
degli spigoli.

1. I’ ingegnoso metodo di Bueripm per il confronto di
due tetraedri di ugnale base e vguale altezza da il mezzo,
comeé si & detto, di caleolare il vo-
lnme v di una piramide OABC (fig. 1)
come somma di una serie geometrica.
lufatéi se D, E, F, &, H, I sono i
punti medi degli spigdli 04, OB, 0C,
BC, CA, AB TucLipe dimostra (*) che
la piramide 0ABC si scompone in due
piramidi ODEF, FHG(C, vognali tra
loro e simili alla data la oui somma 2,

Fig. 1, & 1minore di %v e di due prismi equi-

valenti DEFAIH, IBGHETF. Se f & la misura dell area
della faccia ABC ed & h 1 altezza del tetraedro relativa
ad f; la misara della base DEF del prisma DEFAIH

& ; 1, 1" altezza relanivag e percid il volume di questo

prisma & % Sl e dei due prismi i Jh. Effettnando 1 analoga

scomposizione [delle dne piramidi ODEF, FHGC e con-

tinnando il procedimento si ha che all’ n™¢ scomposizione la
somma dei prismi ottenuti & la somma della progressione
geometrica :

1 1 1 1 1 1
i M b Gl =3 1h — g

(') Proposizione 4% libro 12. (Cfr, ad es. gli Blementi di Enclids ai
E. Betti e F. Brioschi), Cfr, il Calcolo del Duhamel, vol. T, pag. 28,
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¢ per il volume v 8i ha:

1
”—‘3-ﬂ" 3><4nfh‘+‘°m

con oy, zﬂv e al limite:
(I) ¥== % Fh

Esponiame ora il procedimento di ArcHIMEDD (‘). Si con-
gideri una sezione del tetraedro parallela alla base ABC e sia

la sua distanza dal verfice 0; la superficie s(z) della sezione &
2

data dalla relazione : s(m)_—:'% e per il volume v si ha:

n® ¢
f_.

h i
f j —.'f— o 3 1=+22+nu. +(" — l)glz
o= a[’ o =2 jm*da:_-h_“lizih

=_]: lim (n ——1)(?11 —1)=% 7h,
oppure :
2 03 - 1)t 2
v_..?{ﬂlgnwml ek e
1 . (n+1)(2n+1)
'_-fifh ,.1.5..,, n* th"

a seconda che si moltiplica ognuno degli # intervalli uguali
in cui si scompone ! intervallo d’integrazione per il valore
della funzione integranda 2* preso 'nell’ estremo sinistro o
nell’ estremo destro di detti intervalll.

I prodotti

P42+ (n— 1) -0t

14204 ... (0 —1)°
’ n?

n®

Jh

Jh

rappresenfano i volumi degli sealoidi regolari inseritti e eir-
coscritti al tetraedro rispettivamente di (n — 1) ed n secalini

(') Cfr. E. G. Togriarri: Sul volume della sfera, questo [Periadico,
vol. IT, n. 4, pp. 810-311.
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ed il procedimento archimedeo viene ridotto elemenfarmente,
con il metodo di esaustione di BDubposso, alla considerazione
della coppia di classi contigue formata dagli scaloidi inserititi
e circoseritfi al tetraedro la quale conduce al confronto di
due tetraedri di ugnal base e uguale altezza e al confronto
di un tetraedro eon un prisma (‘).

2. Esponiamo ora il procedimenfo integrale che conduce
all’ espressione del wolume del teiraedro in funsione di due
spigoli opposti e del loro momento.
Sia 2, la minima distanza degli
spigoli opposti 04 —=a, BC=a,
del tetraedro OABC, e 0, ¥ an-
golo di questi spigoli, Consi-
deriamo una sezione PQRES
(ig. 2) del tetraedro ottenuta
con un piano parallelo alla
coppia di spigoli opposti «, e,
Pig. 2. e sia  Ja sua distanza da a,.

PQRS & wun parallelogrammo
ax a5, — 2)
aal 56 ?
talche la superficie s(z)di PQRS & espressa dalla relazione:

i cui lati hanno per misura rispettivamente

() =145 000, — 2),

e per il volume v del tetraedro si avrd:

2 |
aa, sen b aa, senf, 3, B3.°
v =T (o, — o) d = TR e ()
0

=1 a8, sen
= g aa, 8, sen 0,

ciod:

(IT) v=%aa, 5,800, (.

() Cfr. ad es.. ENRIQUES @ AMALDI: Hiementi di geometria, pennltima
edizione. '

(*) Ann. Gergonne 18, p. 250, StmiNer, G. di Crelle 23, p. 279.
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§i chiami (con Cayley) il prodotto &,senf, momento
delle due rette 0A, BC e la (II) ¢i dice che il volume di an
tetraedro & uguale ad é del prodotto di due spigoli opposti
per il loro momento.

e T .

Si osservi che per a=a,=2Vnr; 3, =2r; §,=; si ha
il confronto dell’ Harstup che identifica la cubatura di una
sfera con quella di un tetraedro (Y).

Possiamo dedurre la (II) dalla (I) partendo dalla seguente
considerazione geometrica di MoNen (*). Un tetraedro OABC ¢
la terza parte del parallelepipedo ciroosoritto ABOC OCA'B (le
facce opposte del parallelepipedo passano per gli spigoli op-
posti del tetraedro). Infatti ogui faccia del tetraedro stacea dal
parallelepipedo una piramide che & un sesto del parallelepi-
pedo avendo essa per base metd della base del parallelepipedo
e la stessa altezza. Ora il parallelogrammo 4'CO’'B ha le dia-
gonali rigpettivamente ugnali ad @ e @, ed & b, il loro angolo,

la superficie di 4’CO'B & percid ,})aa, sen b, il volume del pa-

rallelepipedo %.:m‘l 3,8en 8, e il volume del tetraedro OABC

& dato quindi dalla (IT).
Possiamo trasformare la (II) osservando che la sezione
media del tetraedro equidistante dagli spigoli @ ed a, ha la

sna soperficie s, = % aa sent, e la (IT) pud seriversi:

(IL) e = g 8:5,.

8. Ai brevi cenni premessi per stabilire le formule (T) e (IT)
facciamo ora seguire le espressioni del volume v del tetraedro
in funzione di alenni suoi elementi, spigoli, angoli piani, angoli
driedri, facce, ecc.

(") G. B. Havsten : The elements of geometry. London, 1886, p. 250.

Cfe, FrdrourvLia: Sulla teoria dell equivalensa secondo G. B. HALSTED,
questo Periodico, vol, I, fase, 2 (1921), pp. 101-108.

E. G. Tosrrarrs: Sul voluwme della sfera. Periodico, vol, II, fase. 4 (1922),
p. 321

(Y Moxae: Oorresp. sur I' Heole polytave, 1, p. 441.
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11 metodo per caleolare il volume v in funzione degli spigoli
del tetraedro ® dovuto a N1ocoLd TArraGLIA (*); noi lo segui-
remo per stabilire la formula di BULERO (7).
Indichiamo con @, b, ¢ le misure degli spi-
goli 0OA, OB, 00, con a,, b, ¢, 1a misura
degli spigoli opposti BC, C4, AB e siano
D, E le proiezioni ortogonali di O ed A
sullo spigolo BO, F la proiezione ortogo-
nale di O snlla parallela per A alla BC
(ig. 3). Il piano ODF @& normale alla
retta BC, segue che AFDE & un paralle-
logramma e inolfre il piede & della nor-
male condotia da O al piano ABC appar-
tiene a DF, Si ha allora:

Tig. 8.

b=+;3—-o'_’ BE—g =0 b
CTI

3
2a, )

(1) BD=z=

0D=VF—¢', DF=EA=Ve—¢";
OF = VOA.! e A.F‘: Vag--- (2 — y)’,

e percid per il triangolo ODF si ha:
0D+ DF* — OF’)‘_

(2) 0&=0D"— D@ =% _xs__(

2DF
— gt — (0® 4 0,® — a* — 2zy)*
4(e," — ")
Tenuto conto delle (2) si ha per il volume » della piramide:
1 1
o = g(ABO)z 0G* = E ai" DF* 0G* =
2 | A — 2% (e 2 — ) — (b° S % Doeai)?
=20 (0 — ) ( Nl —y) — (b* + o' —a® —2ay)

4(0!.2_ yS) ’

(!) N1oocoLd TARTAGLIA: General trattato di numerd ¢ di misure. (Ve-
nezia, 1660), parte 3% libro 2%, pag. 35, n. 10. Tartaglia considera il caio
che gli spigoli di una faccin abbiano per misura i numeri 13, 14, 15 &
gli opposti 20, 18, 16.

(*) Nov. Comm. Petrop. 4, pag. 158. Cfr. anche n, 10.

(f') Ai numeri «# @ y attribuiremo il segno -+~ o0 — con la solita con-
venzione,
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ed infine per le (1) si ha la formula di HULERO:

(IIT) (12v)*=a*a2(d*-+b 7+ - ¢ —a*—a’)+
+ 0% e ¢ +-at+a, — ' —D0) +
Fete et A-a .+ b7 —e—o00)—
— (alz bis 012 -+ a_le B 4~ blfa a4+ 01-2 meba)l

4, Determiniamo 1’ egpressione del volume di un tetraedro
in funzione degli spigoli per un wertice e del seno dell’ angolo
triedro da essi formato.

Indichiamo con I, m, » le misure degli angoli BOC, 004,
AOB; eon 1, p, v le misure dei diedri opposti di spigolo 04,
0B, 0C; con A, 4, v, i diedri di spigolo BC, CA, AB; con
Fus for Fas Ji 1o misure delle quattro facee BOC, 004, 40B,
ABC e ove occorra le facce stesse, & con h,, h,, h,, k, le

altezze relative a queste facce. La formula v:%_ﬂh, tennto
conto che &:

¥, = %bc senl; h,—asen(a,f),
si trasforma mnell’ altra formula di EvLero (*):

Iv) ¥ = % abe sen 1 sen (4, 1)),

e analogamente :

AV w =(1; abo sen m sen (b,'f) :fln‘

Dalle (IV) e (LV)* segue:

abe sen n sen (¢, 1)

sen Lsen (@, f,) = sen m sen (b; f,) = sen n sen (¢, 1),

ovvero in ogni triedro il prodotto del seno di unae faccia per
il seno dell’ angolo che lo spigolo opposto forma con la faccia
stessa & costante. Questo prodotto & stato da Sraupr (*) chia-
mato seno dell’ angolo solido formato dai 3 spigeli @, b, ¢ e

_—

() EvLero: Nov. Comm. Petr. 4, pag. 158,
() Staupt: G, di Crelle 24, pag. 252,
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lo indicheremo con sen (a, b, ¢), di guisa che la (IV) diventa:

(V) 0= .é abe sen (a, b, ¢),
ciod il volume di un tetraedro & uguale al prodotto di 3 spigoli
wscenti da un vertice per il seno del loro angolo iriedro.

Determiniamo 1’ angolo il eui seno coincide eon il seno
dell’ angolo triedro O(ABC). Bugli spigoli 04, 0B, 0C si
scelgano tre punti 4, B, C arbitrari e col tetraedro OABO
si eonsideri il tetraedro equisolido O'A'B'C' con i tre spigoli
O'A’, OB, O'C’ uguali rispettivamente ad 04, OB, OC o ¢con
i diedri di spigolo O'A’, O'B’ vetti. Il triedro O(A'B'C') & uni-
vocamente determinato dalle condizioni imposte (spostando
infatti i punti A, B, C sugli spigeli 04, OB, 00 i punti 4’
B, C' per la (V) descrivono punieggiate congruenti sugli
spigoli 04, OB, 0C di O'(A'B (") ed il seno dell’angolo
triedro O(4BC) & nguale al seno dell’ angolodiedro di O(4'BC")
di spigolo 0'C. La definizione data & anche opportuna: con
essa si estende al volume del tetraedro Ja regola per il cal-
colo dell’area di un ftriangolo in funzione di dune lati e del-
I’angolo compreso.

B facile determinare le espressioni dell’ angolo triedro in
funzione degli angoli 7, m, n o degli angoli 2, p, v. Infatti per
le note formule di triedrometria é: sen (@, f,) =senmsenv e
pereid:

v v
5 CO8 -

sen (a, b, ¢) —sen I sen msen v =2 sen I sem m sen 3 B

od anche per le formule di Briaa :

(3) sen (a, b, ) = 2Vsen s sen(s — ) sen (s — m) sen (s — n) ('),
con I +m -+ n=2s
Supposti noti i diedri 2, 1, v dalla relazione:

l l m m
sen (a, b, ¢) = 4 sen 5C085 8en 5 €08 58en v,

R —

(*) Per altro sengza ricorrere alle formule di friedrometria la (8) pud
ricavarsi direttamente dalla (fIl) tenute conto della (V) e delle relazioni
Gy = b 4 o — 2be cos I, .., Cfr. anche il n.° 9 di questa nota.
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sempre per le formule di Brige, si ha:

4 sen £ sen (A — &) sen (p — e) 8en (v — <)

& .
(3) sen (a, b, 0) = gen ) sen psen v

eon A4+p4-v=2z4m,

Osserviamo infine ehe dalle (IV) e (IV)* segue che fra
sutti i tetraedri di cui siano dati 3 spigoli uscenti da uno
stesso wertice ha volume massimo quello in cui questi 3 spigoli
formano un triedro trirvettangolo.

5. Volume del tetraedro in funzione di 3 facce e del loro
triedro (o del triedro polare).

Prima di stabilive la definizione di triedro polare di un
triedro diamo la definizione di terna destrogire e sinisirogira.
Tre raggi @, b, ¢ aventi in comune I’ origine e non compla-
nari formano nell’ ordine secritto una terna destrogira o sini-
strogira secondo che disponendo I’indice ed il medio della
mano sinistra nelle rispettive direzioni e versi dei raggia e d
il pollice abbia la direzione ed il verso di ¢ od il verso ¢on-
trario. Diremo ancora due ferne entrambe destrogire o en-
trambe sinistrogire di ugual verso, due tern¢ una destrogira
e una sinistrogira di verso contrario. Oid premesso dato il
tetraedro OABC si eonducano i raggi »,, ,, r, di origine O
rispettivamente normali alle facce BOC, COA, AOB e tali
che ciasenna delle coppie (b, ¢, a), (b, o, r); (¢, @, D), (¢, @, 75);
(a, b, ¢), (@, b, ;) risniti formata di due terne di assi di ugual
verso. Il triedro v, v, r, chiamasi polare o supplementare di
(a, b, ¢) © per la nota relazione tra le facce e i diedri di due
triedri polari &:

sem (7, 7y, 75)="nen (r,, r,) sen (v, , r,) sen (r,)=-senAgen v gen m,
ma sen (a, b, ¢)=senlsen msenv, & quindi:

sen (r,, 7,, 7,) __ &enA
sen (@, b, ¢) ~ senl’

e analogamente :

@) sen (7, r,,7y) __Sen}i  senp  seny
sen (a, b, ¢) sen I~ senm ~ senn’
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Le (4) forniscono il significato geometrico del teorema dei
séni in triedromefria e permettono di ealcolare il seno del

triedro polare.
Sui raggi »,, r,, ¥, prendiamo ora tre segmenti OA,,

08,, 0C, la cui misura sia rispettivamente f., f,, |
tetraedro 0A,B,C, lo diremo per analogia teiraedro polare
del tefraedro dato; indieandone con o, il volume sard:

(5) 6”{ =.f1fzfa sen (rl s Vs 7'3).

B facile stabilive una relazione tra v ¢ v,. Hssendo:
1 1
p o =§ba senl; f,= aa senm; f,= ab sen n
la (5) diventa fenendo confo anche delle (4):

| A
6v, = a*h%¢® sen [ seD m sen n 8en (r,, 1,,1,) =

8
=F13 a®h*" sen I sen m sen n :2 ;;-sen (ay b, ¢) =
—; a*b*o® sen® (a, b, ¢) _._%(—i v*
e pereid :
(6) = g v,
ed infine per la (D):
(V1) vt =21 fudson (0, 7y ),

dove r,, r,, 1, rappresentano, come si & detto, gli spigoli
del triedro polare di (a, b, o).

6. OssprvaAzIONE, — Dal vertice O tirlamo il vaggio r,
normale alla faecia ABC in modo che le due terne b,, ¢,, @,
b’y 0/, v,y ove b e ¢ indicano i raggi condotti da O paral-
leli & eoncordi ai raggl b, e ¢,, risulfino concordi, e su », si
prenda il segmento 00, la eui misnra sia f,. Geometricamente
si vede che tre qualunque dei vettori A, — 0, B,— 0, 0,— 0,
0, — O individnano il triedro polare di umo dei friedri del

telraedro OABC, e dalla relazione (6) v, o

49‘ segue che i
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volnmi dei tetraedri individuati da tre qualunque di essi
sono uguali. Facilmente si prova che la risultante dei 4 vet~
tori A,— 0, B,—0, C,— 0, 0,— 0 i eni moduli sono rispet-
tivamente f,, fu, fiy f. @ nulla, Proiettando infatti le facce
Ty Jos 1y del tetraedro OABC sulla faceia f, & noto che:

(7) £o008 (Fi1) -+ 1y eos (Fo ) 4+, eos (Fo ) = F.
od anche:

(T —f,co8(f.],) —f. 008 (Fol ) —Jac08 ([ )+ S =0.

Ora — f, cos (F.f), — %, cos (£,7), — F, cos (o F.), £, sono
le proiezioni dei vettori 4, — 0, B, — 0, C,— 0, O,— O sul
vettore O, — 0 e la (7)* ¢i dice che 1a somma di queste proiezioni
¢ nulla; si ripeta il ragionamento proieftando successivamente
su due vetitori scelti fra i tre 4, — 0, B, — 0, 0, — 0 e ne verrd
guanto si & avaniti affermato, Sotto altra forma possiamo
dire che se da nn punto P parte un vettore @ —P=4, — 0,
da @ il vettore @ — R=2RB, — 0, da R il vettore § — R=0,—0,
sardh 8§ — P=10, — 0, cosi al tetraedro O4BC abbiamo colle-
gato un quadrangolo gobbo PQRS con i lati rispettivamente
perpendicolari alle faccie del tetraedro e con la misura di
ogui singolo lato uguale alla misura delle facee stesse (*).

7. Daremo in questo numero le espressioni del volume
del tefraedro in fanzione di aleuni snoi elementi.

Volume del ietracdro in funzione di due facce, del lore
spigolo comune e del diedro eompreso. Dalla formula (V)

1
v= 6 abe gen 1 sen meen y

1
essendo ﬁboaenlzfl, %aoaenm::f, si ha:

(VII) i g-ﬁfef___ﬂ?. 3

(') Per ana trasformasione generale di un poliedro in un poligono
gobbo con i lati perpendicolari alle facce del poliedro efr. Barrzin: Hle-
menti di matematiea. Trigonometria, pag. 102, n, 5.

(*) Ann. Gergonme 8, pag. 828.
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Volume in funzione di quatiro facce, di due diedri opposti
¢ degli spigoli di questi diedrd, Per la (VII) possiamo serivere:

(VII#¥) g =2hrfcSeny,
3 e,

e moltiplicando la (VII) e (VII)* si ha:

(VIIL) ‘,s_.:%f:fsfsﬁt sen v sen LYy *)

ce,

Volume in funzione dei ire spigoli di une faccia, della
superficie della faccia e dei tre diedri adiacenti alla faocia
stessa. B per la (VII):

—

Jufisend,  fyfisenp, f f,seny,
@, b, _ g9, ’

ed anche tenuto conto della (7):
fieosd, __ fyoosp,  fyeosy, _ fcosdk +f,cosp,+fyco8y,
a,ctgh, ~ botgp, ccotgyv, a,ctgh b etgp, +c,ctgy,

_ T
" a,otgA b otgp +coelgy,’

da cui:

¢, J,
a, otg A, -+ b, etg p,+¢, ctgy,’

Jfaseny, =
e la (VIL)* diventa:

2 b A

U2 v =gai ctg A, -+ b, otg p, -+ ¢, otg Yy .

Volume in fungione di due facce, del loro spigolo comune
¢ della sezione media del tetraedro parallels a quesio spigolo.
8i consideri il prisma triangolare ABC 0B'(" di base ABC

—_—— —

(') BRETSOENKIDER : Geomelrie, png. 677.
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e di cui 40 sia uno spigolo (fig. 4); segandolo con un piano
normale allo spigolo OA le tre facce del prisma:

BCC'B' = aa'sen b,; COCOA=2f,; ABBO=2f,,

Fig. 4.

stanno tra loro come i lati del triangolo sezione; negli stessi
rapporti stanno fra loro le tre facce:

PQRS=s,, QRTA=_f,, PSTA=1f,,

del prisma APQ TSR simile al dato, in cui P, ¢, 7, S, R
indicano i punti medi degli spigoli AB, AC, 04, OB, 00C;
ed essendo il diedro di spigolo 04 =2 sard in conseguenza
del teorema di CArNOT:

3 2 1
2" =(%fz) +(%fs) —ﬁfsfs Cos A!
od anche
(8) 2f, [y cos A= f,* 4 f,* — 4s,%

Ma per la (VII)
Jva =2f, f,sen 1,

e quadrando tenendo conto della (8) segue:

(Bva)*=4f," f — (f* + f) — 43,")".

Periodioo di Mgtematiche a
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11 secondo membro rappresenta sediei volie il quadrato
dell’ area T del iriangolo i owi lati sono

. ‘f! ’ fl ’ 23“’
sard quindi:
(X) va=4T, (Y

ciod il triplo del volume del tetracdro per uno spigolo & uguale
al quadruplo dell area del triangolo @i owi 2 lati hanno per
misura lo aree delle 2 facce che hanno a eomune questo spigolo
¢ il terzo lato ha per misura P area della sezione media del
tetraedro parallela a questo spigolo (e al suo opposto)

8. Relazione tra il volume del tetraedro ¢ il raggio della
sfera circoseritia.
I?argomento & stato studiato da LaGraNnes (*), LEGENDRE,
ORBLLE, STAUDT ; noi espor-
remo ) elegantissima dimo-
strazione di Sravpr. Sia «
un piano parallelo al piano
tangente alla sfera ecirco-
seritta al tetraedro OABC
nel punto 0 e distante da
esso di un segmento h(fig. b).
Indicando econ p il raggio
della sfera o con S e § i
panti in cui il diametro
della. sfera uscente da 0
taglia ulteriormente la sfora
\ ed il piano « &

¥ig. 5. 08=2; 08 =h.

Ohiamando inoltre con A', B, ¢/ i punti in eni le rvette
04, 0B, 0C incontrano il piano «, confrontando le coppie di

(*) J. H. T. MiirLer : Trig. Appendice, pag. 291.

(*) Laaraxce: Sur les pyramides 21. Mém. de Berlin, 1773; Lueesprs:
Gédometrie. Note V; Ceenim: Math. aufeiize, pag. 117; Sravpr: 6. di
Crelle 57, pag. 88
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triangoli reftangoli OAS, 08'A"; OBS, 08'B'; OCK, 08'C' si ha:
) Yh=04-04'=0B-0B =00C. 00"

Chiamando eon o/, V', ¢’ i lati BC', CA’, A'B del trian-
golo A'B'C" ed osservando ad esempio che il quadrangolo
BQ B'(' & inserittibile si ha:

a,=00:b

da eni tenuto anche conto della (9):

o —% 00'_‘.3nlph__aa 2ah
b T be T " Ttabe’
oppure ponendo
Zh_
abe

@ =aak; V=0bbk; ¢ =ceFk,

di gnisa che indicando eon o  area del triangolo i cui lati
sono aa,, bb,, cc, &:

A'B'C = ok?®.

Indicando con o il volume del tetraedro 0A'B'(Y a eausa
della (IV) &:

v __OA-0B-0C _(04-0B-0C) _a*b*c* 1
¢ OA'-OF.00 (20h )? T (220 20mk*?

e da qouesta essendo v'= %ak’h si ha:

1 e 9
v_m!crk h_ﬁp
o percid
(XTI) bev = o,

ossia il sestuplo del prodotto del vaggio della sfera circoscriita
al tetraedro per il volume di questo d uguale all’ avea del trian-
golo & oui lati sono aa,, bb,, co,.

Omettiamo per brevitd le formule che legano il volnme
ai raggi della sfera inserifta e delle sfere exinscritte che
sono analoge a quelle dei triangoli,
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9. La determinazione del volume del tetraedro in fun-
zione delle coordinate dei vertioci & nella memoria di LAGRANGRE
« Solutions analytigqne de quelques problémes sur les pyra-
mides triangnlaires » (‘). LAGRANGE premefite aleune identitd
che nel moderno lingunaggio algebrico rappresentano i noti
teoremi sul prodofto di due determinanti, sui determinanti
reciproci, sul quadrato di una matrice e al n.° 15 della
memoria eitata esprime il volume del tetraedro OABC sup-
ponendo in O ) origine degli assi coordinati. Per stabilire 1a
formula cereata procederemo nel seguente modo. Sia z, y, &
una terna di assi coordinati ortogonali destrogira e si abbia:
O=@,41y2); A=y Vs, %); B=(2;,%;,2); O=(2,,9,,5)

Oonsideriamo il determinante del 4. ordine:

z, Yo 2
Y 2,
Zy Yy 2y
T, Y, 2,
il eni annullarsi esprime come & noto che i punti 0, 4, B, ¢

appartengono ad unno stesso piano (*). Sottraendo dagli ele-
menti della 2°, 3%, 4* riga quelli della prima, avremo:

(10) =

[ L
=
L]

Ty — &y Yo —Y,3 5—2
(11) D=| o,—=x; Yo— Y5y 8,— 3,
2y— Xy Yo— Y5 £,—3

Alla terna di assi @, y, ¢ sostituiamo una terna ortogo-

(") Oenvres di Lacranes, tom. III, pagg. 661-602.

(*) L7 espressione dell’area di nn trinngolo piano in fanziove delle
coordinate dei suoi vertiei snggerisee lo stndio del determinante I relativo
a 4 punti nello spazio.

Seguiremo per la dimostrazione quella conteruta nelle ¢ Lezioni di
geometria analitica » del prof. Luter Braxcmi, Ed. 1913, pag. 177 e reg.

Altre opere consultate per la redazione dei numeri 9 o 10 di questa
nota 8ONO :

Bavrzer: Théorie et applications des délerminants.

L. KroNpeer: Vorlesungen iiber die theorie der determinanten. 1B
pag. 222 e seg.
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nale, anch’essa destrogira, di origine O, tale ¢he 1’asse delle X
positive eoincida con il raggio OA, Vasse delle Y sia nel
piano AOB e sia inoltre 1’ordinata Y di B rispetto alla
coppia di assi X, ¥ positiva. Se «,, »,, , sono i coseni di
direzione dell’asse X rigpetto alla terma =z, 9, 23 B,, B, B, 1
coseni di direzione di Y; v,, v., 7, quelli di Z &:

g t—o, =0, X+B¥Y+vy,Z,
(1 ? y—y =X +3Y 47,2,
t—e2, =0, X+ B, ¥ v ,Z;

od esprimendo gli elementi del determinante (11) per mezzo

delle (12) e ricordando il teorema sul prodotto per righe di
due determinamti si ha:

%y [51 Yt Xi Y! Z,
(13) D= a By 1| X Xs X, Zs |y
o B Te X, Ya Z,

essendo (X,Y,Z)), (X,Y,Z,), (X,Y,Z,) le coordinate dei punti
A, B, C rispetto alla nuova terna di assi X, ¥, Z. Ma per
la nota proprietd del determinante dei nove coseni &:

% B T
%y B Yo (=1,
a5 By s

® inoltre: ¥, =Z, =0; Z,—=0 e la (12) diventa:

X, 0 0
D=\ X, ¥, 0 |,
-Xa YB ZB
ovverosia : |
D=X YX,2Z..

Per il modo come & stata scelta la terna X, ¥V, Z i
numeri X, e ¥, sono positivi ed il loro prodotto esprime
il doppio dell’ area del triangolo OAB; Z, & un numero
positivo o negativo a seconda che sia la terna 04, OB, OC
destrogira o sinistrogira, di guisa che convenendo di misu-
rare positivamente o negativamente il volume del tetraedro
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0ABC secondo che la terna di assi 04, OB, 00 sia desirogira
o sinistrogirae avremo ('):

1
Uz'ﬁ-p,
ciod :
1 Ty Y, &,
111 =z, ¥y, 2
XII - 2 2 3 "
(XIT) '=%|1 5 g 5| O
1 aj‘ yvl ﬂ‘

Possiamo ora dalla (XI[) dedurre facilmente lo sviluppo (3}
del seno dell’ angolo triedro. Supponiamo I'origine degli assi
2, 9, 2 in 0, sard %, =y, = 5, =0, e siano i coseni di dire-
zione dei 3 spigoli 0A, OB, OC rispettivamente («,, 8,, v,),
(@) Boy Yy (%5, Bay 75). Sard

Ty = Q2,3 y,,:aﬁl; By = @y,
2’326%5 Y, =bfy; 2,=— tas

_ . _ . yo_ .
Uy = 0%g5 y{""‘cpw F= 0Ys;

e perecid
1 a B
V=R abo | o, By Yy |4
% B Y

e confrontando con la (IV) risulta:

a B 1.
sen(a, bye)=|a, B T2 |y

ay B3 Y

(") Per il sogno del volume del tetraedro: Mosius. Barye. Caleul 19,
Statik 63.

(%) Lo fermuln (X1I) & di Ladrasen. A pag. 672 dell’ opers citata
egli di lo sviluppo del determinnnte seconde membro della (XII) ove si
suppongs ay =y, =, =0,
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ed elevando al quadrato, ove si osservi ad esempio che
el 482 4+yvi=1; oo +B,f +1.y. =cosn &:

1 GOSN GORM
sen® (@, b,¢c)=| cosn 1 eos8l |=
cosm ¢cosl 1
— 1 — ¢08°® ] — Gos* m —cos* n -2 cos I co8 m cos'n =
= gen® I sen® m — (cos 1 cos m — cos n)j=
== [eo8 (} — m) — cos n][cos n — cos (I +m)],

ed infine:
—l-m+n
sen® (@, b, ¢) = 4 sen l——-——+“;+“ sen +2 +
Xsenz_’g_’—naenz_{—?-n,

da cui ponendo al solito 74 m - n=2s:

(8)pie  Sem (@, b, €)== Vsen ssen (s — I) sen (s —m) sen (8 —n)

¢ prenderemo il + o — a secondo che (@, b, ¢) & un triedro
destrogiro o sinistrogire.

10. Vogliamo dare un’applicazione della formula (X1I)
determinando il prodotto dei volumi v ¢ v’ di 2 tetraedri OABC,
O'A'BC in funsione dei quadrati delle distanze dei vertici dei
tetracdri stessi.

Si ponga:

O'= 2,9/, ) A= (xr’sy;s %) i]B'E (273', ?13': 2y); C= @ 9., 5'1)

e sia
00'=d,,,; 04'=d,,; OB'=d,,; 00'=d,,;

AO’-= d?!l ; AA' = dltE ; AB’ S dE-B ; A‘O’z dﬁl‘ L]

BO'=d, ; BA'=d,,; BB =d,; BC'=d, ;
CO=d,; CA'=d,,; CB'=ad,; 00'=4d,,.
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Si ha:

1z 9 2
1z 9, 2
1z, 9, 2
1z 9, 2,

36vv'=

Zy— X Y,

¥y Yy

l

xa'_-

Si effettui il prodotto per righe dei dne determinanti e

si osservi che é

(% — @ )(@r —=2,") + (yo—y,) S

ll-l{mi __‘2:-1') “z(mi""m-)')' ‘_E[(xa _ml) ——-(z,—:z;l )s]

mﬂ
1

—
pemm——

sard pereio:

;dem s-s (d‘m dzsfi 9 d’m
288vv'=| a* — — (@, — @), & — m
dztti 2-4 (d!l.l dz!tt)’ dz!-& Swl
d’m 4.2 (dss 1 m)
d’m d 4.2 [dim B dz; D [=
d‘nz ms “_'(dl:.: & ;)
:;-; 1; dai-i""d’:,u dgm—" dss-n d
j 17 dgi.s'_"' d’sms d’uz— dzsm 13
1, dlt.a - ‘Pma: dgz-s - d’msl a* 113
1, d‘hl - dgsru dam."" d’aru d
od anche:
0 1 1 1 1
1 d.m dsz.'; dzm d’m
(XT1I) 28vw'=|1 é&,, d*,, d&*,, d4°,,

— Y,
LTe— % Y, —

2{(1 0 A dzis;r (d T

lz'y s/
12y, 2
1z yy s
12y s/

&)

1 62103 dge.a dsl-l d!ua
1 dn{ll dsﬁh‘ d=3|& ds

de

(d!irl
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(d i
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—d,
— &,
— &,
—d,

r ’ 7

— Y 5— 3 Ty ~T, Yo—Y, 2 —2
’ ' ’ PR .

2, — 2, x Ty=—2, Ys—Y, &,—5%,

’ L] F ' ' ’ '

Y 8, — 2, Ty— Y —Y, 2, —2,

—Y) (& —2) e —#)=

'811) 1

3&1) t]

[ 24 ds&rt)!
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Supposto 0 =03 A=A} B=B; C=0C"8&
a,=d,,=dy,=d,,=0; d, =y, = @y Ay =y, =ay;
d,,=dy,=b, d,=d,,=b; d, =d, =c¢c, d,=d,=0q,

e la (XIII) diventa la formula di BULBRO ohe esprime il vo-
lume del tetraedro in funsione dei quadrati degli spigoli:

0111 1
10 a® b ¢
L 2881 =|1a*0 ¢ 0,*
1% e¢*0 ap
107 a0

11. Vediamo infine come si esprime con lingnaggio vet-
toriale la formnla (IV) trovata al n. 4

u::l:éabo sen n sen (e, f,)

dove con le nostre econvenzioni va preso il segno - 0 — a
seconda che il triedro @, b, ¢ & destrogiro o sinistrogiro. In-
dicando con a, b, ¢ i vettori A — 0, B— 0, € — 0, si osservi
che il prodofto vettoriale @ A b ha per modulo absen n e per
direzions la direzione normale al piano AOB, in guisa che i
tre vettori @, b, a A b formino una terna destrogira. Ora il
coseno dell’angolo formato dai 2 vettori @ A & e ¢ & ugnale
a +-sen (¢, f,) se anche la terna (@, b, ¢) & destrogira ed
uguale a —sen(e, f;) se la terna (a, b, ¢) & sinistrogira,
quindi il prodotto =t abesen nsen (¢, f,) rappresenta il pro-
dotto sealare dei 2 vettori @A b e e, ossia &;

1
‘U=-;aA DXO,

ciod il volume del tetraedro individuato dai 3 vettori a, b, ¢
1
é G del prodotto misto det 3 vettori stessi.

12. Termineremo questa nota con due questioni di mas-
simo. La determinazione del massimo volume di un tetracdro
@i owi sono date le faocie in superficie & stata trattata da
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LacraNGE nella memoria citata ('), A proposito della equa-
zione che risolve la questione il Barnrzmr scrive: « Il reste
encore & desirer une discussion plus approfondie de estte
équation, ainsi que I'étnde des propriétés géométriques des
tétraddres qui ont un volume maximum pour des valeurs
données des sires de lenrs faces » (*). La questione pud es-
sere trattata completamente, seguendo la via tennta dal
chiar. prof, G. BELLAOCCHT (®).

Abbiamo gia visto al n.” 6 come dato un tetraedro O4ABC di
cui le faccie BOC, COA, AOB, AB(U abbiano per misura rispet-
tivamente f,, f, /., f, 81 possa costruire un quadrangolo PQSR
in modo ¢he sia: PQ=f,, QR=f,, RS=f,, SP=/f, e con
il vettore @ — P mnormale alla faceia BOC e le due terne
A—0, B—0,0—0e A—0, B—0, @ —P di ugual verso,
e con analoghe condizioni per R-—¢@, 8§ — R, P—&. Cono-
scendo inversamente il quadrangole PQRS possiamo co-
struire in uno e in un sol modo il tetraedro 0ABC. Infatti
il triedrvo polare del triedro formato dai 3 vettori Q — P, R— @,
§— R individua il triedro di vertice O del tetraedro 0A4BC,
e il problema si riconduce a segare questo triedro con un
piano normale alla direzione del vettore P— § in gunisa che
I’area ABC del triangolo sezione sia ugnale a f,, problema
questo che si rvisolve con il metodo della similitndine. Le tre
faceie del tetraedro ottenuto di vertice O hanno rispettiva-
mente per superficie f,, f,, f,. Oostruendo infatti del te-
traedro OABC il quadrangolo gobbo PQ'R'S’ corrispondente
88 —P=8—Pe percid §=§, ma Q— Pe¢ @ — Phanno
ugual direzione e verso, lo stesso dicasi per R— @ e R — @,
S—R ed §—R ed allora 8 E=R, Q=(. 8i osservi che
il volume v del tetraedro PQRS & uguale a gv‘, poiehd
questo tetraedro ha i tre spigoli Q—P, B — @, § — R uguali
ai tre spigoli del tetraedro polare di 0ABC di vertice O e
due tetraedri cosi fatti, & subito visto geometricamente, sono

() Oeuvres de Lagraxcr, Tome troisiéme, n. 17, pag. 673-674-675.
(*) Bavrzer, Théorie et applications des déterminants, pag. 211.
() BeLracory, Oomplementi di geometria e d’ algobra, pag. 21-22,
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equisolidi (‘). La relazione:

3
B’ =1 ﬂ!1
oi dice che OABCQ diventa massimo contemporaneamente col

tetraedro PQRS. Ora del tetraedro PQRS fissata la base POR
si ha il volume massimo

quando il piano PRS &
normale al piano PQR
(fig. 6); ma lo spigolo OC
del tetraedro OABC &
normale al piano PQR,
lo spigolo opposto AB
& normale al piano RSP
quindi i due spigoli OC
Fig, 8. e AB sono normali.
Segue c¢he postu-
lando I’ esistenza del massimo 4l tétrasdro OABO deve esseve
normale (3 coppie di spigoli opposti orfogonali) ed esso si
otterrd costruendo il corrispondente quadrangolo PORS con i
lati uguali & f,, f., /i, fi e i piani PQR, RSP; PQS, QRS
ortogonali. Proviamo subito che le econdizioni imposte al
quadrangolo PORS lo individuano nnivocamente.

Assumiamo infatti come assi coordinati una terna di
assi 2, y, z con Porigine in P con |’ asse delle 2 eoincidente
con PQ, e gli assi y e # rispettivamente net piani PQR, PRS.
Ponendo:

RP=2; RPQ—a; RP8=,
sard:

fP—=rt a2 =S
2_’125 ’ O{)ﬁﬁ—- 2f4.’25 !
Q=(f,cosz, f sena, 0); R=(z,0,0); 8=(f,cosB, 0, 7,senf).

I coseni di direzione della normale al piano P@S sono
propeorzionali ai numeri:

(14) 008 & =="

senzsenfl; — cosxsend; — senxcosf,

(!) Cfr. relazione (6).
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quelli della normale al piano QRS proporzionali ai numeri:

f.f.senasenB; —f,senf(f, cosa—a); — f sena(f,cosf—a),

e la condizione di ortogonalith dei dume piani PQS, QRS &
espressa dall’ equazione:

(15) f,f.(1 —eo0s® o cos® f)==zf, coszsen®§ +zf, sen* e cosf,
od anche posto:
(16) 2*=u; fi—f,=1,; [i+JS=1; fa_fi: o o=

4 14
a, =Zlit,9; @y =§ Gty iRy a=171,"67 5,

8i ha, tenuto conto delle (14), per u I’ equazione:
(17) Ju) =3u* — 2¢,v* + a,u* — a, =0,

Indipendentemente dal postulafo del massimo c¢aleolando
il volume o' si ha:

(e —12,5)(w — 2t ) uw—1.*)(u—1
o

XK XK v =

e derivando il secondo membro rispetto ad » ed nguagliando
a 0 si ha Pequazione (17) (4.

La discussione dell’eqnazione (17) e¢i proverd che le sune
radici sono tuite e gnattro reali, una negativa e tre positive
e fra gueste (x—=2*) ad una sola corrisponde un effettivo
quadrangolo gobbo PQRS.

Supponiamo dapprima f,==f,; f,3=f, e inoltre come
& lecito supporre f,<f,<f,<fi. Sard t2<t*; t°<t}?;
t,* <<t*. Perché il quadrangolo PQRS esista & necessario ed
& sufficiente che si abbia

L <ae<lltly fi<a<liy

od anche 1 <<u<1*; t*<u<t?, da eui 1,*<¢,% e siccome

(*) Nel libro citato del BeLr.AGOHT & seguita qnesta via, e la discussione
dell’equazione (17) ¢ limitata soltanto alls realtd delle radioi,
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i numeri ¢,2, ¢,°, ,%, 1,° possono soddisfare i seguenti sistemi
di condizioni:

@) 0<t <<t <t?, a) 0< 2= <e,2 <4}
) 0<it<ti<tri<ty?,

dovra essere nei casi a) e &) ,°<<u<t,% e nel eago b) t*<<u <,
Si osservi ora che o:

ﬁt{e) — tlz(tls "'" tzsj(tig "’ tsg)(taz - tlg);
J(.%) = 65, — ¢.°)(8° — ,°)(2,* —2,°);
S =15, — t5)(8," — 62)(8* — t);
ﬂtls) = ttg(t.lg — tnz)(hs _ 322)(542 - tsﬁ);

e nel caso a) abhiamo:

lim flu) =+ o0; fI0) <05 fi2,%) <O0; f(1,%) > O:
Ji,?y <05 ft}) >0

e percio delle radici della (17) una sola soddisfa la condi-
zione &,* < u <t,’.

Nel caso @) f(1,*) =0 e la radice v =1 non & accetta-
bile; & poi, indicando con = un numero snfficientemente piceolo:

lim flu) = 4-o0c; f(0) <<0; f(t*—2) <0;

n—oc

SF ) > 05 fiR,°) <03 f1t7) >0,

ed ancora delle guattro radici reali della (17) una sola sod-
disfa la condizione ¢ =1 << u<t,’. Omettiamo per brevitd
la discnssione del caso b).

Supposto ora f, =f,; f,==f, sard 7, = 0 ed ancora 0 <z,
0<t2<ip.

L’ equazione (17) ha in quesfo caso la radice doppia w=0
(#=0) alla quale non corrisponde un tetraedro PQRS, le altre
2 radiei soddisfano 1'equazione di 2° grado:

(18)  3u® — 2(2.* +-t,* 4+t )u—+ (£,°,* + 1,5, 41,7 1)) = 0,

che ha le 2 radieci reali essendo il suo discriminante ridotto

=t 1 — G — 0% — % 2 > 0.

| b=
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THsse sono anche positive come si vede dall’esame dei
coefficienti della (18). Le condizioni cui deve soddisfare wu
sono 0 < u<<1*, t*<u<t® da eui ' <1, Supposto ad
esempio t,* << 1,* deve essere t," << u <<%, Ora si ha:

f(ta') = 3.2(%’ - ‘eg)(tag - 549) > Oa
ﬂt:‘) = tag(tz’ - tag)(‘sn - t:) < 0!
ﬂtl’) o tat(td’ - ts’)(‘ﬁ - asa) > 0’

e quindi una sola radice della (18) soddisfa la condizione
<

Analogamente si diseutono gli altri easi t,°>12, 1,=1,—=0.

Si osservi ancora come conoscendo i segmenti 2, £,, ¢, € un
segmento unitario si pud costruire con la riga e il compasso
la radice dell’equazione (18) che e¢i conviene per il problema.

Possiamo in ogni easo realizzare il tetraedro PQRS con
i due diedri di spigolo PR, QS retti con un sistema arti-
colato (%).

Siano PQ, QR, RS, SP quattro asie di grandezza invaria-
bile, lunghe rispettivamente f,, f,, 7;, /i, con gli estremi P
ed R sitnati snllo spigolo di un diedro retto «, 8, l'estremo P
fisso e gli estremi Q ed § vincolati & muoversi sulle faccie « o §
(v. fig. 6). Si conginnga a questo sistema un’asta SV eon nn
estremo in § vincolata a passare per il punto @, e tre aste 7S,
TU, TR tali che gli angoli 7SU e TSR siano refiti essendo U
un puanto prestabilito, e del resto arbitrario, di SV. Facendo
seorrers I'estremo R lungo lo spigolo del diedro (x, B) allor-
gquando I'asta ST viene sul piano PQS, siccome dnrante il
movimento ST rimane sempre ortogonale al +'ano QL.S,
sard PQS ortogonale al piano QGRS e si vie- .« percid a co-
stenive il quadrangolo richiesto,

Possiamo ora proporei I’altro problema di determinare
Jra tutti i tetraedri di cui 3i conosca la superficie intale quello
di volwme massimo. Proviamo subito che esso ? il tetracdro
regolare. Sia infatti OABC un tetraedro di eui sia la somma

(') Cfr. od es. E. G. Tosuiarrr. Sui meccaniami articolati, < Periodico
(i matematiche ». Serie IV, val. II, n. 1, png. 49 e seg.
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delle faccie f, 4 fo 7, +fi=4f con f costante. Costruendo
il corrispondente quadrangolo PQRS ove non sia f, =f,,
f, =7, possiamo sostituire al triangole PQR un friangolo

isoscele PQ'R conilati PQ =R L+t _;f t, al triangolo PRS
an triangolo isoscele PRS’ con i lati P8’ = RY' =7s 71 ;—_ﬁ, ad

essendo PQ'R>> PQR; PRS' > PRS la piramide PQ RS’ ha
il sno volume maggiore di quello della piramide PQRS e il
tetraedro corrispondente a P RS ha la somma delle sue
facce nguale a 41 e il volume maggiore di quello della pira-
mide 0ABC. Ripetendo la trasformazione sul quadrangolo
PQ'RS’ prendendo come spigelo fisso Q'S’, segue che alla
piramide OABC si pud sostituire un’alira di volume mag-
giore e eon le 4 faccie tutte di superficie nguale ad f. Orva
I’ equazione (17) per t,=1,—0, t,=1,—=2f, diventa:

3u* — 167%u + 16f* =0,

- - 4: 2 *
e le sue radici sono v=—=4f*; u =3 sola a quest’ulfima eor-

2f
V3

facilmente si verifica ehe due lati conseeuntivi del quadran-

risponde un effettivo quadrangolo PORS avendosi z=

golo PQRS formano un angolo di cui il coseno & }3 pereid i

diedri del tetraedrvo corrispondente O'A’B'C’ di volume mas-
simo sono ugnali a quelli del tetraedro regolare, ma d’ alira
parte le facee di O'A’B'C’ debbono avere nguali superficie, esse
sono percid friangoli equilateri ed il tetraedro O A’B'C” (di
volume massimo) & esso siesso un fetraedro regolare c. v. d.

13. Studiamo infine il problema di determinare il mas-
simo dei tetraedri di oni ¢ date la somma degli spigoli (V).
Postulando che fra tutti i tefraedri di cui & costante la

(*) Questo problema, per quanto io abbin ceveaww, & stato trattato nel
solo casgo particolave dei tefraedri equifaceiali, (coppie di spigoli opposti
uguali), Ofr, ad ex. G. Burracemr, opers eitafa.
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somma degli spigoli ne esista uno di volume massimo, facil-
mepte dimostreremo che fra tutti i tetraedri di cui & costante
la somma degli spigoli ha volume
massimo il tetraedro regolare.

Sia ABCD il tetraedro 7' di
volume massimo (fig. 7). Dieco ad
es. ché AC= BC, AD=BD. Sia
infatti AC==BC, 4D==BD; sulle
parallele condotte da € e D allo
spigolo AB si scelgano i punfi €
e I in guisa che i triangoli
ABC’ ABD' sgiano isoseeli rispetto
alla base AB. E:

Fig. 7.

AC' + BC' < AC+ BC, AD + BD' < AD- BD,

¢ poiché "D & la distanza delle due rette parallele CC', DI/
& anche C'D'< 0D, e pereid il tetraedro ABC'D ha lo stesso
volnme del tetraedro ABOD e la somma p dei suoi spigoli
® minore della somma p degli spigoli del tetraedro ABCD,
Be del tetraedro ABC'D’ cosiruiamo il tetraedro simile 7"
in guisa che il rapporto di similitudine di 2 spigeli omo-

loghi sia ugnale a 2, T' ha volume maggiore di 7T e Ila

somma dei suoi spigoli uguale a p, contro I'ipotesi che ABCD
abbia volume massimo., Segue che il fetraedro ABCOD di vo~
lome massimo deve avere duoe spigoli
qualunque appartenenti ad una mede-
sima faccia uguali ed & percid regolave. Of°
Se ora non si postula 1 esistenza
del massimo, il ragionamento fatto ci
prova che dato un tetraedro ABCD ove N-
non sia A0=B(, AD= BD, si pud co-
struire nn tetraedro 4’B'C°'D' avente la
stessa somma degli spigoli, A'C'=BC"; |/
A'D'=BD e volume maggiore. Ope-
rando snl tetraedro 4'B'C’D la medesi- "
ma trasformazione, ove fion gia A'C'—=B'D'
si pud costruire un tetraedro 4"B'C"B" avente la somma de
suoi spigoli nguale a p; A"C"=0"B"= B'D" = D"A" & volume
maggiore. Sia ABCD il tetraedro (fig. 8) avente la somma.

Fig. 8.
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dei snoi spigoli ngnali a p, 8 AC = BC = AD—=BD: dimo-
striamo che se i (ne spigoli AB e OD non sono ngnali si pud
determinare un altro tetraedre A"B'C"D" avente la somma
dei suoi spigoli ugnale a p, A'C'=BC"=A"D" = B'D';
A'"B"=(C"D", e volume maggiore di quello di 7.
Supponiamo per fissare le ipofesi CD >> AB, e si prendano
internamente a CD i punti €' e IV in gunisa che si abbia

oC' —= DD =Oi_}£,
@ sui prolungamenti di AB i puuti 4" ¢ B’ in guisa che sia
a4 =pp=2P_48

11 tetraedro A'B'Q'D’ che indicheremo con 7" ha i quatiro
spigoli 4'C", B¢, A'D’, BD uguali, e i due spigoli opposti
A'B’ e (" D' anch’ essi ugnali, ed inoltre (' D'+ A'B'=0D—- 4B.
Indicando con M ed N i punti medi di AB e ('D @:

A'C*=CN?!4+ NM? + MA" =(CN — CC'yY +- NM*
4 (MA + CC)*=CN® - NM* + MA? 4 20C" —
— 200 (CN— AM)= CA*+ 20C" — 400" = OA* — 200™

quindi A'0C% < OA* e percid C'A’ << CA da cui
A0 +BC +A'D + B < AC+ BC+ AD + BD,

ossia il tetraedro 7" ha la somma dei suoi spigoli p" minore
di p. D’ altra pavte & 7" > T. Infatfi:

=] A,B,.U,D,.MNz}(AB-;- oD

6
e percid 7" > T. Oostruendo infine il tetraedro 7 simile a 7"
tale che il rapporto tra uno spigolo di 7" e I'omologo di 7"

sia ugnale a %>1 8 T'>T,ma T'>T & percid T">T

e I ha le earafteristiche volute.

Possiamo ora provare elementarmente che fra i tetraedri
di eni & costante la somma degli spigoli ed ugnale a 12s ha
volome massimo il tetraedro regolare. In virth di quanto si
& detlio possiamo limitare il nostro studio ai tetraedri di cui
2 spigoll opposti sono ciaseuno 2z, gli altri 4 spigoli eiaseuno

Pariodido di Matematioha 4

2
) MN>;AB.OD-HN=T,
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uguale a y avendosi poi 4ec—-4y = 125 ciod z+4y=23s 1
volume ¢ di un tale tetraedro & per la formula (1X),

o 9 = L o X
5 @ VI —22° = 5 oy — 2V (y + 2 VIR
Sard
q,e_—_-‘;qu—w 2)(y +a:V§):§m‘ [Be—m(V2+1)][3s+2(V2—1)].

11 massimo di » &i otterrd per i valori di # che rendono
massimo il prodotho

238 — 2(V2+1)|[Bs +2(V2—1)]|=
= [Ba—a(V2+ D{[Br-+-(V2— Dt

Con il noto metodo dei fatbori indeterminati, se scegliamo
le costauti 2 e p in guisa che si abbia

(19) —MV2—1)+p(V2—1) +1=0
il nostro prodofto diventera massimo quando sia:

A= " - 0, =~ &
4[3s --~:3s('\!:73—f--1)]> * 4[3s +-a(V2 — 1))

>0

I’ equazione (19) per questi valori di 2 e p diventa:
a* - Bsx — 68° = (),

che ha la radice positiva 2 —=23s, & allora 220=2s, y =2s ed
il tetraedro corrispondente ha pereid tubti i snoi spigoli ugunali
ed & regolare, ma per x—=3 &

1
A== ———— 0
wyave—n~

1
p=-—= >0
4V2(\/2 4 1)

quindi il fetraedro regolare (di spigolo 2s) ¢ quello di volnme
massimo fra ftufti i tefraedri Ia euni somma degli spigoli &
costante (=12s). e. v, d.

Firenze, R. Istitute Teenico.
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