Le origini dei primi concetti della geometria
differenziale ()

La concezione della geometria che ha dominato nei secoli
secorsi & quella della geomeltria come geienza dell’esiensione: di-
seiplina magnitudinis immobilis, o amplissima el pulcherrima
scientia figurarwm, e cosl via. Definizioni e¢he hanno acconten-
tato, chi pitt c¢hi meno, i nostri anlenati: i guali ecomungue
hanno oreduto di sapere che cosa & la geometria. Noi sotto
gquesto aspetto siamo molto meno informati, I’ astrazione sem-
pre maggiore dei concetti che & la premessa necessaria di
ogni scienza matematica — e che gia ai tempi di Platone era
giunta a tal punto nella sua evoluzione da fargli mettere in
ridieolo il nome di geometria preso nel senso etimologico —,
i vari sigtemi geometrici che 8i sono venuti formando succes-
sivamente, ¢ i vari spazi che si sono creati, e infine il pro-
gressivo sovrapporsi delle dne concezioni opposte della geo-
metria come inferpretazione di altre parti della matematioca,
e di gqueste come traduzioni di quella, hanno oggi condotio
la geomefria a una condizione tale, che dobbhiamo confessare
di ignorare che cosa significhi in modo preeciso la parola geo-
metria. Il VEBLEN e il WHITEHEAD che proprio recentemente
si sono domandati quale parte della matematica sia quella che

(') Nella preparazione di quesia conferenza (che [u tenuta nel ciclo
delle Conferenze di Fisica e di Matewmatica organizzalo dalla B. Universita
e dalla H. Benola 4’ Ingegnevia di Torino), oltve che dolle opere originali,
in quanto mi sono state accessibili, mi sono ampiamenie servito dei vol,
IIT (2% ed.) e IV delle Vorlesungen diber Geschichite der Mathematik, pub-
blicate da M. Oanror (Leipzig 1901, 1908) & dei duc Iavori di P, SticknL:
a) Hemerkungen zwr Geschichie der peodidtischen Limien (Lieipz. Berichte,
Band 45, 1898): h) Gauss als Geometer, in Carl Friedrich Gauss Werke.
Band X, 2. te Abt, 1022,
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ogpi noi chiamiamo geometria, hanno risposio (‘) « It is likely
that there is no definite answer to this question, bnt that a
branch of mathematics is called a geometry because the name
seems good, on emofional and traditional gronnds, to a sufficient
number of competent people ».

(Josi vaga e soggettiva & dunque oggi una definizione della
geometria ; o il male & che probabilmente tufti i geometri del
900 non sarebbero in grado di rispondere in modo diverso.
Ma, se lasciamo da parte guei loro confratelli dell’ 800 che
sono sfati gli autori e i responsabili di questa trasformazione
della geometria, gli altri nostri predecessori — e pensiamo
gqui proprio a quelli che hanno ereato la geometria differen-
ziale — si stupirebbero certamenfe della nostra ignoranza e
la considererebbero come scandalosa. In queste condizioni ho
pensato che possa avere qualche interesse di riavvicinarei per
un momento a loro, e di cercare con quale visione delle figure
geometriche, a contatto di quali problemi concreti, e con quali
ragionamenti matematici si sia venuta costituendo la geometria
differenziale; argomento del quale ci occuperemo soltanto in
relazione colla teoria delle superficie, e anche per gquesta com-
patibilmente con la brevita del tempo disponibile.

Diciamo subito che nel periodo delle origini le superficie
erano concepifte come superficie di corpi solidi: p. es. ancora
in HuLERO, presso il quale il primo capitolo della Appendiz
de superficiebus con oui si chiude la Infroductio in Analysin
infinitoruwm si intitola De superficiebus corporum, la Memoria
dedicata alle superficie applieabili sul piano, posteriore di molti
anni, porta il titolo: De solidis quorum swpeyficiem in planum
explicare licel. 11 concetto di soperficie non si era dunque
ancora syuotato del solido che la superficie pud contenere. Lo
svuotamento ¢ avvenuto in modo complefo solfanto quando
Gauss (*) ha concepita la superficie non [lamquam limes so-
lidi, sed tamquam solidum cuius dimensio una pro evanescente
habelur.

Il mezzo analitico di studio che ha servito alla teoria delle
snperficie per tutto il periodo delle origini & stata 1’ equasione
cartesiana; soltanto con Gavuss si & affermato 1 nso sistema-

(') The foundations of differential geometry, Cambridge 1932; efr. p. 17.
(]) Disquisitiones genmerales circa superficiss curvas, n. 13.
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tico delle coordinate curvilinee, che aveva fatta sporadicamente
la sua apparizione in una ricerca di EULERO. Le equazioni
cartesiane per le superficie sono apparse timidamente intorno
all’anno 1700, e si sono diffuse pid largamente intorno al 1730,
con le ricerche di Hurmro sulle geodefiche, ¢ con quelle di
CLAIRATT sulle curve sghembe: guasi un secolo era cosl
passato dalla Geometrian di CarTESIO. Rileviamo poi esplici-
tamente che, almeno in parte, il nnovo concetio dell’ equa-
zione di nna superficie & maturato non per lo spirito di astratta
generalizzazione di qualche lontano continmatore di CARTESIO,
ma a contatto del problema conecreto e preciso concernente
Ia ricerca delle geodetiche (').

Venendo al primo concefto di natura propriamente diffe-
renziale, quello di piano tangente, si possono distinguere nel
periodo delle origini tre correnti. Gli uni — e particolarmente
i pia lontani da noi — hanno parlato di piano fangente o,
cid che & lo stesso, di retta normale, come di mna cosa nota.
a tutti, senza spiegare in che modo la concepivano; presso di
loro il piano tangente & qualche cosa di reale, di preesistente,
di conecreto, la cui essenza matematica mon & ancorn analiz-
zata. Cosl quando leggiamo p. es. negli Opuscoli di NEwWTON
che il raggio rifratto da una superficie curva & lo stesso che si
ottiene sostituendo a questa il piano tangente mel punto di
incidenza, oppure quando nella sna Offica I’ angolo di incidenza
@ definito ricorrendo senz’altro alla mormale, linea ad reflec-
tenfemn aut refrigentem superficiem perpendicularis, Cosl an-
cora, quando — questo € un passo pil imporfante per noi
— G1ovANyI BorwoUuLLl fin dal 1698, in uwna lettera a LEIBNIZ,
ha enunciato la proprieta geometrica fondamentale delle geo-
detiche, che il piano osculatore & dappertutto normale alla su-
perficie: « Alium praelerea invenii solvendi modum » cosi egli
scrive a proposito del problema delle geodetiche « qui gene-
ralissimus est. quique in eo fundatuwr, quod planwmn transiens

(!) Questa affermazione prenderebbe anche maggior consistenza se =i
potesse ritenere che I’equazione delle superficie era nota a GrovANNI
Berxouror fin dal 1698, quando egli — comunicando a LEIBNIZ precisa-
mente la proprieth geometrica fondamentale delle geodetiche di una super-
ficie, come si dird fra poco — poteva forse essere in possesso di quella
equazione (Cfr. su questo punto CANTOR, op. cit. ITI, pp. 244, 418 e 8G6).
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per tria quaelibet puncta proxima lineac quaesitae debeat esse
rectwm ad planwm longens superficiem curvam in aliquo isto-
ruwm punctormwm » (')

Con la seconda ecorrente il piano tangente in P & concepito
in modeo prociso come piano delle infinite vette tangevnti in P;
concezione che appare, ma in modo vago, in EULERO e in
CLAIRAUT; in modo pitt preciso soltanfo molto pit tardi, quando
DurIN nei suoi Développements de Géomiétrie (siamo ormai nel
1813) ha senfito il bisogno di dimostrare che quelle refte tan-
genfi stanno effeffivamente in un piano. Devo perd dire che
gid prima la necessitd di noa dimostrazione di questo generc
era stata avvertita da un ifaliano, il TRAMONTINT (*), per gnanto
alla sua boona intenzione non corrisponda la forza conclusiva
della sna dimostrazione. Del resfo anche la dimostrazione di
DurIN non & ancora completamente soddistacente. Nel fratiempo
perd era stato sfruttato un altro concetto del piano tamgente
(che del resto & richiamato anche da Dupin quando, dopo aver
stabilito che le retfe tangenti a una superficie in un sno punto
stanno in an piano, aggiunge che « tout autre plan ne powrrail,
a partir de ce point, avoir aucune de ses parties entre elle el
fut ») : questo frova i snoi lontani precedenti gid negli Elementi
di Bvcnmos, dove, definita la tangente a un cerchio in un suo
punto come la retta che non ha ulteriori punti in comune col
cerchio, 8i dimostra che non esiste nessuna retta che corra fra
la tangente e la circonferenza. A questa idea ha fatto capo
LAierANGE quando & giunfo al piano tangente a una superficie
in P in modo del tntto analogo: piano tale che non ne esiste
nessun altro che corra fra esso e la superficie (in prossimith
di P). Ma le veritha, anche se sono semplici ¢ mature, tardano
spesso a diffondersi; e se per curiositd cerchiamo che cosa si
insegnava relativamente al piano fangente qualche anno piu
tardi, troviamo ancorn di quelle frasi che oggi ci disgustans
se le ndiamo dai nostri stadenti; cosi il Lorregi (°), a Pavia,
insegnava che il piano tangente 6 quello che con la superficie
ha un solo punfo comune; a questa regola generale facendo

('} Leibnizens math. Schriften, « Zweite Abth.», Band ITI, p. 532,

(*) Delle proiegioni grafiche, Modena 1811: efr. § 82

(°) Leziond di indroduzione al calcolo sublime, Pavia 1821-1822, efr. t. I1.
p- 64,
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eccezione soltanto le superficie rigate. Del resto 1’ intersezione
di una superficie econ un sno piano tangente ha contfinnato a
dare lnogo ad equivoei anche in trattati molto diffusi, come
quello del LAcroix: e coti il BupErri, professore all’ Uni-
versita di Bologna, ancora nel 1842 ha pnbblicato una Me-
moria De plano tangenle (') per chiarvire le difficolth a cmi
il piano tangente dava luogo.

Veniamo ora alla corvaiura. Come & notissimo, il primo
lavoro su questo argomento & la Memoria di Evneno: Recher-
ches sur la courbure des surfaces (*1. La parola curvatura che
compare nel titolo va intesa in senso generico, come nn termine
della lingua comune, senza che esso indichi ancora nessuna
nozione matematica ben precisa. Il problema & impostato da
HuLERrRO con grande chiarezza. sebbene non ancora in quella
forma che considereranno soltanto i suoi continnatori. Per le
superficie diverse dalla sfera, osserva EULERO « on »'en sau-
rait méme comparer la courbure avec celle d’ une sphére comme
on pewt toujours comparer la courbure d’une ligne cowrbe avec
celle d’un cercle; la raison en est évidente puisque dans chaque
point d' une surface il peut y avoir une infinité de courbures
différentes... Donc la question sur la cowrbure des swrfaces n'est
pas susceplible d’ une véponse simple, mais elle exige o la fois
une mfinité de déterminations; cor puisque on peut lracer par
chaque point @ une surface wne infinité de directions il faul
connailre la courbure selon chacune, avant qu’ on puisse se
former wune juste idée de la courbure des surfaces ». EULERO si
& limitato, come & ben noto, allo studio dei raggi di eurva-
tura delle sezioni normali, il eni « assemblage nous donnera
la juste mesure de courbure de la surface aw point donné »;
non senza aggiangere perd un cenno di un’ anticipazione qua-
litativa di quello che noi oggi chiamiamo il teorema di MEUS-
NIER, dicendo che « les arcs éléimentaires de toules ces sections
appartiennent aue ligres les plus courbes que Uon pewl tirer
sur la surface >. E per le sezioni normali egli giunge effetti-
vamente alla « formula di BULERO »

I sen‘y ‘- cos*y

>

r r, #

(Y} « Novi Comm. Ae. Scienf. Inst Bon. », 1. 5.
(?) « Hist, de 1' Av. Roy », 1760, Berlino, 1767,
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dove r,, r, sono quelli che noi chiamiamo raggi principali di
curvatura (la formula in EULBRO si trova scritta non nella
forma qui riprodofta, ma in un’altra equivalente). Quello che
come concetto vi & di fondamentale in Evrnmro & ! esplicita
osservazione che, se si conoscono i valori estremi » e #», si
conoscono tutti gli infiniti valori di »; cosicché se per due
elementi superficiali », e », sono gli stessi « on peul prononcer
hardiment, que ces deux éléments sont doues de la méme courbure.
Pour connaitre la véritable courbure d’ wn élément quelcongue
de surface, il suffit d' en chercher le plus grand et le plus petit
rayon osculateur, puisque cewx de foules les aulres sections en
sont déterminés porfaitement, en sorte gu'awcune voriélé n'y
sauwrait plus owvoir liew ». Riassumendo, la curvatura di una su-
perficie in Burero & concepita in modo complesso, e ciod
come |'ingieme delle curvature delle infinite linee piane sue
sezioni normali; figura complessa nella quale proprio la stessa
formula di Evnero porta ordine e insieme sempliciti.

Un progresso notevole & stato realizmato nel 1776 da
MuUsNIER, nel suo Mémoire sur la courbure des surfaces ().
Prescindendo da quello che anche oggi & conosciuto sotto il
nome di teorema di MEUSNIER, vi & qui un’idea nuova: rea-
lizzare il concetto generico di curvatura di una superficie non
pitt come una digtribuzione di curvature di linee piane, secondo
quanto aveva insegnato EULERO, ma mediante una figura ele-
mentare che possieda lo sftesso elemento del second’ ordine
della snperficie studiata (*). Per le curve piane Y elemento del
second’ ordine & stato realizzato fin da principio mediante il
cerchio osculatore. Per le superficie, mentre EULERO aveva
rinaneiato senz'altro a fare qumalche cosa di analogo, I'idea
geniale di MEUSNIER & stata questa: come il eerchio che si ado-

() Pubhlicato soltanto nel 1785 nei « Mém. div. Sav. ».

(*) MeussiER esprime chiaramente il concetto che la cmrvatura di una
superficic in un punto P dipende dal modo di varviave del piano tangente
intorno a P, e quindi dall'elemento del second’ordine uscente da P; e nel
corso delle sue considerazioni si serve anche di un paraboloide osculatore,
B notevole che I’importanza di questo paraboloide sia sfuggita a Huuoro,
che nelln sua trattazione della eurvatura delle linee piane contenuta nella
Introductio in Analysin infinitorwm avova sostituifo alla curva una para-
bola osculatrice.
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pera per approssimare le curve piane proviene dalla rotazione
di un punto intormo a um altro, cosi come figura elementare
analoga nello spazio si pud prendere qnella ottenuta facendo
ruotare un cerchio intorno a una retfa del suo piano, cio¢ un
tore; pit precisamente MEUSNIER & proprio riuscifo a sostituire
ogni elemento di secondo ordine mediante un elemento appar-
tenente all’eqnatore o al cerchio di gola di un foro. (Il risul-
tato dimostrato in mode preciso da MEUSNIER riesce senz’ altro
plansibile a chi paragoni il numero di costanti da cni dipende
un elemento superficiale del second’ ordine col numero di
costanti da cui dipendono quei particolari elementi superficiali
che vengono assunti come loro modelli, il quale numero & otto
al pari del precedente). Se poi #, p sono il raggio del cerchio
rotanfe e la distanza del punto considerato dall’asse di rota-
zione, r € p risultano appunto i raggi (principali) di ourva-
tara » , », di EULERO.

Un posto completamente a s& & quello tenuto da MoNGE.
La sua opera fondamentale sulla teoria della superficie & i
Fewilles d’Analyse appliqguée a la géomélrie (anno 3° della
Repubblica), opera che riproduce anche almeno parzialmente
i snoi risullati precedenti. Hesa svolge, per quanto in modo
non gigtematico, una materia cosl vasta e in ianta parte ori-
ginale (famiglie di infinite superficie, la nozione delle carat-
teristiche e degli inviluppi, lo studio approfondito di tipi par-
ticolari di superficie, famiglie di superficie definite da eqnazioni
alle derivate parziali, ecc.) che non ei stupisce di trovarvi fra
I’altro anche i dne raggi principali di curvatura, da un punto
di vista completamente diverso dai precedenti. Fra le tante idee
avate da Monam, vi ¢ sfata questa: insieme coi puntfi di nna
superficie considerare le relative normali, cio® la congruenza
delle normali, e i fuochi dei raggi di questa congruenza, ciod
i due centri di curvatura. Valutando la loro distanza dal punto
P di partenza del raggio, MonaE ha ritrovato i due raggi di
curvatnra in P, », e #,. Ma per uno spirifo eminentemente
geomelrico quale era MoNGE, non & tanto la misnra di questi
raggi quella che ha inferesse, ma la nuova figura da Ini creata:
i due centri di curvatura, i doe sistemi di sviluppabili in cui si
ordinano le reite della congrunenza, le linee di curvatura della
superficie intercettate su questa da quelle sviluppabili, le due
falde dell’evoluta, 1 noghi dei centri di curvatura, ¢ cosl via.
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Tutto quanto di bello ¢ di elegante vi & in qunesta configura-
zione ¢ stato subifo colio da Monage.

Le congruenze normali, e con esse anche le linee di cur-
vatura erano gin state counsiderate da MoNGE in wna Memoria
piit antica, fino dal 1781, e solo in parte riprodotta nei Feuilles
d’ Analyse. Anzi, proprio nella parte non rviprodotia di questa
Memoria, come ha messo occasionalmente in evidenza CORRADO
Sueru, (') Monage ha sviluppato le prime nozioni relative alle
congruenze di rette anche non normali: cosicchd risalgono a
MongE quelle primo propriefa delle congruenze che general-
mente si attribuiscono a MaLys. La Memoria in questione &
il Mémoire sur la Ihéorie des déblais el des vemblais (°), che ha
preso origine da un problema pratico... almeno in teoria.
Si tratta di esegnire nn movimenfo di terra, da una prima
posizione (déblai) a una seconda (remblai} nel modo pit eco-
nomico. Il trasporfo di ogni parficella dal déblai al remblai ha
un prezzo che & proporzionale alla sua massa, ¢ al cammino
che le si fa percorrere per trasportarla nella nnova posizione:
« il n'est pas indifférent » dice MoNa®, « que felle molécule du
deblai soit tranportée dans tel ow lel awlre endroit du remblai » |
vi sard una certa distribuzione da fare in modo che il prezzo
sia minimo. MoNGE rileva che i cammini percorsi da due par-
ticelle non si devono mai incontrare, percheé allora si potreb-
bero sostitnire con cammini pitt brevi, seambiando i punti di
destinazione delle due particelle; e cosi ogni particella che si
trova sul cammino di una data deve segnire la stessa strada
di questa. [ cammini saranno complessivamenfe non -<¥ come
i puuti del déblai, ma solo oo®, e eostituiranno una congruenza
di rette (e pit precisamente, come frova MONGE, una congruenza
normale). Con lo spirito prafico che in Monem si accompagna
alla forza d'invenzione, egli non poteva non riconoscere quanto
sia lontana 1'impostazione del suo problema dalle condizioni
della pratica, non fosse altro per questo, che i cammini delle
particelle si svolgono nello spagzio anziché sul terreno. Si pud
forse dire di Ini quello che & stato detto a proposifo del suo
confinuatore, DUPIN « I'#llustre maitre, ayons la franchise de le

(') Monge o Ie congruenze genevali di vette. - Bibl. Math. » (3) VILI, 1908.
(") « Hist. de 1" Ac. Roy. dos Sciences », année 1781, Parie 1784.
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dirve, en &' élevant irop auw dessus des ambitions de la pratigue,
étail resté trés éloigné de ses besoins. Les imgéniewrs qui dans
leurs heures de loisirs abordent ces savants éludes, doivent les
oublier sur le lerrain... Chague parcelle de volume « enlever est
I origine d’une roufe idéale, organe fictif d'wn transport irréo-
lisable, el lorsque le travail par lewr ensemble est réduit au
minimn U épargne est toufe géométrique (). « Anche il problema
matematico offre difficolth, per eni & stato poi ripreso da altri,
p. es. da AppeLL. Comunque proprio guesto problema ha in-
terferito con gli inizi della teoria dalle congrnenze di refte e
della. eonfignrazione di cui ho parlato.

Tornando alla teorvia della carvatura, una via in certo senso
intermedia fra EULnro ¢ MRUSNIER ha fenuto DUPIN nei suoi
gid. ricordati Développements. Guidato dalla sna teoria delle
tangenti coniugate, egli ha di nuovo considerata la figura
complesgiva degli infiniti raggi di curvatura delle sezioni
normali, ma sintetizzati in nna figura geometrica semplice
quale & la sna indicatrice. Anche DUPIN ha utilizzato per lo
studio della cnrvatura le qunadviche osculatriei.

Ma un progressc pin sostanziale & stato fatto quando Gauss,
introducendo la curvatura fotale in un punto, & riuseito a co-
gliere il carattere numericamente pili saliente inerente alla
curvatura. H notevole anche che i progressi essenziali realizzati
da Gauss frovano la loro orvigine nella matemafica applicasa.
(GAUSS si era gih ocenpato a lungo delle misurazioni eseguite
sulla superficie fterrestre, e 8i pnd dire che le sue ricerche di
geametria differenziale culminate con la pubblicazione delle
Disquisitiones generales civca superficies cuwrvas (1828) hanno
procednto di pari passc con caleoli geodotici. Le lettere del
periodo preparatorio, con le guali dA notizia ai suoi eorrispon-
denti delle difficoltd di carattere teovico che egli incontrava,
parlanc anche dei 32 punfi e dei 51 friangoli e delle 146 di-
rezioni che comparivano nei suoi calecoli. Ma vi & di pit: per
quanto riguarda pia specificamente la curvatura, 1'idea cssen-
ziale di (FAUSS & stata di ricorrere alla rappresentazione sferica
di una superficie — ottenuta conducendo per il centro di una
sfera lissa uniftaria la parallela a ogni refta normale — (rap-

(1) BurrrAND, Floges académiques, Paris, 1800,
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presentazione che aveva un precedente in EULERO). Ora questo
proecedimento, come lo stesso Gaussg ha scritto nell’Annuncio
da lui dafo sni Gotlinger Gelehrien Anzeigen della pubblicazione
delle Disquisitiones, coincide con quello continuamente usato
in astronomia, dove tutte le divezioni si riferiscono a una fit-
tizia sfera celeste di raggio infinifo,

Fatta la rappresentazione sferica di un’area superficiale,
guanto meno quel pezzo di superficie si stacca da un piano,
confinna GAUSs nel medesimo Annuncio, tanto pit piccola
sard la corrispondente parte della superficie sferica, « und es
ist miathin ein sehr natiwlicher Gedank pum Maasstabe der
Totalkrivmmung welche einem Stiick der Krummen Fldchen bei-
zulegen ist, den Inhalt des entsprechenden Stiicks der Kugelfid-
che zu gebravchen ».

I punti salienti della teoria della enrvatura secondo GAuss
sono precisamenfe il significato geometrico della curvatura
fotale in un punto come limite del rapporfo della corrispon-
dente area sferica all’ area superliciale, quando questa si

. 1
restringe attorno al punto, la sua espressione K =-—, e sopra-
t'2 X
tutto la sun invarianza per le deformazioni della superficie.

Per I’ evoluzione storica dei concetti vale la pena di seguire
quale & stato lo sviluppo successivo delle idee di GavUss,
Nelle Disquisitiones compare una dimostrazione definitiva del-
I’ invarianza per flessioni, fondata sul caleolo della curvatura
a partire dalla forma pitt generale dell’ elemento lineare (') in
coordinate curvilinee gualunque; ma qnesta dimogtrazione @
venuta soltanto in un secondo fempo, ed & cosiata a GAUSS
molta fafica. Inizialmente, secondo la ricostrozione fatta dallo
SrAcKEL, (GAUss era partito dal teorema di LEGENDRE sui
piceoli triangoli sferici: un piecolo triangolo sferico 4ABC si

{*) I1 ds* dimna snperficie, che acquista una particolare imporvtanza con
Gausy, era gid stato sostanzialmente usafo p. es. da HunEro nella sun
ricerca, gia da noi ricordata, delle superficie applicabili sul piano: in essa
gi ricorre appunto all’ eguaglianza del ds* per quelle superficie e per il
piano. Come & notissimo, Gavss ha poi introdotto anche i coefficienti della
seconda forma fondamentale; e, dopo che Maiwarptr ¢ Uobpazzr hanno
gompletato lo studio delle relazioni che intercedono fra essi e i coefficienti
della prima forma, I'importanza fondamentale del sistema delle due formo
guadratiche & stato posto in piena lunce da Bonnrr.
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pud sostituire in un certo ordine di approssimazione con un
triangolo piano avente gli stessi lati, i eni angoli si ottengono
da quelli del friangolo sferico diminuendoli di un terzo del-
I’ eccesso sferico. Gavuss ha cercato qualche cosa di amnalogo
per triangoli geodetici sitnati su una superficie qualunque, e
1o ha trovato: qui perd la ripartizione dell’ eccesso fra i fre
angoli non va pin fatta in parti nguali, ma dipende dai valori
assunti dallp curvatura totale nei tre vertici. Per gli angoli
del triangolo piano A% B* (" con gli stessi lati del triangolo
superficiale ABC si hanno i valori approssimati

o]

A*= 4 — 15 (2 + B 1),

ecc., dove o, §, v sono i valori assunti dalla curvatura totale
nei vertici, e o & 'area del triangolo 4BC. Diciamo subito che
nelle Disgquisitiones questo teorema compare invece alla fine;
e notiamo anche incidentalmente che ancora nelle Digquisitiones
accanto al geometra si sente il geodeta, qnando subitfo dopo aver
dedotto quella formula, GAUss assegna i piccoli valori nume-
rioi dei termini sottratti, poco meno di cinque secondi per
ciaseuno, oftenuti nel pit grande dei triangoli, #n triangulo
maeimo inter ea guae annis proeccedentibus dimensu sumus, e
cioé fra i punti Hohehagen, Brocken e Inselberg ('),
Tornando allo sviluppo originario delle idee di GaAvuss, la
ricerca di guesta estengione del teorema di LEGENDRE doveva
spingere necessariamente GAUss molti anni prima delle Disqui-
sitiones a studiare per un triangolo geodetico sn nna superficie
qualanque 1’ecceszo della somma dei suoi angoli rispetto a
due retti. Quando Gavuss ha trovato che questo eccesso & dato
dall’area del triangolo immagine sferica, Gauss era giunto
al feorema classico sulla curvatura totale di un triangolo geo-
detico. E allopa era gid geometricamente evidente che 1 ee-
cesso e guindi la curvatura totale di un friangolo geodetico &
invariante per deformazioni. K bastato fare un passaggio al
limite per avere il teorema della invarianza della curvatuora
totale in un punto. Cosi dungue GAUss & ginnto a stabilire
guesta invarvianza. Di tatta guesta concatenazione di idee non

(Y) Disquisitiones, n. 28,
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rimane pin nessuna ftracein nella redazione definitiva delle
Disquisitiones; dove invece il calcolo della curvatura totale in
un punto & fafto in eoordinate generali, e I’estensione del
teorema di LEGENDRE, che era il punto di partenza, compare
invece come il punto d'arrivo,

In questa forma definitiva & certo molto meno appariscente
la genialita del pensiero di GAUss, quasi nascosta dietro alla
poderosa, alla sapiente sistemazione. Anche il Brascogm, (4
— che & un econoscitore di gusto — ha serifto relativamente
alla teorin delle superficie, come ¢ gvoltn in GAUSE, che essa
& etwas wnnahbar. Torna alla memoria, salvo il rispetto dovuto
a Gauss, la descrizione della sapiente e togata Gottinga di
quegli anni che nei snoi Reisebilder ci ba lasciata Hnrico
Heine, con la sua grundgelehrie Abhandluwng sui piedi degli
antichi e degli elefanti e delle abifatrici di Gottinga; e il dotto
di cni egli ci parla, il quale sognava un giardino con le ainole
dove erescevano soltanto dei cartellini con citazioni. Ma in
(Gauss ¢'¢ un pensiero potente e profondo; ¢ sotto ai cartel-
lini con i nomi nuovi () ei sono dei concefti ecssenziali che
resteranno per sempre nella storia della maflematica.

Per guanto rignarda la curvatura totate di un pezzo di
superficie devo ricordare che GAUSS ha avoto nn predecessore
in Onizpo Ropmicums, il quale in una Memoria (%) pubblicata
fin dal 1815, pin nota perché contiene quelle formule sulle
linee di eurvatura che vanno softo il sno nome, ha anticipato
ane dei risultati fondamentali di GAvss, dimostrando ¢he I'in-

tegrale ‘I de

/

J.J ¥

(*) Vorlosumngen diber Diffeventialgeometrie 1, 3% < Anfl. », p. 117.

(2] Bicordinmo che gualohe anno prima, serivendo a Ornrrs della sua
perplessity relativamente allo sviluppo che — nell’opera da Ini progeflatn
anll’alta geodesia — era opportuno dare alle sue ricerche generali sulla
leoria delle saperficie, ricerche che andavano prendendo nelle sue mani
uno sviluppo sempre pit ampio, GAvUss accenna oltre che ad alcuni arge-
menti doterminati, a «eine Wenge anderer egenstinde die ich hier nicht
anfiihrene kann, weil die Begriffe davon woch nicht genghar sind, wnd
selbst keine Nuhmen dafir exvistieren » (Gavuss, Werke, Band VIII, p. 398).

(%) Recherches swur la théorie annlytique des lignes et des rayons de cowr-
hure des swrfuces et sur la tramsformation d’ une classe d’ intégrales douhles
qui ont wn rapport divect avec les formules de cette théorie, « Corvesp. sur
I' Beole Polyteenique «, 89 vol.
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esteso ad un pezzo di superficie coincide con 1'area otfenula
da quel pezzo mediante rappresentazionc sferica sulla sfera di
raggio unitavio ('). Ma ["origine del visultato di RoDRIGUES
& soltanio casuale: Porsson si era accorfo che la variazione
di quell’integrale, scritfo in coordinate cartesiane, era nulla;
e allora aveva invitato RODRIGUES a calcolare 1" integrale stesso
esteso a un ellissoide, RODRIGUES ha trovato, come oggi per
noi & ovvio, il valore 4m; e proprio in questa vicerca ha incon-
trato il teorema sulla enrvatura totale.

Con la counsiderazione della curvatura totale in un punto
si sostitnisce un dato numerico singolo alla figura complessa
della curvatura. Questa sostituzione non pud nafuralmente es-
gore completa. Quindi 8i & formata una copiosa letteratura o per
dimostrare che la eurvatura totale ¢ effettivamente il numero
pitt importante connesso eol conecetto geometrico di curvatura,
o per dimostrare il confrario, e si & fenfafo in tanti modi di-
versi di estendere il concetto numerico di enrvatura dalle linee
piane alle saperficie in modo da ritrovare o la curvatura di
GAUSR, 0 la curvatura media, o ancora altre curvatnre (*).

(') Biver ha subilo giustificato geomefricamente il visultato in modo
intultive, osservando che se ds,, ds, sono i due elementi delle linee di
curvatura uscenti da nn punio della superficie, ds, : v, o ds,: v, sono ov-
viamente, sulln sfers unitavin, gli clementi di due cerchi massimi, ortogo-
nali, il cui prodotto din dungne 1'clemento d'area delln sfera.

() Non si & cosl rvisolta, nd si potova risolvere, In questione, gnale sia
Ia vera misurn che si deve adoftore per la curvatura di ona superficie:
ma s8i sono ottenuti tanti significati diversi per ln curvaiura tolale, por
la cuvvatura medin, ece. Rieordiamo p. es. il signifieato che per la enrvas
tura media di una superficie nel punfo P ha trovato R. Srunrm (Hin Anwio-
gon 2w Ganss’ Satz von der Kviimamwig der IFldchen, « Math, Aun, », Bd. XXI,
1883) econ un procedimento del futto simile a guelto usatn da Gavss per
la sua enrvatura totale, ma sostitnendo il perimefro di wna eneva (otte
nuta tagliando la superficie con nna sferctta di centro P) e quello delln
sna immagine sferica alle areo che esse racchiudono, Ricordinmo anche
il presentarsi della curvatura wmedia (ancora come un’estensione della
curvatura di una linea piana) in base alla variazione di nn’avea, quale
appare in una classica formula di Berrranp (elr. Mémoire sur les sui-
faces disothermes » Journ. de Math.s, 1. 9, 1844, o Mémoire sur 1o théorvie
des phénoménes capillaires, ibid, t. 18, 1848): alla generalizzazione di
questo concetto per nn'ipersuperficie immersa in uno spasio di Rremann
ha poi conlribuito il nosiro SoMicLiANa (Intorne ai paremetsi differenziali,
« Rend. Ist. Lomb, ». serie 11, vol. XXI, 1889).
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Nel primo ordine di idee voglio ricordare un procedimento
poco noto, e in parte precedente alle Disquisitiones, dovuto a
un italiano, CARLO SERENI, (') professore alla scwola degli
Ingegneri a Roma, la cui idea & essenzialmente questa. Nel-
I"intorno di un punto P di una superficie (supposto per sem-
plicitiv elliftico) si sosfifuisce a questa un ellissoide osculatore
di centro O, di cui P sia un vertice, e y I'ellisse sezione col
piano diametrale perpendicolare ad OP. Allora per le varie
sezioni normali in P i raggi di curvatura sono, a meno di un
fattore, i quadvati dei semidiametri p dell’ ellisse y: un’imma-
gine numerica di questo insieme di raggi di curvatura & data
dall’ insieme dei valori di g ecioe dall’avea dell’ ellisse, che a
meno di nn fattore ¢ proprio il prodotto dei semiassi dell’ el
ligse, cio® »,. Si ritvova cosl la ourvatura di Gauss.

Nel secondo ordine di idee & particolarmente noto che Soria
GERMAIN ha invece insistito sull’opportunitd di considerare
come caratfere numerico saliente la curvatura media

1(£+1
sli+r)

che, senza portare ancora un nome, era gid comparsa ripetu-
tamenfe nella matematica pura e applicata; p. es. per caraf-
terizzare col suo annullarsi identico le superficie d’area minima,
o in relazione colla teoria della capillarita. 1 idea saliente di
Sorra GErMAIN dal punto di vista geomefrico, quale risulta
dalla Memorin alquanto verbosa pubblieata dall’ autrice nel
1831, (%) & questa, Por gindieare della maggiore o minor cur-

(*) Sulla eurvith delle superficie, <« Raccolta Palomba », T, 1845, Ma fin dal
1826 il SereNt aveva pubblicato il Traftate di geometria descriftiva, dove
8i trovano svolte, per quanto in modo poeo chiare e poco soddisfacente,
varie comsiderazioni ineventi nlla curvatura delle superficie; in particolars
vi sl parla (§ 344 e sgg)) di una sfera che ha « il confatfo piiv intimo » e di
ma che ha « la maggior conformita. di curvezza +. Lin prima « é quella del
nasshno avvicinamanto assolwio, ciod guelln in ewi la somma di tutte le
curvalure pargiali si accosta alla sonma di tutte le parziali cwrvature
della swperficie, piit che in qualsiasi altra sfera >, » por quesia si trova
che ha il raggin modio proporzionale fra v, e »y; la seconda & la sfera
che «unella direzione del massimo allontanamento si discosta dalla swuper
ficie meno di tutte le alive -, (¢ punti iperbolici sono consideraii a parte).

(%) Mémoire swr la courbure des swrfaces, « Journ. liir Math. », Bd. 7.



Le origini det primi eoncetti della geometria differenziale 15

vatura di una linea piana nel punto P, basfa osservare se,
riportato su qnesta un archetto P@Q di data lunghezza, la linea di
distanza, ciod la distanza Q@ di @ dalla tangente in P, & pin o
meno lunga. Per una superficie portiamo su tutie le linee sune
gsezioni normali in P degli archetti PQ aventi una stessa lun-
rhezza otfenendo cosi una linea (§). Abbassando da oguni posi-
zione di @ la perpendicolare @€' sul piano tangente in P
avremo infinite linee di distanza Q¢ tracciate sn una super-
ficie cilindrica. L’analogo di quello che era prima la distanza
Q@ & ora la superficie (eilindrica) formata da tutti pli attuali
segmenti §Q'; & quindi naturale di misurare la curvatura
della superficie in P in dipendenza dall’area della superficie
cilindrica congiderata. La misura ecosl ottenuta della curva-
tura risulta appunto la curvatura media.

B stato pitr volte rilevato I'inconveniente che la curvatura
totale si annulla gid per tutte le superficie sviluppabili, che
pure non sono superficie piane; cosicché sarebbe meglio adot-
tare per la curvatura una misura tale, che essa, per una super-
ficie non piana, risulti sempre diversa da zero. I quello che
ha fatto in un lavoro, passato quasi inosservato, un rumeno,
E. BacatoeLo ('), che ha modificato il procedimento di Gavss
della rappresentazione sferica in un piccolo particolare, e ciod
I’ ha applicato alla linea (@) che abbiamo usata un momento
fa, considerando perd le mormali nei punti @ non alla super-
ficie, ma alle rezioni (normali). Molti anni dopo (1889} si &
proposto uno scopo analogo FELICE CAsOmATI: il titolo della
seconda Memoria da lui pubblicata « Mesure de la courbure des
surfaces suivant U idée commune » (*) esprime gid 1’ idea del-
I’Autore: il metodo usato da GAUSS per misurare la curvatura,
per quanto sembri « avoir satisfail la plusport des mathéma-

(1) Uber die Krimmung der Fldacken, « Zeitschrift f. Math. u. Phys. »,
Bd. 4, 1859, p. 812, In guanto segue modifichiamo un po’la breve esposi-
zione di BACALOGLO, come & necessario fare per darle nn significato, che
nel festo originale manea, certamente per svista dell’A. La misura della
curvatura di BAOALOGLO risnlia

1 (1 1y 11 1\?
il ) ral ).

(*) Acta Mat. XTIV ; v. anche Nuova definizione della cwrvatura delle
superficie e suo confronlo con quella di Gaunss, « Rend. Ist. Lomb.» (2), XXIT.
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ticiens, jusqu’ a présent ne saurait satisfaire les howmmes en
général; car elle ne s accorde pos avec Uidée que tout honume,
ayant ouw non des connaisances spéciales de mathémaliques, con-
coit d’ une maniére plus ouw moins vague ». Secondo CASORATI
la definizione di Gauss & pata soito l'influenza della conce-
zione della superficie come velo flessibile, @ quindi gid pre-
gindicata dallp condizione di dover rimanere invariata per
flessioni: altrimenti, secondo CasoraTI, GaUss avrebhe misn-
rata la carvatura in un modo diverso. Si oftiene la curvatura
di CasorATI se su ognuno degli archetti PQ sognamo anche
nn punto R in modo che l'arco PR misari 'angolo delle
normali in P e ). Facciamo allora il rapporto fra 1'area rac-
chinsa dentro (B) e quella racchinsa dentro (P] — rapporto
che effettivamente generalizza quello mediante il quale si defi-
nisce la cnrvatura di una linea —: si ottiene cosi la curvatura
di CAsORATI, per la quale risulta il valore

1/1 1
§(o-_= * r—)

Lo scopo di CASORATI & raggiunfo; ma a prezzo di un in-
conveniente che CASORATI non ha rilevato: & vero che soltanto
pitt per i piani la curvatura risnlta nulla dappertufto: ma in
compenso, non comparendo nella formula che i quadrati di »
e 7, la natura ellittica o iperbolica del punto — che pure
tanto influisce sulla nostra nozione di curvaiura — scompare
completamente dalla formula.

Il problema parficolare il cui sviluppo ha interferifo pin
profondamente con la teoria delle superficie durante il periode
delle origini & sfato senza dubbio quello delle lince geodetiche
— ¢che chiameremo sen#’altro cosl in modo un pd anaeroni-
stico —. Il problema & stato posto da GrovaNNT BERNOULLI,
quasi agli albori del calecolo delle variazioni, per le superficie
di rotazione. 11 fratello Gracomo ha risoluto il problema, con
visnltato esatto ma pare con metodo sbagliato. Comungue
G1ovANNI BERNOULLI, forse spiacente del successo di Gracomo,
lo ripropose per le superficie in generale. GTovANNT BERNOULLI,
come ho gia ricordato, fin da quel tempo conosceva la proprieti
geometrica fondamentale delle geodetiche, ehe i loro piani oscu-
latori sono normali alla superficie. Quanto al modo in cni egli
¢ venuto in possesso di questa proprietd geometrica fondamen-
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tale, pare che egli 1'avesse dedotta dalla realizzazione della
geodetica come filo teso fra due punti di una smperficie mate-
rviale, dove per I'equilibrio del filo deve appuanto il piano
osculatore risultare normale alla superficie. Ma il passaggio
da guesta proprieth geometrica all’equazione differenziale delle
geodetiche doveva dare luogo a difficolth nofevoli quando non
era ancora ben chiaro il concelfo dell’equazione di una su-
perficie, come ho defto fin da principio. L'equazione diffe-
renziale delle geodefiche insieme con I'equazione della su-
perficie si trova soltanto in una Memoria di BurLEro del 1723 ('),
ma senza rilerimento a quella propriefd geomefrica. Il ealcolo
diretto fatto da Burero d fondalo su questa idea, diffusa fin
dagli inizi del caloolo delle vaviazioni: se & e H sono dae
punti della superficie, infinifamente vicini fra loro, situati sn
una geodefica, ¢ M deve essere un punto intermedio, la spez-
zata GM + MH (sostituita all’arco GMH) deve essere la pil
breve possibile. Rappresentando convenientemente le differonze
fra le coordinate di quei punti mediante differenziali primi
e secondi, ne nasce un’equazione del secondo ordine, che &
quella richiesta,

Quanto alla proprietd relativa al piano osculatore (che era
nota a EuLero perché pliela aveva comunicata privatamente
Giovaxnt BeryovrLni, ma allora ancora inedita) essa & stata
dimostrata da EvnLuEro soltanto pit tardi, nella sna Maccanice
{1736), & con una considerazione indiretta: studiando la traief-
toria di un punfo non soggetio a forze, obbligato a rimanere su
una superficie data, BuLero ha trovato, con un ragionamento
infinitesimale, che il piano osculatore a questa traiettoria &
ovungue normals alla superficie. Partendo da questa proprieta,
egli ha allora seritta la condizione perchd ana eurva di una
superficie si comporti in questo modo, ed ha ritrovalo proprio
tale e qunale la sua equazione differenziale delle geodetiche di
otto anni prima. B stata questa la prima dimostrazione pub-
blicata del teorema di BERNOULLI: come si vede, essa & al-
quanto indirefia.

Ma in quel tempo & stata diffusa un’altra idea che mi pare

(') De linea brovissima in superficie quacwmque duo quaelibet puncia
Jungente, « Comm. Ae. Petrop. » (pubblicato nel 1732).

Perviodico di Matematiche 2
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dia ragione nel modo pin intuiiivo di questo teorema. Sono di
quell’ epoca le celebri misnrazioni degli archi di meridiano in
Lapponia ed al Perit, per risolvere la dibattufa questione se
" ellissoide terresire fosse allungato ai poli, come pareva risul-
tare da misure precedenti, o pinttosto schiacciato; e risale a
quello stesso periodo il fraceiamento della perpendicolare al
meridiano di Pavigi eseguito da CaAssin (') per la costrnzione
della carta della Francia. A questo insieme di ricerche ha
partecipato in vari modi CLAIRAUT, sia prendendo parie diret-
tamente alle misurazioni eseguite in Lapponia, sia pin tardi
mediante la sna Théorie de la forme de la terre tivée des prin-
cipes de U hydrostatique, sia anche, come dird subito, con un’os-
servazione fondamentale a proposito della perpendicolare al
meridiano che era stata traceciata da Cassmvi. Ma Crnatraum,
era un nomo ecletfico, nella sna attivithd scientifica non meno
che in gquella privata, dove passava dalle lezioni di geometria
impartite alla sapiente amica di Veltaire, la marchesa di Cha-~
telet, al far di conio che egli insegnava a quella sua gover-
nante che, come & stato scrifte, morendo egli lascid nella
vedovanza. Dunque CAsSINI, per il tracciamenfo di quella per-
pendicolare, era partito da Parigi nella direzione volota, e
aveva proceduto, come & use, collocando dei segnali diciamo.
cosl allineati, cio® in modo che, per usare le parole di CLarraUT,
essi fossero « lous effacés les uns par les awnires ». CLAIRATUT
ha osservato che se la terra non & sferica la linea cosi otte-
nuta & generalmente una linea sghemba e, cib che & essenziale,
che essa segna effettivamente il cammino minimo, cosi come
avverrebhe se quei segnali fossero collocati in un piano (7).

(') De la carie de la Fronce et de la perpendiculoire a lo méridienne
de Faris, - Hist. Ac. Roy. » 1738 (pubhlicato nel 1735). Nello stesso volume.
& pubblicata la Memovia di Orawaur: Défermination gdomédtrigue de la
perpendienlaire @ la mdridienne fracée par M. Cassini, aves plusisurs me-
thodes @' en tiver la grandeusr et la figure de la terre, di eni si divd fra poco.

(*) La formulazione che ho adoftato nel testo per mettere in evidenza
nel modo pin chiaro 1'idea fondamentals rimusta nella scienza dopo il
lavore di CrAiraTm, & un po' schemalica, e si allontana in un particolarve
dalla realid storica. CassiNi, come ® usunle nei lavorli sul terreno., aveva
dovnio girare gli ostacoli esistenti Inngo In linea da lui misurata {(ma, egli
scrive o il semble que wvien ne deoit parailre impossible 4 couw qui sont
charges d'exédenter les ordres du Roy, lorsqw ils savent que ce qw'ils enfre.
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Ora dire che due consecutivi di quei segnali nascondono il
terzo vuol dire che per un osservatore dispesto lunge il primo
(i essi supposto uscente da P, cio® ovviamente disposto lungo
la verticale per P, il secondo segnale useente da I?, nasconde
il terzo uscente da P,, ciod vi & un piano per guella verticale o
per P, e per P,: & proprio il teorema geometrico di GIOVANNI
BervouLLL Ricordo che mello stesso lavoro di Crairaur dove
& contenuta questa osservazione si frova poi anche il suo notis-
simo teorema snlle geodetiche delle superficie di rotazione.
Senza poter ormai pit seguire gli ulteriori sviluppi concer-
nenti il concetto di geodetica, concetto che — giunto gid ben
formato nelle mani di Gavss, gli ha offerto la materia per la
parte forse pit rilevante delle Disquisifiones, — voglio perd
ricordare qui sopra fmfto perché sono divenute poco mnote, le
ricerche dell’abate Varrurea pr Carnuvso (') sulle geodetiche
dell’ ellissoide di rotazione, ricerche concepite con una ceria
indipendenza, e occasionale, come ha scritto il Cauuso, da
certe chicanes suscitate dalla misurazione del gradus tauri-
nengis eseguita dal BRooARIA.

Siamo cosl giunti al termine della nostra rassegna, dove
pure abhiamo dovute laseiare da parte dei concetli importanti.
(losl non abbiamo potuto occupareci della curvatura geodetica,
che ayremmo potuto seguire nella sua evoluzione storica dal
partieolare al generale: il primo passaggio dalle enrve piane
a quelle sferiche ¢ stato compinto da EULERO (il cui nome

prennent est agrdéable i Sa Majesté »). A guesta eircostanza CLAIRAUT8embra
attribnire particolare peso, affermando che se la superficie terrestre fosse
perfeitamente lisein, per tracciare la perpendicolare al meridiano baste-
rebbe piantare dei picchetti eome si & detto nel testo « powrvu gque Uon
oltt anis les deuwx prewmders dans le plon dw premier vertical. Mads les iné
galités duw ferrain ne permetiant pas ces opérations, si powr prolonger ln
perpendiculaive dont on a déja un petit coté on prend des points de cette
ligne awpquels on rapporte, par des opérations trigonoméivigues le prolon-
pement de la perpendiculairve, ces opérations qw’ on croivail revenir aw
méme que celle des piqueis et conserver la Tigne dans le plan vertical, la
détowrnent cependant continucllement de ce plan s.

(') De la navigation swr le sphéroide elliptique, ses loxodromies ¢t son
plus court chemin, « Mom. Acc, Torino ». t. IV, 17803 Application des formu-
les du plus eourt ehemin swr le sphéroide elliptique ; ibid. . V, 1703. Non vi
manca anche un cenno, sin par vago, — per le geodetiche dell’ellissoide
rotondo — a quella che diventerd pol la condizione di Jacowi.
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troviamo anche qui, almeno come quello di un precursore),
menfre MmnDINa — preceduto da Gauss — ha considerato
una snperficie gnalungme. Un altro campo importante su cui
non abbiamo potuto trattenerci & quello della rappresentazione
delle superficie le une sulle altre; eampo di ricerche che —
al pari di tanti altri di eui ci giamo venuti occupando — & stato
aperfo esso pure da problemi di matematica applicata, quali sono
quelli della cartografia. Particolarmente istruttivo & lo sviluppo
della teoria della rappresentazione conforme, attraverso i lavori
di LAMBERT, EULERO e LagrANGE fino alla Memoria di Gauvss,
alla quale fo attribuito il premio della Societd delle Seienze
di Kopenhagen nel 1822, Quando alcuni di questi lavori furono
rinniti in un volume della collezione dei classici di OSTWALD,
M. CAnTOR, dando notizia della pubblicazione (') osservava
che in esse era venuto acquistando un rilievo sempre maggiore
I’intervento delle variabili complesse, mentre «die praktische
Aufgabe ist mehr wund mehr in den Hinlergrund gelrelen; die
theoretische mathematische Aujffossung hat sie guriickgedringt »:
per GAUSS il problema ¢ divenuto gid del tutto matematico
cosicchd «es ist fast Zufall, das die Kartographie seine Ergebnisse
verwerthen kann; der dibevgang hat sich vollzogen >.

Ma il passaggio dal pratico al teorico, dal particolare al
generale, dall’ utile all’inutile, o per meglio dire a cid che & at-
tualmente inutile, e sopratuito dal conecreto all’astratto, conti-
nuerd sempre nell’ evoluzione della matematica. ¥ anche senza
uscire dall’ultimo argomento che abbiamo accennato, (GAUSS
pochi anni dopo, pensando gid alle pitt generali rappresenta-
zioni di una superficie sn un’alfra alle quali si imponga sol-
tanto la continuith (rappresentazioni in cui venivano a com-
pendiarsi, fra le altre, le rappresentazioni conformi, e quelle
equivalenti, e gqnelle provenienti dall’applicabilita della su-
perficie (*) seriveva (%) « es mag wohl elwas Anstrengung kosten,
sich zu diesem allgemeinen Begriff zu erheben; dann aber fithlt

(Y) « Zeitschr, f. Math. und Phys, », « Hist.-lit. Abth », t. 40, 1895.

(*) Per lo sviluppo di questec coneetto anteriormente a Gavss, eofr.
Si1A CKHL, op. ecif,, @) 1T,

() In una leftera a Hansax (11 die. 1825) riprodotta da Sricxnr b),
p. 91,
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man sich auch wirklich auf eimem héhern Slandpunkt, wo
alles in vergrdsserier Klarheit erscheint ».

La parte che ha la matematica nella storia del pensiero &
stata paragonata (‘) alla parte che nella tragedia di Amleto
ha Ofelia: Ofelia & bella, ma ¢ anche un po’ folle, Un po’ di
follia, di questa estrema lontananza -dal concreto, & un ele-
mento fatale nello sviluppo delle matematiche: naturalmente
deve frattarsi di follia... ragionevole,

ALESSANDRO TERRACINI

(t) A. N. Wrmuuuwap, La science et le monde moderne (trad. par A.
D' Ivery Er P. HoLLaxp) Paris, 1930; v. p. 87.




