Come giustificare elementarmente
la “legge normale ,, della probabilita ?

Ho dovuto propormi (‘) il segnente problema: come rica-
vare la « legge mormale » (o legge gaussiana degli errori) e
chiarirne il significato, col minimo apparato matematico e ool
massimo potere persuasivo? Le considerazioni cui sono stato
cosi condotto potranno forse interessare, sia per il problema
in 8o stesso, sia per una gquestione analifica che & incontra, e
che & sviluppata nell’ appendice.

. La « legge normale » ¢ quella che caratterizza nna forma
particolarmente notevole di distribuzione, e che ha un’impor-
tanza ben nota (forse anche sopravalutata) nel caleolo delle
probabilith, nella statistica, nella teoria degli errori d’ osser-
vazione. Fu quest’ nltima teoria a condurre per la prima volta
a ricavare fale legge, e fu precisamente il Gauss (1809) che,
convinto dell’ esistenza di una legge tipica degli errori acci-
dentali, & cercando quindi quale ne debba essere la forma, e
ciod quale sia la probabilith ¢(@)de di commettere un errore
compreso tra @ ed w -+ de nella misora di una grandezza fisica,
dedusse, in base a un ragionamento che tosto vedremo, la
seguente espressione della funzione ¢:

() In oceasione del corso di Calcolo delle probabilith nella Seuola di
apecilalizzazione in Assicurazioni presso la R. Universith degli Studi Feo-

nomici e Comwereinli & Trieste, Scuole frequentatn in prevalenza da lan-
roati in legge,
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Il parametro h misora la « precisione » del procedimento
di misura, « precisione » che & tanto maggiore gquanto pit &
grande . Cid risulta in modo pit significativo caleolando il
valor medio, che si indica con o°, del quadrato dell’ errore:

? 2 s ‘t—h’m' —_ e 20— (e — ¢
g _.fa- cp[w)dm_v;cjfne dm_h"\*wr., Fe e =55

la radice o = 1/AV2 di tale valore, che si chiama « scostamento
quadratico medio », ¢ che da, in uwn certo senso, la misura
dell’ ordine di grandezza presumibile dell’ errore, ¢ dunque in-
versamente proporzionale ad /i ; si pud anche osservare che
del pari inversamente proporzionale ad h risulta lo scarfo
mediano (scarto che ha probabilith 1/2 di essere superato, e che
ha il valore 0,4769h—*' =0,67454), e gqualunque alfra misura
dell’ ordine di grandezza probabile dell’ errore, perchs, intro-
ducendo s in luogo di & come parametro nell’ espressione di ¢
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si vede che o vi entra appunto e solo per fissare 1" unita di
misura,

11 ragionamento di GAUsS & riportato in quasi tutti i frat-
tati sulla « teoria degli errori »; poich& la forma in cni & ordi-
nariamente espresso mi & sempre sembrata di difficile com-
premnsione, ritengo opportuno riassumerla (‘).

La probabilith che, facendo n prove indipendenti, in cia-
souna delle gquali la probabilith di nn valore compreso fra @
ed x—+4dr sia ox)de, si ottengano per i numeri aleatori
X,, X,,.. X, dei valori compresi fra «, ed wx, -+ de,, x, ed
@, + dw,, .., ©, ed x, 4 dx,, & (per il teorema delle proba-

(f) Par una esposizione piti completa e di chiaresza ammirevaole sl vada
G, Casmenzvove, Caleolo delle probabilita, Vel, I1, pag. 5; vi si frove-
ranno anche tntfe le indicazioni di eni si pofra sentive il hisogno neila
lettnrn del presents numero, sia per quanto riguarda le osservazioni eri-
tiche relative al procedimentio, sin per notizie di carattere storico, sulla
questione di priorith tra GAUSS ¢ LAPLACE.



Come giusificare elementarmente la «logge normale » della probabilita? 199

bilita eomposte)

e p(acy) .. la, )dx de, ... dx,, ;
k¢ pensiamo ¢ determinata a meno di una fraslazione e con-
sideriamo cio¢ le infinite leggi g(» — m), con m reale qualungue,
possiamo chiederci per quale valore di m la densitd di pro-

babilita
P(m) = ¢z, — m) o, — m) ... oz, — m)

assume il massimo valore. Annullando la derivata logaritmica.
di P(m) si ottiene 1’egunazione

b, —m) =0 con P(x)= () )

Ora i1 GAUss si chiede : esisiono delle leggi ¢ fali che P(m)
sia massimo quando si prenda m nguale alla media aritme-

. 1 S B .
tica = (e, +x, +..+m,) di 2, .2, ? Per ¢id occorre e basta

che 1 equazione I, ¢ (x; —m)—=0 sia equivalente all’ altra
T, —m) =0, per il che dev’essere (') d(x)="Fh», e quindi

-+—00

L, . 0
ofr) = 0™, La condizione | 9le)de =1 permeite di deter-

minare i valori delle cosfanti in modo da ricondurci alla
forma sepra riportata della legge normale.

Fin qui, e ciod in tutto il ragionamento, in quanto ragio-
namento formale, nulla da ridire. Ma lo scopo di tale ragiona-
mento non vorrebbe essere quello di verificare che la legge
normale & la sola che gode della proprietd considerata, ma
bensi di dimostrare come essa sia la sola ammissibile, in un
vasto ma non ben precisato campo di problemi, in quanto
81 considera la detfa proprietd eome necessaria.

Molte critiche si possono fare e sono state fatte al riguardo,

(') Di solito tale passaggio si ginstifiea in base a una nuova equazione
differenziale ; mi sembra invece convenga stabilirlo immediatamente osser-
vando che ne scende:

b= @) = — P(a)
Pl +y) = — d(— ®) — b(— y) = d(=) + ().

Per fale equazione funzionale, ofr. la nota () a pag. 206,
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enfrando nel merito stesso dell’ impostazione e del largo eampo
che vi ha 1" arbitrio; pii decisiva mi sembra perd ' obiezione
gegnenfe, che nega ogni valore al concetto informativo anche
supponendo infondate (menfre non lo sono) le critiche relative
alla sua formulazione matematicn. In sostanza, il ragionamento
non dice che, date certe premesse, piu o meno accefttabili e
intuitive, si deve concludere che la legge di probabilitd risulta
quella ¢« normale », ma invece che, per giustificare in modo
assgoluto I’ nso dei pratiei di basarsi spesso sulla media arit-
metica, bisogna imporre alla legge di probabilith di avere la
forma gaussiana (') Sarebbe quanto sostenere che la legpge
della mortalith deve essere quella di GoMPERZ-MAKEHAM percho
altrimenti gli atfuari non potrebbero ealecolare i valori delle as-
sicurazioni su due teste mediante una « etd raggnagliata » (*).

() Una vigorosa eritica di simili pseudodimostrazioni si pud leggere in
P. Lavvy, Calewl des probainlités, Ch. 1V, n. 31, pag. 8¢ (La notion de pré-
cision. d’une mesnre),

(Y Sia p(x)dae la probabilifa c¢he un individoo di etd x muoia prima di
raggiungere 'cth @ + dae; p(e) si dice allora « intensith di mortalith »

— [ s Hat
all’eth =, o pz(s)=e '° & la probabilitd che un individoo di efh @

gopravviva all'etd a —-2 In particolare sarebbe ad es, p.(g) = ¢ '° ga fosse
p(@) =p = costante, come si ha per la disintegrazione degli atomi di radio
(probabiliti di « morte » indipendente dall’ = eth »); per gli uomini & invece
intnitivo, e la statistica lo econferma, che p(x) cresee con 1'eti (almeno a
presciudere dal periodo della faneciullezsa), e una formula empirica che
esprime in buon accordo con I'esperienza questo peggioramento della mor-
talith al crescore dell’etd & quella proposta da Mawmuam (1860)

nfw) = a—+- bev

(nella forma particolare con @ =0 proposta dn Gouperz fin dal 1825).

TLa probabilith che, di due individul di etd @ e y, nno almeno muoia
entro un tempuscolo dwx, & data da [p(e) + p(y)]de, e la probabilita che
csgil sopravvivano dopo un tompe 2 &

£
. —[ a4t +-ply--tat |
‘ Pa w(2)=¢e f" = Pal2)py(2)

nel easo della legpge di GomrErzZ-MAKEHAM 8i ha
1~ £) -+ p(Yy 1) = 2@ + b{ew Tt 4 e+ 1) = 2 4+ bS] = 2u(E +-§)

ove si ponga cs :%(c”’—i—cﬂj. e si ha quindi

—2f e+
Pz, y@)==0 40 =p; () =D, (2)]%
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Taluno tenta giustificare il punto di partenza facendolo a
" sna volta derivare dai teoremi assintotici di TOHEBYCHEFRF (!);
ora, essi dicono che la media costitnisce un valore molto ap-
prossimato qualungue siw la legge di probabilith [purché a
scostamento gquadratico medio finito), ed ¢ pertanto ancor meno
giustificato pretendere che la forma della legge di distribu-
zione debba essere proprio quella che si distingue dalle alfre
non perché goda di wna proprieid importante da cui tutte le
altre sono lontane, ma di una proprietd che, entro i limiti
della pratica significativith, & comune a ftutte, ed & soltanto
esprimibile per essa in un mode pit rigido e formalistico.
Concludendo, ritengo che tale procedimento abbia un solo
arande merito : quello storico, quello di aver fatto considerare
per la prima volta guesta cosl notevole forma di distribuzione.

2, Poco pin tardi (1810 ; 1’ impostazione rigale al 1780) fu
messa in luce da LAPLACE la proprietd veramenfe significativa
che caratterizza la legge normale e giustifica la posizione di
privilegio che ad esga compete. Si tratta di questo: che se 'errore
complessivo X ¢ la somma di un grande numero di errori
elementari indipendenti X, X,...X,,, allora X segune, con appros-
gimazione tanto maggiore quanfo pit i singoli errori X, somno
« trascurabili » rispetto all’ errore complessivo, quanto pit si
confondono in esso, la legge mormale.

Il fatto poi che X, .. X, siano degli « errori » non & che

A parole: la coppin di due individui di eth @, y (e lo stesso vale per una
terna, un’ennupla di individui di etd o, ... x,) si comporta — per riguardo
alla probabilith di sopravvivenza al completo dopo un generico tempo 2 —
allo stesso mado di una coppia (risp. ennupla) di individei di una mede-
sima efd media E, che si dice « oth ragouagliala ». B ovvio il vantaggio
che ne deriva per i caleoli relativi ad assicurazioni sun pitt teste: Invece
che eseguire i caleoli per tutte le coppie di etd a, ¥ (o, in genere, ennuple
2y . 20,) basta limitarsi alle sole eoppie g & (emnuple § & ..., §) di eti uguale.

Inversamente si dimostra che la legge eni il Gomprrz e il MAXRHAM
erano giunti per via empirica & Vunice (insieme a un suo easo limife) che
cgode di questa importante proprieta (feorema di Quiquef); In possibilifi
delle accennate semplificazioni di ealeolo & comnsentita quindi nella pratien
soltanto dalla fortunata e singolare circostanza che In legge empirviea della
mortalith segue proprie all’ineirca 1'andamento rappresentato da quella
formula.

(1) Cir. ad es. U. Brocay, Maltematica Attuariale, nota in ealce a p. 35.
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un’ interpretazione che ho seguita finora per riallacciarmi ai
brevi cenni precedenti sull’ origine della legge gaussiana, ma
che, per sd stessa, & del tutto inessenzinle; d’ ora in poi par-
leremo sempre di « nmmeri aleatori » (variabili casuali), che
potranno evenfualmente avere il carattere di « errori », ma
potrebbero anche avere un’interpretazione di tutf’altro genere,
La proprieta fondamentale che ci inferessa & quindi, nella
formulazione pin larga, la segnente: s¢e X, X, ... X, sono i~
meri aleatori indipendenti, la loro somma X =X, + X, ... +- X,
segue la legge norvmale con approssimazione lanlo wmaggiore
quanto pii il contributo di ogni singolo degli addendi ¢ « tra-
scurabile » rispello alla somma (‘).

Ora ci si pud proporre un programma massimo e un pro-
gramma minimo: il programma massimo consiste nel dimo-
strare tale proprietd e giungere alla legge normale per tale
via, quello minimo — ecui c¢i si deve forzatamente limitare,
almeno attualmente, se non si vuol fare uso che delle nozioni
piu volgarizzabili dell’ analisi — consiste invece nell’ annun-
ciare, come risultato di cni si omefte la dimostrazione, la ten-
denza verso una legge limite nelle circostanze enunciate, e
nel dimostrare che, anunesso che uwna tale legge limile esista,
essa non pud avere altra forma che quella della « legge nor-
male ». 10 al programma minimo che ei limiteremo.

Quello che specialmente mi preme meftere in luce, & come
tale risnltato si possa giustificare in modo facile e insieme
concettualmente significative, basandosi sulla nozione di legge
stabile. Tale nozione, ¢ la possibilith che ne deriva di rica-
vare |’ espressione della legge mormale, & stata messa gia op-
portunamente in rilievo dal Lavy (*), che sviluppa perd il

(Y} B questo il concedto informatore della dimosirazione di DLAPLACE.
Fra i melodi pitt importanti per svolgere tale dimosirazione basti citare:
a) il metodo dei momenti (Tchebycheff-Markoff-Liapounoff-Stieltjes-Castel-
nuovo, ece.), cfr. G. CagrrLyvovo, Caleolo delle probabitita, vol. II, pp.
154-188; ) il metodo della funzione caratteristica (Canchy-Poinearé-Lévy),
efr. P. Litvy, Caleul des probabilités, pagg. 233 e segga.; ¢) il metodo ba-
safo sull'equarzione del calore (Petroveki-Khintchine -Kolmogoroff), oft.
A. Kmnreaing, Asymplotische Gesetze der Wahvschsinlichkeilsrechnung ;
d) il metodo di Lindcberg, che si pud esporre (efr. Liivy, loe. eif) me-
diante il procedimento della funzione cavatieristica.

(*) P. Lavy, Op. cit,, pagg. 262 e segg. Cfr. anche P. Livy, Swr le role
de lo loi de Gauss dans la théorie des errenrs, « C. R, », 174, (1922) page.
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ragionamento mediante il metodo della funzione caratteristica ;
il presente lavoro ha lo scopo di mostrare come, col medesimo
ragionamento di partenza, si possa giungere a un’ impostazione
molto pitt semplice, e precisamente al mefodo che risale a
MAXWELL ('), e fu poi ripreso anche da altri Aufori, ma che,
senza la giustificazione basata sul concetto di legge stabile (e
che non mi consfa sia nota) era privo di ogni valore so-
stanziale.

3. Precisiamo concetfi e ragionamenti.

@) Ammettiamo che esista una legge gp(x), che diremo
« legge normale ridotta » (di cui vogliamo deferminare 1’ espres-
sione supposta tuttora incognita) tale che, se X & somma di un
grandissimo numero di numeri aleafori indipendenti X, X,... X,
ed ha valor medio m =0 e scostamento qnadration medio c =1,
Ia legge di probabilith di X sia approssimativamente data
da glx) ).

b) Se, abbandonando le ultime restrizioni, # e ¢ sono
valori gqualunque, la legge di probabilith (legge normale, in

generale) & invece:
} L — m\
s\ "o )

S 1, . :
cid risulta senz altro dal fatto cho Y=8(X—mj segue in

tal caso la legge normale ridotta, essendo, per Y,

my =0, oy=1.

855-857 e G. Panya, Herleitung des Gauss-schen Fehlergescizes aus einer
Funktionalgleichung, « Math. Zeitgchrift », B, 18, H. 1-2, 1923,

(Y J. O MaxwuoLn, Hlustration of the Dynamical Theory of Gas, « Brif,
Ass, », 1859.

(*) Cid, naturalmente, vale soltanto sotto certe eondizioni restrittive, che
perd non & necessario precisare per poter svolgere il seguente ragiona-
mento, dal quale, d’alfronde, bisogna dirlo, non & possibile ricavare se e
sotte quali condizioni tale ammissione & elfettivamente vera, Volendo, si
pud, per fissare le idee, enunciare la semplice econdizione cho gli addendi X,
abbiano i valori possibili tutti infariori ad &o, ove & & piccolo, & 5 &lo sco-
stamento quadratico medio della somma. Quanto pit = & prossimo a zero,
tanto pin la legge di probabilith di X & necessariamente prosgima alla
legge normale. Bisogna perd avvertire, in tal caso, che il fcorema sussiste
ancora sotfo ipotesi molto meno restrittive.
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c) Se X=X, X, e Y=2X,V, sono ciascuno la somma di
un numero grandissimo dei numeri aleatori indipendenti

XX, X ¥, 5, Yy,

anche X e Y sono indipendenti, e la loro somma Z=X4- ¥
& essa stessa, e a fortiori, la somma di un numero grandise
gimo di numeri aleatori indipendenti.

d) Quindi la legge normale & sfabile, nel senso che se X
e Y sono numeri aleatori indipendenti che segnono la legge
normale, anche la loro somma deve seguire la legge normale.

e) Ricordiamo che, se m, ed m,, 5, e o,, sono rispetti-
vamente i valori medi ¢ gli scostamenti quadratici medi di X
e di Y, il valor medio e lo scostamento quadratico medio di
Z=X+41,se X e Y sono indipendenii, sono :

m=m, +m,, oc=YVa 4.

f) Bi econclude quindi che, componendo le leggi di pro-
babilith
1 [(z—m, 4 1 (e—m,
;:_:P o’ E;CP Iy

si ottiene la legoe di probabilitd :

%‘P(m—m) 1 (’m——(m,-t-mg)).

= — e
° Vo 43, \ Vo +o,

Si trafta di dimostrare che tale condizione defermina com-
pletamente la « legge normale »,

4, Per procedere in modo intuitivo, rappresentiamo carte-
sianamente X ¢ Y, ¢ consideriamo la distribuzione di proba-
bilita sul piano ay. Sia f(x, y)dS la probabilith che la coppia
di numeri aleatori X, Y cada nell’ intorno dS del punto @, y:
fle, y) si dice densith di probabilith, e possiamo anche, per
fissare le idee, interprefarla come una distribuzione continua
di massa su un piano xy, o, meglio ancora, possiamo pensare
an modello di questa distribnzione di probabilita costituito da
un solido omogeneo C di alftezza h = flw, y) poggiante sul
piano @y. La probabilith che X, Y cadano in una certa area 4
& il volume del pezzo di solido C che sovrasta A: in partico-
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lave, la probabilitah che X cada tra =z ed 2 +-dx & dala dal
volnome di una « fetta » sotfilissima tagliata parallelamente
all’ asse ¥, la probabilita che Y cada tra y ed y+dy si ha
tagliando una fetta parallelamente all’asse @, la probabiliti
che Z=X -+ Y cada tra # e z-4-d2 in modo del tutto ana-
logo tagliando una fetta parallelamente alla seconda bigetirice,
e, in generale, la probabilith che zX -}-8Y cada tra duoe va-
lori deferminati, si ha tagliando una fetta nella direzione
o -+ By = cost.

Sarebbe facile esprimere futtec queste semplici proprietd
mediante integrali: la probabilith che X, Y ecadano in una
certa area A & infalti:

Py= 1{: [ fla,y)dacdy ;

voglio perd svolgere il ragionamento nel modo pilt elemen-
tare e intuitivo, perchd questo & lo scopo principale che mi
preoceupa.

5. Se X e Y sono indipendenti, ed & ou (x)dx rispettiva-
mente ¢ (y)dy la probabilith che X cada tra 2 e x—+-de, ¢ Y
tra % e y 4+ dy, si ha evidentemente che:

?@)p (y)dedy = fie, yjdxdy
¢ la probabilith che X, Y eadano nel rettangolino tra

@, :Z:-l—d&'}, e ¥ y""‘dy
ed & quindi
iz, y) = g, (@kp,(y).

Supponiamo che X e Y seguano la legge normale, e, senza
perdere in generalita, potremo supporre che seguano la legge
normale ridofta, ossia che 9, =, =1u. Dalla stabilitz della
legge normale sappiamo che X --BY (z ¢ B coefficienti qual-
siangi) segue allora la legge normale conm =0 ¢ o= Va* 4 §;
se in particolare prendiamo « e § tali che o'-f*=1 (e li
possiamo allora scrivere o= cosf, § — sen0) anche XY
seguird la legge normale ridotfa <.

Cid significa che la distribuzione di probabiliti & la stessa.
in totte le direzioni, o, in altre parole, che il volume di €
compreso in una qunalunque « fetta » (fra due qualunque piani
verticali paralleli) non cambia facendo comungue ructare il
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golido € afttorno all’asse w=y»=0. Che questa condizione
equivalga a dire che C deve essere un solido di rotazione
sembra senz' aliro plausibile; la dimostrazione di tale teorema
sara sviluppata in appendice a questo lavore, perchd, se & ne-
cessario, per il rigore del procedimento, esser certi della sua
verith, & ben sufficente, in una ftraftazione elementare, dare
tale fatto come un risultato di geometria gid acquisito.

Ammettiamo quindi che C sia un solido di rotazione, e
cioé che flz, y) = ¢lx) ¢(y) sia funzione soltanto della distanze
dall’ orvigine (*) ossia di «* - y* : dall’ equazione

9(x) v(y) = o*Fl=* + ¥) (e = 2(0))

che & comodo serivere cosl, col fattore costante ¢*, perchs
gia F(0) =1, si ricava subifo:

_ o' Fla’) = 9(0) ¢(x) = cal)
e quindi

o a 1 ] g
Fw' + ') = 5 9(®) 9(y) = F@")F(y°)

od anche
log F(x* -+ y*) = log F(x®) 4+ log F(y°).

Si ottiene (*):
log F(J'?) = kx", F(me} — e‘iw’? ‘:?('1:) — Gehm'*”

¢ &i giunge quindi, determinando le costanti, alla legge nor-
male ridotta.

(1) I1 MaxwrLn e altri A A. si basavano sn questa siessa condizione am-
meftendo, in sostanza, la proprieti da essa espressa, in base alla convin-
sione, ginsta ma non ginstificata, che un vettore le cui componenti X e Y
siano dei numeri aleatori indipendenti segunemti la legge normale debba
avere una legges di probabilitd per eui « tutte le direzioni siano ugnalmente
probabili »,

(*) Accenniamo al modo con cui si dimosira, che, sotto condizioni molts
ampie, I'equazione funzionale f(x 4y = flx) + fly) non ammette altre
soluzioni che le funzioni linearl omogenee fla)— k.

Sis f(1)=k; ne scende f(2)=/7(1) -+ [f(1)=2k, f(8)=3k, e in generale
{(n) =#nk per n intero, e ancora f(x) = ka per ogni & razionals dovendo
essere #if(m/n) = f(m) = mk =nk(m/n). Se [ & continua, & gquindi sempre
1z} = k.

Una soluzione che non fosse di tale tipo sarebbe dungne necessaria.
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APPENDICE

Il lemma di cui avevamo bisogno nella precedente dimostra-
zione era il seguente:

Se un solido C compreso tra il piano z =10 e la superfice con-
tinua z—=1(x, y)==0 & tale che il volume della fetta compresa fra
due piani verticali paralleli gualvngue ax +-by =r, ax + by =s
non varia facendo ruotare C inforno all’ asse z, allora esso & un
solido di votazione, ogsin f(x, v) & necessariamente funzione di x* + y*.
¥ ovvio inversamente che se C & un solido di rotazione la pro-
prieta & certamente verificata,

La condizione voluta significa che esiste nna funzione J(5)
della sola p tale che, essendo ax -+ by=0 un qualungue piano
passante per 1’asse &, la fetta di C compresa fra esso e il piano
parallelo a disfanza p ha sempre volume F(3). Per sua natura F(g)
& decrescente, F(g)=0 per p=0, Flpg)— 1,2 per p — oo se Bi

~+00-4-00

pone —1 il volume totale del solido: 1= ff flae, y)dady.
Bd @ -

I =+n0 +0s
Fig) = ,ﬂ[ da [fie, w)dy, F'(s)=[fie, y)dy,

cosicche 1la condizione si pud anche enunciare: I’ integrale di fle, y)
lungo una reffa qualunque & funzione solfanfo della distanza di
tale refta dall’ origine.

Vediamo in primo luogo se tale equazione si pud rendere sod-
disfatta mediante una funzione flz, ) che dipenda soltanfo dalla
distanza dall’ origine:

fle, ) =op(r) con »r= Va*-+ y*.
Su una refta @ = cost, =i ha :

VAR, d rdr
N = — e, —_ T,
) ¥ & Y \/1"—-&:’

00 e
- eidy g [ TR
fﬂ‘l*: Yldy = 2. sz

menfe discontinva; si vede poi facilmente che sarcbbe ovungue discon-
tinua ed ovunque non limitata (neppure unilateralmente), cosiceh® anche
la condizione di essere limitata, oppure dl essere positiva, ece, ecc. (e ¢id
anche nell’intorno di nn sol punto) bastano ad assicurare che f(o) = ke,
(Cfr. p. es. I'art. V di G. Virarr in « Questioni rignardanti le matema-
tiche elemanfari » racecolte da . Hyrigues. Vol. I, pag. 226 (§ 12).
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e si ha dungue 1 equazione:

[ remar
ro=2 [
{

molto simile a quella classica di ABEL eni ci si pud ricondurre
mediante la sostituzione:

b= r=i""b, dr=—t""hdl, t=9"% p=1""'h,

P()- /Vﬂ i

che div:

0ssia

W‘P \/t
V'r: ‘\/r-——f

Ma questa & proprio I equazione di ABEL ('), e la sua solu-
zione, ecome & ben mnofo, & data da

% () ﬂ:dt[\/t \St—r’

ossia, ritornando alle variabili originarie

CF - F'(z)de
lr) =
™ d’ JeVei—r

Interessa in particolare ricordare che la soluzione & unieca:
non esistono due diverse funzioni @,(r) e p,(r) che corrispondano a
una medesima distribuzione F{s), o, in altre parole, non esiste una
funzione flo, y) = @(r) = p,(¥) — p,(r) non identicamente nulla per

la quale sia fﬂ:r-, yyds =10 su una qualunque retta del piano. Da

tale condizione di univocita risfretta (al campo delle sole funzioni
della distanza dall’ origine) scende perd, in base a unn semplice

(!) Ctr. ad es. G. Vivanyy, Equasioni infegrali lineari, pagg. 93 e segg.
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osservagzione che faremo, la condizione di univoeitd incondizionata,
e quindi la conclusione che se fle, %) non & costante sai cerchi
a® + y* = cost. essa non pud soddisfare la condizione volufa.

Sia infatti flz, y) una funzione che abbia uguale ad £'(g) 1’in-
tegrale sn qualungue retfa a distanza g dall’ origine ; riferiamoci
per comoditi a coordinate polari, serivendo f{r cos 6, » sen b) = gr, H).
Tl evidente che la medesima condizione & soddisfatta allora anche
per tufte le funzioni gu(r, ) =g(r, 6 — ) che si offengono ope-
rando sul piano una rotazione attorno all’erigine, operazione che
lascia manifestamente inalterato il problema, ed ancora da futte
le combinazioni lineari del tipo

glr, ) =Zu,g(r, H —a,) (g + J1p = o =+ == 1)
o delle funzioni limite di funzioni di fale tipo, come ad es.

2 gm

gHr, B)=/ glr, 6 — o)da= glr, O}
0

0

che & funzione della sola #. Poiche 1’ upica funzione della sola »
che risolve il problema & la p(r) deferminata precedentemente, ne
scende che gy, 0) = p(r); quindi: se il problema ammette solu-
zioni, amwmette anche la soluzione del tipo fle, 9) = ¢(r). Tale solu-
zione & poi I'unica: perche ne esisfiesse un’altra g(r, )3=«(r), sarebbe
necessario e sufficiente infatti che la funzione g(r, §) — p(r)= ¥(r, 0)
avesse integrale nullo su gualunque retta senza essere identica-
mente nulla. Ma essa, come si vede applicando il procedimento
precedente che da:

2
Ty, B) = [ W(r, Bdd =0
]

deve aver nullo anche U integrale esteso a un qualungue cexchio
col centro nell’ origine, ¢ quindi — mnofando che in quesfo caso
speciale la scelta dell’ origine & arbitraria — dev’ essere nullo 1'in-
tegrale esteso a qualungue cerchio. Cid che & imposgibile se I non
& identicamente nulla, perch® se in un punto P & (U |=a> 0)
scelto un cerchietto nell’intorno di P in cui |U'| > «/2, si avrebbe
un integrale certamente non mullo.

8i pud osservare che questo ragionamento dimostra il teorema
di wnivocita anche per il problema piti generale segnente :

deferminare una funzione Hx,y) dei punti del piano in modo

che U integrale esteso alle diverse relte del piano anssuma valori
assegnati,
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o analiticamente:

|00
fﬂp CoS ¢ + §sen o, pseneo — §cos o) ds = P2, a),
.00

La soluzione, se esiste, & unica; non sembra perd facile defer-
minave le condizioni di esistenza. Comunque, tale forma pi ge-
nerale non ha aleun inferesse per il nostro problema di ealcole
delle probabilith, e basti quindi il segnalarla.

Bruyo nr Funnrr




