Teoria elementare della misura delle figure

{Da una conferenza tenuta dal prof. M. Piocoxe presso 1'Istituto Romano
di Cuoltura Matematiea, il 28 aprile 1945)

In nna conversazione che ebbe Ilnogo nell’ indovinatissimo
Istituto Romano di Cultura Matematica, fu frattato un argo-
mento che ha un grande interesse per I’insegnamento elemen-
tare della matematica, quello della teoria della misura delle
fignre nel piano e nello spazio. Parmi opporfuno far conoscere
ai lettori di qmesto « Periodico », quanto ebbi a dire in quel
I’ ocecasione perchd, se si congiderano le fraftazioni fino ad oggi
date a quella teoria in fotti i trattati elementari di geometria,
non si pud nomn convenire che esse lasciano molie a desiderare
per la difformith che presenta quella che si riferisce ai po-
ligoni del piano, da quella che rignarda i poliedri ed anche
da quella delle figure piane con contorni formati d’archi di
cerchio ed infine da quella dei coni, dei cilindri, delle sfere.

Si suole dedicare parecchie lesioni alla teoria dell’ equiva-
lenza dei poligoni piani, laddove, se si premettesse il modo di
misnrare le aree di questi, essa non avrebbe assolutamente
ragion d’essere. Si persiste insomma a segnire il processo sto-
rico di svolgimento della teoria, gquando & oggi urgente, per
formare rapidamente fnturi eultori della scienza o della tecniea,
ben preparati, svolgere le teorie fondamentali nel modo pin
rapido e complefo possibile.

Una-trattazione, che io vorrei fosse attentamente considerata
dagli insegnanti di scuole medie, pienamente uniforme e della
massima rapidita e completezza, si fonda unicamente sul con-
cetto di estremi per un insieme numerico, concetto che & da
ritenersi elementare, essendo fondamentale per la feoria dei
numeri reali e quindi per quella della misura dei segmenti
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rettilinei. Svolta questa teoria, I’insegnante ha a sua disposi-
sione quanio occorre per svolgere gnella della similitudine
fra le figure nel piano e nello spazio, e potrd per es. anche,
se lo crede utile, svolgere subito la trigonomeiria e quindi
dare le relazioni tra i lati d’un poligono piano ed in partico.
lare per es. anche il teor. di PrracoRra, che si suole assegnare
alla teoria dell’equivalenza. Potra poi passare alla defini-
zione (i area per le figure piane e di volume per quelle dello
gpazio, col metodo che qui esporrd, il quale consente lo svol-
gimento esauriente della teoria della misura per le dette figure
in non pin di cinque lezioni. ed anche con una completezza
assai maggiore di guella con cui suole oggl essere esposta
nei trattati di geomeiria elementare, nei quali per es. manca
(grave lacunws questa per le applicazioni che ne deve fare il
professore di fisica) il teorema che da I’area d' una figura in un
piano, proiezione ortogonale di un'altra di arvea nota, conte-
nuta in on piano inclinato #n quello di on angolo noto.

Col notevole guadagno di tempo al quale cosi perverrebbe
il professore di matematica, potrebbe guesti accogliere nel suo
programma di geometria tutte le ieorie geomefriche cosiddette
complementari, oggi purtroppo ignorate dai nostri giovani delle
gcuole medie (omotetia e affinita nel piano e nello spazio, fasei
di cerchi ed assi radicali fra cerchi, inversione, teoria dei po--
liedri, geometria sferica, ece,), attingendo largamente a quella
miniera oggigiorno ormar purtroppe dimenticata ch’d I'antico
libro di geemetria di Riccarpo Barnrzem, del quale il nostro
arande Luier CREMONA deife una classica fraduzione per le
seuole medie ifaliane.

Generalita.

1. Diamo fin d’ora la ferminologia che ¢i permetterd di:
semplificare e d’abbreviare il dizcorso.

Con una medesima lettera minuscola laiina rappresentiamo,
senza possibilita d’equivoco. un segmento rettilineo e la sua lun-
ghezza, Col termine « parallelepipedo » intendiamo sempre nn
parallelepipedo retiangolo, agginngendo Pattributo di « obliguo »
solo quando si sard nel caso contrario. « Dominio refiangolare »
® nn rettangolo eoi lati paralleli agli assi ecartesiani prefissati
nel piano, oppure un parallelepipedo con gli spigoli paralleli
agli assi cartesiani prefissati nello spazio. « Dominio plurirel-
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tangolare » & 1'insieme formato da un gruppo di domini ret-
tangolari (nel piano o, rispettivamente, nello spazioj, in numero
finito @ mon aventi punti interni in comune !’uno con I’ altro.
Natoralmente potrd accadere, come caso particolare, che on
dominio plurirettangolare sia costitnito da un solo dominio
rettangolare.

2. Un punto d’una fignra piana si dice « inferno » ad essa
(nel piano), se & interno ad un rettangolo contenuto nella fi-
gura. Un punio d’una figura si dice « spasialmente interno »
ad essa, oppure « imterne nello spazio », se & interno ad un
parallelepipedo contenuto nella fignra. Evidentemente una fi-
gura piana & priva di punti ad essa spazialmente inferni.

Date due fignre F e @, si dice che F & interna alla G nel
piano (nello spazio), se ogni punto di F' & interno a (G nel
piano (nello spazio).

Data ona fignra F' piana, dicesi suo < conlorno piano » la
figura costitnita da tulti i suoi punti che non sono ad essa
interni, nel piano. Per una figura F dicesi « conforno spaziale »
la fignra costituita dai snoi punti che non sono ad essa spa-
zialmente interni. Evidentemente: una fignra piana ha per con-
torno spaziale s& medesima.

3. Data una gquoalungne figura limitata & del piano (o, ri-
gpetfivamente, dello spazio), consideriamo un qualunque do-
minio rettangelare R che la contenga nel proprio interno (n. 2).
Decomponiamo B in un numero finito di domini rettangolari
parziali, mediante duoe sistemi di rette, paralleli rispettivamente
all’asse = eod ull’asse y (o, rispettivamente, mediante tre si-
stemi di piani paralleli, rispettivamente, al piano zy, al piano yg
e al piano zw). Nel caso d’una fignra piana, se m — 1 sono le
rette atiraversanti R e parallele all’asse y ed » — 1 sono le
rette attraversanti K e parallele all’asse @, i domini rettango-
lari parziali in cni B viene decomposto sono in numero di mn.
Analogamente nel easo d’una figura dello spazio. Indicheremo
percid con una lettera dotata di due indici, per es. con R,
(0, rispettivamente, con R,,,), uno generico dei detti domini
retiangolari parziali, intendendo che h=1,2,....m;: k=1, 2,....n.
Orbene si dira che il dominio plurirettangolare D, costituito da
tutti e soli i domini rettangolari R, (o, rispettivamente, B,/
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che contengono, nell’inierno o sul cenforno, punii della fi-
gura F, < ricopre » F.

Se il dominio plurirettangolare D ricopre F, decomponendo
ulteriormente R mediante rette parallele agli assi coordinafi
(0 piani paralleli a quelli eoordinati) fra le quali figurino
quelle condotte per costruire D, si viene a decomporre ogni Ry,
(ogni R,p,) parziale di D, in domini rettangolari pit: piceoli
e prendendo, di sali domini pinn piccoli, tutti e soli gunelli che
contengono, nel proprio interno o sul contorno, punti della F,
8i ottiene un naovo dominio pluriretiangolare I, ricoprente F
e interamente contenuto in D. Diremo che I ¢ segue s D.

4. Sono evidenti le proprieta:
a) Se D, I¥, D" sono tre domini plurireftangolari rico
prenti F, tali che: 0¥ segue D e D" segne I)', anche )’ segne D.
b) Se D, I) sono due domini plurirettangolari ricoprenti F,
ogni dominio plurirettangolare ricoprente F, ottenuto prendendo
le rette (i piani) adoperante per costruire tanto D che D', se-

guira D e IV

5. Per un qualunque dominio rettangolare R, diciamo « ares »
di R (o, rispettivamente, « volume » di R) il prodotto delle
dimensioni di R, ciod:
area B —ab (rispeftivamente vol B = abe)

se @, b sono le lunghezze dei lati di B (se a, b, ¢ sono le lan-
ghezze degli spigoli di R). Si riconosce subito che: operata
nna qualunque decomposizione di B in domini rettangolari
parziali nel modo indicato al n. 3, la somma della aree (o,
rispeitivamente, dei volumi) dei domini rettangolari parziali
nei quali BB risnlta decomposto, risulta ugnale all’area di R
(o, rispettivamente, al volume di R).

6. Per un qualungue dominio plurirettangolare D, diciamo
¢« area > di D (o, rispettivamente, « volume » di D), la somma
delle aree (dei volumi) dei singoli domini rettangolari che com-
pongonoe D. Indicheremo questa sommg col simbolo o(D). Dunque,
per definizione,

o(D) = area D = ﬂarea Ba

(rispettivam, o(D) = vol D =23 vol B, ;).
hi
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E immediato che, se I & un dominio plurivettangolare che
segue D (n. 3), si ha sempre

olD') < o(D),

il segno d’ugnaglianza sassistendo guando e solo guando non
esiste alcun punto di D che non appartenga a D',

Estensione piana delle fignre piane.
Estensione spaziale delle figare spazlali.

7. Sia F una figura limitata qualungue del piano o rispet-
tivamente dello spazio ; indicheremo con |o{D)| la classe di
tatti i numeri (positivi) ottennta facendo variare, in fnfti i
modi possibili e il dominio plurirettangolare D ricoprenie F e
il dominio rettangolare E, contenente F' unel proprio interno,
dal gumale pud pensarsi proveniente I). Chiameremo « esten-
sione » di F il numero non negativo

est FF— estr. inf. di | o(D)}.
Talvolfa, per evitare ogni equivoco, adopreremo le notazioni
est, F, est, F

(leggi: « estensione piana » di F, « estensione spaziale » di F,
per distinguere i due casi, secondoche F' & uopa fignra piana
(e considerata come tale, nel piano cni appartiene), oppure una
figura dello spazio (ciod una figura tridimensionale o, almeno,
considerata come tale),

8. TrEOR. Per ogni dominio reltangolure R, &
est, R —area B (est, I = vol K.

Dim. Sia dapprima R piano. I domini rettangolari R, 4’ an
qualunque dominio plurirettangolare D ricoprémte R, possono
considerarsi provenienti da una decompesizione (del tipo indi-
cato al n. 3) d'un dominio reftangolare R’ contenente E nel
proprio interno. E anche lecito supporre che i lati di R ap-
partengano alle rette di D, guest' ipotesi non portando altera-
zione alcuna all’ area ofD).

ndicati con @, # i lati di R’ rispettivamenie paralleli ai
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lati @, b di R, con % il massimo lato dei domini parsiali R,,,
risulta

oD)=ab, e quindi ab< o(D)< (a+ 28)(b + 25).

Se ne deduce che o(D) non 8 mai < ab ma, disponendo di 3,
pud assumere valori prossimi quanto si vnole ad ab e ciod

est, /i — ab. Analoga dimostrazione, nel caso che R sia un pa-
rallelepipedo.

9. Sono immediate le due proposizioni :
a) Se F & un punio, si ha est F —0.
b) Se la figura ¥ é contenuta nella figura G, risulia

est B << est (.

E anche facile dimostrare che
o) Se F 2 contenula in una rella, risulla

est, F=0.

Meno semplice, ma pnr faecile estensione della dimostra-
zione di quest’ ultima proposizione, & la dimostrazione del
TroR. Se F 2 confenuta in un piano ©, risulia

est, F'=— 0.

Dim. Supponiamo che = non sia, per es., perpendicolare al
) piano zy. Imdicato con D un ge-
3 " nerico dominio plurirettango-
. lare ricoprente F, con R,,, un

B’ generico dominio rettangolare
_—TF_ di D, consideriamo il prisma il-
limitato T, che si ottiene, pro-
lungando indefinitivamente j
quattro spigoli di R),, che sono
1 _Ip paralleli all”’ asse 2. Il piano = ta-
ag glia i quatiro spigoli di T, in
9 i certi punti 4, B, €', I, Con le
rimanenti notazioni della fig. 1,
ove % indica 1’angolo d’inclina-
zione (positivo o negativo) della retta 4'B’ sull’asse =, § quello

5

Fig. L.
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della refta AL sull’asse g, ecc., risulta:

BB = AA"+a, tanga, DD = Ad" + by tang 3,
CC'= A4 + w, tang 2 + b, tang .

I domini B,y di D, aventi punti in comune con F e con-
tenuti in 7,,, riescono tutti contenuti in un dominio retian-

golare R,,. avente per base un rettangelo uguale al rettangolo
ABCD e per altezza un segmento s,, non superiore &

Gty | bang x| 4 by | tang B | + 23,

ove & indiea il massimo lato di tntti i domini rettangolari com-
ponenti D. Si ha dunque

o(D) = L, 28,2, vol R, x; <12, Dx00,Ds80a <
< IpZianbpla, | tang z | + b, [tang § . + 28) <
<82 + |tanga 4 [tang B )5, Zha,by <
< abl2+ |tanga | + tang§ |)3,

indicando con @, b le dimensioni d’un qualunque dominio
rettangolare del piano wxy, racchindente la proiezione della fi-
gura F' su tale piano.

L’ultima limitazione trovata, in virti dell’ arbitrarieta di 2.
dimosira 1’ asserfo,

10. Dalla proposiz. b) del n. 9 si deduce immediatamente
che, se per una figura F si possoggono due classi | F'{ ed | F'":
di figure, quelle della prima confenute nefla F, quelle della
seconda contenenti F, le due classi numeriche |est F' |, |est #" |
riescono separate e est F giace nell infervallo di separazione
di esse, 8 dunque il numero di separazione della due eclassi
se (uneste riescono contigne.

11. Diremo che una figura F' & la < riunione » di pin fi-
gure I, F,, .., F, e scriveremo

F=F 4+ F,+..4+F,,

se accade che ogni punto di F appartiene ad una, almeno,
delle figure I, I,,..., ¥, . Dimoustriamo 1"importante
Tror. Se la figura F ¢é la riunione delle figuwre ¥,, ¥,,..., F,,
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st ha
n
est WX, est F,.
1

Dim. Basterd evidentemente dimostrare il feor. nel caso
particolare n = 2. Per un generico dominio plurirettangolare D
ricoprente F, indichiamo con ¢, la somma delle aree (dei vo-
lumi) dei domini parziali RB,, (B,,;) che econtengono punti di F'
ma non punti di F,, con o, quella delle aree (dei volumi) dei
domini parziali che contengono punti di ¥, ma non punti di F,,
infine eon o* guella delle aree (dei volumi) dei domini parziali
che contengono sia punti di F',, sia punti di F,.

I domini parziali di D che contengono punii di F,, for-
mano un certo dominio plurirettangolare D, ricoprente F ;
cosl quelli che contengono punti di F,, formano un certo altro
dominico plurirettangolare D, ricoprente ¥, e si ha

o(D,) = a, + o¥, o(D,) = 9, + o*,
mentre
oD)=gs, + 0,4+ o*
@ percio
olD) < 5, + 6, + 26* = ofD,) + ao(D,).

I altra parte, seelto ad arbitrio un nnmero = > 0, esistono due
domini plurirettangolari D,, D, , ricoprenti rispetiivamente F,,
F, e tali che

oD,) < eskF, 5, olD) <estF,+3

e quindi, per ogni dominio pluriretiangolare D seguente tanto D,
quanto 7),, risulta

est I’ << ofD) < ofD,) + o(D,) < est F', + est F, + .

Dalla limitazione trovata, in virtin dell’arbifravietd di e,
segne |’ enunciato.

Da guesto teor. si deduce in particolare che, se pi% figure
hanno ciascuna eslensione wnulla, lo stesso deve accadere per la
figura loro riuwione.
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Area delle fignre piane.
Volume delle figure spaziali.

12. Si dice che nna figura piana & dotata di < area » (ri-
spetfo alla coppia prefissata d’assi cartesiani) se: 1°) essa 2
dotata di punli ad essa infernt sul piano; 2°) il suo contorno
ha (rispetio alla coppia prefissala d'assi cariesiani) estensione
nulla.

Si dice che nna figura & dofata di < volume » (rispetto alla
terna prefissata d’assi cartesiani) se: 1°) essa é dofata di punti
ad essa spaziabmenie interni; 2°) il suo condorno ha (vispetio
alla terna prefissata @' assi cariesiani) esltensione nuwlia.

In virit di quanto sopra dimosfrate (e in particolare del-
I’osgery. finale del n. preced.), i poligoni (i poliedri) offrono
esempi di fignre dotaie di aree (di volumi), rispeito a una
coppia (a una terna) d’assi cartesiani comunque prefissata.

L’ estensione, rispetto ad una coppia (ad nna terna) prefis-
sata 4’ assi cartesiani, d’ una fignra F piana (spaziale o consi-
derata come tale) dotata d’area (di volume), si dice « area »
di F (« volume » di F') e denotasi con

area I ivol F').

13. Sia F'nna fignra piana (spaziale) dotata di punti interni
nel piano (nello spazio). Per ogni dominio plurirettangolare D
ricoprente F, indichiamo con s(D) la somma delle aree dei
domini rettangolari di D, che sono interni nel piano (nello
spazio) alla Z.

E evidente che, se il doniinio plurirettangolare IV ricoprente

F segue D, risulta
stD) << s( D).

Orbene possiamo subito dimostrare 1’imporfante

Tror. Se la figuwra F 2 dotaie di area (di volume) rispetio
alla coppia cartesiana (alla terna cariesiana) prefissata, al va--
riare del dominio plurirettangolare D ricoprente F, i due numeri

s1D), al D)

descrivono due classi |s| e } o | conligue, delle quali la prima
¢ la minore e area F (vol F) ¢ il numero di separazione.
Dim. Siano infatti D' e 7Y due domini pluriretfangelari ri--
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coprenti F. Detto D un gualungue dominio plurirettangolare,
ricoprente F' e seguente tanfo D' quanto D, risulta

s(D') < s(D) < o{D) < oD

e cid prova, intanto, che le due classi | 8| e | o | sono separate.

Dopo cid, detfo C il contorno della ¥, comunque si assuma
un namero € > 0, & possibile costrnire nn dominio plurirettan-
golare D, ricoprente F, tale che il dominio plurirettangolare I
ricoprente (J, costituito da quei soli domini rettangolari par-
ziali di D che contengono punti di C, soddisfi alla condizione
o(f)) < & Si riconosce subito che &

(D) = oD} — siD)

¢ ¢id basta a dimostrare completamente il teorema.

14. Data una figura F dotata di area (di volume), si dige
che 8’ ¢ operain wna decomposizione di essa in figure ¥, T, .. T,
o che si é decomposta F in figure ¥ | F,, ..., Fy, se: 1°) F ¢ la
rinnione delle fignre F,, F,,.., F,; 2°) prese due a due, tali
fignre non hanno punfi inferni in comune:; 3° ciascuna delle
figure F,. F,...., F, ha un'area (un volume). Sussiste il

Tror. Se lo figura F é decomposta nelle figure ¥ | F,, ..., Fyq,
si ha

N h
area I'— X, area F), (vol F = X, vol F,).
1 1

Dim. Basterd dimostrare il teorema per » — 2. E limitiamo
anche la dimostrazione al caso delle fignre piane, avvertendo
che la dimostrazione relativa alle fignre spaziali si conduce
in modo perfettamente analogo.

Sappiamo intanto, dal teor. del n. 11, che

{1) area F' < area F, + area F,.

Per un generico dominio plurirettangolare D ricoprente F,
indichiamo con s,(D) la somma delle aree dei domini rettango-
lari R,, parziali di D che sono interni ad F,, con s,(D) la
somma delle aree degli R,, che sono interni ad F,, ed osser
viamo che, non avendo-F| ed F, punti comuni, all’infuori,
evenfualmente, di punti dei loro contorni, sard sempre

3(D) = s,(D) + 5,(D).



Teorig elsmentare della miswra delle figure 191

Prefissato un arbitrario numere = > 0, cosiruiamo due
domini plurirettangolari D’ e D" ricoprenti ¥ e tali che
8, (D) > area F, —¢/2, 8,|D) > area F, — z/2, e sia D" un altro
dominio seguente tanto I che D", Si avrd per D seguente D',

siD) = siD") = 8,(D") + 8,(D") =
= $\D) +5,(D") > area F| + area F, — ¢;
dungue anche area F > area F, + area F, — &, Ne segue, data
I’ arbitrarvieta di =, area FF=> area F, + area F,, e quindi, in
forza della (1), area F—area F, - area F,. |

Se una figura F & decomposta in dne figure F , F,, si dicve
anche che F\(F,) & la « differensa » F— I, (F— F,) od anche
che F|(F,) & oitiene « logléendo » F,(F ) da F. 1] teorema or ora
dimostrato si pubd evidentemente esprimere anche dicendo che:
s 8 F =F—F, |\F,=F—F), ¢ anche area F, = area F —
— area F,, (area I, — arvea F.— avea F' ), Analoga proposizione
sussisie per i volomi.

Aree di poligoni.
Indipendenza delle definizioni di estensione, di

area e di volume, dalla scelta degli assl eartesiani.
Volami di poliedri.

15. LeMya, L'area d' un friangolo rettangolo F, i cui cateli
; , . ; ab
a, b glano parallelr agli assi, ¢ ugnale ad 5

Dim, Prelissato un infero » > 0 ad arbitrio, suddividiamo

Fl{l- 3.

il cateto b, parvallelo all’asse y. in # parti ugnali, mediante i
punti P, P,y & (fig. 2}, Per tali punti conduciamo le

fe=—y
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parallele all’asse x, fino a intersecare 1'ipolenusa rispettiva--
mente nei punti 9,, Q,,..., @._,.
La fignra F", riunione degli # — 1 domini rettangolari di

ugnale altezza % e di bari rispettivamente
-Png ] PSQ::"' ,‘.Pﬂ—|Qﬁ—| ]

¢ contenuta nel triangolo F. Invece la figura F" che s oftiene
aggiungendo ad F' il rettangolo d’altezea % e di base @, con-

tiene F, talchd (n. 10)

pat F' << F < est I
e inoltre

abin — 1)

ab
. b _ g ) =
estF'=—(14+2+.4+n—1)=— e

ost 7 — 00 —1) ab__ abln +1)
2n n 2n

n—1 : $42
hanno per estremo superiore |’ unita,

+ 1

Ma le frazioni

hanno ) unita per estremo inferiore,.

- . n
mentre le frazioni
onde dev’essere simultaneamente

areaF;:_ag. araa.Fg?;

e percid area F = ?—b, c. d. d.

2

16. Tror. L'area d' un qualungue triangolo ¢ uguale al pro-
dotto della lunghezza d’uno gualungue dei tre lati del triangolo
per la semialiezza relativa.

Dim. Ricordiamo intanto, dalla teoria dei triangoli simili,
che in ogni triangolo i tre prodotii d’ un lato per la rispettiva
semialtezza, hanno lo stesso valore.

Cid premesso, supponiamo dapprima che il triangolo consi-
derato T abbia un lato parallelo ad uno dei due assi carte-
giani, Se i due angoli adiacenli a tale lato sono-entrambi acuti,
la perpendicolamp abbassata su quel tato dal vertice ad esso
opposto, decompone 7T in due triangoli reitangoli 7,, T, cia-
scuno dei quali & nelle condizioni del lemma precedente. Poiché
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T'=T,+ T, il teor. ¢ dunque subito dimostrato (n. 14). Se
invece, dei detti due angoli, uno & ottuso, la detin perpendi-
colare permeite evidentemente d’individuare due triangoli ret-
tangoli T, T,, nelle condizioni del lemma precedenie e tali
che T=T, — T,. Anche in questo caso, dunque, il teor. &
seng altro dimostrato.

Infine, nel caso d’un #riangolo 7 in posizione del tutto
generica, bastera decomporlo in dune triangoli T',, 7T, soddisfa-
centi alla condizione restritfiva or ora consideraia, mediante
la parallela ad uno dei due assi cariesiani condotta per uno
dei vertici. Tl teor., essendo gia dimostrato sia per T, che per T7,,
risulterd subito dimostrato anche per T.

17. Dal teor. preced. si dednee immediatamente che 1'area
d’un triangolo non dipende dalla coppia degli assi carfesiani
ai quali ci si riferisce. B, poich® ogni poligono 6 decomponi-
bile in triangoli, l1a stessa propriefd vale per ogni poligono.
L'area d’un qualunque parallelogramma & uguale al prodoito
A" uno gualunque dei suoi lati per 1'altezza ad esso relativa,
qunella d'un rvettangolo & uguale al prodotio dei suoi lati, ecc.
E siamo ora in grado di dimostrare il fondamentale

TrOR. L' estensione piana o’ una qualunque figura piana
ron dipende dalle coppiv degli assi cortesiani ai quali ci si
riferisce.

Dim. Sia D un qualunque dominio plurirettangolare rico-
prente la ftigura F considerata. L'area di ) e cioé il nomero
o{D) definito al n. 6, & la stessa (per guanfo or ora s’ & osser-
vato) sia rispetto alla coppia d’assi cartesiani zy, cui si sup-
pone d’ essersi riferiti, sia rispetto ad uma qualunque altra
coppia ®'y. Si avra dunque o(D)= est’ F, indicando con est' F
I' estensione di F rispetto alla coppia @'y, Ma est ' & I’estremo
inferiore della classe |9{D)|, e si avrd pertanto est F'= est’ F.

Invertendo la considerazione delle coppie =y, x'y, =i di
mostra, in modo del tuffo analogo, che est' I’ = est F, dunque
est F—est’ F, e.d.d.

Immediata conseguenza del teor. ora dimostrato & che, se
una figora piana ha un’area rispetto ad una cerfa coppia d'assi
cartesiani, essa 1'ha pure rispetto ad uma qualunque altra
coppia, e il valore dell’area mon dipende dalla scelta di tale
coppia.
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18. 11 ieor. preced. ha il sno analogo per le estensioni delle-
figure spaziali, Anche per le figure spasiali, occorre anzitutto
dimosfrare che il volume d’un gualunque tetraedro & uguale
al prodotto dell’area d’ una qualungue delle guatiro [acce
per un terzo dell’altezza relativa, oppure (eid ch’® lo stesso)
che il volume d’un qualunque parallelepipedo & ngunale al
prodotto dell’area d’una qualungue faccia per 1 altezza rela.
tiva, o infine che il volumme d’nn qualunque parallelepipedo
rettangolo & uguale al prodotto delle sue tre dimensioni. Una
dimostrazione direfta di questa proprietd & stata indieata dal
prof. Umnerro Binr. Una semplicissima dimostrazione indi-
retta dovuta al prof. TvLrio VionA sard da questi esposta in
una Nota del prossimo fascicolo di questo « Periodico », nella
quale sara indicato anche come essa possa venire generalizmzata,
per ricorrenza, ad uno spazio cartesiano ad un mumero qua-
lungne di dimensioni.

Dopo aver dimostrata 1’invarianza della definizione il vo.
lome per le figure poliedriche, rispeito a un qualungune ¢am-
biamento della terna d’assi carfesiani, si pud poi dimostrare,
in modo perfettamente analogo a gquanto s’8 fatto nel piano
(n. 17), I’ invarianza delle definizioni d’estensione e di volume,
per fignre spaziali del tutto arbitrarie (*).

Mavro PicoNg

(*)- A partire dalle proposizioni precedenti, si pnd, con i mezzi affatto
elementari gia adoperati, giungere ai seguenti nofi teoremi di geomeiria
elementare, dei quali mi limito a riportare qui 1 soli enunciati;

a) Sz due figure piane F ed F' sono simili, detto ¢ il rapporto di si-
wmilitudine della prima alla seconda, si ha

ost F'— 2 pst F"'

e, s¢ F ¢ dotatew d’'area, tale riswlterd anche F'. _
b) Se due figure spaziali F ed ' sono simili, detio p 4l rapporis di
similitudine della prima alle seconda, si ha

est F—p! ost F

o, s6 B ha wn volume, I aqurd pure T,
e) Se la figura piena F appartiene ad un piano z inclinato d’ un
angolo % éu un alfro pieno &', detla ¥’ la figwra proiezione ortogonale di F

su o, 8i ha
esat ' = est F- cost §.

g se I é dotata di area, ne saré pure dotaia P'.
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d) Un setiore circolave di raggio v, il ewi angolo al ceniro & di = ra-
dianti, ha un’ares dafe da «r?/2, In particolare, per « = 2r, il cerchio di
raggio v ha wn'orea data da wr®,

e) L'ellisse di semiassi 2 ¢ b ha wn'area date da wab.

f} Un cilindro &’ aliezza b, la cwi base' T sia dotata di area, possiede
un volume dato dal prodotio h - area T,

g) Un cono &’ altezza b, la cui base T sia dotata di area, possiede wn
volume doto da h-arsa'l/3,

h) Ogmi segmento ellissoidieo é dotato di volume. Precisaments il sog-

mento dell’ ellissoide y "

13 y #*
normale alf’asse z e definito della doppia limitagione z; <> <z, (sssendo-
Zyp € %, due costanii tali ehe — e <z <2, =<c), ha volume uguale o

J__ » 3
:ab(lg — g fg__z_l) .

3e2

i) Oymi setiore ellisvidico é dotato di volwme. Precisamente il setiore
limitato daila zonae competente al considerato segmento ellissvidico, e dalle
due superficie cowiche proieitanti dal cewtro dell’ellissvide gli orli della
zone stessa, ha volume uguale a

3
-3-3'1'“5(3! — 31}.

J) Dato wn ellissoide di rotazione

:62+ !f’ =2

o tE=h
st considerino il segmento ed il settore ollissoidict dei precedenti teoremi h)
e i), It volume d’ wno spicchio del detio segmento, staccato da due semipieni
wscenti dall' asse z e formandi fra loro I angolo di & radianti, é dafo da

& 2e? — 2,5\
57 (===~ ")

quello d"wno spicchio del dstto settore, siaccaio dagli stessi semipiani, da

g e, —2y).

In particolare, il voheme di wao spicchio dell’ ellissoide intero é dato da
2pcry3.




