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scopt delila matematica vengano compresi pii chiaramente,
traverso un modo d’insegnamento che si rifiene non ne sacri-
fichi neppure I’ aspeffo scientifico.

Ivfine il movimento di riforma, intrapreso dai matematici,
mira a superare le diffieoltd psicologiche di chi si avvieina
alle matematiche, ad eliminare ¢id che non pud essere ragio-
nevolmente ginstifieato dall’ ingegnamento, e a rafforzare le
natnrali disposizioni di eoloro c¢he mostreranno abilith per io
stidio della seienza.

DAavipD EUGENE SMITH

(Traddnzione dall'inglese i Aryma ENRIQUES).

Le definizioni iIn Matematica

Avistotele diede delle regole per le definizioni e dimo-
strazioni in generale, le quali Tegole somo riprodotte, nei
trattati i logica seolastica, fino ad oggi gnasi inalterate. Ma
negli ultimi tempi, i cultori della logiea matematica, o simbo-
lica, riesaminarono questa questione, trovando che parecchie
regole seolasfiche non si applicano alle definizioni matema-
tiche, & che queste soddisfano a regole non prima enunciate,

Hsaminerd qui successivamente le varie regole (*).

§ 1. Ogni definizione & unn eguaglienza. — Ogni defini-
zione ha la forma :

definito — definiente,

e —

(') Aleune delle osservazioni che seguonoe fureno gia da me pubbli-
cite in un articolo collo stesso titolo francese, in Congrés international de
Philosophie, Paris 1900, tradotto poi in polacco, € ripubblicato a Varsavia
nel 1902; poi in um altro pit ampio, nell’Institut de Ciencies de Bareellona,
1911. Molti altri autori trattarono eontemporaneamente, e poi, la stessa
‘Tuestione; essi saramno citati in segnito.
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ove il definito & nn nuovo segno, o parola o frase o propo-
sizione, ed il definiente & un’espressione composta con segni
noti. La definizione esprime la convenzione di nsare il defi
nito invece del definiente pitt lnngo.

Oid & chiaro nelle eguaglianze:

2=1++1, 3=2+1, 4=3+1, ecec.

che si possono considerare come le definizioni delle cifre 2,
3, 4, ecc. snpposta nota la ¢ifra 1, e il segno (’addizione -,
anche limitato al caso in eni il secondo termine della somma
€ 1, cio® 1’operazione - 1.

Sono pure egnaglianze le definizioni comuni dei numeri
trascendenti:

e =1im (1 + 1/m)™ per m iufinito,
e della costante di Eulero:

v=Ilim(14+1/24-1/3+ ...+ 1/n—logn), per n infinito.

Se il segno ideografico — non & seritto fra i due membri
della definizione, esso & espresso con termini del linguaggio
comune, cui si pud sostituire.

Per esempio, la prima definizione di Euelide « punto é
cid che non ha parti » si pnd serivere

punto= « c¢id che non ha part ».

La seconda definizione pnd essere seritta:

linea = « lunghezza seunza larghezza ».

I1 definito pud essere composto di pitt parole. Sono tali le
comuni definizioni di « linea retta », <li « numero primo », ecc.

Il definito pud anche essere una proposizione o upa re-
lazione.

CUosl la definizione del parallelismo fra due rette, in Fi-
clide, I, 23, si scrive:

« Due rette sono fra loro parallele » = « Esse giacciono in
un medesimo piano, e comunque prolungate hanno nessun
panto comune »,
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Parimente, la definizione di Huelide, VII, 13, pud essere
seritta:

<« Due numeri sono primi fra loro » = « Essi hanno nessun
divisore ecomune, oltre 1’ unitd ».

Quindi, per ridnrre ogui definizione all’ eguaglianza, &
necessario usare il segno =—, non solo fra due numeri, ma
pure fra due classi, fra dne proposizioni, e fra ogni specie
di enti.

Uua proposizione della forma:

« = 3,1415....

non pud essere una definizione, quantunqgue si presenti come
nn’ eguaglianza ; essa & un’ egnaglianza impropria, indicando
solo le prime cifre di n, o meglio essa significa in moio
pPreciso:

3,1415 < & < 3,1416,

che non & un’eguaglianza, e quindi non pnd essere una de-
finizione.

La definizione 3 di Eunclide « gli estremi d’una linea
sono punti », non pud essere una definizione. Non ¢ la defi-
nizione di punto, definito per la proposizione 1 sopra ripor-
tata; non & la definizione di linea, definita per la 2; non &
la definizione di estremo, perehé 1'affermare che gli estremi
della linea sono punti, esprime una proprieta degli estremi,
ehe non basta a individnarli. La proposizione 3 ora citata ha
il nome di definizione nella versione di Eunelide fatta da
Heiberg, in Lipsia 1883, e in quasi tutte le versioni; ma il
festo euclideo dd a tutte le proposizioni del capitolo il nowe
geuerico di 820:, e il greco 8307 significa termine.

0id risulta dalla successiva definizione 13 « termine, 955z &
I’estremo di gunalehe cosa », e da tutto il libro V, ove &305 in-
dica termine di una proporzione ». Quindi giustamente il
prof. Vaceca, nella sua versione dice: « fradoco eon fermini
il greco &0:, pinttosto che con definizioni, come si fu comu-
uemente, perch® queste prime pagine introdutiorie, invece
che definizioni matematiche, sono pinttosto chiarimenti o
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spiegazioni analoghe a quelle che si danno oggi nei dizio-
nari » ().

Del resto conviene ricordare che i libri di Arvistotele, di
Eaelide, e pitt tardi la grammatica del Donato, 1I’aritmetica
di Boezio, e tutti i libri scolastici, furono trasmessi a noi
mediante copie successive fatte dagli insegnanti e dagli stn-
denfi; ed ogni copista aggiungeva e modifieava il testo a suo
arbitrio, sicehe & diificile il riconoscere la parte che spetia
ai singoli collaboratori.

La regola che ogni definizione sia my’ egnaglianza, si
trova implicita in Aristotele, qnantonnque non vi si trovi la
parola eguaglianza. Vedasi: A, PASTORE, Le definizioni mate-
matiche secondo Aristotele e la logica matematica. Atti Ace. To-
rine, 10, ITI, 1912.

I’ A., professore di filosofia teoretica nell’ Universitd di
Torino, pone ivi a confronfo la logica scolastica colla logica
matematica.

§ 2. In matematica tutte le definizioni sono nominali. —
La logica scolasfica suole classificare le definizioni in reali e
nominali,

In matematica tutte le definizioni sono nominali. Cid &
ben noto. PASOAL, Pensées: « On ne reconnall en géométrie,
que les seules définitions que les logiciens appellent définitions
de nom ».

MoBIUS, a. 1815, Werke, t. 1, pag. 388: <« Definitionum
divisio in verbales et reales omni caret sensu ».

E in generale per tufte le definizioni, in Stunart Mill,
a. 1838: « All definitions are of names, and names only ».

(Cid che in Storia naturale, alenno chiama definizione

(") G. Vacca: Buclide, il primo libro degli elementi, lesto greeo,
versione dialiana, iniroduzione e note, Firenze, 1016, L. 2. Raccomando
vivamente questo libro ai professori delle scunle medie. Ohi ha yualche
ricordo del greco vedrd in veste autentica il padre della geometria, ¢
chi non conosce il greco, servendosi del voeabolarietto greco-italiano nnito,
pud portarsi in grado di leggere I'originale, senza impiegare anni nello
studio dells grammatica. Aleuni giovani dottori, che non seguiromo gli
atudi’ clgasiel, riuscirono in breve tempo a leggere il greco in guesto
libro.
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reale, & detto da alfri, e con maggior ragione, « descrizione »
dell’animale o della pianta.

§ 3. La regola del genere e differenza mon vale per tutte
le definizioni. — Aristotele, T%p., I, 8, pone la regola:

"0 bpapds Ex yévaug wed Bagaoby 3wy,

che Boezio tradnsse <« per genus proximum et differentiam
specificam », ed & riprodofta come regola assoluta in tubbi i
trattati di logica. I’esempio classico di questa proprietd &
la definizione

homo — animal rationale.

Qui « animal » e « rationale » indicano due elassi. Fra quelle
due classi & softintesa I’operazione detta congiunzione dai
grammatiei, moltiplicazione logica dai logici dopo Boole, indi-
cata in generale da et nel linguaggio comune, e in logica
matematica dal segno —.

Quindi la regola di Avistotele divrebbe che ogni defini-
zione ha la forma :

r=a—Db

ove @ e b sono classi note, detie genere e specie, e =z € la
classe che si definisce,

Qualche definizione matemafica soddisfa alla regola Ari-
stotelica. Tale ¢ la definizione 22 di Enclide, che pno tradursi:

quadrato — gquadrilatero — equilatero — equiangolo.

Ma questa regola si pud applicare al pilt alla definizione di
una elasse. Hssa non & vera per la definizione 2—=1-+41, per
quella del numero ¢ sopra citata, e per le definizioni di enii
che non sono classi. Anche le definiztoni di classi non hanno
necessariamente la forma precedente. Per esempio, nella de-
finizione
numero composto = (numero maggiore di 1)
> (numero maggiore di 1),

fra le due classi, che in questo caso sono identiche, non &
posto il segno di congiunzionme logica —, ma il zegno di
moltiplicazipne aritmetica.
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I oultori della logiea classiea rispondono che nelle defini-
zioni: « 2=somma di 1 con 1>, « numero composto = pro-
dotto di dme pumeri », « ¢=limite di ecc. », il genere &
rappresentato dalle parole-somma, prodotio, limite. Ma queste
parole non indieano eclassi, bensi funzioni; ogni numero &
somma e prodotto e limife. La classe corrisponde alla, prima
categoria o)siz di Aristotele, mentre la funzione appartiene
alla quarta mpég t.. B qui bisognerebbe distinguere questi due
concetti, La definizione di classe mediante gruppo o insieme
0 proprieta & un circolo vizioso, come quella di funzione me-
diante welazione o corrispondenza o operazione. Arrvivati a
queste idee elementari, non si pud oltre procedere che coi
simboli., Vedasi:

G. VAILATI, Aggiunte alle nole storiche del Formuwlario.
Rivista di Matematica, anno 1903, pag. 57-58.

G. VarnaTi, La teoria Aristotelica della definizione. Ri-
vista di Filosofia, anno 1903, Seritti pag. 485.

L. Courvrar, Les principes des Mathématiques. Paris;
Alcan 1905, pag. 290.

§ 4. I’ esistenza della cosa definita non & necessaria. —
Aleani logiei affermano che si deve solo definire ecose esi-
stenti. Fra essi lo Stunart Mill, che partendo dalla definizione
di cosa non esistente,  supponendola esistente, arriva a ri-
sultato assurdo. Ma I'assurdo deriva dal snpporre esistente
cid che si & definito, non gid dall’aver definito cosa nou
esistente.

B precisamente I’ esempio del Mill, trasformato in gec-
metrico, & il seguente :

Dalla proposizione:

(1) i pentaedri sono poliedri
si deduce:
(2) i pentaedri regolari sono poliedri

da eui, convertendo colla regola « se ogni @ & b, allora
qualche b ¢ @ », si ha:

(3) qualche poliedro @ un pentaedro regolare,

il che non ¢. II Mill, ritiene falsa la proposizione (2), mentre
1a logica matematica ritiene giunsta la (2), ma non legitfimo
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il passaggio dalla (2) alla (3). Non & vero che la proposizione
miversale « ogni @ & b » si convertn senz’altro nella parti-
colare « qualche b & a », benst « se ogni @ & b, ed esistono
degli @, allora qualche b & « », In conseguenza sono incom-
plete fntte le forme di sillogismo in eni da premesse univer-
sali segne uvna conseguenza parbticolare; questa fesi segue
dalle ipotesi enuneciate, e da una esistenziale, sotfintesa nella
logica scolastica, ed esplicitamente ennneiata nella logica ma-
tematica. Vedasi:

A. Papoa, La logique déductive dans sa dermiére phase
de développement. Revue de Métaphysiqne ete., Paris, 1912,

Anche ArisToTELE (Anal. post., libro I, cap. 10, n. 9)
dice: « le definizioni non sono delle ipotesi, perché esse non
dicono che le cose definite esistano o non esistano »,

Nuomerose sono le definizioni in matematica (i cose non
esistenti. Eoclide, libro IX, prop. 20 did nn nome al massimo
numere Pprimo, e, ragionando su esso, conchiude che non
esiste; cioeé definisce un nome, allo secopo ddi provare che
es80 Tappresenta nulla.

Le definizioni di limite, di derivata, di integrale (i nna
funzione, non affermano 1’esistenza dell’ente definito. La de-
finizione di integrale & sempre seguita da nna serie di pro-
posizioni, della forma:

« Se la funzione & continua, esiste I'integrale ».

« Se la funzione & erescente, esiste 1’ integrale ».

« Condizione necessaria e sufficiente per 1’ esistenza
dell’ integrale é.... ».

Dalla definizione ordinaria:

<« Derivata d’una funzione & il limite del suo rapporto
incrementale »,

risulta che la- derivata esiste o non, secondo che esisie o
non questo limite. Alenni autori, per voler essere pill rigo-
rosi, dicono:

« Derivata ¢ il limite, ove esiste, del rapporto iuere-
mentale »,

e allora, se il limite non esiste, non si pud pit comchindere
che la derivata non esiste.

Periodico @i Matematiche 13
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Del resto, la parola esiste ha, mel linguaggio comune,
pilt significati. La elasse wulla rappresenta una classe in cni
mon esistono individai; ma essa esiste; eosl il numero 0 pud
indicare o 1'assenza di grandezza, o la grandezza 0. In pra-
tiea conviene definire non solo cose esistenti, ma importanti.

§ 6. Definizioni possibili. — Diremo « definizione possi-
bile » ogni egunaglianza, che eontiene in nn membro un segno,
che non figura nell’ altro.

Sono per esempio definizioni possibili del numero = le
seguenti :

n = circonferenza : diametro.

n—« minima radice positiva dell’ equazione

« 2— 231 42°6] —...=0 ».

—+<0
- dx
—L—-n-a:*'

La prima & la definizione storica, ed & intelligibile al
lettore che conosce gli elementi di geometria. La seconda &
puramente analitica. La terza esige il caleolo integrale.

Immaginiamo disposte le idee ehe si considerano in un
certo ordine. Si dird definizione possibile relativamente ad
un dato ordine, una eguaglianza che contiene mel primo
membro un segno, ¢ nel secondo nna espressione composta
con segni precedenti esso. Per esempio, le tre definizioni
possibili date di =, sono rispettivamente possibili a chi eo-
nosee la geomefria elementare, 0 la teoria delle serie, o il
caleolo integrale.

Fra le varie definizioni possibili di un ente, in un ordine
fissato, la scelta della definizione reale dipende dalla volonta
dell’ antore consigliato da ragioni didattiche. Quindi una
proposizione pnd essere o non auna definizione possibile; ¢id
dipende dalla sma patura. L’ essere uua proposizione una
definizione, dipende dalla volontd dell’ autore, e mnon =olo
dalla natnra della proposizione.

§ 6. La definizione deve proceders dal noto all’ignoto. —
B questa nna regola evidente. Si trova in Aristotele, Top. VI,
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cap. 1V, n. 2, bisogna vedere « se si fa la definizione per le
cose anteriori e pitt no e »:

& wi Bk wootépwy 2al YVwapwTiomy RenoiqTa ThY Spspndv.

Qunalongune trattato di matematica definisce ogni nnova
parola per mezzo di quelle studiate nelle pagine precedenti.
Ma ¢id non avviene per le prime definizioni, e gli autori
noun sogliono dire quali idee mssi suppongono premesse. Se
essi pon lo dicono, & perd possibile il farne il ecatalogo. Con-
sidero per esempio le prime definizioni di Eueclide-Legendre:

« La ligne est nne longuneur sans largeur ».

« La surface est ce gui a longuneur et largear, sans
hautlear on épaissear »,

Vediamo in esse definite le parole « linea, superficie »
per le idee geometriche non prima definite « Innghezza, lar-
ghezza, altezza, spessore ». Le idee che figurano nei secoundi
membri sono pitt numerose che quelle nei primi. B allora &
naturale il domandarsi, se non convenga sopprimere queste
definizioni, assumendo eome idee non definite linea e super-
ficie. BEd invero 'idea di Innghezza, che qui si da come intui-
tiva, & poi definita nei trattati di caleolo, e la definizione
non & semplice.

Alcuni autori presnppongono nota la lingua comune. Ma
appartengono alla lingna comunne i termini « punfo, linea,
piano, sfera, uno, due, tre », ecc. Percid I'analisi della que-
stione, se gli elementi pili semplici della geometria, e le idee
di numero, e le pilt semplici di aritmetica, si possano defi-
nire o non, esige l'analisi della lingna, la enumerazione di
tutte le parole e flessioni grammaticali, che si presenfano
nelle prime pagine di queste scienze, e quindi la ricostra-
zione della ideografia.

La lingna comuné ha nnmerosi sinonimi; chi definisce
uno di essi mediante un alfro, e cosl via, non definisce, né
analizza 1’ idea, ma fa un circolo vizioso, detto < circulus in
definiendo », o « definizione rotatoria ».

Sono sinonimi: addigionare, sommare, aggiungere, riunire,
e si fa il eircolo vizioso definendo una di queste parole me-
diante un’altra. Lo stesso avviene definendo il sottrarre me-
diante togliere, moltiplicare mediante wvolte, dividere mediante
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parti. Sono viziose le definizioni di serie per successione, olasse
per aggregaio, proposizione per giudizio,

Nelle frasi « cinque dita », « cinque metri », « cingue
eento », I’apposizione delle due parole ha il valore del mol-
tiplicato, ed & iwpossibile il definive 1’ apposizione mediante
pitt apposizioni. La comunissima (efinizione della molliplica-
zione: « il prodotto di dne numeri é la somma di tanti ter-
mini eguali al moltiplicando quante sono le unitd del molti-
plicatore », & una frase sonora, ma che non pud dare 1”idea
a chi non I’abbia prima. Vedasi:

R. FRISONE, Le varie definizioni di prodotio, Atti Aecc.
Torino, 10-IT1-1918., Ivi ' A. fa vedere in ¢uale punto i
questa frase si trovi I apposizione che bha lo stesso signi-
ficato di gquella che si vool definive, ed esamina le varie de-
finizion{ del prodotto. Vedasi pure lo seritto della stessa A.
Le prime definizioni in aritmetica, Bollettino di matematica,
Pavia, 1917, pag. 80.

Un concetto di matewmatica, che qui & espresso coll’ ap-
posizione, altrove pnd essere indicaio da altra forma gram-
maficale.

Keplero a. 1605, Cavalieri a. 1639, Wallis a. 1655, usa-
rono la frase « le ordinate », « tutte le ordinate », per indi-
care ci0 che oggi si chiama < infegrale dell’ ordinata » (')
ciod I’ idea complessa di integrale era espressa dalla desinenza
del plurale, e non la si definiva. Anche in Enclide (e nella
versione del Vacca) il plarale indica lo somma,

§ 7. Definizioni per induzione. — I enliori della logics
matemalica classificano le definizioni matematiche in divers!
tipi.

Si definisce per induzione una funzione f dei nnmeri N,
(numeri inferi a partive da zero), dando il valore y0, e poi,
qualunque sia il numero n, esprimendo f{n—-1) medianfe fu.

Cosi, supposto noto ¢+ 1 <« il snecessivo di ¢ », si defi-
nisce Ia somma di dne numeri:

«+4+0=a,
e+ @m4+1)=(a+n)+1.

(*) Vedansi le citazioni in Formulario Mathematico, ed. V, pag. 352,
836, 859.
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Def, del prodoetto:
a>X0=0,
aXxX(n4-1)=eXn+4.
Def, della potenza:
=1,
W =a" < a.

Def., del fattoriale:
=1,

4+ =n!>X(n-+1).

Queste definizioni dannmo a>XX#n, a”, nl, anche per n=0,
o ==1, casi che si sogliono esclndere nelle definizioni ordinarie.

Queste definizioni rigorose sono adottate nei trattati sco-
lastici del prof. CaTania.

§ 8. Definizioni per astrazione. — Alcune volie si defi-
nisce noa funzione fw, non eon una definizione nominale
della forma:

Ja — espressione composta coi segni precedenti,

ma definendo I’ egnaglianza fa — fb.
Per esempio la def. 5 del libro 5 di Huclide si traduce :

(ragione della grandezza e alla omogenen b —
=ragione della ¢ alla d)=

{eomunque si prendano i numeri natnrali m e n, se ma &
minore o eguale o maggiore di n»b, sard me minove o cguale
o maggiore di nd). Questa costitnisce anche la moderna defi-
nizione dei numeri reali (irrazionali).

Hsempi dalla geometria:

(area del poligono a=area di b=
— (@ e b si possono scomporre in parti sovrapponibili).

(direzione della reffa « = divezione i b) =
= (¢ ® b sono parallele).

Altri esempi nel mio articolo « Le definizioni per astra-
zione » nel Bollettino delia Mathesis, anno 1915, Vedasi pure
I’ampio e profondo trattato: BuraL-Fowrri, Logica matems-
tice, 2° ediz., Milano 1919,
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§ 9. Idee primitive., — Dato un ordine alle idee d’una
scienza, non tubtte si possono definire. Non si pud definire la
prima idea, che non ha precedenti; non si pud definire il
segno =, che figura in ogni definizione. Si diee che una iden
& primitiva, relativamente a un dato ordine, se, in quest’or-
dine delle idee, essa non si sa definire. Percid ’essere una
idea primitiva, non & un carattere assoluto, ma solo relativo
al gruppo di idee che si suppongono note.

L’ esistenza di idee primitive gid & chiaramente espressa
in Pascal:

« 11 est évident que les premiers termes gqu’on voudroit
définivr en snpposeroint des préeédents pour servir & leur
explication... et ainsi est clair qu’on n’ arriveroit jamais anx
premiérs. Ainsi en pounssant les recherches de plus en plus,
on arrive nécessaivement & des mots primibifs, gu’ on ne peut
plus définir ».

La determinazione delle idee primitive della matematica
diede Inogo, in questi nltimi trent’anni  nnmerosissimi studii,
quasi tntti fatti col sussidio della ideografia della logiea-ma-
tematica.

Qiterd in modo spseciale i lavori di Burali-Forti, Padoa,
Pieri in Ttalia, Korselt in Germania, Gérard in Francia, Rassell
©_Whitehead in Inghilterra, Bécher, Dickson, Hunfingtos,
Veblen in America.

Il compianto Pieri, gia prof. all’Universitd di Parma nel
1899 pervenne a esprimere tutte le idee di Geometria mediante
due sole idee primitive: « punto, e distanza fra due punti » (').

Parlando del lavoro del Pieri, B. Russell, ngl sno grande
e celebre libro: The principles of mathematies, dice: « This
i8, my opinion, the best work on the present subject ».

Le proprietd fondamentali delle idee primitive sono de-
terminate da « proposizioni primitive », o proposizioni che
non si dimosfrano, e da eni si dedueono ftntte le altre pro-
prietd degli enti eonsiderati. Le proposizioni primitive fun-
gono in certo modo come definizioni delle idee primitive. Gli
autori citati-esposero per le varie parti della matematiea, piil
sistemi completi di idee primitive, e di proposizioni primitive.

(%) Della Geometria eclementare, come sistema ipotetico deduftivo. Me-
morie Aeccademia Torino 1899.
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Aristotele enuncio I’ esistenza delle proposizioni primitive,
Metaph. 4, 4: « Non tutte le cose possono dimostrarsi ». Ma
invano il collega Pastore ed il compianto Vailati cercarono
in Arvistotele nn cenno deile idee primitive.

Vedasi il trattato:

SHERARMAN, The development of Symbolic Logie, London,
1906.

§ 10. Omogeneitd delle definizioni. — Se il definito di-
pende da alcune variabili, hisogna che il definiente conftenga
le stesse varviabili, e nessun’ altra; eio& definito e definiente
debbono essere omogenei nelle variabili.

Nou si pud definire la rismlfante di dne forze, come
quella che ha per eomponenti rispetto ad assi coordinati le
somme delle componenti delle forze date, perché si definisce
la visnltante delle dne forze non solo mediante queste forze,
ma ancora mediante gli assi «i riferimento. Si pud comple-
tare aggiungendo ehe il visnltato non varia, cambiando gli assi.

Se «, b, ¢, d sono numeri naturali, si ha

a/b -+ e/d = (ad + be)/(bd).

Essa esprime la eomune regola per la somma delle frazioni.
Ma non si pnd assumere come (efinizione. Invero, dati i nu-
meri # e b, resulta determinato il valore della frazione a/b;
viceversa, (ata una fraziope 2z, questa si pud mettere sotto
infinite forme a/b; ossia, mentre il valore della frazione &
funzione del nmmeratore e del denominatore, invece nume-
ratore e denominatove della frazione non sono funzioni della
frazione; poichd 1/2 = 2/4, e il numeratore della prima non
egnaglia il numeratore della seconda. Nel caso della formula
precedente, il primo membro & una funzione delle dne varia-
bili @/b e e¢/d; mentre il secondo & funzione delle quattro va-
riabili @, b, ¢, d. Bisognerd completare la definizione, dimo-
strando che il seeondo membro & solo funzioune di ¢/b e di ¢/d.

Per vedere meglio che non & permesso di definire una
operazione sulle frazioni mediante una loro rappresentazione,
permettiamoei di definire, 21y, medio di dne frazioni z e y,
la frazione che ha per numeratore la somma dei numeratori
e per denominatore la somma dei denominatori. Oiocé poniamo

a,b, ¢, de N-p-(a/bp(c/d) = (@ + ¢)/(b+-d)
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formula dello stesso tipo precedente. Si avrd (1/2)p(2/3)=3/5,
(2/4)(2/3)=4/T7, e poichd 1/2 =2/4, risulterebbe 3/5=4/T7, re-
sultato falso.

In matematica sonvi molte espressioni che hanno la forma
grammaticale di fonzioni e non lo sono. Oltre a numeratore e
denominatore di woa frazioune, le parole: termini d’una somma,
Jattori di un prodotto, coefficiente, base, esponente; non sono
fonzioni del valore della espressione, ma della sna forma. Pa-
rimenti le parole: monomio, binomio, frazione irreduttibile,
esprimono proprieta della forma, non del valore della espres-
sione. Nella ideografia, quesfe parole nmon possono essere
rappresentate da simboli. Quindi si vede che il numero dei
simboli del Formulario mathematico sia wmolto minove delle
parole del lingnaggio eomune.

§ 11. Utilita delle definizioni. — Le definizioni sono nfili,
ma non necessarie, poicheé al posto del definito si pud sempre
sostitmire il definiente, e pereid eliminare da tufta la teoria
il definito. Questa eliminazione & cosa molto importante. Se
eliminando il simbolo definito, la nuova esposizione non &
pilt lunga e pilt complicata della precedente, cid significa
che qunella definizione era poeo utile. Se &i incontrano diffi-
coltd nella eliminazione, e¢id prova che la <efinizione non fun
ben data; anzi questo metodo della sostituzione & oftimo per
riconoscere |’ esattezza '’ nina definizione. |

Cid gid disse ArisToreLE, Top. 6, 4: « affinché 1’ inesaf-
tezza della definizione diventi manifesta, devesi porrve, al
lnogo del nome, il concetto ».

I nameri razionali si definiscono mediante i vaturali;
guindi ogni teorema sui razionali si pud trasformare in un
teorema sui soli nnumeri naturali; la cosa & facile, e si ritrova
il linguaggio di Euelide.

I uvomeri irraziovali si definiscono mediante i numeri
razionali, quindi ogni feorema (i analisi deve in definitiva
essere un teorema sni numeri naturali. La trasformazione fu
tentata da. aleuni autori, ma la cosa non & faecile.

Fra i risultati ottennti, molto elegante & quello contennto
in R. Frisoxs, Una teoria semplice dei logaritmi, Atti Acc.
Torino, 13-V-1917.

Le definizioni e teoremi sui logavitmi sono qui esposti
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senza parlare di irrazionali, e quindi solo con esponenti
inferi.

Le definizioni, in fcoria sono arbitrarie. Dice Pascal: « les
définitions sont trés libres, et elles ne sont jamais sujettes 3
étre contredites, ecar il n’y a rien de plus permis que de
donner & une chose qn’on a clairement désignée, un nom
tel qu’on voudra ». Leibniz pone perd nna limitazione pra-
tica: « Definitiones per se quidem sunt arbitrariae, usui tamen
accomodari et communi socioram consensn probari debent ».

Hobbes, a. 1642, aveva gid detto: « se le definizioni sono
arbitrarie, tutta la matematica, che basa sulle definizioni, &
nna scienza arbitraria ». Ma, supposte le definizioni arbitrarie,
risulta solo arbitraria la forma della matematica, non il con-
tennto dei teoremi. Anche nella forma noi dobbiamo segnire
'nso dal linguaggio comune e matematico, astenendosi dal
fabbricare nuovi nomi, o dare nunovi significati alle parole
nobe, senza mecessitd, Se ad una parola del linguaggio co-
minne si da un significato molto diverso, ¢ome differenziale,
integrele, vettore, essa figura come nna parola muova, & non
¢’ & perieolo di confusione.

Ma se ad noa parola si da an significato poeo diverso,
11 pericolo di confusione & continno. Ad esempio, « il valore
con 4 decimali di @ », seeondo la maggioranza & 3,1415; ma
alenni intendono 3,1416; ed altri uno gnalunque di questi
iine numeri; e potrei indicare dei tratiati ove PI'A., dopo
avere per definizione attribuito alla frase uno di questi va-
torl, In usa nel primo-significato.

La logica matematica, eui appartiene il presente articolo,
I'n oggetto di nuovi studi. Menzionerd i tratiati:

W. M. Kozuowski, Podstawy logiki, Warzawa, 1917,

C. I. Lewis, 4 survey of symbolic logie, University of Oa-
lifornia, 1918. Questo libro & notevole per la riechissima bi-
bliografia.

In conclusione, aleune deftnizioni matematiche, che si
irovano nei trattati scolastiei, sono illusorie. Sopprimendole
senz’aliro, si guadagna in rigore e semplicitd.

Tovino, Universila.
GilusEprPE PRANO




