NUOVO METODO PER 10 STODIO E PER 1L CALCOLO
DELLE FUNZIONI TRASCENDENTI ELEMENTARI

I. — Fanzioni cireolari.

1. - Lenwa 1° — Essendo a, b due numeri tali che sia || > |al,
si formi le successione

(1) al br au bn a‘l bh ----- “-n b-: vieve ah—ls 6-!-!‘ au: 6-; “-{-h b-+1 cssmes

colla sequente legge. Sia @, la media aritmetica di n e di b; sia b, la
media geometrica di b e di a,; in generale sia:

@) =g (@atb) @) b= Vet

Se tutti i radicali, che ci danno le b, vengono presi con lo slesso segno
del numero b, allora a,, b, sono variabili convergenti, che tendono, col
crescere di m, ad un medesimo limite & (a, b).

Distingueremo due casi secondo il segno di 4 sia dapprima b >0,
allora tutte le b, sono per ipotesi posilive: poichd |b|>|a| ed

a+ b . - . . . .
@ =5, il numero a, sard positivo, minore di 4 e maggiore di a;

poichd b, = + Va,.b e b>a, si avrd a,<<b, <b; quindi b>>5,> a,>a.
Nell'identico modo si dimostra essere: b, >b,>ua,>a,; by>b,>a,>a,;
ece. dalle quali diseguaglianze risnlla che col erescere dell’indice lo b
vamno diminuendo, le 2 aumentando; ma le b restano sempre superiori

alle @. Inolire la differenza ., — b, decresce indefinitamente: infatti
1

1
= 5 (01 + bus) © per conseguenza ¢, — buy = 3 (@aes— bua)s
e siccome b, & compreso tra b., ed a. si ha
ﬂ.*—-b.{ "%' (a-—-l s b--d)-

Ne segue che &, , b, sono due variabili convergenti, ed hanno un limite.
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Sia ora & <0, tutte le b, saranno per ipotesi negative; anzi si ri-

conosce immediatamente che se poniamo: ¢'= —¢q, b'=—20& e for-
mianto i numeri
() Aoy &y By 8% By v s

in modo che (analogamente a quanto si & indicato per la (1)) ogni o,
sia la media arifmetica e ogni &', sia la media geomsetrica dei due
uumeri che lo precedono, un numero qualunque della (1) non diffe-
visce che nel segno dal corrispondente della (). Ma per il primo easo
il limite di o, e di ¥, (per » crescente indefinitamente) esiste ed &
positivo, perche 4" > 0; questo limite cambiato di segno sarh dunque
il limite di @, e di &, , limite che percid esiste ed & negativo.

Indicherd com 4 (o, B) il limite delle variabili convergenti .. b.
per % crescente all infinito,

Coroxuario. — 1L limite § (a, b) & dello stesso segno di b e resta molti-
plicato per un numero qualungue K, se si moitiplicano per K i numeri a, b,

Lmywa 2° — Se b > 0, il limite § (a, b) non solo & compresa tra un nu-
mero a e un numero b (consecutivi 0 no) gualungue, ma anche, per ogni

1
valore di m tra b,.——ar (br: — by) ed 1@{3,.. + 2b.).

La prima parfe di questo lemma, importante non per la teoria
ma per il caleolo numerico di ¢ (e, b), risulta subito dalla dimostra-
zione precedenfe. Per la seconda parte si osservi che seguendo la via
indicata nel Treité de Géoméirie par K. Rovcrt et Cr. Dr CoMBEROUSSE
a proposito del teorema di Schwab, si ha

1 1
by — g[ﬁm_l — b)) <d(a,b) < a.+ T (e — Ba-y) ;

ora, posto nel terzo membro di questa diseguaglianza s + 1 in luogo
41 m, otteniamo appunto a causa della (2)

1
ba— g (b — ) <4 (,8) <5 (2 + 2B0)

2. - TEorEMA., — Se a® + ¢* = b*, sussiste la identita

(3) are. coa% = q;(—:,b"j .....

che di un areo in funzione del suo coseno. In questa identsta il segno
§ TR e ——
di ¢ & indifferente, ¢ per arc cos o &intende un arco il cwi valore as-

soluto nom supera un angolo piatto.
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Sia dapprima b > 0; quando a, 4 tendono ad uno stesso limite ¢

. i 1] G
[a frazione % tende ad 0, I"arc cos B tende a zero e percid il rap-

— Vi_&

{ 2
porto fra il suo seno \/ l——b';, e 'arco stesso e tende ad 1

are cos —
b

e percid

@ P [
arc ¢os T are ¢os ? arc cos ?’

tende precisamente a £, In altre parole: se noi possiamo far si che
a, b differiscano da un numero t di una quantita piccola ad arbitrio, lo

Ve —a
stesso aceadra di -,
are GOS?

Se im questa frazione pongo ora in luogo di ¢ e di b rispettiva-
menfe a, e b, essa diventa

. Lvi—=
Vi—a® 9 Vi —a
VO —®® — - .
4UG COS g—: are cos —“—Eﬁ 2are cos V“ 2; b

2 Vit

a 1 Vﬂ—l—b i
ma 86 cosy =3, COs 5 ¥ = V 5~ quindi

% a-+b
arec ¢os 5— = 2 arc cos \/
b 2%
VE—& _ ViiZar
e gaindi a a,
Are oS arc cos
b 2,
Nell' identico modo si prova
Vb —a B Vﬁlz_aiz . ‘\/bnz_ags B V@ﬂl_“ni _
a — al e} ﬂﬂ = s A mae se s f1= .......
arccos—  Arecos G- Ar¢ cos- arc cos 3=
b by by .

Ma coll’ingrandire abbastanza o posso {are si che @, e 0, differiscano
da {4 (a, b)) di una guankith piccola ad arbitrio; lo stesso, per il gia

‘\,‘ ui_ - . b: = s
detto, accadra di —b—% , ma questa frazione & eguale o v—%,

arc cos 'zl“ ars cos 7‘*
n
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Vo —aF , :
T (@, b) ® minore di qualsiasi gnan-
arcecos *b'—

guindi la diffarenza fea

tita arbibraria e, ossia (ricordando che ¢ =V 7 — 57 ).
fiia
= (e, )
are cos =
b
e la (8) & dimosteata. Il segno dato a ¢ & indifferente, perchd archi

differenti solo per il segno hanno vguali coseni.
Se b<<0 si ha: — 5>0 o per il caso precedents

a —a ¢ ¢ -
are €08~ =Are 603 7 = o = — m e la (4) & ancor vera,
sin perchd il segno meno si pud anche darve a e, sia perchd, come a¢
ora si fece notare,

(__ :"L) il
cos | —arecos ) =

Al letbore poi che chiedesse per qual vagione tra i walori di
are c"ns—g— Ia (3) ce ne dia uno minore di = in valore assoluto, ricor-

derd che per la dimostrazione si usd la proprietd, che are cos%

tende & zero per @, b tendente ad uno siesso valore ¢ e che per 5>0
abbimmo suppesto, come si vede dal ecorso della dimostrazions che
la meth, il quarto, Votbavo ece. del mnostro arco abbiano positive il
cOoseno.

Sia p. es. da trovarsi # — are cos —:53— coll’approssimazione di 2:100000

Si avra
a=39 =25
a,=4 b= 447214
a,=4.23607 b= 4,352500
a,= 4.204283 b, —4,82529

per il segondo lemma & (a, ) = 4 (3, 5) & compreso tra b, — '.'_:.' (b,—b,) e

% (a2 5,) ciod tra 431355 e 4,313621 e per la (4) I'are cos —g b com=

preso tra 092729 e 0,92731; la media aritmetica dei dne ultimi numeri
eiod 0,92730 & il valore cercato; valore ottenuto con Ia ricerca di tre
medie geometriche, una divisione (facilmente esigumibili eoi logaritmi)
ed altre poche semplicissime operazioni.
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L’ ampiezza dell’arco z & 9273 : 174,533 = 53¢, 7', 497, essenflo
0,0174532025..... la langhezza dell’arco di 1o,

3. - ProLEMA. — Trovars are sen - per &; b positivi.
Essendo «!+ c*=1>5% si ha

LT Y
arc sen A = RArccos A —tlllﬂ,b]-

Cosi per es,

(4)  arcsen -g- = are cos = g '{’[3 - 0,92780 = 58° 7°49”,

Similmente si troverebbero arc tg ?. ecGC.

4. - ProBuEMa. — Dedurre dalle precedenti formule il teorema di
Schwab. Questo eleganiissimo tsorema non & che un caso particolare
della (3). Pomamo nella (3) @ = 0 {si noii che non si pud porre b =10 pel

¢hd per ipotesi || >]a]|) ed otteniamo — 1 264;(06).01191)31'&-
¢l diee appunto
1
——-=q}(0,_2“').

d. - TrorEMA. — Se a, b, ¢ s0n0 tre numeri positivi tali che a*+ o=,
hanno luogo le identita:

c a ™
®) ¥ad) T Aen T2
1 1 7
“ Fa) P Fan "o
¢ o w
‘7} l!’ (_ @, b] —4l(8,b] = '§ .....
La (5) si oftiene sostituendo in are cos—l;- + arc sen 2 i valori

che per arccos—- b e per are seu«b— ci danno la (3) e la (4).
La (6) si dimostra sostituendo in arc coa% + arc cos —Ta =riva-

Iori che per arecos - b @ per are cos —— b cl da la (3) e dividendo per e.

La (7) risulta dall'eliminazione di { (a, 5) tra la (5) ¢ la (B).
Tutte queste identit:h scno molio piit generali del teorema di
Sehrwab, che ne & un pariicolarissimo easo.
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[I. — Definizione elementare delle funzioni iperbplicke.

6. - Se a, b sono positivi, ma @ > b si viconosce facilmente, anche in
questo caso, l'esistenza di & (e, 5); la (3) diventa in tale case

arc cos “g— = YPT 5 ed & naturale il definire
a Va—b
{8] are cosh —b' = W .....

Nello stesso modo &'introdurrebbero le altre funzioni iperboliche.
La (8) e le formule analoghe facilmente scopribili ¢i possono servire
a caleolarne i valori e trovarne, come si dird pili avanti, le proprietia;
ecco ora un esempio semplicissimo del modo, con eui queste si po-
trebbero studiare. Per definizione del limite ¢ (a,b) si ha

¢(a,b)ﬂ¢(a.,b,)=¢(“;6, V,,_a_%é).

Sostituendo per il primo ed il terzo membro di queste identith 1 loro
valori dati dalla (8) si ottiene Iz nota proprieta

are coah —— == are eosh Vazb .

IIl. — Funzione logavitmica.

7.~ Lenua, — Quando z tende ad 1 la frazione i‘;;: tende ad uan

limite.
Questa proprieta & nolissima, ma voglio stabilirne qui una ele-
gantissima dimostrazione.
—1 10° -1

Posto y = log z, per y >0 la frazione gz ¥ — & semiprs

positiva; basta quindi provare che essa diminuisce con y per dimo-
strare che tende ad un limife.

Moltiplichiamo y per la frazione 7"-5— minore di 1 ed a termini inferi.

Ponendo y, = % =log =, ed y,= %y —hy, =log @, otteniamo poichd »=23

(®) Y 2—1 a4+ ..t x+l p—1
10 —1 " logz k “loga, """
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e poichd =z, = z,*
10—1 2,—1_ =zrt+2z'?+.....+5-4+1 51

(¥) Ye log @, 73 . m .....
et P IR  | "
Ma. essendo =, >1, la frazione . it xfm * ~ con m intero

aumenta, se si accresce m di una unita, percha

gt +1 x4, +1 _meT—2t - —1
- 1 m m (m+1)
. (mlm e zl._lJ 4, = (a' wo__ 1) 0
o m[m-!— 1) !

ed aumenta a fortiori anche se si aceresce s di pit unitd, Quindi,
essendo & > A, si ha

i o T il R ok +l-... st .t 1

k - h T
o -1, .. . . L a3
ed in virtyr delle (f) e (y) la & diminuita moltiplicando y per
h
la o .,

Coi metodi con cui si trattano ora i nimeri irrazionali si dimostra
. . X . .
che ¢id avviene anche se 7 & irrazionale.

8. - TeorEmMA. — Se @, h sono rispettivamente la miedia aritmetica ¢ la
medie geomelrica dei due nwuseri G, e b,, esiste Uidentitd

1 a.—b,
= by b(a)

dove %— & una costanle per un medesimo sistema di logaritmi.

(9) l"? b,

Per dimostrave la (9) seguiremo la stessa via tenuta per dimo-
strare la (3). Quando @ e b tendono ad un medesimo limite ¢, 1 nu-

meri a,e b, tendono pure allo stesso limite ¢, la frazione g—' tende ad 1

e la frazione

a.

4, — O, =& En__l

log &  °° @,
. log?;—

tende quindi al numero ¢ moltiplicato per il limite ¢ d1 Tog & i quando
x tende ad 1L



176 PERIODICO DI MATEMATICA,
In alire parole: Se si possono rendere @ e b tanto poco differenti,
@ —b, differisce di

Zog%:

quanto st vuole, da un numero i, la frazione ¢ =

guanio poco & vuole da qi.
Di piiy; se nella ¢ poniamo in luogo di @, b rispetbivamente a, ¢ &,

essa diventa‘ ;[esﬂendo th =0 +Vﬂ’— ber bu =0 — Va‘ —b* ﬂl == a__%_br

by = Vb ay).

2vVa* -5 _EVG"—-F _ g — by
2 10g % b+Va—b (a+a+va=—bﬂ)’ oo 2
a+d—VYa—b* o P b—Vai—b = b

e la frazione ¢ nom & cambiata per effetto di quesia sostituzione; e
non muberda quindi di valore neppure se in lnogo di 4, e &, porrd
@, b, eéce. ece.

Ma coll’ingrandive abbastanza n posso fare s che a,, b, differi-
seano da ¢ (s,5) di una quantith picecola ad arbitrio; g. (a,5), peril
gia detto, differira di gquanto poco =i vuole da ¢, dove in Tuogo di
@, b si sono posti rispetbivamente a,, b.; ma questa sostifuzione, si
dimostro testd, non cambia il valore della o, quindi la differenza fra
e ¢ (a,5) & minore di gualsivoglia numero arbitrario & o percid

P=gq, (e, )
e da questa eguaglianza si deduce la (9).

Uosi la 9 (a,8) per ¢>>b (che gik ci servi per lo studio delle fun—
zioni iperboliche) serve pure per le funzioni logaritmiche.

Anche in guesto caso il secondo lemma del § 1 riesce di massima
uiilitd nei caleoli numerici; per la sua dimostrazione in guesto casp.
in eui >3, basta in tutte le disugnaglianze del Traité de Géoméirie
sopracitato ¢he servirono alla dimostrazione del secondo lemma nel
caso di a << b, sostituire al segno << il segno > e viceversa. Si nobi

-]

pure che anche V% e b (@ + Ba) & un valore approssimato di

& (e, B); questo radicale & il limite, a cui si tende parficolare da ¢,
bmia €01 SUCCessive medie geomebriche.

1V. — Definizione elementare dei logaritmi neperiani.

9.- La (9) serve a trovare i logaritmi dei numeri di qualungne si-
stema, basta percid (per un noto teorema di algebra elementare) far
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variare la quankita ¢; il pih naturale dei sistemi di logaritmi & quello
corrispondente a ¢g+=1, la cui base indicherd provvisoriamente con 2.

Trorema. — I logaritmi corrispondenti @ g=1 sono i logariimi ne-
periani.

Infatti poicht Jog. - = §=71. 1a (9) si pud scrivere

1 a, 1 @,
08w 3 "3103-3;.
ma d'alira parte

@, a,
log,, F log,, z . log: B,

guindi

100 —1

}g""':]oguzi g = lim

y=n

= log: 10

e percid 2 =¢ =2,718 .., base dei logaritmi neperiani come v. d.
Si possono quindi definire elementarmente i logaritmi neperiani dal-
Vuguaglionza

o 'g"l — a“ _bo
) 8 3, = biab)
e dedurne poi in modo assai semplice ¢! logariimo neperiano di un

-l ¢ che la base dei logaritmi meperiani ¢

niemero p eguaglia l'imu
=0

]
lim (1 + y)v.
=90

Esempio. — Trov-re log. 7.
Nel nostro caso

G,= 7 bor— 1

4 e b = 2,645751
a,= 33298755  b,= 2,960046
a,= 3,14396075  b,= 3,0531931
a,= 30085760 b= B,0758
a,— 8087188 b= 3,08149

: g !
Per il secondo lemma & (a,B) & compreso tra & (a, +28) e

b+ —% (by— b,), eiod 1l suo valore approssimato & 3,083389. Per la (10)

si ha che log. 7 = 1,9459101485.... e I'errore ® minore di 6:10'"; a

guesto risultato si giunge con Ia.ricerea di sole gquattro medie geo-
metriche.
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V., — {sservazioni e conclusione.

Feco dunque dimostrato e generalizzato in pitt modi nelle (5), (6),
{(7) ii teorema di Schwab ¢ col mezzo della sola funzione § (a, b) espresse
tutte le funzioni trascendenti elemeniari e definite elementarmente alcune
(funziomi iperboliche e logavitmi neperiani), & cui vere significato manca
net testi elementari. Questo fatto di essere tuite queste funzioni espri-
mibils mediante una sola funzione @ variabili reali & un fatto capitale
e credo nuovo; le loro moltepliei relazioni sono facilmente dimostra-
bili eol mezzo delle (3), (8), (9), (10); le loro proprietd si riducono
tutte a proprietd della ¢ (a,8) eon @ < b oppure con a > b: dimo-
strate queste proprietd per a<f con la {3), per @ > b con le (9) ed
(10) si possono, come avevamo promesso, lrovare le proprieta delle
funzioni iperboliche medionte la (8); ammesse queste ullime cone natu-
rale estensione delle proprietd delle funzioni circolari si ottiene dalla (11)
un nuovo metodo per trattarve la teoria det logariimi. Ma a tutto questo
basta avere acecennato, notando che queste proprieta di & (a, ) pos-
sono riuscire preziose nei calcoli numerici di questo limite e coope-
vare col secondo lemma del § 1 per una sufficientemente rapida ap-
prossimazione. La @ (@, #) ha pure una notevole imporlanza pratica
perché offre un mezzo completo ed elementarmente dimostrabile, (il che
fin ora, credo, mancava affatto) di calecolare le tavole trigonometriche
e logaritmiche: specialmente le prime, quande si usino le tavole dex
logaritmi.

Venexid, 10 ollolre 1897.
Gumo Fusinz

studente nells R, Seuoia Nermsle sup. di Pisa.




