Su di un apparente paradosso meccanico
segnalato da Giglio-Tos

Il prof. GigLIo-To0s in an sno recente lavoro (*) recante
un nuoveo eontributo alla sna ben nota e sugegestiva inter-
pretazione dei fenomeni fondamentali della vita su sole basi
fisico-chimiche, & stato indotto a ritenere, per spiegare una
particolarith dello sviluppo di eerte uova, che, in opportune
condizioni, il sistema formato da due sferelie pesanti, iden-
tiche, poggiate sul fondo di una sfera cava pill grande, possa
rimanere in equilibrio ancorch® le due sferette non stiano il
pitt in basso possibile e, consegnentemente, la congiungente
i loro centri non sia orizzovtale. Precisamente il Giarro-Tos,
realizzando il sistema in discorso mediante dne sferette di
seciaio da enscinetti a sfere messe dentro una sfera cava di
vetro, ha mostrato sperimentalmente che, se il rapporto del
raggio r delle sferette a quello B della sfera cava non 8.
troppo piceolo, sono possibili posizioni di equilibrio in cui
I’angolo o formato dall’aceennata ﬂong'hmgagte dei centri
con I"orizzonte, assume valori di parecchie decine di gradi.

Quest’ esperimento, ove — ingannati dalla piceolezza del-
Iattrito volvente di sferette di aceiaio lneido fra lore o su
velro — si prescinda completamente dalla considerazione delle
forze d’attrito, rimane inesplicabile, ché considerazioni del
tutto elementari mostrano immediatamente come (escluso il
solo caso di r= R/2, nel quale si ha equilibrio indifferente

(') Die Wirkung der Schwerkraft auf die Riohtung der ersten Fur-
chungsspindel in Hi des Sesigels. [Wilhelm Roux’s Archiv fiir Entwick-
lnngsmechanik der Organismen, Bd. 107 (1926)].
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perche il baricentro & del sistema formato dalle due sferette
viene a coincidere eol centro O della sfera cava) non possa
aversi equilibrio senza che il
raggio 0@ sia verticale e, com-
seguentemente, la congiongente
C,C, i cenfri delle due sferette
orizzontale.

L'apparente paradosso si
elimina osservando che il si-
stema in esame € tale ehe in
tutti quegli spostamenti in cui
varia Vangolo w devono neces-
saviamente avvenire degli stri-
sciamenti delle sferette fra loro o contro la sfera cava e
quindi entra in gioco I’attrito radente ch’é tutt’altro che
trasenrabile. Ne segue che potrd aversi equilibrio ancorché
non sia w =0 purché quest’angolo sia inferiore ad un certo
w, che, ancorché i coefficienti d’attrito siano molto piccoli,
ragginnge valori elevati allorché il rapporto »/R assume va-
lori vieini ad 1/2.

Mi permetto di pubblicare il breve calcolo necessario per
pervenire a questa conclusione, benchd abbia un ecarattere
affatto elementare, cousiderato 1’ interesse della questione da
eni esso prende origine.

Il problema in esame & manifestamente ridueibile ad un
problema piano e precisamente ad un problema nel piano ver-
ticale OC,C,, che & quello della figura precedente, Inoltre &
ben chiaro che la posizione del sistema unel piano predetto
resta pienamente deferminata non appena sia fissato il valore
dell’angolo ., Pertanto, fissato che sia questo angolo, devone
rimanere pienamente determinate le reazioni vineolari che si
sviluppano nei tre punti 4,, 4, ¢ & e, in particolare, gli
angoli v, ¢, e & che le rette secondo cni si esercitano dette
reaziont formano con le rispettive normali alle superficie a
contatto; in altre parole: gli angoli ¢,, ¢, e 4 dovranno ri-
snltare funzioni univoche di w:

=9 (0), P=1p,(0), b= (w),

e 2e ne conclude che sono possibili tntte e sole quelle posizioni
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di equilibrio del sistema per cui v soddisfa alle tre disugunaglianze

(1) o (0) | < @5y |9(0)] =Z 95, |dlw)] <y,

dove ¢, e ¢, denotano rispettivamente le semiaperture dei
coni d’attrito delle sferette contro la sfera cava e delle sfe-
rette fra loro.

Come si vede, tufto sta a deferminare le tre funzioni
9,(w), ¢,(w) e d(w). A tale scopo comineiamo con 1’osservare
che — dette rispettivamente n, ed n le intensita delle reazioni
vineolari in 4, ¢ 6 — le componenti orizzontali e verticali di
dette forze e i loro momenti rispefto a &, hanno, con una con-
veniente scelta dei versi positivi ('), e espressioni seguenti :

T

2"'&+m+?l)=__‘"i HGD(CI'FUJ 4‘?1)

comp. orizz. i n,=n, eos(

: T :
comp. vert. di n,=mn, sen (3—l—rx +w +-<p,)= N, 008 (% —4-0-4-g¢,)
mom. di n, risp. & C,=—mn,rseny,
eomp. orizz. di w=mncos(w--¢)
comp. vert. i n=mngen (w4 )

mom. di » risp, a ,=—nrsen,

dove o denota I'angolo invariabile GOC, = G0, , determinato
manifestamente dall’ nguaglianza

sen o4 =

R—»"

Oouseguentemente, per 1 equilibrio della sforefta di
centro C,, oecorve o basta che si abbia:
" — 2, 86D (& 4w - @,) - n cos (© ) =0
(2) ? n, cos (&4 ¢, ) nsen (0 --9)=7yp
| — n, 8en ¢, — nsen g =10,

*) 11 verso positivo delle componenti orizzontali delle forze & guello
che — nella figura — procede da sinistra verso destra mentre quello delle
componenti verticali procede dal basso verso U'alto. Quanto al verso posi-
tivo delle rotazioni esso deve essere fissato in modo che Pangolo dei due
anzidetti versi positivi, nellordine in oni sono stati nominati, risulfi
uguale a -+ =/2; esso & quindi guello contrario nlle laneette dellorologio.
Gli angoli ¢, 93, § ed w sone cousiderati in valore ed in segno,
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dove p denota il peso di ciaseuna delle sferette. Similmente
— detta n, Vintensitd della reazione in 4, e tenuto conto
che la reazione della sferetta di centro C, su quella &
centro C, dev'essere ngusle e contraria a quella della se-
conda salla prima — si trova che per I’equilibrio della sfe-
retta di eentro C, & necessario e sufliciente che si abbia:

T, ST (2 — 0 — ) — N cos (w 4 ) =0
(3) n, €O (2 — w = @,) — n 8en (w—+-9) =2y
— n, 8en g, — ngen ¢ =0,

Le (2) e le (3) costituiscono assieme un sistema di 6
equazioni fra le 7 variabili n,, u,, 0, ¢,, ¢,, b ¢ v fra cui
é facile eliminare anzitubto le prime tre variabili, Invero,
riguardando la 1* e la 3" delle (2) come formanti un sistema
di due equazioni lineari ed omogence in =, ed n, si ha
senz’altro che dev'essere

—sen(x+w-+9,) €os(w-+ )

—sen g —sen ¢ =9
ciod l
sen (a4 o + ¢,) sen -+ ¢os (w + ) sen g, = 0.

Analogamente, dalla 1* e 3* delle (3), si ha
sen (a2 — o — ¢,) sen P -I- o8 (v - P)sen g, == 0.

Finalmente una ferza equazione in ¢,, ¢,, ¢ ed w si ottiene
osservando ehe la 2" delle (2) e 1a 2" delle (3), tenendo conta

delle eqnazioni loro rigpettivamente precedenti, possono seri-
versi

sen (4w ~-g,) "

eos (v —+ o)
sen (m—m—gol)‘m (2 —w —,) —sen (m—l—x{:):ﬁ

; 008 {10 - ) CoS (2 —+w - @, ) - sen (m+4¢)=23

sieché dev'essere

€08 (v 4~ ) eos (o -+ © + p,) -+ sen (v + J)sen (x +w+q¢,)
sen (& + @+ p,) - -
__cos (0 +4) eos (& — w — 9,) — 8en (v -+ ) sen (a — v — ¢, )
sen (o — v — g,)
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ciod
sen (z+w—+g,) cos(z—d+9)
sen (@ — o — ) ¢0s (- — )"

In conclusione, per determinare le espressioni di ¢, , ¢, e &
in funzione di w, siamo ora in possesso del seguente sistema
di tre equazioni nelle quattro variabili in discorso:

sen (« - o~ @,) sen $ - cos (0 +)sen g, =0
g sen (z —w — @,) sen P +4- ¢os (v +4- ) sengp, =0

| sen(z+w-+gp) cos(@—i+gp)
gen (@ — 0 —q,) cos{e—+1P—a,)

(4)

Per esplicitare il sistema (4), cominciamo eon |’ osservare
che dalle prime sue due equazioni si ricava immediatamente

sen (x4 w—-@,)  §en g,
sen (z — o —@,) senp,’

(6)

il ehe, congiuntamente con la ferza delle (4), fornisee I equa-
zione fra 1z sole ¢,, 9, ¢ §:

(6) cos(o+¢—qp,)sen o, — cos (& — 4§ - p,)8en g, =0.

Una seconda congenere equazione pud ottenersi eliminando o
fra le prime due delle (4), pel che conviene scrivere dette
equazioni sotto la forma seguente:

[sen (« -+ p,) sen P 4 cos J sen 3, cos m -
+ [eos (z +¢,) — sen g, | sen  sen » =0

[sen (2 — ,) sen § -4~ cos P sen ¢,] cos » —
— [e08 (& — 1,) ++sen p,] sen w sen § = O,

Invero, ponendo uguale a zero il determinante dei coefli-
cienti delle due precedenti equazioni pensate come costi-
tnenti un sistema di due equazioni lineari ed omogenes in
cos® e senoseny, si otfiene un’equazione in ¢, p, e o
che, opportinamente sviluppata, diviene

sen  sen (2o + ¢, — @,) + sen @, €08 (% +$ — p,) -+
-+ sen g, cos (x — P - p,) =0,

(7

Cid posto eliminiamo ¢ fra la (6) e la (7). A tale 8e0po
cominciamo con I osservare che il sistema formato da qneste
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due equazioni puod facilmente semplificarsi per somma e sot-
trazione; precisamente esso & equivalenfe all’altro

| 2sen g, COS (o 4+ — @,) -+ sen ¢ sen (20 4+ @, — @) =
| 2sen g, cos (@ — P -4 9,) + sen P sen (2a—+ 9, — §,) =10,
che sara meglio scerivere softo la forma
2 sen ¢, cos (& — @) co8 & +-
\ - [— 2 sen ¢, sen (« — ¢,) + sen (2 +- ¢, — ¢,)] sen L =10
2 gen ¢, ¢os (x -+ ,) cos § -
+ [2 sen @, sen (« + ¢,) +sen (20 4, — g,)] sen = 0.

U

Invero, seritbo cosi il sistema, possiamo subito affermare che
deve essere

senyp, cos(x—@,) —2senp, sen(x—p,)-+sen (249, —¢,)

=0
seng,cos(e—+¢)  2seng,sen(x--p,)-sen (2o +-p, — ) {

QVVero
€G0S (cx - ‘Pz) — sen (“'_"-Pe)

eos (& ~-q,) sen (o -+ ¢,)
sen p, o8 (z —e,) 1

28en @, sen ¢,

-+ sen (22 —
@2 +9— %) | on Po €08 (2 4-3,) 1

=

da eui, sopprimendo il fattore sen (2a ¢, — v,) ¢h’® comune ai
die termini e non & identicamente nullo (*), sviluppando e

(') Infatti, néll'ipotesi che sin Qa4 oy —g;=0 (mod x), dalle equa-
zioni (2) ¢ (8) si trae facilmente

&0+ =— (& — ID——I:PE}EO, m+¢Eg;
d’altra. parte, dalle medesime equazioni, si hn pure che
Hen ¢ 86N
— COR (2 40—~ tp, ) +8en (0 4 &) = — s CO8 (& — (0 — po) — BN (B + §);

gen o, Sen o,
dunque nel caso in esame avrd looge Pngnaglianzn

CO8 o) COR &
-
s8N (e — )  8en (x—+ m)

da eui segue snbito
sen o =1Vsenu,
Se ne conclude che la relazione cui soddisfano gli angoli Py € Py,
qualienque gia », non & la

gen (2o - — (0] = ().
hensi la (8). (4% = @y = 10y) =0,



168 8w di wn apparente paradosso meecanico segnalaio da Giglio-Tos

dividendo per semn ¢, sen ¢, 008 =, 8i trae finalmente

1 - sen o o

Ottenuta la precedente relazione fra o, e ¢, riprendiamo
Pequazione (5) osservando che essa, sviluppata pud seriversi

(8en & cOs w €08 P, -1~ COS o 86N ¥ COR ¢, + COS X COS W §eN @, —
— Sen « $eh w Sen ¢, ) Sen ¢, —(Sen« Cos v Cos p, — COS % S6N © COS P, —
— COS &% 008  8en p, — sen o sen w sen ¢, ) sen ¢, =0

da cui, semplificando e dividendo tutto per

COS & COSw seny, sen g,,
gi trae

tg o (cotg ¢, — cotg ,) + g w (cotg ¢, - c0tg p,) + 2 =10
ovvero, tenendo conto della (8),

™

(9) cotg ¢, + cobig o, = — 2 tig (4 -+ %) 8ec « cotyg w,

La (8) e la (9) costituizeono un sistema di due equazioni
lineari in cotgg, e cotgy, che si risolve immediatumente
ottenendo le formule

S cofg :pi::—tg(g-{—%) (see x cotg @ — 1)
(10) T oo
f colig @, = — tg (I -+ ‘—;) (sec o cotg @ 4+ 1).
Non resta ora che da determinare ¢. A tal uopo trat-

tiamo 1'equazione (6) in modo analogo a quello con eni ab-
biamo trattato or ora la (5); troveremo cosi I’equazione

cotg u(cotg ¢, — eotg p,) +- tg Y(cotg ¢, - cotg p,) — & =
da cui, fenendo conto delle (8) e (9), segue immediatamente
o

(11) cotig b —=tgaty (g -4 2—) cotg w,

Le (10) e la (11) forniscono le desiderate espressioni di 9, 5
% @ ¢ in funzione di o. Hsse mostrano che Py ¥ @ ¢ sono
funzioni monotone di w, e precisamente le prime due decre-
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scenti e la terza crescente. In altre parole: gupponendo che
o vada erescendo a partire dallo zero (¢ mantenendosi, natn-
ralmente, sempre minore di =/2) ¢, e ¢, assumono valori
negativi in valore assoluto sempre creseenti, e $ valori posi-
tivi ¢rescenti. Ne segue che possibili posiziont di equilibrio del
gistema in istudio sono tutte ¢ sole quelle per cui w é minore di v,
essendo w, ¢l pin piccolo dei tra angoli (compresi fra 0o n/2) w,,
w, ed w, definiti dalle tre seguenti equaziont :

—tg (L +§) (sec « cotg m, — 1) = — cotg v,
— tg (‘I -- g) (sec « cobg m, -+- 1) = — cotg.g,
T %
tg oty (1 4= Q) cotg v, = eotg ¢, ,

che, risolute rispetto a cotg w,, cotg w, & cotg vw,, divengono

1, (7 &\
cotg w, = co8 « }tg (I ,j) - 1]
1, (v o 1'
(12) cotg w, = cos o« ?Lg T35
o
cobg w, f’ cotg o bg( E)?

dove si & posto

1 1
cofg o, =3 cotg ‘IJn:jT:

ciod si sono denotati con f ed J' i coefficienti d'attrito rispet-
fivamente delle sferette contro la.sfera cava e delle sferette
fra loro.
Osserviamo finalmente che dalle prime due delle (12)
si trae
cotg w, —cotg w,=2cosx >0

il che mostra ch’'® sempre w, << w,; dunque per determinare
P angolo limite w, & inutile calcolare w,: basta considerare sol-
tanto il pi% piccolo dei due angoli w, ed wv,.

Per esempio, supposto /=103 ed /=02 (valori ammis-
sibili nell’ipotesi di sferette d’aceialo lucido immesse in una
gfera di vetro: esperimento di Giario-Tos) e supposto inoltre

FPerindico di Matematicha 14
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che il rapporto r/R fra il raggio delle sferette e quello della
sfera cava sia ugnale a 0,45 (x=04°, 903), si trova o, =40°, 255,
w, == 41°, 987, sicchd ’angolo limite risulta di oltre 40°.
Tovino, Universita.
I, Trioomr




