(reometria elementare e geometria analitica )

)

L. Chi comsideri attentamente I evoluzione del pensiero
scientifico attraverso lo svolgersi della preistoria o dellu storia
del genere nmano, pud riscontrare anche in essa |’ interessante
fenomeno sftndiato dal YIco per le umane vicissitudini col
nome dei corsi e ricorsi storici. secondo cui gli avvenimenti si
succedono in c¢icli o periodi aventi fra loro affiuiti tanto
considerevoli da lasciare a prima giunta stupiti. La storia
delle idee e delle cognizioni scientifiche negli ultimi sei millenni
pud infatti venire divisa in tre peviodi, presentanti fra lovo
varie analogie. ciascuno dei quali cousta approssimativamente
di 2000 anni, ¢ comprende pochissimi secoli di vero splendore
precednti e seguiti da innumerevoli anni di grigiore. o di te-
nebre rotte soltanto qua e 1d da qualche sprazzo o bagliore
improvviso.

Il primo ciclo si inizia circa 6000 anni or souno. e fa capo
all’ antichissima civiltd snmerica, raggiungendo il suo apogen
prima dei tempi di HauMmuRrABI (2000 a. C.), coi quali esso si
chiude. Com’ & stato accertato recentemente dagli scavi fatti ad
Ur nel basso Eufrate, a Kisk (presso Babilonia), ecc.. e dallo
studio di migliaia di tavolette di argilla scoperte in tali scavi,
gid 5000 anni fa gli architetti sumeriani usavano correntemente
non soltanto le colonne, ma anche gli archi, la volta. Ia cupola.
elementi architetionici che non furono noti in Occidente che
migliaia di anni piu fardi: inoltre quei popoli possedevano nn

(*) Conferenza tenuta il 7 dicembre 1947 alla Sezione Hmiliara della
« Mathesis ».
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bagaglio notevolissimo di eognizioni astronomiche e matemati-
che. 11 secondo ciclo si inizia col trapasso dalla civilth sume-
rica a quella babilonese ed egiziana; in essa troviamo dap-
prima abbassato il livello culturale e travisato lo spirito scien-
tifico, allora appannaggio di una ristrettissima casta sacerdo-
dotale. La tradizione vuole che dall'Egitto TALBTE, il fondatore
della prima scuola greca di matematica e filosofia, abbia tratto
le cognizioni geometriche da lui portate nell’ Ellade (6 o 7°
sec. a. C.). Ha cosi origine il fulgidissimo periodo di forma-
zione e di sviluppo della scienza geometrica greca, il quale &
tutto contenuto nei tre secoli che da Prracora (6° sec. a. C))
vanno ad Evcrnine, ad APoLLONTO. ¢ ad ARCHIMEDE (37 sec. a.
(). L’alto grado di perfezione cosl rapidamente raggiunto &
seguito da un periodo di stasi e di regresso, interrotto poi dai
contributi della scuola alessandrina di PApPro e di DiorFanxTo
(30 see. d. C.). Coi lunghi secoli di oscurantismo dovati alle
invasioni barbariche ha inizio il terzo e¢iclo. Durante questi
secoli il mondo arabo rimane depositario della scienza antica,
la. quale viene poi ritrasmessa in Europa dai nosbri mercanti,
e sviluppata mediante la creazione della prospettiva e del-
I' algebra ad opera degli artisti e degli scienziati del nostro
Rinascimento. Finche, nella prima meta del secolo XVII? ha
inizio con GALILEO e con DESCARTES la nuova splendida fio-
ritura che, in poco pil di fre secoli, ci ha portati con ritmo
accelerato ai recenti grandiosi svilnppi nei vari rami scien-
tifici.

Secondo le vedute suesposte. e come puriroppo lasciano
adito a presumere sinfomi di carattere sociale a tutti noti,
nonché riflessioni, su cui non ho tempo di intrattenermi, con-
cernenti 1" essenza degli indirizzi scientifici attualmente pre-
dominanti, un periodo di decadenza non dovrebbe ormai essere
lontano, seppure gia non ha avuto inizio fra noi. A consolarci da
questa melanconica previsione, & opportuno rilevare che I’ esame
dei tre grandi periodi dianzi adombrati ci autorizza ad avere
fiduecia nel progresso dei successivi sfadi dell’ umanita, anche
se tale progresso avviene atfraverso ad alti e bassi paurosi,
di eni ei sfuggono le ragioniprofonde. Fard ora molto sucein-
tamente tale esame, limitandomi a considerazioni schematiche
sullo sviluppo del pensiero matematico attraverso ai millenni.
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2. L' interpretazione dei documenti salla preistoria della
scienza. scoperti da cento anni a questa parte, fn dapprima tanto
ottimista da fare rifenere che Egiziani, Babilonesi e Sumeri
gid possedessero una “ scienza’ nel senso usnale di questa
parola. del tutto paragonahile a quella greca. In realtd pero,
come dimostrarono con acute analisi critiche vari scienziati,
fra cui vanno particolarmente ricordati lo SCHTAPARELLT nel se-
colo seorso per |’ astronomia ed ErroreE Borrororrr negli ul-
timi decenni per la matematica, le coguizioni scientifiche di
quei popoli appaiono non gid come frufto di indagiue specu-
lativa, ma quasi unicamente come risultato empirico di in-
numerevoli osservazioni ed esperienze svolte e registrate si-
stematicamente per secoli e secoli.

E al genio greco che si deve la concezione della scienza
come prodotto del puro raziocinio. Tale concezione & cosi fe-
conda ed oviginale, per non dire riveluziouaria, e talmente
lontana dalle esigenze sociali quotidiane, da poterne ascrivere
la scoperta gquasi a miracolo: tanto che lo ZEUTHEN riteneva
che il ritorno in Occidente dello spirifo scientifico sarehhe
poi stato impossibile, se I’ opera di EucLIDE fosse andata irre-
missibilmente smarriia. La molla segreta della mirabile ¢ostru-
zione, su cui poggia tuttora la nostra civiltd, pud riscontrarsi
in an arcano senso esfetico che spingeva gli Elleni a ricer-
care in ogni cosa ordine, semplicith e chiarezza, intesi quali
misura ed armonia.

Tattavia i canoni estelici si dimostrarono a lango andare
guasi una camicia di Nesso, e, ritardando di secoli le ulferiori
conquiste, costituirono una delle caunse prime di decadenza
del pensiero greco. Cih si constata ad esempio nelle conven-
zionali “ anitd ” a cui era sottoposte il dramma greco, e si
ritrova altresl nella matematica greea, vincolata e quasi do-
minata da molteplici restrizioni artificiose o, comunque, con-
trastanti la sua espansione. Fra queste possiamo ricordare
la severa concezione del rigore matematico, e la limitazione
dell’ esposizione alla forma puramente deduttiva; la conven-
zione di concedere come regolamentare soltanto I’ uso della
riga e del compasso nelle costruzioni geometriche ; il disprezzo
per i calcoli e le applicazioni numeriche e per 1 esperienza
fisica; le concezioni mistiche dei pitagoriei inerenti alla no-
zione di numero, le guali indussero i Greci a non riconoscere
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1" esistenza di numeri irrazionali, ancorche® fin da EucrLiprk
fossero state ammesse e studiate le grandezze incommensura-
bili; infine la rigida decisione — dopo la critica eleatica e
le argomentazioni di ANASSAGORA — di rigettare dalla scienza
ogni considerazione in cni facessero ocapolino le nozioni di
infinito o di infinitesimo, senza la quale si sarebbe forse po-
tuto annoverare ARCHIMEDE come lo scopritore del ecalcolo
infinitesimale. Ed & appunto superando tali moltepliei riserve,
che furono poi create 1’ algebra e 1" analisi infinitesimale, la
geometria analitica e le diverse estensioni iperspaziali salle
quali in epoca recente & stata imperniata la teoria della re-
lativita.

Il enrioso rilevare che, fra le vavie cause storiche che fa-
vorirono quel superamento, ve ne sono due di carattere reli-
gioso. Infatti, da un lato, gli Arabi furono spinti a coltivare
gli studi matematici dalle complicatissime leggi prescritte dal
Corano per la suddivisione delle eredita; ¢id li costrinse ad un
certo virtuosismo di caleolo numerico ed algoritmico, in cui
pud riscontrarsi il primo germe dell’ algebra, e ad adottare
per la nomerazione il sistema posizionale a base dieci tut-
tora in unso fra noi, sistema ch’essi probabilmente desunsero
dagli Indiani. I importanza scientifica di quest’ ultimo ritro-
vafo. avente in apparenza soltanfo utilitah pratica, risiede in
cid ch’ esso rende manifesta I’ esistenza di numeri grandi a
piacere, mentre invece ARCHIMEDE aveva dovufo scrivere una
operetta, intitolata L'drenario, onde dimostrare 1 esistenza di
numeri superiori a quello dei granelli di arena che compor-
rebbero la terra od una massa di arena avente le dimensioni
del Cosmo: e cosl si apri il valico che doveva condurre al-
I”infinifo matematico ed ai vari procedimenti per induzione.
Un’ altra caunsa favorevole pud riscontrarsi nel Cristianesimo,
il quale, col trasportare il fervore spirituale dalla cerchia fi-
sico-specnlativa a quella metafisico-dogmatica, contribul poten-
temenfe all’emancipazione dai rigidi schemi degli Antichi.

La prima costruzione matematica compiuta nel nuovo indi-
rizzo fu la geomelria analitica; ed il confronto fra questa e
la geomeiria euclidea esemplifica egregiamente la disparita fra
la mentalith moderna e I’ antica. Ai vincoli ed alla rigidezza
espositiva dell’ una fanno contrapposto 1’ estrema generalith e
dutiilita nonche U eclettismo nei metodi di indagine e di di-

Periodico di Mateniatiche 2
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mostrazione dell’ altra, mentre all’ intuizione geometrica degli
Antichi viene in questa sostituita un’impalcatura algoritmica
preludente alla successiva aritmetizzazione della matematica.
Va riconosciuto che cid che si guadagnava in ampiezza di
vedute vemiva alle volte perduto in fatto di rigore, virtuosismo
ed eleganza; ma conviene aggiungere che I'affinamento dei
metodi portava a nuove armonie ed a nuove forme di intuizione
matematica, le quali nulla avevano da invidiare alle antiche.

IL

3. Una fra le limitagzioni della geometria greca. che viene
automaticamente tolta dalla geometria analitica. consiste in
cid che in quella, mentre compare correntemente il rettangolo
v prodotto di due segmenti, si considera come privo di senso
il prodotto di due aree. Orbene. questa nozione pui
introdursi geometricamente usufruendo dello spazio a quattro
dimensioni, oppure — senza uscire dal piano — ricorrendo
all’ idea semplice ma geniale, sovente attribuita a DESCARTES
ma che gia trovasi in LEONARDO Pisayo, in LEONARDO DA
ViNc e, in forma sistematica. in RAFFAELE BoMBELLL, di va-
lersi opportunamente di un segmenio uniti. mediante cui
il prodotto di due segmenti, € quindi pure di due aree, ecc.. pud
rappresentarsi con un nuovo segmento. Risulta cosi che. accor-
dando diritto di cittadinanza alla nozione suddetta ¢ ad altre
consimili, i vengono ad allargare i confini della geometria
elementare tramandataci dai Greci, senza futiavia che all’ uopo
gia necessario ricorrere nelle dimosirazioni a metodi nuovi.
E chiaro perd come la trattazione di vari problemi nell’ indi-
rizzo cosl esteso possa snellirsi notevolmente mediante un uso
appropriato della geometria analitica, delle teorie gruppali,
ecc., onde ancora una volia una veduta superiore verrd a
dimostrarsi estremamente utile — ancorché non indispensa-
bile — in questioni elementari.

i cid dd prova in qiesto lavoro, dove stabilisco varie
relazioni non lineari (in parte nofe) fra le aree dei ilriangoli
delerminaii da cingue 0 pit punti di un piano, in taluna
delle quali intervengono pure gli angolz di tali triamgoli.
Le relazioni fra aree soltanto hanno speciale interesse, in
quanto ciascuna di esse & invariante di fronte alle trasforma-
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zioni affini del piano, e vengono tutte qui ottenute (nn. 5.7)
— in modo assai semplice — coll’ uso dello strumento ani-
litico e di un’ opportuna trasformazione affine. Particolarmente
da rilevarsi sono le relazioni del tipo suddetto esprimenti le
condizioni necessarie e sufficienti affinch® cinque punti
di an piano stiano su di una parabola (n. 10) o su di
un’iperbole equilatera {(n. 13).

4. Rammentiamo che un’ affinitd fra piani & una corri-
spondenza omografica in cui le rette all’infinito si ecorri-
spondono: si individua pertanto un’affinitdh fra due piani,
assegnando arbiirariamente in essi due triangoli omologhi. Le
aree di due regioni corrispondenti in un’ affinitd stanno noto-
riamente in un rapporto costante, che prende il nome di
rapporto di affimita.

Consideriamo sn di un piano orientato un qualunque nu-
mero di punti P,, P,,.... A norma di cid che precede, tre
qualsiansi P;, P, P; di essi non posseggono nessun inva-
riante affine assoluto; essi perd ammettono uno ed un solo
invariante affine relativo, il quale precisamente si altera di
fronte ad un’affinitd nel rapporfo a questa relativo, invariante
dato dall’'area del triangolo P; P P;, a cui si attribuisca
un segno nel modo usuale. Denoteremo con | P; P, P; | il
doppio di tale area, onde I’annullarsi di questo invariante
relativo sard condizione necessaria e sufficiente affinchd i
punti P; , P,. P; siano allineati.

Introduciamo nel piano un qualunque sistema di coordi-
nate cartesiane ortogonali (x, y), e denotiamo con a,, b,) le
coordinate di P;. In virtd di una ben mnota formula di geo-
metria analitica avremo

@i, b{t 1]
(1] *P{‘PQP'EZ a;, ?);: 2 N
a;, b,,, 1
il segno di quest’ espressione essendo positivo o negativo se-

condochs il triangolo P;P_ P, & orientato positivamente o ne-
gativamente. In ogni caso sard dunque:

' .PingPg| - — PﬁP{LPﬁ! , ©CC..

5. Supporremo che i punti P, non giacciano tutti su di
nna linea retta. onde non sard restrittivo supporre che ad
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esempio P, P, P, non siano allineati. Potremo allora consi-
derare | affinita Q trasformante questi punti ordinatamente

nei punti
P/(0, 0), P, b, P(1, 0}

e sia w il relativo rapporto di affinith. Denotando con P, (a, b)
il trasformato di P, mediante Q, avremo in base alla (1) ed
al n. 4:

o \P,P,P|=w, PPPl=—uwa, |P,PP|=—uwb,

< | P,P,P, | = 0@+ b—1).

Dalle (2} si deducono le
= | B, P.LPal U;P L1, b=1F P P.lt B PP,

mostranti che a e § sono due énvarianti assoluti dei quattro
punti P P,P, P, . Essi sono fra loro indipendenti. e la loro co-
noscenza — individuando il punto P/(a,b) — definisce la qua-
terna di punti P,P,_P,P, a meno di una trasformazione affine.
Avuto riguardo alle (2), concludiamo che:

Quattro punti P P.P.P, di un piano non wmmettono inva-
rianli affini indipendenti dai lore love quaitro invarianti
relativi (1), ¢ quali sono soggeifi unicamente alla condizione
lineare.

(3) iPP,P, !+ P,PP,'+iP,PP,+iPPP,I=0. (Y

Si pud osservare che. permutando P PP, P, arbitraria-
mente, i quatfro addendi nel primo membro della (3) subiscono
soltanto wna permuftazione, evenfualmente accompagnata da
un simultaneo cangiamento di segno. Dunque il prodotto di
quegli addendi & un énvariande relalivo dei quatlro punti, il cui
segno non dipende dall’ordine in cui questi vengono considerati :
denoteremo questo invariante con | P P,P P, |. Esso si annulla
se, e soltanto se, almeno tre dei punti sono allineati. In base
alla (3) & subito visto che, supposto che questa condizione
non sia soddisfatta, | P, P,P,P t risulta positivo o mnegativo
secondoché i punti P P,P.P, sono wvertici di un gquadrangolo
conwesso, oppure uno di esst é inferno al triangolo degli aliri tre.

(t) Questa formula risale a Miercs, al quale devesi altresi la nozione
del segno di un’area piana: cfr. A. F. Misivs, Gesammelte Werke,
val. 1 (Leipzig, Hirzel, 1885), pp. 39-41.
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6. Riferendoci ora a cinque punti P, P,P,P P, di un piano.
serviamoci ancora dell’ affinita Q, e denotiamo con P,(a, b) e
P/(a’, b') i trasformati di P, e P; mediante essa. La data quin-
tupla di punti ¢ manifestamente individuata a meno di un’affi-
nita dai quattro numeri «, b, a'. &', che risultano invarianti
assoluti indipendenti di quella. Aftnalmente abbiamo 10 inva-

rianti relativi (1). i quali — in base al n. 4 — si ecalcolano

colle

) \P,P,P,|=—uw, |PPP,|=uovah—ab), |PP,P, =—ova.
‘P, P.P,|=—uwl, | PPP, =—od, | P, P,P,| =wbh,

e colle

) P, PP \=0la+b—1), |\ P, P, P, =uw|a'+b—1),

|P,P,P,i=vlab'—a'b—a+a’), P,P,P,=o(ab—ab+b-b).

Ciascuno degli invarianti (3) si esprime Ilinearmente in
funzione degli invarianti (4), le relazioni lineari fra quelli
e questi essendo del tipo della (3); inoltre fra gli stessi
quafttro invarianti (5) infercede una relazione di questo tipo.
la quale risulta perd una conseguenza lineare delle anzidette
quattro. Le (4) non sono legate fra loro da nessuna relazione
lineare, ma soddisfanno invece alla relazione guadratica.

) \PP,P\V\P PP |+\|PLPP,\PPP, +
| BBFP, |\ PP, Pi=0. (%

B poi chiaro che fra i 10 invarianti (1) non intercede nessuna

relazione indipendente dalle suddette. Dunque:

Cinque punti P,P,P.P P, di un piano non ammeltono inva-
rianti affini indipendenti dai loro dieci invarianti relativi (1),
fra i quali intercedono le cinque relazioni lineari e le cinque
relazioni quadratiche che rispettivamente si deducono dalle (3).
(6) circolandovi gli indici 1, 2, 3, 4, b. Soltanto quatiro delle
prime ed una delle ultime relazioni sono fra loro indipendents,
ed ogni legame [ra quegli invarvianti risulle una conseguenza
algebrica di tali cinque relazion:. (*)

(?) Anche questa formula trovasi gii, aoquisita altrimenti, in MiBIUS *
ved. loe. cit. in (1), pp. 199-202.

(3) Col linguaggio iperspaziale, assumendo i dieci invarianti (1) quali
coordinate omogenee di punto in Sy, in corrispondenza alle varie guin-
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Le cinque relazioni lineari dianzi considerate dipendono
fra lore, in quanto la somma dei loro primi membri si annulla
identicamente ; si vede subito, infatti, che nell’ eseguire tale
somma si ottengono 20 termini dat: dai 10 invarianti (4), (5)
e dai loro opposti, i quali cosi si distruggono a coppie. Ne
consegue (n. 5) che il prodotto

(N (B P B2\ P PP EN P PP P PPEPAPEPEP:

uguaglia il quadrato del prodotio del 10 invarianti (4). (5), ed
¢ quindi sempre positivo o nullo. Avuto rignardo al significato
del segno dei singoli fattori in questo prodofto (n. 5), ne di-
scende il seguente teorema, che potrebbe anche stabilirsi age.
volmente per via geometrica.

Presi comunque cingue punti a tre a ire non allineati di
un piano, il numero delle volte che uno di essi risulta interno
al triangolo di tre dei rimanenti pud solianto valere O o 2 ¢ 4.

7. Considerazioni analoghe a quelle svolte nei nn. b, 6
mostrano che n (= 5) punti P P, .. P, di un piano posseggono
2n — 6 invarianti affini assoluti; la posizione degli n punti
nel piano & individuata, a meno di un’ affinitd, noti che siano

. (n
gli (3
zioni algebriche. Ognuna di queste ¢ una conseguenza delle
relazioni lineari del tipo (3) e delle relazioni quadratiche del
tipo (6). le quali a loro volta risultano in vario modo dipen-
denti fra loro.

Piu precisamente, fra gli invarianti relativi (1) & sufficiente
considerare i seguenti

| 2 L\ P BE, fP,P4P? b
| B BE AE PP, VP2 B (=5, G, ..., n),

) invarianti relativi (1), fra cui intercedono certe rela-

che sono fra loro linearmente indipendenti, mentre ciascuno
dei restanti & a questi linearmente legato. Fra quei 3n—9
invarianti intercedono perd n — 4 relazioni quadratiche indipen-

tuple di punti di un piano, considerate a meno di una trasformazione
affine, si oftengono cosi in S, i punti di una V,® non degenere apparte-
nente ad un S;.
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denti. ottenibili dalla {6) collo scrivervi P, in luogo di P, per
i=205.6.... n (Y

8. Dalla (6) possono agevolmente trarsi varie consegnenze,
come risulteri da alcuni esempi che ora esporremo. Se 4, B, P
gono tre punti qunalsiansi, indicheremo con [4BP] I'area del
loro triangolo presa in valore assoluto. Mostreremo che :

Se ABCD ¢ un quadrangolo piano convesso, e P denota un
punfo ad esso wnferno, risulla

{8) [PAB]-|PCD] = [PAD)]+[PBC)|
se. e soltanto se. P giace sull’ una o sull altra diagonale del
quadrangolo.

Invero. scrivendo ordinatamente P P,P P P, in luogo di

PABCD e supponendo per fissare le idee che i panti 4BCD

si suceedano sal contorno del quadrangolo mnel verso positivo.
si ha

 P,P,P,' = 2[P48], | P PP, =2(PCD],
{ PP, 1=33[P4G), ' B PP =2=2[PBD|,
VP PP =—2[PAD], | PB,P,|=3{PBC].

Pertanto, in forza della (6), la (8) equivale alla
[PAC)-[PBD] =0,

- questa esprime che P cade sn almeno una delle rette AC, BD.

Suppongasi ora che le bisettrioi di due angoli opposti
di un quadrangolo convesso abbiano in comune un punto
P interno ad esso. Come corollario del precedente teorema
si vede subito che:

Il punto P giace su di uwna diagonale del quadrangolo se, e
soltawto se. il retiangolo costrwito su due lati opposti di questo
é equivalente al rettangolo costruilo sugli allri due latli.

Notiamo infine che, se P, & il baricentro del triangolo
P.P,P, valgono le uguaglianze

P P.P,|=[PP,P)|=[PPP,)|=s[P,PP]0,

S -

(*) Cid fornisce una rappresentazione iperspagiale delle n-ple di pun.i
di un piano, considerate & meno di una trasformazione affine, coi punti

.di una 1’2”'_{ intersezione di # — 4 quadriche di S,,_.0-
Iu—b q Ju—10
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ed anche quelle che da gui si deducono sostituendo le graffe
alle parentesi quadre. In virtd della (6) si ha quindi che:

Se P, é il bavricentro di un triangolo P,P,P . per ogni punic-
P, del piaro di questo risulta

PPP \+:PPP,:+:PPP, =0

ITI.

9. Torniamo a cousiderare cinque punti Pfa,, b)) di an
piano (i =1, 2. 3, 4, 5), che supporremo a quaftro a quattro.
non collineari; vi sari pertanto una ed una sola conica pas-
sante per essi, che chianmeremo I'. I equazione di I' pud ma-
nifestamente scriversi nella forma

o

|z xy ¥ x y i

9 ,. .
= a;? ab, 67 a; b, 1!

=0,

dove la seconda riga sta simbolicamente per indicare le cinque:
che da essa ordinatamente si ricavano per i==1, 2...., B. Svi-
luppando il determinante a primo membro nella (9) secondo
la prima orizzoutale, e ponendo per abbreviare

(10) a= ab; b® a; b, Ils ﬁ-’—_-"—lﬂig h* a; b, 1[_. ece. ,
ofteniamo invece della (9) la
(11) 22" + Py -+ 7y + he 4+ py + v =0;

¢ chiaro che i coefficienti (10) di quest’ equazione non mutano,
a prescindere eventualmente da un simultaneo cangiamento-
di segno, comunqne si permutino i punfi P;.

E noto che la (11) ammette gli invarianti affini relativi

: 2 B A
| B "T } l
. op 2v

il cni annullarsi esprime rispettivamente che la conica I rap-
presentata dalla (11) & una parabola o si spezza in due rette :
inoltre la condizione § >0 o0 la &§ <0 & necessaria e suffi-
ciente affinché T' sia rispeftivamente un’ellisse od un’iperbole.
Tanto (12) quanto (13) sard dunque un invariante affine della
gquintupla di punti P;. e dovra quindi potersi esprimere in
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funzione dei dieci invarianfi (1) relativi a questi punti {n. 6).
Ci proponiamo di ricavare in modo esplicito tali espressioni.

A tal wopo incominciamo coll’ osservare che possiamo ope-
rare una frasformazione affine arbifraria, senza alterare la
struttura delle formule (9)-(13). Pit precisamesnte, detto w il
rapporto dell’ affinita, e designando con (¥. ¥) il trasformato
del generico punto (x, y), in particolare denotando con (a,, b;)
il trasformato di Pia., b). per la conica TV trasformata di [
varranno le equazioni, che diremo (9)-(13'), deducibili rispet-
tivamente dalle (9)-(13) coll’ accentarvi tutte le lettere. Inoltre,
in base alle (10), si ha che il primo membro della {11 puo
anche ottenersi dal primo membro della (11) esprimendovi le
x, y in funzione delle »’, ¥’ e dividendo il risultato per w'.
Poicheé & ed & sono invarianti quadratico e cubico della (11),
cosl sarit

{14) F = Flo') o = °F .
(15) a = &(w'f /e = wod’

10, Supponiamo, com’é lecito, che P P,P jnon siano alli-
neati, ed identifichiamo I’affinith di cui all’ultimo capoverso
coil’affinith Q gia considerata nei nn. 5, 6. Allora le (10}
forniscono

; 0O 0 0 0 1
: 0O 1 0 1t 1
 Z=0 0 1 0 1|=—0bb(ab—ab—a-+a)
ab b* a b 1
ab b o b 1
0o 0 0 0 1
O 1 0 1 1
(16) '#=—|1 0 1 0 1|=abla—1)t'—lj—abla'—1)b—1),
a® ¥ a b 1]
a* b o b 1
0O 0 0 0 1
0O 0 0 1 1
v={1 0 1 0 1|=—ad(al—ab+b—0),
at ab a b 1
| a® ab a b 1

onde, avato riguardo alle (4), (5), si ottengono le

(17 o= P Y =—p03 f= A - o
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dove, per abbreviare, si & posto

& p, =P PPV PR P PP
' p,=\PF P, |\ PP E! | PP L.
W By =P P, ~ i PP P. P P.P,i.

(18)

Infine dalle (14), (12'), (17) risulta che &

F= ms{‘iﬁr'(' — ﬁ'r' — '1‘.5319:: E (P: — f.— Pallz.-
ossia:
(19) F = Ap,ps + €26, +£.6:) — (7] + 61 + ).
Pertanto:

Cingue punti P P,P,P P, arbitrari di un piano anunettono
un invariante affive & dato dalla (19), in cui le ¢ si esprimono
wmediante le (18), od anche wmediante le formule che da esse si
deduconno permutando comungque i punti Pi. Cosi si oltengono
per ¥ dieci espressioni distinle, che perd risullano wguali
fra toro, in forza delle relazioni (stabilite nel n. 6) interce-
denti fra gli invarianti (1). A seconda che § é nullo. positivo
o wnegativo. la conica T per i cingue punti P; é una parabola.
un' ellisse od wun’iperbole.

I tre casi test® indicati per I, possono venire caratteriz-
zati elementarmente nel modo seguente, Si osservi anzitutto
che se due delle ¢,. ¢.. ¢,, ad esempio ¢, e g,. hanno segni
opposti, allora risulta § =4¢,5, — (¢, — ¢, — g,)* < 0. Pertanto.
quando d 50, §=0. potremo ridurei ad avere g >0, ¢, >0,
¢, > 0 scegliendo opportunamente I’ orientaziong del piano.
Consideriamo quindi in ogni caso tre segmenti (eventnal-
mente imaginari) di lunghezze

o, =2 Ve, 9,=2Ve, o,=2Vp,,
e notiamo che la (19) equivale alla
F = (0, + 6, + 3,)(— o, + .+ 5)(c, — o, =+ a,)(a, +9,— 3,)/16.

In base anche alla formula di ErRoNE, abbiamo dunque che

I' é una parabola se, e soltanlo se, uno dei tre segmenti
suddetti uwguaglia la somma degli aliri due. Se questa condi-
zione non ¢ soddisfalta, T' é un'ellisse od wn' iperbole secondoché
estste 0 meno un triangolo reale costruilo su quei tre segmenti.
In ogni caso. Uinvariante & dianzi cowsiderato uguaglia il
quadrato dell’area del triangolo avente per lati tali segmenti.
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i1. Volgiamoci ora all'invariante &, definito dalla (13).
Come gia abbiamo avvertito (n.9), esso si annulla se e sol-
tanto se la conica (11) si spezza in due reite, cid che accade
allora ed allora soltanto che tre dei punti P, P,P,P P, siano
allineati. Se dunque consideriamo il prodotto

a;, b(l
(20} =N |PPP,' =1 a;.. b. 1
liu i‘.h h] fila 5-11 ‘-:J' )
ai, b,',i 1

dei 10 invarianti (4) e (D) (prodetto che cosi resta definito
anche in segno), dovra & risulture divisibile per ciascun fat-
tore di questo prodotto. e ciod si avra

21) a = k¥,

dove k denota un polinomio nelle coordinate (a;. b) dei
punti P;. Questo polinomio deve ridursi ad una costante nu-
merica. poicheé, in base alle (13}, (10), (20). tanto & che K
sono polinomi di 6° grado in ciascuna di tali coppie di va-
riabili.

Per determinare il valore di & & lecito riferirei ad un
qualungue caso particolare. onde potremo ad esempio supporre
che. colle notazioni dei nn. 6. 10, sia

a==s1
Attualmente le (16) formiscono
a=bb—1). =0 ¥v=—ae—1),
sicchd la (11°) si riduce alla
b(b — Ljz(x — 1) — ala — L)y(ly — 1) = 0,
il coi discriminante (13') vale
a = — 22y’ + ) = — 2abla — 1)(b — 1jja —b)j@ +-b — 1).

Tenuto conto delle (4). (5}, (15), (20), ne discende che ora &
d ="' = 2K, sicché mnella (21) dovrd aversi k= 2. Resta
cosi provata I’identila

(22) a =2,

in cui & si esprime colle (13), (10) e I & dato dalla (20), la
quale risolve il problema posto nel n. 9 per 1'invariante .
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Va rilevato che il segno di & @& privo di significato geo-
metrico, poiché K, e quindi pure &, cangia di segno gquando
si traspongano due dei punti P;.

12. T risultati dei nm. 10, 11 conmducono subito a varie
conseguenze degne di nota. Anzitutto. rifacendoci a quanto si
¢ detto alla fine del n. 6, si ha che:

Se Q40 e qualcuno dei fattori wel prodotio (7) é negativo.
nel qual caso due o gualtro di tali faltori risultano negativi.
allora U invariante § dato dalle (18), (19) dev’ essere ne-
gativo.

Infatti & geometricamente evidente che, nell'ipotesi am-
messa, la conica ' per i cinque puuti P; & necessariamente
un’iperhole. Pid precisamente, in virti del n. 6 & facile vedere
che, se due o quattro dei fattori suddetti sono negativi, i
cinque punti P; sono distribuiti rispettivamente tre su di un
ramo di I' e due sull’altro ramo, oppure gquattro su di un
ramo di [' ed uno sull'altro ramo.

Suppoungasi in secondo luogo che T sia un’ellisse, e cioe
che § > 0. In base alla nota teoria degli invarianti metrici
delle coniche (°), si ha che il prodotto delle lunghezze dei
semiassi di quest'ellisse & dafo da & [-F52 In forza delle
(19), (22), ne consegue che

L’ area dell'ellisse determinala da cingue punts P; vale

& |
[2(93?3 +£42, +F;P,) ['pl +- Pa + g e

dove K e le ¢ si calcolano mediante la (20) e le (18).

Questo teorema, che estende risultati precedentemente sta-
biliti da SteEINER (°) e KorrLros (%), & stato ottenuto recente-
mente per altra via, e con notazioni leggermente diverse. da
Ropraa (8).

() Per la guale cfr.,, ad es, G. CasreuNvovo, Leeioni di gewmetria
analitica, nuova ristampa (Milano, Albrighi Segati, 1946), pp. 419-426,

() J. STEINER, Gesammelie Werke, vol. 2 (Berlin, Reimer, 1882). p. 329.

(") L. KoLLroS, Démonstrations de formules de Steiner, Comment. Math.
Helv., vol. 16 (1944), pp. 60-84.

{ﬂ} E. G. Ropeja F., Adire de Usllipse déterminée par cing points. Com-
ment. Math. Helv,, vol. 20 (1947), pp. 172-1786,
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13. Vogliamo da ultimo determinare sotto quale condizione
la conica T, di cui al n. 9, risulia un’iperbole equilatera.
E noto (*) che la condizione all’ uopo necessaria e sufficiente
¢ che "invariante lineare

Jd=a+y

della (11) si annulli: si tratta ora di esprimere J geometrica-
mente mediante i punti P;. Va da sé che, siccome J & an
invariante metrico ma non affine di . nell’espressione di
non potranno entrare soltanto gli invarianti affini del tipo (11
ma dovranno altresi figurare distanze od angoli determinati
dai punfi P;.

Scegliamo tre qualungque di questi panti, ad esempio P, P, P, ,
che siano vertici di un triangolo: e denotiamo con

(23} 6, = P,P,P,, 8,—=PP,P,, 0,=PP,P,

gli angoli di tale triangolo. A norma della prima equazione
(4) avremo (anche in segno)

24) w=PP,.PP,-senf,,

dove P P, e P,P, denotano le lunghezze dei segmenti P, P,
e P P, prese in valore assoluto. Intreduciamo quindi un nuovo
sistema di coordinate cartesiane, generalmente oblique, po-
nendo 1" orvigine in P,, ed assumendo come assi z, ed ¥, ri-
spettivamente le rette P P, e P P, orientato da P, verso P,
e verso P,: I'angolo dei nuovi assié pertanto §,. Se danque T’

ha rispetto a questi assi 1'equazione
(11,) @ X, -+ B|$ly?+ Y i+ AZ, + py, +v, =0,
trasformata della (11), risulta notoriamente ()

{95] 3’ 2“1_'13! 008 9;"“71
sen® 0, ’

Osserviamo ora che, a norma di quanto si ¢ detto nel n. 10,
il primo membro della (11,) pud oftenersi dal primo membro

{"} CIr. p. es. G. CASTELNUOVO, op. eit. in (5), p. 425.
4% Ved. ad es. G. CasTELNUOVO, op. cit. in (5), p. 422,
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della (11') ecol moltiplicarlo per w* e porvi
o =x,/P P, y=y9,/PF,.

Avuto rignardo alla (24) si ha doaoque:

!

0=’ Z=tsenh, §,=Fu’sent,, 1,=v0

i
1= 3 ]

onde, in base alle (17} ed alla

P P,.P,P,—senb, sent,,
si oftiene:
sen O sent, :
alz-PE BenB ? §|=[FI—‘P=—93'SGHGI,
_ sen 8§, sen 0,
== sen 6,

Sostituendo nella (25) ed usufruendo della 6 +8, +6. ==«
(mod 2x), con facile calcolo si ricava:

(26) — J =p, 0ot 8, + g, cot b, + ¢, cot §,.

Pertanto, in base pure alla teoria degli invarianti delle co-
niche, si ha che

Cinque punti P P,P.P P, arbitrari di un piano ammeltono
U'invariante metrico (26), dove le ¢ e le B vengono rispeltiva-
mente fornite delle (18) e dalle (23), od anche dalle formule
che da queste si deducono permutando comunque i punti P;.
L’ annullarst di tale invariante esprime la condizione necessaria
e sufficiente affinché i punti P; stiano su di un'iperbole equi-
latera. In ogni caso, I angolo compreso fra gli asintols della
conica conlenente i punti dati ha per langente 2V —§/|J|,
dove J ¢ I'imwariante suddetio e §F é quello considerato nel n. 10.

Come verifica, suppongasi in particolare che P, sia V' orto-
eentro del triangolo P P P;; allora le distanze di P, dai
lati di tale triangolo staramno fra loro come le secanti degli
angoli rispettivamente opposti, sicché, applicando a questo
triangolo il teorema dei seni, si otterrd (anche in segno):

| P,P,P,lcotb, =|P,P P, eotb,=|PP,P,|coth,.
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Avuto riguardo alle (18}, (26), si vede che queste tre espres-
sioni entrano ordinatamente come fattori nei tre addendi di J
e che, in virti del n. 6, la somma dei tre rispettivi quozienti
¢ nolla. Risulta pertanto J =0 per ognié posizione di P_. cid
che equivale alla nota proprietdh che ogni conica passante
per quattro punti, di cui uno (e quindi ciascuno) sia I’ orto-
centro del triangolo determinato dagli altri tre, & un’iperbole

equilatera,
BENTAMINGO SEGRE




