Sul calcolo delle derivate d’ordine superiore (%)

Sia f(r) una funzione reale della variabile reale z, definita
nell’ intervallo (a, b), ivi dotata delle prime n derivate. K ben
elementare, che, assunti arbitrariamente » +1 punti z , x,,...,
Lropey (‘] di (.a! b)! e pOﬁtO

s m—i n
X, ... B, @, 1

1
I 2, .. 3t % | A
. : ) = V(Zl H x:: yee 9 wﬂ-!-:]:

1 @ ...2"%" flz)
. 1 1 =, ...2,""" fl=,) —
(1J V(xtj &y 4 eiey mﬂ—l—t) .............. -
1 Ty v m’:j:% f(n-l-t}
flx,) flw,) s
@, —z )z, —x,) ... (2, —Tny,) (@, — 2, ), — ;) .. (2 — 2L sey)
f(@. ) —
* {xa-l-t — wn“”u+; il x,] oy (mrl-l-u - wn’ - ﬂz! A wuih)?
s8i ha m
f(®,s @55 0005 I fn(;gl:

ove £ & un punto interno al minimo intervallo contenente tutti

(*) Liavoro eseguito mell'« Istituto Nazionale per le Applicazioni del
Caleolo ».

(') Se dico »+1 punti, intendo non pit ¢ anche non meno di n 1,
ed & pertanto superfluo aggiungere a due @ due distinti poiche n +-1 cose
non a due a due distinte, son meno di n + 1.
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142 Sul calcolo delle derivate d’ordine superiore

i punti @, 2,,..., 2,.,. Se ne deduce che, fissato comuunque
un punto « di (@, b), posto

o=la, —x!l+ |, — 2|+ . + By, — ],

quando f“’(x) sia continua nel punnto a, riesce

el

(2) lia Fi,, @pj0p Boyg )= =

Ora, in ben noti casi particolari, facendo tendere opportu-
namente i punti @« , o,,.., ,,, al punto », si osserva che,
nell’ipotesi dell’ esistenza in («, b) delle prime n — 1 derivate
della f(z) e nel punto x della derivata n™*, sussiste ancora Ia
relazione di limite (2), e vogliamo qui, a proposito di cid, per
far cosa che riteniamo didatticamente utile, ribadire sempli-
cissime dimostrazioni di alcuni teoremi generali, le guali val-
gono anche nel campo complesso, e, in tal easo, con minori
restrizioni sul modo di tendere dei punti x , w,,... »,,, al
punto x.

Cominciamo dal richiamare 1 identita, facile a dimostrare

{ 1 & ...z " (€, —ao)
3 - L 1 1 &, ...z, (e, —a) _
I‘(ml’m‘,o--'x“*"_- # ® & & = & & & & 8 = = + & 1 = =
| 1 a:n___' - .. ﬂ}:;{ (J?n.,_l pagi w'*

0, per v=0, 1, ..., n—1,
= 1, per v=mn,
pule,—z, 2, - ey Tpy,— ), per ve=n-tp p=1.2,..,

Pp-(wl_' Ly Wy Ly aeey Xyg 4y -—:t:]"=- Z ('.I}‘ m]kl(mi_m]kg"' (m'_!+t =2 ‘r)k“+t
k4ky 4t ke =1
k|_>;01' k’>_—0’ et kn"'l.z*:a_o

in particolare,

P, — T, Ty~ Ly ooy Ly — B) S B+ Ty e By — (41 ().
Cib posto, 8i dimostra immediatamente il teorema:

(*) Posto
o) = (& — 2 )@ — ) oo (£ — Tpyy) =
2Tl 0@ 4 e A Cpigy
si ha i
fl@y, ®pyuns Tpag) = 2 )

k19 (xg)”
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I. - Se la funzione i(x) é dolata in (a, b) delle prime n — 1
derivate e nel punio x della derivata n™%, sussiste la (2), nel-
U'ipolesi che, per una ceria quantita finila L, si abbia

) 2R s=1, 2, mok 1 raks).
-'IU,-—-SU,

Ed invero, riesce, per k=1, 2,..., n + 1,

flas) = fle)+Hoex—2)f () ...t (g — )" f_":_(lml + (T — )"0 2y ),

con

Iin:hm(m,, xz) =0, (%

e vogliamo indieare un semplice procedimento atto a fornire, per ricor-
renza, le espressioni delle pu(x,, @3, .., ,4,), 8 mezzo delle-¢,, €oyu., €, ,.
Introdotte le funziomi

“:*;H x),
Uv(@yy Tyyeey Tyay) =i'c=l m; (v=0, 1..)),

si ha g, ep=pu. Detti gu{x) il quoziente e r,(x} il resto della divisione
di ov per g(x), risulta identicamente

Ty (x_l e nily, (3"'.&) 1
o(x) =y ¥ () w— sy’
ma ry(2y) =, — glxz)e(x;) =, e pertanto

Ty (a:) e nil m:s 1-
o@) 19 (@ z—2z’

e quindi

Qv (®y s Tgyoey Tyaey) = Hm ory (=)

z—co 9(2) d

ciod gy @ il coefficiente della pit alta potenza di x mel polinomio 7, ().
8i ha dunque gy =0, per v=u —1, ¢, =1,

p+e =0

P+ 00 2 =0,

Pusg +PpCrt v+ Pl +Cpy = 0,

Pﬂ"".‘-’ +Pl+'cl + e +Pr+lcﬂ +_plcﬂ+l.: O! (s=1, 2’ -n)o

Detta s, la somma delle potenze kme delle radici del polinomio g(w),
.se ne deduce che

Dy~ YpaPp—18y + YpePp—aSe + e - YppSp =0,
ove i coefficienti v n sonmo numeri razionali non nulli, ece..
(3) Cfr., per esempio, ProoNn: Lezioni di dnalisi infinitesimale. {« Cir-
colo matematico di Catania ». Catania (1923)], p. 159.
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e si ha dunque, in base alle (1) e (3),

f‘"’( l (e, — )"
f(®,, &y, 0y, Tny) = 7+ oz, , x) & =), — o] -+ ...
g !!}[Q},.,_,_ , ("'En+1 __m)n

213) (xu—t-: - ml' ure (_mn-}-l "_mn]’
e quindi, per le (4),

(Hlx]
f{®@,, @yyeny Typy)— ——-*’Q‘L“Zl’w(m,, z) |,

cid che dimostra il teorema. Si ha pure subito il seguente:

IT. - Se la funziome f(x) ¢ dotata in (a, b) delle prime n
derivate ¢ nel punto x della derivata (n <+ 1)"%, sussiste la re-
lazione di limite

. 1 ‘ f(ﬂ.l(w' '_

glgl-ln E (f(.n, y Xyoann s Bpy)— =1 )‘- =0,

nell’ ipotesi che, conservando sempre, la configurazione dei punti

X,, Xy,.., Xni1, per baricentro il punito x, si verifichino le (4).
Ed invero, si ha ora, in base alle (1) e (3),

f‘[ﬂ)'m} f(ﬂ"l'u( )
f{mu Lg g very mﬂ—lﬂ,j-: o _""{n_l__l“P{

) (xl_ m}ﬂ"!‘l
-+ o (mu :B) [sc.—-ﬂ:,)---(xl_m“""‘)

[mt_m! Cy—Ly us y By 4y — )

(mﬂ.-l-'[ —_ z)n-l—i
—& ) (‘nu+|_ xﬂ'.

+-.. +m(zﬂ+g’m)(w R
n
con
lim w'(e,, v} =0,

g=—

e quindi se & sempre p,(®, — &, .., Xpy, —x) =0,

o) g
n! |7 =t

'f(mi 3 Ly yoey mu+;] -

m'{a:’t ’ x) lo

In particolare, dette T e h due qualsivogliano quantita
reali, si ponga

=0+t X,=+0C—1h., o, . =24+ —nh
si ha allora

f[:Dl 3 Lyyoey Ty -H] ﬂnf{m f:_' '}:n— “}k] ’
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con
A% 4z —nr)h]| =

flx —{—Tk}—(?) fle+(x—1)k] +(g) fle 4+ (x—2)h] + ...

+ (= 1)"flx+(z - n)h],
laddove
Ly — X

T —r-+1
T, — X,

*r—38

p, =+ I](': — g) h,

<[<]+n,

e quindi & & baricentro della configurazione (z,, &,, .., a4 ,)s
se e solo se ©=n/2. i dunque corollario dei teoremi I e II il
seguente:

I11. - Se la funziore f(x) é dotata nell’ inlervallo (a, b) delle
prime n— 1 derivate e nel punto X, interno all intervallo, della
derivata n™%, si ha

lim A flz + {: — n)h] — Fun),
B0 ke

comunque si fissi la quantita reale = Se la f(x) possiede in
(a, b) Ze prime n derivate e nel punio x la derivata (n -+ 1),
si ha:

npl g — st
(A f (a;" ﬂ?)_ f(m(m))s —o.

=i =

lim !
h—e0l

Consideriamo ora una funzione f(z) dalla variabile com-
plessa 2z = + 4y, olomorfa in un certo campo 4 (') del piano
complesso 2. Si possono definire in 4 due funzioni positive
Mz} e gl2) tali che, per ogni v =0, riesca

f90) | _ M(z)

VI = (ele)

ed inoltre I'intorno cirecolare C(z) del punto z, di raggio g(2),
sia, con la suma frontiera, contenuto in A (°). Ora, in base alle (1)

(*) Diciamo che 4 & un campo del piano z, se & un insieme aperio di
punti di tal piano. '

(5) Cfr., per esempio, P10oNE: dppunti dt Analisi’ Superiore. [« Rondi-
nella >, Napoli (1940)], p. 40. '
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e (3), comunque si prendano n + 1 puntiz, , z,,..., 2, ., di Ofz),

si ha (%)
(7)) oo f{n-f-u)
(5l f(ﬁn Byyeeny 3ll+|l-:'fm@ 1= E {n+ :;:pp's Bo—F) wiey zﬂ...l—-?.r’.

D’ altra parte, comunque si fissino il punto z e un numero
naturale m < n, alle variabili complesse z,, z,, ..., 2, 8i pos-
sono imporre i vincoli rappresentati dalle m equazioni

Pz, — 2, 8. — 2, ..., 2oy, —2)=0, p=1,2,.,m,
che equivalgono alle seguenti [efr. nota (%)]
6) (s —2+(z,—2)f4+... +(2,,, —2=0, p=1,2,..,n.

e che possono essere verificate anche per ¢ — 0. Quando sia
m = n, valendo tali vincoli, i punti 2z , z,,..., 2,4, riescono i
vertici di un poligono regolare di % + 1 lati avente il centro,
nel punto z. Se per i punti z,, 2,, ..., 2,,., sono verificate.le (6).

si ha
(Y e
(5:!, f‘zl’ gy reny zu+i,=f’n§ )
3 fo ,
-m-r-l("' . & Il-)"py'{ — & 8= 8wy By — 8
Poiche

Ipﬂ[zq — 2 2 — %, Zny, — 9 | < o¥,
dalla (5), per ¢ =p(2), si deduce la limitazione
foe)| - Me) @
n! |~ (ple))" ple) — o™
e supposte verificate le (6), dalla (5m),

Q)| M@ om
al | = @) o) —

f‘ﬁi - gi 4 wes o 5“_1_" T

'f(s, y Wy -aqny Mg aeif —

onde il teorema:
IV. — Comunque si fissi un punto z del campo di olomorfia
di una funzione fz) e si considerino n + 1 punti variabili di

(®) Ctr. anche CixqQuiNi: Sopra wne formwola di Curtiss. [« Annali di
Matematica =, t XTI della serie IV (1933-34)], p. 1566.
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tal campo, si ha

: ™ .
cl—l?ﬂ f{zj 3 Ty 5u+|) — —;'ﬂ_'

L'ordine di infinitesimo, rispetéo o 6 =|z,—z|4-...+ |2, ., —2]|,
della differenza

)

f(zla' Zyz oo zn+|] - n!

in generale non superiore a uno, si eleva a m -+ 1{m < n), al-
Meno, 8¢ i PUNIE %, , %y, w » Zut1 8000 Vincolati dalle equazioni (6),
e consegue il massimo n -~ 1, almeno, quando tali punti sono i
vertici di un (n + l)-gono regolare avente il ceniro nel punto z.
Dette £ una quantitd complessa arbitraria, di modunlo mi-
nore di ¢fz}, e ¢ una radice primitiva (r + 1)™* dell’ unita, i
punti
{7) g, =84+ #,=2z4e,.., 8 =54+"

sono i vertici di un (1 + 1)-gono regolare, contenuto in Cfz)
e col centro nel puanto z. B subilo visto che, con le posizioni (7),
riesce semplicemente [cir. nota (*)],

flz+C) +ef(z +ef) 4+... +e"f(z + s"Cl
(n + L)5"

f(gi, 52! LLLN ] 5,.+l| el

e, anche con calcolo diretto, che la serie al secondo membro
della (5) si scrive
x  flntpint](g)

p(n+1)
p=0 [+ p{n 4+ 1)]1 °
e si ha dunque
3 ok

Iim EQE f(g_i" Ehgj _ f“”(sl

Z—eo (m+1)C7 n! ’
- { %o e*flz + () B fcmlg)] ( fentifz)
e[ T (0 + 1T n! e+ 1)1’

e s fldﬂ-l—l](g) = ,

. 5 erf (e 4+ ¢*0)
11[11 i [ k=0
1o | tE)

f""(s)] ‘ _ fOntagg)

m+05" w! [\T Brn+ 2
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La considerazione del teorema IV con quella dei fatti fon-
damentali della teoria delle funzioni analitiche conduce spon-
taneamente a porsi le domande seguenti.

Data una funzione f(z), della variabile complessa z, defi-
nita in un campo A, fissato comunque un numero naturale
nw > 1, dall’ esistenza, per ogni punto z di 4, del limite

im filg, , 85 ues 204y);
determinato e finito, si pud dedurre 1'olomorfia della f{z)?
Piu in generale, dall esistenza e finitezza dello stesso limite,
con preseritti vincoli fra i punti 2z, 2,, ..., 2,,,, quale classe
di funzioni si caratterizzano? Per esempio, gqual’d la classe
delle funzioni tali che, per ogni punto z di 4, esiste, deter-
minafo e finito, il limite

(8) lim [12 8+ Fiz — € — 2fial,

£ £

Si pud subito dimostrare, in proposito, che supposto 4 con-
nesso, la classe di tali funzioni, dotate in 4 delle derivate
parziali rispetto alle @ e g, prime e seconde, finite e continue. &
costituita dalle funzioni che possono decomporsi nella somma
di una funzione di 2 olomorfa in 4 ¢ di una funzione lineare
di « e y. Posto { = &4y, si ha, invero,

fe+8+7e—8) —2f() _

£
E f vl Y) + 2Enf oy, ) + 0°fy, (2, Y) + ofx, y, & 7)E* + 1Y)
Bt — n® + 24y .

con
r11'1:1::J ofz, y, & n)=0,

e quindi, per =20, il limite (8) vale f,,, per E= 0, vale
— fyy- Deve dunque aversi, identicamente,

Tex—+ [yy=0.
Soddisfatta tale identita, per § = v, il limite (8} vale ;fwy-

Si deve dunque avere

1 1
fxm—"ifwv=gf¢y+fuv=03
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cioe
- 1., @ 1 .
‘&'fw - gfy] _'ETJ[fw"‘z fv)—'ou

onde, designando ¢ una costante,

1
fa'_gfy=ci

e quindi, necessariamente f(z)= g(z)-+ cx, con g(z) olomorfa
in 4. Viceversa, & subito verificato che se f(z) = glz) + az + by,
con g(z) olomorfa in 4 e @ e b costanti, il limite (8) vale g"(z).

Nell’ esempio considerato i punti 2z, 2,, 2, dell’espressione
flz,, z,, z,) sono, nno fisso in 2 e gli altri due simmefrici ri-
spetto -a 2, ora ¢ notevole la circostanza che ge, collocando
sempre uno dei punti fisso in z, gli altri due si mantengono
non allineati con 2, ’esistenza del limite lim f(z,, =z,, z,) (per
¢ — 0}, determinato e finito per ogni punto z di 4, caratte-
rizza precisamente la classe delle funzioni olomorfe in 4, nella
sola ipotesi della differenziabilith del prim’ordine della fan-
zione f(z), concepita come funzione di z e 9, anche quando,
al lendere di o a zero, il triangolo (z,, 2,, z,) 8i mantiene di-
rettamente omoletico, réspetto al suo vertice z, ad un lriangolo
fisso. Ed invero, se poniamo

g,=2 2,=2+§ g==2-+si
con € = z + i, diverso da zero e da uno, si ha

flz,, ¢ ,)_‘1-E]f{ﬂl‘*"f(z"‘g—"fl#-l-fﬁ;,
o ot = il — o *

laddove, I'ipotesi della differenziabilita della f(z, ), consente
di scrivere, posto { = & -+ 7,

fe+C0)=f+lfL+Ffn+o.(|E|4+|m])
fle+eQ)=[+ [or (@€ — Bn) -+ Fye (an 4+ BE +w,e (| E| 4+ |7 |),
essendo

lim o, = lim w, = 0.
L0 I—et

Blifs — FNE—in) +w-(|E] + [7])

Sl — o

Ne segue

@ flz, 2, 2)=
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con
lim v =0,

L]

Se ora fissiamo, arbitrariamente, la quantita complessa
€, =&, +#7,, diversa da zero, e poniamo [ = {,f, con { varia-
bile reale e positiva, il triangolo (z,, 2,. z,) varia mantenen-
dosi direttamente omotetico, rispetto al sno vertice z. al trian.
golo fisso di vertici

2, =2 g,=3+(,, z,=z4s,.

e perché allora esista, determinato e finito, per ¢ — 0, cio
per ¢ — 0, il limite della (9), & necessario che risulti

Bléfe — )8, — m,) =0,

ma, nella fatta ipotesi del non allineamento dei puuti 2, z,, z,
& (§, — iny)f =0, e deve quindi aversi, in A4,

if#_fl;':(}:

ciod I’affermata olomorfia di f(2) in A.

Riteniamo che, per molti riguardi, lo studio generale delle
questioni prospettate dovrebbe dar lnogo ad algoritmi e a con-
statazioni di un certo interesse.

M. PicowE




