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- Petd del calove solare, quanto quella del raffreddamento della
terra e delle successive evoluzioni di essa, sono certo molto
maggiori di quanto si potesse un tempo sospettare.

Ma, come le idee tramandateci da Helmholtz e da Kelvin
vennero a subire nna profonda rivoluzione colla scoperta di
fenomeni ignoti qualche decennio addiefro, cosl non possiamo
escludere che altri ritrovati non abbiano da modificare le idee
oggi suggerite dallo stato delle attuali cogumizioni. Tutfe le
valutazioni - poggiano poi su dafi sperimentali assai delicati,
snsceftibili di pitt accurate determinazioni. Di questo stato di
cose hene si rese interprete il presidente dell’assemblea di
Bdinburgh, 0. W. Richardson, osservando che il problema
della etd della teirra & pur sempre aperto per nuove ricerche
e per pitt precise dilucidazioni.

Trieste, R. Istituto Geofisioo
FrRANOBSCO VHROBLLI

Sull’ immaginario in geometria

Parre I - Problemi elementari.

1. Introduzione: punti e rette immaginarii. — L’intro-
duzione dei punfi immaginarii, qual’'® data nel modo pid
semplice dalla geometria analitica (‘) porge nna compren-
sione superiore e falvolta un istrnmento d’indagine, anche
nello studio di questioni geometriche aventi carattere ele-
mentare. Hssa offre, in primo lnogo, alla geometria una veduta
di continuitd, riattaccando proprietd apparentemente distinte,
come quelle in cui si seambiano somme e differenze di se-
gmenti ece.: il passaggio continuo dall’una all’ altra proprieta

(*) Le nozioni elementari, che qui richiameremo, si frovane p, es. in
. CasreLNDOVO, Legioni di Geometria analitioa. Una elementare trattazione

gintetica degl’immaginarii & data da F. ExriQUEs, Lemnm di Geometria pro-
iettiva, 4* ed., §§ 38, 6500,
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risponde qui al prolungamento analitico di funzioni poli-
drome (!). In secondo luogo i teoremi generali sulla deter-
minazione delle funzioni razionali per mezzo dei loro zeri e
dei loro poli, trovano applieazione nei casi ove cerie espres-
sioni (rapporti o prodotti di distanze ecc.) rimangono costanti,
al variare di alenni elementi da cui dipendono: fale costanza
riuscendo intimamente spiegata da quei teoremi,

L’interesse di qneste considerazioni ¢’ indunce a trattarne
in una rapida esposizione, recando qualehe esempio istruttivo.

Ci limiteremo alla geometria del piano.

Un punto (zy) essendo definito dalle sue coordinate ecar-
tesiane ortogonali « e g, si otterranno i punti immaginari (o
complessi) dando ad 2z e y valori comnngque complessi:

=3, - 12,
y =y, +y,.
I ponti soddisfacenti ad un’equazione lineare

az —+ by +.¢ =0,

costitniscono una linea retta, che deve in ogni easo pensarsi
come costituita da tutti i suoi punti reali e immaginari: del
resto questa retfa ha infiniti punti reali solo nel caso che
Pequazione sia s ocoefficienti reali (rette reali). Se invece
a, b, ¢ sono eomplessi : -

a=a -4 io
b=p 4+ if
c=1y -+ iy,

la retta &, essa stessa, immaginaria e contiene un solo punto
reale, ¢iod 1’ intersezione colla retta immaginaria coniugata:

(@ — )z + (f — i)y + (v — iy") = 0.

La refta che congiunge dae punti immaginavii coningati
& reale; e viceversa una retta reale contiene sempre, insieme
ad ogni sno panto immaginario, anche il coningato.

(Y) Cfv. B, Bompiaxi, Il principio di continuita e Eimmaginario in

geometria, art. 10° nel Vol. IT delle Questioni, raceolte e coordinate da
F. ENRIQURES,
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2. Distanza di due punti: rette isotrope e punti eielici. —
La distanza di due puuti, (ab) e (ed), vesta deiinita — per
estensione — dalla formula

r= V(@ — o) + (b — dy,

dove ora a, b, ¢, d assumono valori comunque complessi. Qui
g’ incontra subito un resultato paradossale. La condizione
perche la distanza di due punti §annoulli von porfa pid la
coincidenza dei due punti. Dato un punto (ab) il hiego dei
punti aventi distanza nulla da (ab) & costituito da due reite
immaginarie, che per (ab) reale sono coningate:

—aY+y—b=lz—a+i(y—biir—ea)—ily—0i=0

Queste retfe immaginarie, che insieme alle coningate for-
mano i cerchi di raggio nullo con centro reale, si possono
definire semplicemente come rette passanti per due punti
immaginarii econiugati sopra la retta all’infinito del piano,
che diconsi punti eiclici del piano. Infatti cerchiamo i punti
all’infinito appartenenti alle rette

*—a=zi(y—>h);

a tal nopo conviene cambiare x e y nei rapporti z/z & y/z e
rendere omogenea 1’equazione:

r—azs==i(y — b2);

facendo poi in questa 2=0, si ottengono le coordinate dei
punti d’intersezione colla retta all’infinito:

g=0, =2y (0 y=ix).

IT nome dei punti eiclici & dovuto alia proprietd che essi

_ Sono comuni a tufti i eerchi del piano. Infatti I’equazione
d’un eerchio

(2 — a)* + (y — b =1*,
resa omogenea diventa

(x — az)® + (y — bz)* = r's?,
e per 2 =0 di
¢ =1y,
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Oosi tutti i cerchi del piano hanno sempre due interse-
zioni fisse nei detti punti ecicliei, M e N. In particolare i
cerchi d'ngnal centro O, si tocecano in M e N, avendo ivi
come tangenti le rette OM, ON: come & facile verificare, es-
sendo la rvetta all’infinito polare del centro 0.

Ora il risnltato a cui siamo pervenuti innanzi si pnd anche
enunciare come segue: Vi sono nel piano infinite retie di
Iunghesza nulla, dette anche retie isotrope, che, costituiscono
i due fasei di rette parallele coi centri nei duwe punti oiclici:
la condizione di trovarsi sopra una rotta isotropa é condigione
necessarie e sufficiente perché la distanca di due punti propri
sie nulla,

Quanto alla distanza di nu. punto proprio dai due punti
ciclici, cio® dai due punti all’infinito che pur si trovano con
esso sopra una refta isotropa, si ha un’espressione di forma
indeterminata, che vedremo poter assnmere qualunque valore,
gnando si definisca per continuitd, caleolando la distanza del
punto proprio da un altro che tenda ad andare in un punto
cielico secondo una data linea. Infatti si consideri il punto
origine (00) ¢ il punto (z, iz), che si muove sopra una delle
dne rette isotrope per esso: la distanza essendo sempre nulla,
essa rimane anche nulla al limite, per x=cc. Invece se i
paragona coll'origine il punto |z, ¢z —1)!, variabile sopra
un altra retta isotropa che mon passi per (00), si trova la
distanza

2 [z — D =2° — (x — 1)) =241

che diventa infinita (del 1° ordine) passando al limite per
x==occ. Se, infine, si fa muovere un punto (2y) sul cerchio
di raggio r col centro nell’origine,

%+ y* —rt =0,

e chiaro che la distanza dall’origine — costantemente eguale
ad r — resta sempre » anche al limite per z= oo, cio®
quando il punfo (zy) venga a cadere in uno dei punti ci-
elici M o N.

Queste considerazioni si possono estendere al caso in cui
m punfo P=(xy) vada a cadere sopra la retta all’infinito
In uno dei punti cieliei, p. es. in M, movendosi sopra una
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enrva qualungne € (o sopra un ramo di curva) c¢hé passi
semplicemente per M. Infatti si riconosce facilmente (colle
consuete valutazioni degli ordini d’infinito e d’infinitesimo)
che se la curva C tocea nna qualsiasi retta isotropa diversa
da MO (che & la vetta isotropa congiungente il punto 0) la
distanza MO, valutata come limite della distanza d’un punto
variabile P di € da 0O, resnlta sempre infinita, come se il
punto P si fosse mosso sulla tangente a (. Se invece P si
muoove sopra una C tangente in M ad MO, il limite della
distanza PO dipende dal raggio del cerchio osculatore a C
in M, cioé eguaglia il limite che si ottiene facendo tendere P
a M sopra questo cerchio: che — per O reale — & un cerchio
di eentro O (jangente all'infinito alle rette OM, ON). Infine
la distanza PO tenderda a 0 — diventando infinitesima d’or-
dine r =1, 2... — se P si accosta ad M sopra una O avenie
con OM in M un contatto d’ordine » -+ 1 (ossia (» + 2) pnnto).

3. Angolo di due rette. — L’angolo di due rette,

az -+ by +¢=0
w0y + ¢ =0,
¢ dato in generale da

aa' + bb'
CO8 o=
Va®+ b Va'*4-b?
bl . ’
i o @ a'b

V& + B Va5

e queste espressiouni si assnmonvo a definire I’angolo per rette
comunque immaginarie.
Da esse si ricava
aa’ 4 b + i(ab’ — a'b)
V& + 8 Vo' 5"
ria — (00 DY)} — (ab' — a'b)* 4 ilaa +bb')(ab’ —a'd) _
' (@* 4+ b*)(a'? 4- b") —

f\2 ’ 8 ' 1
(- = Y Y B

%= COoS & -}t Seh o =

?

a aad\a )

l+§§;+‘.(b b") bW
aa
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Quindi I'angolo & — a meno del fattore di proporzio-
nalitd 2i — viene espresso dal logaritmo del birapporto

(i, — 4, g, 23 che appare nel secondo membro. Questo & il

birapporto formate dai punti ciclici M, N coi punti all’infi-
nito delle due rette, 4 e A":

| T 5
u= g log (MNAA).

In parole: I’ angole di due rette é misurato dal logaritmo
del bivapporto che i loro puniti all’infinito formano coi punti
cioliei (*).

In particolare segue (*) che: Una rvetta isotropa forma
con un’altra retta qualungue un angolo infinite. Due rette
parallele — cio® aventi comune il ponto all’infinito — for-
mano in generale un angolo aullo. Fa eccezione il caso di
due rette isotrope a, « congiungenti il medesimo punfo
cielico, per cui il birapporto (MNAA') e quindi 1'angolo,
assume un valore indeterminaio.

Se si cerca di determinare codesto angolo per continulta,
pii precisamente, se si cerca un limite dell’angolo secondo
cai si vede un dato segmento AB da wu punto P che si
avvicini al punto eiclico M sopra una curva ' (o sopra un
ramo di enrva che passi semplicemente per M), si riconosce
subito ehe il birapporto da formare & quello delle due rette
isotrope MA e MB colla tangente alla emrva ¢ e colla refita
all’infinito (¢he va ad N). L’angolo ha dnngue un valove
finito se la curva su eni P si avvicina ad M non toeca una
delle due retfe isotrope MA, MH.,

(') Laguenre, Nowvelles Aunales de Mathématiquoes, 1853 (pag. 57
() Tengasi presente che il birapporto di quattro punti di una retta

. MA_ MA'
(MNLY =37 T

diventa infinito se uno dei dve punti, 4 o A', viene a coincidere con M
_ g . 0
o N, ma che esso assume Ia forma indeterminata - se ambedue i punti

0
4 e 4" vengono a coincidere ¢on uno dei due punti M o N,

Periodieo di Matematiaha il
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Le considerazioni precedenti tengono a ¢id ehe le rette iso-
trope hanuo rispetto a tutte le altre rette del piano un’orien-
tazione assolntamente privilegiata: di gui anzi viene il nome
« isotrope », che significa « egualmente poste ».

Le rette isotrope per un pusto resiane ferme per qualungue
ratagione attorno ad esso. Le retie isotrope si presentano cosi,
nel fascio di eentro O, come le retie unite per la congruenza
che intercede fra le retfe inclinate d'un angolo dato gualsiasi,
e in parficolare come rette doppie della involuzione formata
dalle coppie di rette perpendicolari, eio® come « rette per-
pendicolari a se stesse »: la relazione di perpendicolaritd fra
due rette, col punti all’infinito 4 e 4', si lascia definire come
separazione armonica della coppia dei panti ciclici MN, per
mezzo di AA'; e perd se si cerca la direzione perpendicolare
a quella delle rette isotrope per M, si ha da determinare il
coniugato armonico di M rispetto ad MN, che & il punto
stesso, M.

4. Distanza @’un punfo da una retta.

Data, nel piano,
una retta (propria) ‘

ax -+ by 4 ¢ =0,

la distanza da essa d’un punto P = (2y) vale

ax - by - ¢
Va* + b

e perd questa distanza non si annulla mai per punti P (rveali
o immaginarii) che sieno foori della retta. Essa non si annulla
neppure quando P va all’infinito, franne per a2 = — by; ma
questo caso non costituisce affatto un’eccezione, poiché allora P
é il punfo all’infinito della retta.

La distanza d’un punto da una retfa propria & sempre
finita, tranne gnando il punto stesso cada all’infinito. Sol-
fanto per le rette isotrope (b= = ia), accade che la distansa
da esse di ogni punto esterno riesca sempre infinita.

Queste osservazioni porfano alcune consegnenze per le
aree dei triangoli. Iarea d'un triangolo — essendo definita
dal prodotto d’un qualunque lato per la corrispondente al-
tezza — mon diventa mai infinita per triangoli con lati finiti.
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Pit precisamente assumasi una bage @« =BC, finita e non
nnlla; sopra di essa si possono sempre cpstriire due triangoli
dando ad arbitrio le lunghezze degli| altri due lati, b e o,
poiché occorre per c¢id infersecare i due cerchi diraggi beo
con centri €' e B: orbene questi due eprchi (avendo centro
diverso) non si toccano nwei punti ciclici, e perd si segano in
due punti (simmetriei vispetto a BC) a distanza finita, la cui
distanza dalla retta BC & dunque finitg; pertanto & sempre
finita anche 1'area del triangolo di lafi @, b, c.

H. Area del trigngolo. — Vogliamo indicare aleune applis
cazioni elementari e¢ni da Juogo 1’"uso (ell’immaginario in
geometria.

Cominceremo c¢ol determinare la formula che ci esprime
I"area 4 del triangolo di lati a, b, e.

Avvertiamo anzitutto che — essendoyi due triangoli sim-
mefrici con lati dati, sopra una base data — 'area deve
vitenersi definifa dai lati «, b, ¢, a meno del segno; sard
dunque A4* funzione (algebrica univocal e perd) razionale

di a, b, ¢
s __ labe)

— diabe)’

Ma poiche, tenendo fermo uno dei fre lati, non & possibile
vendeve A infinita per valovi finiti degli altri dne, si dednce
che il denominaiore ¢ & una costante, cioé

A* =k ¢(abo) = flabe),

Il polimonio f si vede subito essere omogeneo di 4° grado
rispetto alle @, b, ¢, perchd, moltiplicaudo queste variabili
- per p, area si moltiplica per p* e quindi A* per p*. Oid posto,
si osservi che la mostra area s'anunlla quando i tre vertici
del triangolo vengono in linea vetta, eiod per

a="b-+ ¢, a=1h—o, a=¢—b;
- ne segue che f & divisibile per
a~+b—o, b4-¢—a, a4 c—Db,

Siecome poi i lati a, b, ¢, sono definiti per le coordinate,
eome radieali, a meno del segno, la continuitd richiede cha
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ciagcuno di essi possa mutare di segno (per cammini che
girano attorno agli zeri); quindi 1’espressione di f non dovra
cambiare cambiando di segno ad una gualunque delle varia-
bili @, b, ¢: ¢id porta che insieme ad & -+b—o figuri come
fattore in f anche a + b 4 ¢ (e la stessa conseguenza si ottiene
egnalmente dalla considerazione degli altri due lati). In cou-
clusione I’area verrd espressa da una formula

Ae=k(6+b+g)(m+b-—-0)(b+0—a)(“+"—b);

ed il fattore numerico % si laseia determinare dal easo del

triangolo rettangolo isoscele: e
e=b=1, o=V2, A‘iz‘-l},
k= -116- ;
siecché, ponendo p —= “_‘*‘_‘_;’_ﬂ’, si trova

A=Vp(p —a)(p —b)(p —e),

che & la formula counsueta d Erone.

6. Il cerchio come luogo, — Il cerchio si presenta, nel
piano, come luogo dei punti che godono di alcune semplici
proprietd, cioé: come luogo dei puuti Ia eui distanza dal
centro & costante, come lnogo dei punti da eui due punti
fissi (appartenenti al cerchio stesso) sono vednti sotto un
angolo costante (*), e eome lnogo dei punti le eni distanze
da doe punti dati sono in rapporte costante. Vediamo di
comprendere queste proprietd dal punto di vista della geo-
metria dell’immaginario.

Oid accade di fare in relazione al teorema fondamentale
della teoria delle funzioni, che: una funzione algebrica, delle
variadile complessa, z, la quale non diventi mai nulla o infi-
nita (neppure per z—oo) 8i riduce ad una costante.

(') L'angolo ritenendosi formato dai raggl proiettanti i punti fissi 4
© B dal punto variabile P, secondo Ia lore direzione, non vi & differenza,
nel passare da un arco AB del cerchio al suo complementare, ;
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1° La proprietd che la distanza d’un punto dal centro
non diventi mai infinita, neppure pei punti in eni la eurva
sega la retbta all’infinito, si traduce nella proprietd del cerchio
di passare per i due punti eieliei, che costitiiscono appunto
le intersezioni predette. B perché la medesima distanza non
si annulli mai, oceorre che le rette isotrope uscenti dal centro
del cerchio mon seghino in punti propri il cerchio stesso, ma
lo tocehino negli stessi punti eieliei (all’ infinito): tutto cid ha
riscontro nelle proprietd osservate nel § 2,

2° 11 lnogo € dei punti da eui si vedono due punti fissi
generici, 4 e B, secondo un angolo costante, deve anzitutto
soddisfare alla eondizione di non segare la retta all'infinito
foori dei punti ciclici M e N, perch® da ogni altro punto
all” infinito il segmento AB & vednto secondo un angolo
nullo. -

Oceorre inoltre che nessan ramo della curva €' toech! in
uno dei punti eieclici, M o N, la retta all’infinito, altrimenti
I’angolo secondo cui si vede 4B da un punto P di quel ramo
tenderebbe a zero, quando il punto P va in M o N. Percid
ordine della enrva € sard un numero pari 2u e la € avrd
in M e in N la molteplicitd n.

Similmente si riconosee che la eurva € non pud segare la
reffa AB fuori di A e B, e che ha in essi la molteplicitd n,
non toceando la AB.

Ora la nosfra curva d’ordine 2n, con 4 punti n-pli si spezza
in n coniche passanti pei 4 punti 4, B, M, N, & ciod in n
cerchi per A e B: vi vede poi subito che i cerchi componenti
— di cui & data I'inclinazione sopra la retta AB — sono due,
ossia n=2,

QOosl I’analisi del problema conduee al lnogo moto, com-
posto di due cerchi simmetriei per 4, B. E si pud quindi
verificare direttamente che per ogni pnmto P variabile sopra
un cerchio passante per A e B, Pangolo secondo cui AB &
veduto da P rimane costante: poichd (efr. § 3) esso rimane
finito e diverso da zero per ogni posizione di P, anche
quando P va all'infinito in uno dej punti ciclici M OIN,
ovvero sulla retta AB in 4 o B.

-3“‘Pasé§ian?o & oconsiderare il eerchio come lnogo (ei
punti le oni distanze da dune poli fissi sono in un rapporto

- ¢ostante.
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- Assumaunsi due poli genevici, 4 e B, e si cerchi il lnogo K
dei punti P per cui:
%:cosb. {cost. == 1), -

Anzitntto dal grado dei polinomi che figurano sotto radi=
cale nelle espressioni di PA e PB, si deduce ehe la eurva K
¢ di 2° grado, cio® una conica. Ora questa conica non pud
segare la retta all’infinito del piano foori dei punfi eielici,
M e N, perché la distanze d’nun geunerieo punto all’infinito
da A e B stanno in un rapporto eguale ad 1 (rappovio deter-
minato, come si comprende, per continnitd); dunque la K
passerd per M e N, ciod dovrd essere un cerchio.

Questo & il resnltato dell’analisi del problema, conforme
a gquello che si raggiunge, in maniera elementare, col ragio-
namento di ArovnoNto. Ma si pud dare anche la sinfesi,
mettendo cosl in luce tutie le coppie di punti, A ¢ B, rispetto
a cui i punti P del cerchio hanno distanze formanti nn rap-
porto costante.

Se il rapporto P4 : PB deve essere costante, bisogna che
esso non diventi mai nullo, nd infinito. Ora esso diventerebbe
nullo o infinito se si trovasse un punto P appartenente ad
una retta isotropa PM, tale che la PN non fosse isotropa
(sicché PM =0, PN ==0), ovvero se fosse isotropa la retta
PN e non In PM.

Questa osservazione si pud esprimere in una maniera per
eni giova premettere una semplice definizione, Si eongiun-
gano 4 e B coi punti ciclici M e N, e 8 indichino eon

A=AM-BN B = AN-BM

le inftersezioni di queste dne coppie i rette isotrope: con
DARBOUX diremo che i punti 4’ e B’ costituiscono la coppia dei
punfi essociati ad A, B (‘). Nell’ annessa figura i punti 4, B, A’,
B’ M, N, sono rappresentati tufti come reali; sappiamo invece
che M e N sono immaginarii coniugati, e per conseguenza
se A e B sono reali 4" e B saranno immaginarii coningati,

{9 Gopn.ie di ponti nsaocinbi sono dungue coppie di vertiei opposti
d'un quadrilatero completo, ¢he ha due vertici nei punti cieliei,
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e vieeversa, poichd la relazione fra coppie di punti associati
& reciproca.

La nozione delle coppie di punti associati permette di espri-
mere 'osservazione sul cerehio che abbiamo faita innanzi, come

segune: se K & un cerchio
luogo di punti, P, per cui le
distanze da due poli fissi A
e B hanno un rapporfo co-
stante, i punti 4’ e B’ asso-
cinti ad A, B, dovranno
stare sopra il cerchio.

Vieeversa se i punti 4’ e
B’ associati ad A e B stanno
sul eerchio K, che cosa si pud
dire del rapporto PA:PB per un punto P varviabile su K?

Questo rapporto non diventa mai nullo, né infinito perche
quando wno dei sunoi termini s’annulla (cadendo P in 4’ o
in B') ’annnlla anche 1 altro, diventando — come & facile
verificare — infinitesimo del medesimo ordine (ciod del 1° or-
dine rispetto all’ascissa 2); e similmente quando uno dei ter-
mini diventa oo (cadendo P in M o in N) diventa oc anche
I"altro, e del medesimo ordine. Coxl si econelnde che il detto
vapporto riesce costaunte. Oiod: il cerchio & luogo dei punti le
oui distanze da una coppia di punti fissi han rapporto costante,
e cio rispetto ad infinite coppie di punti, soggette soltanto alla
condizione che la coppia dei punti associali apparienga al
cerchio. I poi facile vedere che le coppie di punti possibili
sono precisamente quelle che — trovandosi sopra un diametro
del eerchio — dividono armoniecamente le sue intersezioni
colla circonferenza. Qnesta proprietd, nofissima, resulta qui
dalle nozioni della polaritd relativa ad una coniea, mereé un
semplice sgnardo dato alla figura che precede: se 4’ e B’
sono sulla eirconferenza, la retia 4B coningata alla 4'B’ pas-
serd per il polo O di MN, che & il eentro del cerchio ed i
punti A" e B' resulteranno coniugati alla conica (cerchio) in
eui & iseritto il quadrangolo MNA'B.

In tal guisa la proprietd del eerchio (di Apollonio) di essere
luogo dei punti le cui distanze da due punti fissi hanno an
‘rapporto costante, riesce illuminata secondo il nostro punfo
di vista: in una maniera superiore che non pretende cerfo




152 Sull'immaginario in geomelria

di sostitnivre la semplicissima maniera elementare, ma che
appare soprattutto feconda in ordine a possibili estensioni
del problema, come vedremo pit avanti.

7. Osservazione sui punti associati. — Si cnnsldeu, insieme
ad nna ia_di punti-AB-det-piano; fa coppia associata A'B’,
11 rapporto delle distanze PA: PB come si & visto, rimane
costante qnando P varia su un cerchio per A'B, ed allora
resta anche costante I’angolo secondo cui il segmento A'B' &
veduto da P. Segue da cid che il detio rapporto PA:PB
sard funzione dell’angolo «' = A"PR.

8i pud determinare agevolmente tale funzione. A tal nopo
sostitniamo alle eoorvdinate cartesiane e.@,, bb, e 2y, di A,
B e P, le nuove coordinate simmetriche:

%, =a, 416, o,=a, —in,,

B, = b, + b, By=b — ib,,

n=z-41y, v=z—1iy,

vispetto a cuni i due fasci delle rette isofrope vengono rap-
presentati da w==cost. e v=-cost.; le coordinate simmetriche
dei ponti assoeciati A" e B' saranno

a, Byy 2y B

Avremo, per le distanze:

PA* = (2 — 8" +(y — @, = |
= (Z 41y — @, — ia,) (¥ — iy — a, V- in,) =
= (u — a,)(v — o),
B* = (u—f,)v —B,),
gquindi

PA* (- a)(v—ay),
PR (n— (v — B’

analogamente pei punki assoeiati, essendo p. es,

A'= (“iﬁi)s P& (“3181)1
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sara
PA"*  (w — a)e —B,)
PB*  (u—ay)(v —B,)’

D’altra parte ponendo

o = A“P‘—B, o = A?B',
avremo (§ 3)
T - T Y
v— pl - ﬁz
_ (u—e)r—B8,) _ Pa?
_(v — B’J(u____ mg) - PR*

e perd, estraendo la radice,

. P&
=,
PEB
Analogamente
ia' = -—P‘_A: .
PB

Ciod: il prodotto delle distanse d’un punto P da due
punti A ¢ B eguaglia &, designando o I’ angolo secondo owi
8i weds da P il segmento formato dai punti associati A’ e B’ (4).

Freporiao ExriQuns

() Cfr. G. DawBoux, Sur une classe remarquable de courbes et (e pUr~
Jaoes algébriques, Parigi, Ganthier et Villars, 1873 (pag. 63).




