QUESTIONI DIDATTICHE

Paradossi sulle medie (°)

Sull’argomento delle medie si possono dire molte cose inte-
ressanti e istruttive, Interessanti sono, come vedremo sia pure su
pochi ¢ semplici esempi, molte questioni ove trovano applicazione,
Ma pin ancora sara istruttivo, e su cid insisteremo maggiormente,
osservare come e perche sia facile cadere in errori, che sembrano
cose naturali e che sembra paradossale dover correggere nel senso
esatto.

Un semplice problema (dato in una gara matematica, a Trie-
ste) chiedeva la velocitd media su un eerto percorso date le velo-
cita mantenute nella prima e nella geconda meta di esso. Per sem-
plicita, supponiamo che siano di 10 e di 50 km/h, e che il percorso
totale (che del resto & irrilevante) sia di 100 km. Purtroppo, la
risposta pin < naturale » risulta 30 km/h (perché 30 & la semi-
somma di 10 e 50, 30=(10450)/2, ossia la media aritmetica, che
¢ in genere considerata la media senz'altro, media per antono-
masia, di due o pid numeri), Basta invece riflettere che il tempo
occorrente & di 5 ore per percorrere i primi 50 km e di un’ulte-
riore ora per gli altri 50; in totto sono 6 ore per 100 km e la
velocitd & di (100/6)km/h=16,66 km/h.

Si pud osservare che il caleolo cosi eseguito congiste nel fare
la media (aritmetica) non sulle velociti ma sui reciproci:

TR L.
2\10 T 50/~ 2 50 100

di cui il reciproco & 100/6=16,66.
(*) Quesfo articolo riprodnce il contenuio di MY conversazione fenuta

dal prof. B. pE TINETrT a studenti delle scuole secondarie del ¢ Olub Ma-
tematico Mathesis» dl Roma il 1° aprile 1966.
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Questa media (reciproco della media aritmetica dei recipro-
ci) si dice media armonica, Al nostro problema, cosi come & stato
posto, rispende la media armonica; rigponderebbe invece effetti-
vamente la media arvitmetica (veloeitd media = 30 Jm/h) se le
due velocita di 10 e di 50 km/h fossero manienute nella prima e
seconda metd di durate del viaggio (anziché del percorso): ad es.
in nmna prima e una seconda ora.

Analogamente, date delle resistenze (elettriche), la loro me-
dia & Ja media aritmetica se si penga di usarle in serie e quella
armonica se si pensa di usarle in parallelo; nei due diversi casi
il passaggio di corrente & infatli lo stesso che se esse avessero
tutte la medesima resistenza, ma data dall’nna o dall’alira media
a seconda del modo di impiego. Occorre guindi sempre fare atten-
zione, caso per cago, al significato che deve avere la media e alla
forma che deve di conseguenza applicarsi. Quanto sia facile, altri-
menti, cadere in errorve, lo provano molti episodi, come il seguente,
Uno. dei metodi impiegati (specie all’epoca in cui maneavano rile-
vazioni statistiche pin dirette) per stimare la « ricchezza » di un
paese consisteva mnel basarsi sui dati della ricchezza trasmessa
per ereditd in un singolo anno, moltiplicandoli per l’intervallo
devolutivo medio (durata tra due successivi trapassi per ereditd);
ma a tal fine ]la media dev'esgere quella armonica, e solo dopo
qualche tempo & stato scoperto che l'aver usato, in precedenza,
la. media aritmetica costitniva un errore. '

Si pud anche dire subito che l'errove & sempre nello stesso
verso: é infatti vero sempre che (come risultava nel nostro esem-
pio) la media armonica & minore della media aritmetica. Pin in
generale, si pud dimostrare che (con riferimento ad altre tre for-
me di media che accenneremo), le medie

armonica - geometrica - aritmetica - quadratica - eubica

vanno (in tale ordine) dalla pifi piccola alla pitt grande. Non
vogliamo qui svolgere la pur semplice trattazione richiesia per
simili dimostrazioni, che potrebbero del resto facilmente esten-
dersi a casi pilt generali (che accenneremo). Per attirare l'atten-
zione su poche cose che potranno forse rimanere impresse dopo
rapidi cenni in nna conversazione come guesta, sembra preferibile
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illnstrare la cosa in modo euristico sull’esempio pil semplice pos-
gibile e scritto nella forma pid semplice possibile, dicendo poi se
e come le conclusioni valgano, esattamente o approssimativa-
mente, pit in generale.

Consideriamo ciod sempre la media di due grandezze positive
(due sole e non pitt; medie semplici, ciod con «pesi» uguali e
non « ponderatey come ad es. se aleuni valori si dovessero pen-
sare ripetuti pint volte), e le indicheremo 1—» ed 14 (quindi @
sard positivo e minore di 1); ¢id vuol dire semplicemente che
prendiamo come unita di misnra la media aritmetfica ([(1—az)+
+(14-2)]/2=1).

La media armonica ¢ allora

. :]%(1-1—.1:-}- 1-];—&,-)

La media quadratica & quella che si ottiene facendo la media
aritmetica dei quadrati ed estraendone la radice guadrata; ana-
logamente & definita la media cubica (cubi, radice eubica); la
media geometrica si ottiene facendo il prodotto ed estraendo la
radice (qunadrata se, come nel nostro esempio, i termini sono due;
in genere, n-esima se sono #). Per il momenio hastino queste defi-
nizioni formali, tanto per ottenere subito formmle analoghe a
quella del primo easo; natnralmente riprenderemo subito le con-
siderazioni sul significato concettuale, le sole che contino real-
mente.

_ 2(1—a)(1+42)
— (142 (1—a)

=(1l—o)(1l4+a)=1—a

Le formule che segnono valgono perd solo approssimativa-

mente, se @ & piccolo; impiegheremo infatti le formule approssi-
mate

3

\/1+G=1+%a. \/1+a=1+%a

(si verifica subito che (14+0/2)* e (14-0/3) danno 1-a, a meno
di termini in o® e @, trascurabili se a & piceolo (1).

(1) Nel nostro caso I'approssimazione & anche migliorata dal fatto che
la @ vi éntra al quadrato. Per averne nm'idea basii confrontare i valori
esafti e approssimati per o =1/2, che & gih un yglore alto per lo scosta-
mente tra 1 due valori 1-—a ed 1--@ e tener confto che I'approssima-
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Per la media qnadratica si ha:

% [(L—2P+ (142} ] =140, V14-aPe=14-
per la media cubica:

Lla—ept el =148, ViFi=lia
per Ja media geometrica:

(1—z)(1+a)=1—a?, vif-ﬁst—%mz.

Le cingne medie considerate risultano quindi, in base alle
formule approssimate, non solo crescenti ma equidistanti (diffe-
renza tra eiascuna e la successiva, #°/2). Come ¢io valga in gene-
rale (anziche solo nel caso dell’esempio, con 1—a# ed 14-a) accen-
neremo poi.

Quanto al significato delle nuove medie introdotte, se ne in-
tnisce subito ’adegnatezza a rispondere a problemi geometriei.
Se abbiamo dei guadrati, o dei cnbi, o dei dischi, o delle sfere,
di diversa grandezza (data dal Iato, risp. dal raggio, o da una
qualungue misura lineare per una qualunque collezione di figure
o solidi simili), e ei chiediamo quale sia il valore comune che
dovrebbero avere tutti i lati (o raggi, ecc.) affinché rimanesse
invariata la somma delle aree, é chiaro che a cid risponde la
media guadratica, Se invece ci interessiamo dei volumi (nei casi
ove ha senso anche il volume) interverrd la media enbica. Per la
media geometrica (di due o di tre termini) si ha 'ovvio signifi-
cato di lato del quadrato di area ugunale a quella del rettangolo
di Jati dati, risp. di lato del cubo di volume uguale a quella del
prisma (rett) di lati dati.

Per la media quadratica va anche noiata un’altra interpreta-
zione, importante in meccanica ma anche atta a illustrare im-
portanza che le viene attribuita nella statistica. Se consideriamo
diverse masse (che supponiamo allineate, su una retta, p. es. in-
filzate su una sbarretia), il momento d’inerzia di ciascuna di esse,

zlone migliora rapidamente quanto pitt ¢ diminuisece:

media quadratica valore esatto — 111803, approssimato —1,125.
» cubicn ». » = 1,20607 » = 1,20,
»  geometricn » » = 0,88608, » = 0,875.



142 Paradossi sulle medie

rispetto a un punto qualungue, & il prodotto della massa per il
quadrato della distanza, e, per il sistema, ¢ la somma di tali pro-
dotti; se dividiamo per la massa totale ed estraiamo la radice
otteniamo la media quadratica delle distanze, ossia quella distan-
za (detta «raggio giratore») alla quale potrebbe venir comcen-
trata tutia la massa conservando inalterato il momento d’inerzia.
La cosa riesce pint espressiva ricordando che, se si fa rotare il si-
stema attorno al punto scelio, la forza viva (a paritd di veloeita
di rotazione, o velocitd angolare) & proporzionale al momenta di
inerzia. Si pud quindi dire che, agli effetti della forza viva (cio2
pensando al sistema in fuuzione di <« volano »), sarebbe indiffe-
rente concentrare tutta la massa a detta distanza (raggio gira-
tore), Particolare-interesse ha il momento rispetto al baricentro
(e si ricordéra che esso @ il minimo); se indichiamo con ¢ il gira-
tore rispetio al baricentro (di cui indichiamo P’ascissa con m),
possiamo dire in parficolare che, collocando la massa mefd in
m—g ¢ metd in m-+4c, si ha un sistema che & identico al pre-
cedente come caratteristiche di baricentro e momenti d‘inerzia
e proprietd meccaniche che comunque ne dipendono,

Nella statistica, questo stesso numero o, che ¢ la media qua-
dratica delle distanze dalla media aritmetica, si dice scarto gqua-
dratico medio, o brevemeute searto standard (e ¢ s dice va-
rieanza): ¢ chiaro che dia una misura (e sotto molti aspetti la
misnra pid opportuna) della variabilitd, ossia del minore o mag-
gore addensamento dei diversi valori di una distribuzione attorno
al valor medio (media aritmetica, baricentro). Per molti aspetti
la conoscenza di m e o pud sostituire la conoscenza completa
della. distribuzione (ciod di futti i singoli valori e rispettivi pe-
si); in particolare, se ¢ non & troppe grande (rispetto ad m) e
sotto altre condizioni generiche su cui non & il caso di soffer-
marsi qui, risultano valide — sempre come approssimazioni —
le formule stabilite precedentemeute per il caso di due valori
1—a ed 142 Poiche in generale la massa sard invece councen-
trata mei due valori m—¢ ed m-+o, dovremo sostituire 1 con m
ed # con o/m (per avere m=g=m(l==n)); le espressioni sa-
ranno allora

1 .
m—g*/m, m— éc*‘/m_. m, m- %a‘z/m, m-+o?/m,
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per le medie
armonica - geometrica - aritmetiea - quadratica - cubica (%)

La media geometrica risponde gl caso in eui i termini ab-
biano il significato, ad es., di fattori di accrescimento (o dimi-
nuzione), Se ad es. una popolazione si & aceresciuta, in suecces-
sivi anni, nei rapporti da 1 a 1,0231, 1,0164, 1,0193, il fattore
medio (quello che, conservandosi invariato mei tre anni, avrebbe
dato il medesimo accreseimento nel triennie) sarvebbe dato ov-
viamente dalla radice cubiea del prodotto dei tre fattori

(2) 8i potrebbe osservare che tutte queste medie rientranc nel caso pin
generale delle « medie di potenze s, consistentl, per ogni dato esponente e,
nel fare la media aritmetica di valori elevati ad «, e guindi elevando il
risnltato alla potenza 1/a. Per a=1, 2, 3 abblamo le medie aritmmetlea,
quadratica, cubien; per g==-—1 &i ha 1a media armonien; la media geo-
metrica 81 ha come caso limite per o =10 (ponendo =0 la cosg mon ha

senso; per a = 0 si ha perdo ¢* = 1 - loga e a cid corrisponde il fatto che
la media geometrica sl puno pensare ottenuta facendo la media aritmetica
dei logaritmi e prendendone pol Vantilogaritme). Pit in generale, @i pos-
sonp ottenere medie trasformando anglogamente la media aritmetica con
funzioni guasi ad arblério (p. es., prendendo una funzione esponenziale, si
pad fare la madia aritmetica degli esponenziali e prenderne poi i1 loga-
ritmo) ; =i oftengono cosi tutte le medie <¢aspocintive2, ma mne egistono
anche di «non associatives (come la medin antiarmoniea, che si ottlene
dividendo per la media aritmetiea i1 quadrato della media quadratica, e
che di la langhezza rvidotia del pendolo composto; si dice «non associa-
tiva » perch® non si pud calcolarla sostituendo aleuni valori com la loro
media).

Nel caso delle medie associative (come le 5 specificamente considerate)
il confronto si riduce a una semplice ed eleganie questione sul grafico
della funzione che le definisce (p. es,, in defti casi, 1/3, loge, @, 2%, @3):
Ia media & maggiore per la funzione col diagramma ¢ pid concavo in senso
relative ». Se, per sempliciti d1 confronto, modifichiamo inessenzialmente
le funzioni affinché i diagrammi passino per il punto (1,1) e siano ivi tan-
genti alla bisettrice (y = @), esse saranno 2—1/z, 1 loga, @, (14 a?)/2,
(24 #%/3; in generale (per esponente g qualunque) 1-f-{a* —1}/a (da
congiderare per @ = (). Disegnando i diagrammi si vedrebbe subito come
essl slano conmeavi (verso l'alte) per a > 1, e tanto pitt quanto pin o @
grande, convessi per ¢ < 1 (e tanto pitt guanto minore & g: quando g di-
viene negativo, cid signifiea tanto piti quanto pid esse & grande in valore
aseoluto). Tl fatte segnalato ora, cirea il diagramma, non esprime perd tutto
¢id che andrebbe detto per completare la spieguzione della condizione; serve
solo a «dare un’idea» della sua natura.
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Ma ¢ stato anche osservato (in certo senso da GArLILEo, e
spesso dai pratici, cui comungue in geuere & noto) che la media
geometrica ¢ la pin indicata per ricavare un valore attendibile
da valori stimati di grandezze (positive). B noto ad es. agli arti-
glieri (*) che, se la distanza del hersaglio viene stimata ad oc
chio da aleuni tra loro, e si prende per buoma la media aritme-
tica. delle stime, la valutazione risulta in genere errata per ec-
cesso; percid usano correggerla alquanto in memno. Come si spie-
ga tale esigenza? T naturale vedere una giustificazione nel fatto
che la probhahilita di nn errore dipende mon tanto dalla sua gran-
dezza assoluta quanto pinttosto dalla grandezza relativa (come
appunto sostenmeva Gariipo), Se una distanza @, in realtd, di 10
km, potra essere cirea ugnalmente probabile un errore di un
km in pil o in meno (9 o 11), ma non di 5 km in pia o in meneo
(5 o 15; grosso modo i potrd vitenere ugunalmente probabile un
errore di 5 in meno o 10 in pid — stime di 5 o 20 — trattandosi
sempre di errore nel rapporto di 1 a 2 in un verso o nell'altro);
se poi pensiamo a un errvore in meno di 10 km (il bersaglio &
qui!) o pin (il bersaglio & dalla parfe opposta, dietro di noi ri-
spetto alla direzione in cui lo gnardiamo!), & ovvio che cid & da
escludere (mentre errori in pid, anche di 10 o 20 km ecc., non
sono impossibili). Ammettendo mna distribuzione di errori sim-
metrica in scala relativa (meglio: in seala logaritmica, per chi
conogce tale termine), risulta appunte che per la valutazioune
appropriata si richiede la media geometrica, Volendo ottenerla
applicando alla media aritmetica la «correzione in meno» se-
condo la pratica degli artiglieri, si potrebbe far ricorso alla for-
mula m. geom.=m—¢?/2m, sia pure stimando grossolanamente
o come «ordine di grandezza degli scarti fra le singole stime e
la loro media » (un po’ pit della medin aritmetica degli scarti
assoluti). P. es,, date quatiro stime in km 6, 8, 11, 15, la m. aritm.
é m=10 km, quella geom. 94 km, lo searto standard ¢=38,4 km
(6*=115 km?), e la m. geom. data dalla formula approssimata
10—(11,5/20)=10—0,6 =94 (ed anche stimando grossolanamente
c=3 0 o=4, cioé ¢’=9 0 ¢’=16, la correzione sarebbe stata di
—0,45 0o —0,8, sempre sufficientemente indicativa dell’ordine di
grandezza),

(3) Questo ed altrl esempi mi sone stati comunicati, come cose di cui
ebbe direttamente conoscenza o esperienza, dal prof. G. TAGLIACARNE.
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Abbiamo visto cosi, sia pure sfiorandole di sfuggita, diverse
osservazioni matematicamente e praficamente interessanti, e mol-
te altre si potrebbero aggiungere se s’intendesse andare pit a
fondo. Ma altre osservazioni, ancor pit fondamentali, si pos-
sono fare dal punto di vista concettuale, sia specificamente con
riferimento alla nozione di media, sia pit generalmente come
avvertimenti per fare attenzione a ben ragionare.

Pensando a una « media », non si deve pensare a una con-
venzione matematica, a nna formuletta, al risultato di certe ope-
razioni, scelte chissd perché. 8i deve invece pensare a un pro-
blema ben determinato, in cui interessa considerare un aspetfo
ben determinato, ¢ conviene sapere quale valore comune si po-
trebbe dare a certe grandezze (pin o meno differenti tra ioro)
volendo che, per riguardo alPaspetto che interessw, il risultato
rimanesse invariato, B questa, concettualmente, la definizione di
media data da CHisiNT; & ad essa che si sono ispirate tutte le
precedenti esemplificazioni, come si gard notato, ¢ comunque con-
viene ora notare esplicitamente come fatto fondamentale, Espri-
mendo tale comcetto in forma matematica, tutta la trattazione
sulle medie diventa significativa ed elegante (%),

Ma da cosa deriva Vimpressione di qualcosa di « parados-
sale » che in genere fauno le osservazioni riferite? Gli é che, in
genere, 'abitudine ad usare e sentir nsare la parola «media »
come se fosse dotata di per sé di significato suo proprio, intrin-
seco, assoluto, indnce a pensare come se un tale gignificato esi-
stesse davyero. Rinunciare a siffatta illusione « nominalistica v,
ad una fiducia cosi cieca nell’esistenza di un signiﬁcalto cui sem-

brava inutile pensare perché l'esistenza della parola si ritiene
spesso sufficiente garanzia al riguardo, pensare che invece sia

(4) L'articolo originale di O, Cmisint < Snl concetto di media », ap-
parve in Perviodicn di Matematiche (1929), n. 2; V'argomento fu gviluppato
in mn articolo dallo sfesgo fitolo da B. pe FmseErTt in Giorn. Isi. I'tal. At-
tueri (1931), pp. 369-308. Una presentazione elementare (destinata inten-
zionalmente n sindenti di Ist. Teenici Comm.) si trova in B. pr Fixerr1 e
F. MinisorLa, La matematica per le applicazioni econowmiche, ed, Cremonese,
Roma, 1961, (Cap. V, Nozioni sulle distribuzioni statistiche), Non sempre
1a nozione di medip viene infesa in senso cosi specifico; a volte & un valore
«da cui le grandezze date si scostano pocos; anche in tal caso esso di-
pende perd dallo scopo e la misura di tale «discostarsi» & scelia appro-
priatamente in nesso all'aspetto che si vuole studiare,
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necessavio pensare, ed anzi che risulti necessario sempre pen-
sarci e rvipensarei caso per caso, in relazione al problema e
allo scopo, & uno choe contro le abitudini di pigrizia mentale
istillate dalPabitudine al linguaggio comume e al suo uso incon-
trollato. Occorre invece sempre diffidare, chiedersi se veramente
una parola ha un senso ben definito (e non tanto isolatamente,
ché isolata non serve, ma come ingrediente in affermazioni di
tipo da precisare). Di tale esigenza cosi dice Papint in un profilo
di CALDDRONT: « & lui premeva insegnare con quali cautele e quali
accorgimenti si possa ginngere a costruire proposizioni che ab-
biano un senso » B nella stessa direzione ci viene I'avverfimento
di Gomran: «V'uomo ritiene per solito, quando sente nient’altro
che parole, ehe vi sia dentro qualcosa su cui ci sia da pensave » (°).

Per aggravare queste deficienze della mente, giova la lettura
di seritti «filosofici » (almeno in genere); per tentare di affran-
carsene giovano letture e riflessioni di eritica secientifica o filo-
sofico-scientifica (almeno in genere). (Giova ad es. rifletiere sul
significato delle definizioni, in matemafica e in fisica; in parti-
colare, nel eampo delle scienze fisiche, sull’esigenza del carattere’
operativo delle definizioni. Pensare al paradosso della «simulfa-
neitd » nell’ambito della teoria della relativitd (se ne & stata ac-
quisita notizia),

Nel campo della probabilitda e della statistica & particolar-
mente facile trovare apparenti paradossi atti a stimolare utili
riflessioni al rignardo. La nozione di media, oltre a quelli del ftipo
gid accennato con qualche esemplificazione, ce ne fornisce altri,
ricondueibhili a un altro concetto che va inteso com maggior cau-
fela di gnanto non si pensi: quello di «scelta a easo ».

Qual’d il numero medio di componenti di una famiglia? 8i
tratti di tutte le famiglie di un paese (p. es,, Italia, ultimo cen-
simento) oppure di quelle abitanti attualmente in un dato caseg-
giato, la risposta & facile: basta dividere il numero degli indivi-
dui ¢he vi appartengono per il numero delle famiglie. In altro

(%) 11 sagglo sul filosofo pragmatista Marro Cavongon: fa parte del
volume di Grovannt PAPINT, Stroncature: del: Cavpmponi efr, due seritti
sul Pragmatismo (in collabovazione eon Q. VAILATT) in GIovANET VAILATT,
Neritti, Seeber, Fivenze, 1911 {un. OCX e CCXI, pp. 920932 e 0933-941). La
citazione di Gorrme (credo dal FPawst) nel testo originale snons:

« Gewdhnlich glanubt der Menseh, wenn er nur Worte hirt,
es miisse sich dabei auch efwas denken lassen s,
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modo, se & noto il numero di famiglie composte di un solo indi-
vidno, o di due, di tre, ece,, fino al massimo (sia p. es. 9), lo
stesso risultato si otterrd col calecolo che risulta chiaro sull’esem-
pio illustrato nella tabella che zegue.

N. di _N. % N. dei % Id, X N, di
comp, famiglie fam. comp, comp. comp.
1 9 9 % 9 3% 3
2 24 24 % 4R 168 % 32
3 41 41 % 123 41 % 123
4 21 21 % 84 28 % 112
6 3 3 % 18 6 % 36
9 2 2% 18 6 % GE
Tot., 100 100 % 300 100 % 370

TI numero medio di componenti per famiglia & 300/100=3
(naturalmente, il fatto che i numeri 100 e 300 siano tondi & acci-
dentale: in effetti I'esempio & stato costrnito cosi per semplicita).
_ Possiamo dire, di consegnenza, che ogni individuo di tale
gruppo ha in media altri due componenti nella sna famiglia? A
prima vista la deduzione sembra lapalissiana, ma si tratta ancora
di un abbaglio sul sense assoluto del termine «media». Se pen-
siamo non pid alla famiglia ma ai componenti,-& ovvio (e si ve-
dano i dati nella colonna ¢« % comp. ») che i componenti di fami-
glie numerose sono in proporzione assai pit che Je famiglie, e
viceversa (p. es. al 9% di famiglie con un componente appartiene
solo il 38 % degli individui, mentre al 2 % di famiglie con 9 com-
ponenti appartiene il 6 % degli individui), Riferirsi agli individui
significa, insomma, contare ogni famiglia tante volte quanti sono
i snoi membri, e in tal modo esse sono pure 300 e gli individui
(contati ripetutatmente allo stesso modo) sono 1110; il nnmero
medio ¢ 1110/300=3,7 (o indifferentemente il calcolo gi pud ese-
guire sulle percentnali, come mostra Ia tabella), Ogni individuo ne
ha in media altri 2,7 (non 2) in famiglia.

Dicevamo che l'errore sta nel non far attenzione al signifi-
cato relativo di «scelta a cago »: se s’infende (come si deve inten-
dere) scelta che dia nguale probobilite ad ogni ¢ unita statistica s,
il senso varia a seconda di quale unitd statistica s’intenda con-
siderare. Se & la famiglia, va bene il primo calcolo (media=3);
ma se si sceglie « a caso » un individuo, ossia la famiglia cui ap-
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partiene un «individuo scelto a caso, la scelta della famiglia
hon & pin fatta ¢a caso» bensi in modo disterto a favore delle
famiglie numerose. I come estrarre a sorte imbussolando per
ogni famiglia o un solo gettone (primo caso) oppure tanti quanti
sono i suoi componenti (secondo caso); e altri casi (tufti diversi
e diversamente distorti 'uno vigpetto all’aliro) i avrebbero ad
es. scegliendo una famiglia per ogni casa, oppure una per ogni
iniziale del cognome, ecc. (il che favorirebbe le famiglie di case
con uno o pocﬁi appartamenti, oppure con nomi dalliniziale rara,
ecc.).

Lo stesso paradosso «'inconira in esempi apparentemente
lontani.

Pengiamo a un segmento. suddiviso « a caso» in un certo nu-
mero n di parti, p. es. in #=8; ammaestrati dalle osservazioni
precedenti spicghiamo che la «suddivisione a caso» s'intende ot-
tenuta miediante n—1 punti scelti indipendentemente a case sul
segmento, cioé ciascuno seelto in modo che ogni intervallo abbia
probabilita di contenerlo proporzionale alla sua lunghezza, quale
che sia la posizione degli altri. Nel nosiro esempio, ne avremo
scelti 8—1=7. Ciascuna delle 8 parti, scegliendola «a caso»,
ayrd come lunghezza medin 1/8 (della lunghezza del segmento;
per semplicita poniamela =1); eid varra ad es. per la 3% da sini-
stra, per <quella che segue immediatamente a destra la pia bre-
ve » (%), ... ma attenzione. Non si dovrd mai astenersi dal chiedersi
se veramente una certa modalitd di «scelta a caso» & o non ¢
tale, se & o non & nformativa nel senso di fornire qualche indizio
sulla langhezza della parte scelta. T chiaro ad es. che se dicossi
di scegliere la pin lunga, oppure la pin breve, delle 8 parti, la Iun-
ghezza della prima (lunghezza media) sarebbe certamente supe-
riore a 1/8 (e V'altra inferiore). Ma cosa avverrd se scelgo una
delle 8 parti scegliendo a caso un punto del segmento totale, e
prendendo la parte che lo contiene? Probabilmente questo sem-
bra, a prima vista, un ottimo metodo di scelta a casg, ma & ana-
logo a quello della scelta di una famiglia seegliendo a caso uno
degli individui, e cid dovrebbe mettere in sospetto. In tal modo

(6) Beninteso, se la pit breve fosse I'nliima dovremmo considerare
come ¢ seguente a desfra® la prima a slunistra.
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un pezzo lungo ha maggior probabilita di essere scelto, percheé ha
maggior probabilita che il punfo «scelto a casos vi appartenga.
Ed infatti basta un ragionamento sorprendentemente semplice
per dare la risposta precisa,

11 nuoyo punto secelto a caso per individuare la parte da sce
gliere altro non & che un 8 punto «a caso » dopo e come gli. altri
7: con esso otteniamo una suddivigione in 9 parii, ciascuna di lun-
ghezza media 1/9; la parte che viene scelta (fra la 8 precedenti)
consta di due delle nuove parti, ed ha quindi lunghezza media 2/9
(ciod 0,222 anzichd 1/8=0,125 come se fosse scelfa «a caso ).
Quasi il doppio; per n maggiore & sempre pilt vicina al doppio,
essendo 2/(n+1) anziche 1/n (ed 1/n e 1/(n+1) divengono pra-
tieamente ugunali per n grande).

Al limite abbiamo il caso in cui tale lunghezza media diviene
esattamente doppia. B il cazo di avvenimenti che si snccedono «a
caso mel tempo », con prohabilitd uguali in intervalli di tempo
nguali, costitnuendo quello che si chiama un « processo poissonia-
no» (da Poisson, matematico francese dell’'800). Si pud pensare
agli arrivi di persone a uno sportello, di chiamate a un apparec-
chio telefonico, di gocece di pioggia su una data area, qualora si
escludano interdipendenze quali arrivi a grappolo (p. es. persone
giunte col medesimo treno) o regolaritd (come passaggi di tram
a intervalli uguali salyo per ritardi) o variazioni d’intensitd (come
se &i comprende nello studio periodi « di punta » e no, di pioggia
pit o meno forte ecc.), Il tempo d’attesa tra due ripetizioni sue-
cessive dell’avvenimento considerato ¢ sempre uguale (diciamo
T=1/p, se p & VPintensitd, cio2 il numero medio di avvenimenti
per unitd di tempo). Se uno comincia ad osservare il processo in
un certo momento, quanto dovrd attendere in media per vedere
il primo arrivo?

Appaiono spontanei due modi di ragionare, che sono perd in
contraddizione tra loro. I1 primo consiste nel dire che Vinizio del-
Posservazione divide a metd un intervallo tra due arrivi sncces-
sivi, di lunghezza media 7, e quindi sard in media 7/2 il tempo
di attesa (e altrettanto quello trascorso dall’ultimo arrivo pre-
cedente all'inizio dell’osservazione). L’altro consiste nel dire che
il tempo d'attesa @ sempre, in media, T: il processo non ha me-
moria, e nulla cambia che il tempo si cominei a contare dall’ul-
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timo arrive o da un momento qualunque, p. es. quello da eui si
¢ iniziata DVesservazione. I allora la lunghezza del).’-intw-mllo fra
due grrivi, individuato dall’aver iniziato 1’osservazione (o dal con-
tenere un date istante) non & pin 7 bensi 27. La risposta giusta
¢ quest’nltima, e non val la pena di ripetere le considerazioni che
la provano, identiche a qnelle del caso precedente (suddivisione
di un intervallo).

B. g Frxmerr



