QUESTIONI DIDATTICHE

Programmi e criteri
per U insegnamento della matemaltica
alla luce delle diverse esigenze

B questo 'argomento della comunicazione che avevo propo-
sto di presentare al Convegno di Frascati (Villa Falcenieri, 810
ottobre 1964) sul tema generale « Les mathématiques A I'entrée
de I'Univergité: sitnation réelle et situation désirable»; nono-
stante qnalche ampliamento derivante dall’invito di trasformare
detta comunicazione in relazione ufficiale per PItalia sulla pri-
ma parte del tema generale (e cioé la preparazione prima del-
Pingresso nell'Universitd), rimase invariato, sostanzialmente, il
tema (e la tesi) centrale, noncheé il titolo (¢« In che senso e fino
a qual punto & utile una differenziazione di programmi a secon-
da dei tipi di scuola e dei foturi stndi degli allievi? »).

Piuttosto che cercar di ricostrumire qui (sulla base di sche-
matici appunti) il testo pitt o meno esatto di quel che dissi svol-
gendo tale relazione nel primo giorno del convegno, ritengo assai
pitt utile cercar di dare una visione integrata degli apporti
costruttivi e in gran parte convergenti sopravvenuti nell’esame
dell’argomento anche in sede di altre relazioni, in sede di di-
scussione su queste (mia ed nltre) relazioni, e, per qualche
aspetto, in scambi di idee personali,

Ho avute infatti — con semmo piacere e sollievo — 1'im
pressione sicura che quanto timidamente vagheggiavo temendo
di essere troppo ardito e oftimista & invece realizzabile, e in
parte addiritfura in corso di vealizzazione, in misurn e forma
anche pin avanzate. Precisamente, come si vedra dal seguito,
considero che il programma gid largamente attuato in Belgio da
Papy per la scmola corrispondente alla nostra media (etd 11-14)
e quelle delineato, per la Francia del 1975, da Revuz, per il
proseguimento (Liceo e simili) secondo direttive perfettamente
collimanti, costifuiscono (per quanto ne @& apparse dalle espo-
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sizioni di tali antori e dalle discussioni cui diedero luogo) un
modello sostanzialmente definitivo dell’ideale da realizzare.

RIASSUNTO DBLLA RELAZIONE.

La relazione (la mia) comineiava con un richiamo a consi-
derazioni di ordine generale sviluppate altrove: in un articolo
sulle esigenze della culiura malematica dal pumto di viste del
profano (in corso di stampa su « Scuola e Cittd », ed. La Nuova
Ttalia, Tirenze; mumero speciale dedicato all’insegnamento della
matematica), articolo che potrebb’essere considerato come pre-
mesga, se non addirittura come parte integrante, della relazione
stessa. In snceinto, la tesi € questa: se ¢'¢, come purtroppo in-
dubbiamente ¢’¢, un atteggiamento d’incomprengione e d’oxtilita
quasi generale dei profani contro la matematica, la colpa ¢ no-
stra, dei matematici, perché non vogliamo o non cerchiamo o
non sappiamo presentare la matematica in modo rispondente
alle egigenze del profano. La miope e autolesionista visione spe-
cialistica c¢i induce a vantare come un pregio la possibilitda di
presentare la matematica come un campo reso autonomo e stac-
cato da ogni nesso colle altre scienze grazie alla completa astrat-
tizzazione, mentre sarebbe essenziale superare questa veduta ri-
stretta e caricaturale affermando la posizione della matematica
nel tutto che ¢ la scienza e quella della scienza nel pit grande
tutfo unitario che dovrebb’essere la cultura. Al riguardo si ve-
dano considerazioni dell’autore in B. de Finefti, « Remore e freni
sul cammino della scienza », Civilta delle Macchine, 1964, e, tra
quelle di altri, il volume Le¢ duwe culture di Snow (tr. it. Feltri
nelli ed., 1964) con la prefazione scrittane da Geymonat, e una
conferenza del chimico (premio Nobel) Calvin (tr. it. su Iafor-
mazione scientifica, 1964). La gituazione derivante da tale lace-
razione della cultura, in umanistica contro scientifica, e poi per-
fino tra vari campi della scienza, dovrebbe essere¢ pilt general-
mente sentita come fonte di angosciosa preoccupazione.

Principalmente responsabile di tale lacerazione ¢ la malin-
tesa deleteria aspirazione al purismo, all’autonomia, alla spe-
cializzazione, all’isolamento. Per il profano, come per ogni altra
persona normale, il pregio di ogni cosa deriva dalla sna collo-
cazione, ufile o necessaria, nel pid vasto tessuto d’interessi e
di conoscenze capace di attirarne Pattenzione, ed & questo lo
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aspetto della matematica che va sottolineato in primo luogo;
Peventuale ricorso all’astrattizzazione pud esser giustificato solo
se e quando, in un secondo momento, tale espediente tecnico si
posst dimostrare apportatore di ulteriore utilitd come econo-
mia. ¢ potenza di pensiero, come creatore di nuove facoltd di
visione delle cose prime e pia ancora che come strumento for-
male per dominarle. Per rendersi ben conto di come I'aspetto
matematico e quello concreto, ¢ in particolare fisico, di ogni
nozione siano cose che si possono distinguerc mh non separare,
basta riflettere un po’ anche sulle cose pii semplici, sulla legge
forza = massa X accelerazione, come & acutamente fatto rilevare
(insieme a molte altre osservazioni attinenti al nostro argomento}
nella recentissima conferenza di F. Tricomi su «1 vicendevoli
rapporti fra la matematica e la figica, ieri & oggi» (Congresso
S.LP.8., Cagliari-Sassari, 1964),

Queste stesse esigenze, illustrate per riguardo al profano,
sussistono anche nel easo opposto, e cioé per la preparazione dei
futuri specialisti, ossia di coloro che in vario senso e migura
avranno bigogno di sviluppare gli studi matematici e di utiliz-
zare effettivamente la matematica nel corso della loro vita, ed
in particolare — per rimanere nel tema del convegno — per
entrare in Facoltd universitavie implicanti pidt o meno intensi
corsi di matematica (Matematica, Tisica, Ingegneria, Statigtica,
Economia, Chimica, 8cienze naturali, ecc.), T vero che in questi
casi pud essere opportuno arrivare all’Universitd con qualche
maggiore conostenza o addesiramento in particolari campi o
algoritmi matematici, e ¢id si potra ben fave, ed anche in modo
pin o meno differenziato secondo i tipi di scnole e secondo le
scelte di futuri orientamenti professionali; perd, seguendo i con-
cetti espressi, la differenziazione mon dovrebbe riguardare che
lagginnta ¢ i1 maggior gviluppo o l'approfondimento con mag-
giore insistenza di aspetti o teorie od applicazioni di pin speei-
fico interesse, ma goltanto in senso marginale, fermo restando
il nucleo fondamentale comune. 1 importante infatti evitare che
lo specialista diventi in mado troppo esclugivo specialista; in
certo sento @ necessario che si conservi nn profano eon in pil
una specializzazione, di mode che sia sempre possibile (o almeno
non impossibile per di Iui colpa) il eolloquio col profano, con
gli altri specialisti di specialitd diversa, insomma col resto del
mondo. Anche dal puanto di vista strettamente professionale e
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scientifico & del rezto sempre pin frequente P'esigenza del lavoro
in collaborazione fra sgponenti di specializzazioni diverse per
un intento comune, e magari per i fini di un profano (ad es. un
dirigente di azienda) che deve avere in forma accesgibile le con-
clusioni parziali dei diversi speeialisti per poter prendere la de-
cisione in base alla sintesi che soltanto Ini pud trarme in fun-
zione (i sne opinioni e vedute.

La risposta alla domanda ecostituente il titolo della relazione
sarebbe quindi: programma sostanzialmente unico, salvo diffe-
renziazioni marginali. Oltre che per il progremma, la stessa
risposta va data anche per riguardo ai criteri e metodi d’inse-
gnamento, e forse anzi in modo ancora pin reeciso, perche I’in-
comprengione che potrebbe derivare da divergiti del campo delle
conoscenze ¢ meno profonda di quella cui darebbe luogo una
frattura tra i modi di vedere le stesse impostazioni di partenza,

Per dire quale sia il criterio nnico da adottare e seguire 1i-
mane golo da precisare ed esemplificare i dettagli: dal gia detto
appare ben chiaro che, secondo le vedute qui sostenute, le no-
zioni matematiche vanno introdotte in nesso ad esigenze conerete
applicative cui rigpondono, e che le relative proprietd vanno ha-
sate su constatazioni intmitivamente accettabili del campo cui
si riferiscono. Non & sufficiente perd in genere, e soprattutto
nell’iniziare la trattazione di nn nunove argomento, il consueto
ricorso a qualche esempio scelto espressamente per ginstificare
o chiarive con gualche riferimento concreto le nozioni che gi vo-
gliono infrodurre: il modo migliore consiste, a mio avvigo, nel
far comparire in modo incidentale le nozioni matematiche du-
rante la trattazione di altri argomenti, considerando sufficien-
temente giustificabile e vigibilmente economica agli oechi del di-
scente la lovo eonsidevazione in astratto, come entitd interpre-
tabili in pin eampi e utilizzabili per pit usi, soltanto dopo che
¢io risulti da ripetuti incontri incidentali.

Come modello di tale procedimento & stato segnalato il felice
inserimento, qua e 1& nei libri di testo di Emma Castelnuovo
(I numeri e Geometria intuitiva), di osservazioni intese a segna-
lare incidentalmente certi fatti nofevoli e ad informare che essi
corrispondono a mnozioni che i matematiei chiamano funzione,
gruppo, struttura, ece. Dopo aleuni incontri con esempi di « grap-
Pi» il discente sard gia implicitamente e intuitivamente in pos-
sess30 del concetto di gruppo e capace di farne uso per le osser-
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vazioni pin facili; quando il concetto gli sard divenuto, per tale
allenamento, familiare e interessante, potrd anche essere oggetto
di studio di per s& ma non prima. Lo studio sistematico, gpecie
nella sua forma pid perfetta consistente nella trattazione as-
siomatica, deve sopravvenire come coronamento di un processo
di assimilazione e familiavizzazione gid maturato almeno nel
subcosciente, il quale non pud esgere violentato eoll’intrusione
di aridi congegni intellettualistiei privi di appetibilita psicolo-
gica. Appetibilitd che pud derivare soltanto, o primariamente
dalla diretta connessione con interessi pratiei di qualsiasi genere,
o mediatamente dalla connessione con concetti astratti della eui
connesgione con concetti gii apparsi collegati al concreto ci si
sia potuti adegnatamente e intimamente persuadere. A prescin-
dere da tale motivazione didattiea, pedagogica, ritengo poi che
una trattazione che prendesse degli assiomi come punto di par-
tenza sarebbe gratuita e manchevole anche dal punto di vista
scientifico: d’accordo con Daffermazione fatia da Destouches e
ripresa da Fréchet secondo la quale eomineiare un libro dagli
assiomi significa serivere uw’opera eui manca il primo volume
(che occorrerebbe per giustificarli e spiegarli).

Per dare, a conclusione della relazione, qualche indicazione
pin specifica del modo in cui immaginerei che tali intendimenti
generali dovrebbero tradursi in un programma e in un metodo
per svolgerlo, accennai ad aleuni aspetli e argomenti che reputo
preminenti al riguardo (pur sottolineando che non avevo studiato
un programma e non presumevo che illustrando aleune idee po-
tesse scaturirne un programma),

Il ruolo principale per wna radieale semplificazione e revi-
sione dello strumentario matematico e della vigione, resa unita-
ria, di quasi tutti gli argomenti, spefta senza dubbio alla nozione
di sistema (e spazio) lineare (affine) da introdursi immediata-
mente ed esclusivamente in ogni oceasione; si vedano alemni
esempi in ¢ Appendice » alla relazione « Insegnamento di materie
scientifiche nella scuola media unica e preparazione degli inge-
gnantis (in questo Periodico, 1964, n, 1-2; particolarmente, voei
Tavolo, b; Baricentro, e; Ternario, diagramma; Omotetia), che
chiariseono come riterrei possibile introdurre intuitivamente,
quasi come ovvie e tacite convenzioni, gid per ragazzi di 11 anni
e forse anche prima, le notazioni e le pin elementari operazioni
dell’algebra lineare per vettori (traslazioni, eveninalmente forze,
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ecc.) e punti (punti-massa, o «formazioni geometriche di 1* gpe-
cie s secondo Grassmann-Reano). Il tuito, beninteso, in forma in-
trinseca (senza coordinate o sigtemi di riferimento}; solo suc-
cessivamente (affinché appaia come nn parficolare espediente,
talvolta utile ma comungue inessenziale e da non erigersi a comn-
suetndine sistematica) gi puo notare che i punti (e i vettori) di
un piano, spazio, ecc., si poggono rappresentare con coppie, terne,
a-uple, di numeri reali (e sard opportuno ricorrere ad esempli-
ficazioni economiche, ecc, per avere facili intunitivi esempi con
gran numero di dimensioni e rtuttavia dotati di palese signifi-
cato concreto e importanza pratica). Cosi e in molti altri modi
si renderd evidente il valere fondamentale dell’intunizione geo-
metrica (dello spazio affine, direttamente per 2 o 3 dimensioni,
per analogia e grazie ad esempi d’altra natura, p.es. come detto
economici, per n qualunque) come fondamento per la visione
e rappresentazione matematica, insieme logica e intmifiva, di
qualunque situwazione e problema. Gli esempi non geometriei ser-
viranno anche a mostrare come spesso soltanto gli aspetti affini
abbiano senso, e gingtificare cosi Vopportunitd di ignorare fino
a una fase suecessiva le nozioni metriche anche nell’interpreta-
zione della geometria come veramente geometrica.

Tale fase, dell'introduzione della metrica (mediante il pro-
datto interno, preferibilmente tramite un concetto pin intuitivo
come quello di proieziene), apre subito nuovi orizzonti e forni-
gece con semplicitd, formidabili nuovi risultati (p.es., teoremi di
Pitagora e di Cournot). La geomeiria di Euclide, tanto innatn-
rale e pesante causa la mancata distinzione iniziale fra pro-
prietd affini e mefriche, pud quindi venir lasciata in disparte.

Il piano cartesiano pud veunire impiegato per rappresentarvi
mediante grafici 'andamento di fenomeni, ossia funzioni (p. es.
temperatura di un ambiente o di un malato, crescita di una
pianta, ecc.): imporiante cominciare da esempi non matematici
per dare il concefto matematicamente corretto e generale di fun-
ziome, per rimarcare poi certi casi pariicolari ove la funzione
si esprime avitmeticamente (p.es., y=a/®, linea su cui si tro-
vano i verfici di tutti i rettangoli di area @ costruiti dai ragazzi
e appoggiati entro mn angolo retto, come in uno degli « esperi-
menti» di Emma Oastelnuovo). 8i possono chiarire in generale
i concetti di equazione (zeri di una funzione) massimi e minimi
ecc. evitando il formarsi di concetti restrittivi difficilmente poi



Prograinmi e eriteri per Vinseguamento della matematica, ece. 1256

eliminabili (di equazioni come equazioni lineari, od algebriche,
0 comungue come necessariamente di forma « matematica »).

La nozione di convessitd si presenta come fondamentale e
naturale per introdurre in forma diretta ed intrinseca molti
ulteriori concetti e problemi su insiemi, linee, funzioni; proba-
bilmente da anche la via pidt indovinata per la prima introdu-
zione dei concetti dell’analisi.

Nel contempo, il piano (e lo spazio: conviene accenuare
sempre o quasi sempre al caso di 3 o pin dimensioni anche
mentre la trattazione si riferisce prevalemtemente al caso piano;
altrimenti si rischia, come accade per solito nella scuola, di far
perdere il ricordo della terza dimensione!); il piano — dicevamo
— pud fornire ogni desiderabile egempio di trasformazioni su
cui discutere ad es. proprietd di gruppi, sia come proprieta
«fisiche » (movimenti rigidi, immagini speculari, ..}, 8ia per eon-
durre a scoprire (nelle similitudini) le proprietad che consentono
di introdurre i numeri complessi e d’interpretarli {come punti,
o vettori, o similitndini) sul pianc complesso.

Ancor pin diretta derivazione dalla nozione iniziale di siste-
ma liveare & quella che conduce ad equazioni lineari, determi-
nanti, ecc. (in forma intrinseca: ad es. determinante come pro-
dotto alterno di vettori: solo come particolare espediente, indi-
cando i vettori mediante le componenti in nn date sistema di
riferimento, si introdurrebbe, volendo, la scrittura sotto forma
di matriei ece.).

Esemplificazioni dei criteri suesposti si possono trovare,
nella mistra in cui erano compatibili con la natura e scopo
e destinatari di tali lilri, in B. de Finetti, Matematica logico-
intuitive. (per Pac. BEcon. e Comm.) ed in B. de Finetti-F. Mini-
sola, La matematica per le applicazioni economiche (per Ist. Teen.
Comm.), ed, Cremonese (risp, 1959 (3° ed.) e 1961).

Come i pochi e sporadici cenni che precedono dovrebbero
gia far intravvedere, un programma e criterio ispirato a tali
vedute dovrebbe rispondere a numerose esigenze che mi appaiono
imperiose: — affrontare ogui problema con la massima genera-
litd vispondente alla sua concretezza ma dando il massimo ri-
lievo alle esemplificazioni istruttive suj cagl pin semplici; —
impiegare sempre gli strumenti pid naturali e potenti e meglio
atti ad un impiego in molteplici applicazioni consentendo di
anificarne la visione; — e quando non si tratta di unificazione
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almeno concatenare i diversi argomenti 'uno all’altro; — mo-
strare la funzione della matematica come strumento per appro-
fondire e dominare lo studio — e, prima ancora, la visione —
dei problemi concreti di ogni genere, nel modo pit utile e con-
creto specie grazie alla creazione di appropriafi concetti astrat-
ti; — per rigultare appropriati essl devono esgere astratti nel
senso nen di vuote creazioni nel vuoto ma di sintesi dell’aspetto
comune che riesce utile isolare per ridurre a unitd e semplicita
di visione fatti apparentemente disparati.

Questa distinzione ¢ importante, & essenziale: ¢ la stessa
che passa fra un cadavere e un uomo vivo benché, in entrambi
i casi, si posea dire che & quasi la stessa cosa.

L roLazIoNT Pary B Rrvuz.

Le relazioni presentate il secondo giorno da Papy (dell’Univ.
di Bruxelles) ed il ferzo da Revuz (dell’Uniyv. di Poitiers) con-
cretano in un effettivo schema di programma degli intendimenti
streftamente comeordanti con quelli sopra elencati. Del resto, &
gia notevole il fatto che il programma delineato indipendente-
mente da. Revuz per il livello liceale (etd circa 14-18) appaia come
naturale proseguimento di quello studiate e introdotto da Papy
per il livello medio (cirea 11-14 anni), e come concordanze note-
voli sussistano con idee esposte in altre relazioni e in interventi
nelle discussioni. Cid vuol dire che le direttriei del rinnovamento
sono un po’ nella logica delle cose e nell’atmosfera che essa crea:
tante meglio se cid significasse che stavo portando vasi a Samo,
che la baitaglia & gid vinta in partenza e proseguirla sarebbe
prendersela coi mulini a vento e prender lo slancio per sfondare
una porta aperta. Ma & bene tuttavia che tufti coloro che « sen-
tono » il problema perseverino nello sforzo nel modo pid cogtrut-
tivo e combattivo, sia perche ogni realizzazione incontra osta.
coli esterni (specie se i conservatori vi ravvisano inqnietanti
tracce d'intelligenza) ¢ deve gnardarsi anche all'interno da rischi
di degenerazione, sia anche perché restano sempre, tra gli stessi
fautori di innovazioni, aspetti nuovi da studiare, alternative {ra
cui meegliere, disparitd di vedufe pidt o meno di dettaglio sn
cul discutere.

Riprenderemo in segunito delle questioni varie, sia generali
che di dettaglio, aventi particclare attinenza con temi toceati
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nella precedente relazicne, e con riferimento a discussioni svol-
tesi a IP'rascati. Per ora conviene limitarci a quelle concernenti
direttamenfe i nessi con le due relazioni di Papy e Revuz.

Del programma di Papy occorre dire anzitutto che esso &
gia introdotto e sperimentato in Belgio su vasta scala, in mi-
gliaia di scuole, sotto la guida dello stesso Papy, personaggio
eccezionalmente esuberante e dinamico, che si & meritato grande
autorevolezza e fidneia non sole nel mondo scolastico ma anche
in quello burocratico e politico. 11 programma dei primi anni di
corso ha gid superato un vaglio probante; per il seguito qualche
dettaglio sard ulteriormente messo a punto. Mi limito a notizie
vaghe, come le ricordo; chi ne dexiderasse di piii dettagliate e
sicure dovra attendere la pubblicazione della relazione.

Il programma dei primi due anni (etd 11-13) comprende:
Insiemi, relazioni; Interi; Gruppi; Geometria affine; Numeri
reali (con forma binaria e decimale: la prima anche per giun-
gere alla «continuitd »); Vettori nel piano (sempre geometria
aftine).

Col terzo anno si ha lintroduzione delle nozioni metriche
(pavtendo dalla simmetrin assiale, e introducendo il prodotto
scalare), pervenendo cosi a trattare mel modo pid naturale cid
che in Huclide richiede metodi non psicologici. Poi si passa allo
spazio (3 dimensioni), e al caso generale (spazi a % dimensioni)
con esemplificazioni di natura varia (p.es. economica); sistemi
di equazioni lineari.

I1 programma di Revuz non & che un progetto; tnttavia esso
e stato costruito e spiegato in base a una visione architettonica
(spiritosamente illustrata alla lavagna con appropriati schizzi
schematici), e ispirandosi al giusto principio che non si doves-
sero fornire nell’insegnamento trattazioni sconuesse e provviso-
rie inservibili allo stadio snecessivo, bensi elementi che vadano
gradualmente e successivamente a delineare e completare la strot-
tura unitaria di cui fanno parte. Accettato che tale struttura
archifettonica debba avere come basamento la teoria degli in-
siemi e delle relazioni, su cni poggiano i due pilastri, algebra
e topologia, che gsostengono «tutto il restos, e criticata la vi-
sione in cui questo «tutto il resto» vieme sottovalutato (rap-
presentabile come un semplice frontone), presenta come adeguata
la figura in cui « tutto il resto s occupa un grattacielo & molti
piani, che i due robusti pilastri sostengono sollevato da terra.
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Particolare estremamente indovinato e divertente: Revuz non ha
mancato di aggiungere in cima un camino dal quale scacciare
« les mathématigues fumenses ».

Il problema sta nel vedere come si possa costruire, nella
mente dei giovani, nella fase d’insegnamento preuniversitario
(Liceo), un corpo di conoscenze che costitmisca non un muecchio
di frammenti bensi una parte dell’edificio completo, gid funzio-
nale anche di per sé, e atta come punfo di partenza per prose-
gunire la costruzione in tgppe future.

I1 programma, come dicevo, s'innesta perfeitamente su quello
preliminare di Papy prendendo come base un forte sviluppo del-
Palgebra soprattutto come geometria interpretata vettorialmente
ed un sufficiente benché minimo puntello dal lato del pilastro
topologia per trattare compiuntamente il campo reale e complesso
e I'S,, giungendo alle nozioni fondamentali dell’analisi (in par-
ticolare alle varieta tangenti pensando all’approssimazione Ili-
neare). Anche Revuz non pretendeva indicare una soluzione
univocamente fissata; su vari punti indicava alternative o duhbbi,
e in particolare sull’integrazione (quanto se ne dovrebbe dire
e in guale forma).

Dal raffromto fra quanfo detio nella mia relazione e il con-
tenuto di questi programmi (e forse ¢ meglio dire «del pro-
gramma unitario che si oftiene szaldandoli insieme »), risulta
ovvio che io soitoscriverei a piene mani; naturalmente molte
questioni di dettaglio mon sono precisate o sono accennate di
sfuggita da ambo le parti e potreblesserci molto da discutere
al livello dell’effettiva attuazione, ma cid & ovvie trattandosi
per ora di questioni di massima su cuni del resto ciascuno avra
da riflettere per scendere alla scelta di soluziomi di dettaglio.

Piuttosto importa soffermarsi ad esaminare se lo spirite
informatore, i presupposti concettuali, i criteri didattici, appa-
iano effettivamenie in armonia fra loro. Probabilmente, giudi-
cando in base all’enfasi nel sottolineare i vari aspetti della que-
stione, si concluderebbe che Papy (e forse Revuz) sono pit di
me propensi alla irattazione in forma assiomatica; da successivi
chiarimenti sembra che la differenza non esista o sia piccola;
comunque ¢ impertante cercar di puntualizzare la situnazione
indicando guali sembra possano essere le sfumatnre di diversita
persistenti pur dopo la constatazione di una fondamentale con-
cordanza. Posso cadere, del resto, in gualche errore di valuta-
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zione o d'interpretazione dovendo collegare reminiscenze stac-
cate di vari interventi e di scambi di idee privati.

Alla mia affermazione, che l’assiomatizzazione deve soprav-
venire come coronamento del processo di apprendimento, Papy
obbiettd che essa deve invece essere wtilizeate effettivamente; in-
troducendola alla fine sarebbe « une Inmiére extérieure » priva
di efficacia e interesge. Mi somo subito detto d'accordo: quella
espressione andava al di 14 del mio pensiero; tenevo ad escludere
d’introdurla troppo presto, ossia prima di avere una buona co-
noscenza intuitiva dell’argomento che permetta di giudicare del-
Pappropriatezza e del rnolo degli assiomi e dei concetti astrat-
tizzati che ne derivano, e avevo omesso di dire che, giunti a
questo punfo, un ulteriore indngio diminuisce effettivamente
T'utilitd del passaggio a una trattazione assiomatica. Pud darsi,
ciononostante, che l'apprezzamento del ¢ momento ottimo » sia
un po' diversa (Papy lo veda anficipato rispetto al mio), ma,
se il concetto & il medesimo, non ¢'¢ ragione di contendere, {rat-
tandosi di decisione che spetta all’esperienza didattica e psico-
logica e non a piu o meno fondate ipotesi preconcette al riguardo.

Che il concetto sia il medesimo, risulta confermato nel modo
pin egplicito da Papy che ha insistito nel proclamare che il sno
modo di procedere vuol essere « & la fois intuitif et rigowrewn ».
I, poiché anche il senso della parola intwitive potrebhe dubitarsi
diverso, giova citare come elemento quasi decisivo il richiamo
all'intuizione geometrica come fondamento quasi universale (an-
che per la feoria dei numeri reali): per Papy «la géoméfrie est
I’élément fondamental de la pédagogie de la mathématique mo-
derne ». Semmai pno sussistere ancora una certa diversitd nel
fatto di limitare gli oggetti dellintuizione preliminarmente nti-
lizzabili al campo geometrico, che & gid in qualche senso spo-
gliato di significato fisico, mentire per me & essenziale che
siano presenti e conoscinte futfe le interpretagzioni e soprattutio
le pit conerete e pratiche (oggefti, persone, ece., con grandezze
quali il peso, volume, prezzo, velocitd, etd, temperatura, numero
di telefono, ecc, secondo i casi). Percid io riterrei essenziale
che queste nozioni venissero apprese primaz che P’argomento
venisse fatto a brandelli fra due o pidt insegnanti diversi, dando
'impressione che I'insegnante di matematica si sforzi a inven-
tare qunaleosa da dire sul nienfe che gli resta dopo che gli altri



180 Programini e criteri per l'insegnamento delle matematics, ccc.

gli hanno portato via tutto (ed & percid che sostengo 1'« abbina-
mento »; efr. lo seritto (gia ecitato) in Per. Mat,, 1964, 1-2).

Anche a questo riguardo Papy si mostro d’accordo apprez
zando e dichiarando di praticare la molteplicitd delle esempli-
ficazioni: fu in segnito a mia domanda (se non introducesse i
vettori e loro operazioni anche come forza, velocita, operaziomi
contabili in pia valute, «eanestri» di merei, ecc.) che riferi
delle operazioni economiche (ad es. matrici di processi produt-
tivi e loro inversione); quanto alle forze si limita a un cenno
per non interferire coll’insegnamento dei professori di Fisica
che perd spontaneamente hanno apprezzato il fatio di trovare
gli studenti praticamente gia in possesso delle nozioni e econ-
clusioni dipendenti da composizione di vettori ece. Tutt’al pin
pud darsi che alla molteplicith di esemplificazioni preventive
Papy attribuisca un’importanza meno « gnoseologica » di quanto
forse lo sia dal mio punto di vista, Ed anche, ad altra mia que-
stione, rispose convenendo che non si debba limitarsi troppo a
lungo sunlla geometria piana ma introdurre quasi subito i siste-
mi a tre e pin dimensioni: non & che nei primi dne anni ci si
inibigca di accenmare ad estensioni istrattive a pin dimensgioni
benche, come & maturale, lo studio pin esteso e sistematico si
riferisca solamente al cago del piano.

Alcune concordanze su punti essenziali e decisivi attestano
in modo indubbio I’analogia profonda di atteggiamento non solo
ira Papy, Revuz e il sottoscritto, ma anche (a giudicare da al-
cuni passi, e spero non interpretarli oltre 1'intenzione) di paree-
chi altri parfeeipanti (soprattutto Deheuwels, ¢ poi Bass, Mme,
Lelong, Pickert, Walusinski). 8i tratta: — della contrarieti
all’inizio assiomatico astratto; — dell’atteggiamento critico ver-
so la «generalitd » (che & un pregio solo se e quando riesce
psicologicamente opportuna e didatticamente efficace); — del-
Popposizione coniro la tendenza a preferire Varitmetizzazione
all’intuizione geometrica (deduzione dei numeri reali dagli in-
teri, introduzione di punti vettori operatori come colonne o
righe o matriei di numeri — coordinate, componenti, elementi —
anziché come enti a s& di significato intrinseco, ecc.; — del fa-
vore a collegare la matematica (sia nell’introduzione dei con-
cetfi che negli sviluppi e nelle applicazioni) a tutto il resto,
im modo conereto, e ad apprezzarne wiilité. Tutto cid conduce
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a disquisizioni alquanfo metafisiche che sard opportuno svilup-
pare a parte piu avanti,

Riprendendo le considerazioni sni programmi Papy ¢ Reyuz,
resta 4 dive, per gqunanto rignarda guest'nitimo, che egli 1o pensa
valido solo per una scnola in certo senso selezionata ¢ intesa
a dare una preparazione solida per studi universitari, quale il
Liceo. A mia richiests, convenne perd che, a prescindere da
modificazioni marginali (alleggerimento di parti pid elevate e
separabili, inclusione di eventnali argomenti specifici di varie
applicazioni), lo schema generale dovrebbe rimanerve inalferato
— come avevo appunto sosfenuto — in ogni tipo di senola. Una
domanda particolare che Revnz ha posto trovandosi in dubbio
ha mostrato che tutti sono perplessi nel rispondere: qnand’® che
dovrebbero acquisire padronanza e speditezza nei caleoli coloro
che dovranno pure raggiungerla (ad es. esercizi di derivazione,
integrazione, ecc.)? Dovangue & un inconveniente, sia collocan-
dola presto (perché si riduce a gioco mnemonico non bhasato su
sufficiente comprensione) sia collocandola dopo (perché & perdi-
tempo pedestre per chi dovrebbe dedicarsi a cose pin elevate),
La cosa migliore sarebbe se, grazie a un’anticipata conoscenza
delle funzioni e uva conseguenfe prolungata pratica di mani-
polazioni su di esse, gran parte dei calcoli richiesti per esempi
di derivazione e integrazione rientrassero in cose note e potes-
sero venir rapidamente ricondotti ad esse (p.es., dando per ben
acquisite le scomposizioni di funzioni razionali, le trasforma-
zioni di espressioni con funzioni goniometriche, ece.); ma si
potrebbe frattare di un alleggerimento radicale? Difficile far
previsioni.

Qualche discussione ebbe luogo pit in generale sulla mag-
giore o minore difficoltd di realizzare un cosl considerevole
arricchimento di programma per giovani delle etd considerate;
a me pare perd — come ebbi a dire nella discussione — che i
dubbi potevano semmai apparire giustificati per la fase ini-
ziale (delle eta 11-14); dopo che per essa si ha il responso favo-
revole dell’esperienza di Papy, la via per proseguive & aperta.
Ed anzi, diviene sempre maggiormente semplice rispetto a quelle
dei metodi attuali per Dleffetto eummlativo del fatto che Ie

molte semplificazioni particolari vengono a costituire un siste-
ma organico, unitario, limpido.



132 Programmi e criteri per UVinsegnamento della matematica, ece.

DIGRESSIONL QUASI METAFISICHE.

Veniamo alla digressione quasi metafigica necessaria per
chiarire le questioni pin generali sopra accennate. Non & che
io arhi le questioni metafisiche o intenda fave della metafisica;
al contrario, il mio intendimento é di svnotare lapparenza me-
tafisica e mostrare che dissipando tale cortina fumogena (scac-
ciandola attraverso il camino dal grattacielo di Revuz!) la so-
stanzg delle questioni diviene semplice e naturale; volendo usare
un termine filosofico, il mio intendimento & di mettere in luce
il significato delle questioni dal punto di vista pragmatista. Si
veda ad es., al riguardo, G. Vailati, Scritfi (ed. Seeber, Firenze,
1011), e in particolare (a pp. 933-941) « Il pragmatismo e i diversi
modi di non dir niente .

Partire assiomatizzando in astraito, senza riferimento a
casi ed esigenze che giustifichino praticamente la creazione di
certi schemi mentali, pud piacere per vanto di purezza o dispia-
cere per il senso d'inutilitd, gratnitd, vacuitd, di cid che &
mero « jeu d’esprit » (Lelong). Come gusto propendo per il se-
condo atteggiamento perché ambisco considerare la matematica
come elemento vivo e utile per la scienza e I’'nmanitd, non
segregato in wno squallido (seppur superho) isolamento. Come
constatazione di fatto, vedo poi che anche i modelli creati nel
vaoto vengono poi in cffetti usati per applicuzioni, e in genere
applicati male, con discredito della matematica, perché della
rispondenza ai problemi reali non gi erano curati i matematici
creandoli né si preoceupano gli utilizzatori confidando che se
un modello ¢ matematicamente ineccepibile si pnd applieare
senz’altro. Ma, a mio modo di vedere, ritengo sopratintto vuota
e illusoria ogni definizione o frase che sia astratta in senso
diverso da quello di condensare pii nozioni o affermazioni par-
ticolari, e soffro nel vedere non raramente (e forse proprio solo
in Italia) dei matematici lasciarsi infettare da questo rancido
modo di pensare tipico di certo umanesimo metafisicheggiante
0 addirittura crociano,

E futile metafisicheria chiedersi ad es. «in che cosa con-
sista » il «concetto di numero», o «del numero 2 » considerato
come ¢entitd » a s& (e, anziché «il concetto », vorrei qui dire,
come Adriano Tilgher inventd con sottile intendimento satirico,
«il Begriffo »). Allo stesso modo (salvo un pe’ d'esagerazione)
che le lettere d, u, ¢ non hanno un significato di per s¢ ma lo
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assumono usandole per formare la parola «dne», cosi anche
il « due », o 2, non ha neppur esso veramente un significato com-
pinto cosi da solo, ma le ha in gquanto & un fermine utile per
esprimere concetti un po’ pin concreti, come 2 ecani, 2 metri,
2 viaggi: ma anche tali espressioni sono significative solo se
ed in quanto possono entrare in proposizioni di cui si sappia
operativamente distinguere cosa s'intenda dicendole vere o false
(p. es. per concludere se < questo tavolo € lungo meno di 2 me-
tri» & vera o falsa). Cosi 2--3=5 & un modo sintetico e di per
s¢ vuoto di esprimere il fatto che, in condizioni da precisare
operativamente come sopra, cid vale per cani, metri, viaggi, ecc,
Considerazioni del gemere ho sviluppato nn po' pitt ampiamente
nel 1 capitolo del gia citato volume ¢ Matematica logico-intui-
tiva ».

Un altre preconcetio e movente del ragionare in astratto &,
per molti, la preoccupazione <¢di bandire Pintunizione, perche
talyolta induce in errore ». La preoccupazione pnd esser giusti-
ficata in delicate questioni di critica dei prineipi; fuori di tali
sitnazioni eccezionali & ben maggiore il rischio di errare per
mancanza del controllo dell’infuizione che non per sue imper-
fezioni se & presente. Volerla handire garebbe come cavarsi gli
occhi perché esistono le «<illusioni ottiches senza sospettare
che la cecita abbia pure qualche inconveniente.

Della « generalitd, » non bisogne fare wun feticcio: come di
ogni cosa, birogna vagliarne spassionatamente e caso per caso
il pro e il contro. Va osservato anzitutto che la «generalita »
di un risultato matematico non ¢ un pregio logico: esso & in-
fatti soltanto o tautologicamente falso o tantologicamente vero
e gqnindi identico rispettivamente a (se cosi ci si vuole espri-
mere) 1=0 oppure 0=0. Il maggiore o minor pregio non pud
essere che psicologico: pregio per noi che (come mirabilmente
digse Galileo) manchiamo della capacitd di vedere istantanea-
mente le cose che abbiamo implicitamente ammesso insieme a
certe ipotesi, Ma allo stesso modo e per lo stesso motivo man-
chiamo della capacitd di vedere istantaneamente (ed anche len-
tamente, a volte) tutte le conclusioni particolari «contennte »
in un enunciato generale. Per solito vi sono delle conclusioni
particolari che sono particolarmente importanti e interessanti,
e conviene soffermarsi dedicando speciale attenzione ad esse;
la convenienza di aggiungere un enunciato generale o di inqua-
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drarlo in altre ancor pin generale dipende da eircostanze come
il fatto che esso getti nmova luce sui casi particolari, o che
ne includa altri aventi ancora un certo inferesse, o che in un
ambiente pid largo la cosa risulti pil semplice, ecc. (perd a
volte, specie in quest’ultimo caso, la semplicitd rischia di far
perdere di vista gli aspetti pid rilevanti del caso particolare
che veramente interessa). L’astratto per laztratto pud ridurre
lo gtudio a un mero vanilognio; & per lo meno difficile distin-
guere se ¢id che uno studente dice & o non & vaniloguio: se lo
ripete, oppure ragiona, oppure crede di ragionare ma solo in
quanto segue dei nessi verbali, ma non quelli spstanziali, ossia,
ge il motore del cervello & fuori funzione oppure funziona in-
granando e facendo presa sulle cose oppure funziona in folle
rimescolando sgolo parole.

Deheuwels spiegd benissimo a questo rignardo e nello stesso
spirito il dissenso dal concetfo che «masgima generalita sia
masgima economia» eni s’informa il criterio didattico di certi
bourbalkisti: e¢id sarebbe vero sollanto se (contrariamente a
gquanto detto) un'occhiata a una foto panoramica bastasse ad
afferrare tutti 1 dettagli come esaminandone innumerevoli in-
grandimenti. Basta del resto riflettere sulle osservazioni di ma-
tematiei che erano anche saggi: si pensi alla raccomandazione
di. Fnriques sull’opportunitd di dare la dimostrazione di un
risultato nel caso pin semplice in cui si presenta nella sua gene-
ralita (ad es., se basta, nel piano anziché per n dimensioni),
si pensi alla meraviglia di Felix Klein nel dire di guel tale
professore che trattava subito delle serie di potenze in n va-
riabili senza soffermarsi sul caso n=1. Ma, se non vogliamo
degnar di attenzione queste voei di altri tempi, possiamo ap-
prendere gli stessi insegnamenti dalla voce dei giovani di oggi:
si potrd trovare uno che non sa distingnere sugli esempi pin
elementari, né spiegare, per funzioni di una variabile, la diffe-
renza fra convergenza e convergenza uniforme, pur essendo in
grado di declamare le definizioni riferite al caso di spazi nor
mati, oppure uno che sa dire il nesso tra funzioni analitiche e
rappresentazione conforme ma ignora che cid vale nel caso pin
semplice, f(z)=az, prodotto = similitudine, e via discorrendo.
Non sarebbe assai meglio saper vedere chiaramente il caso fon-

damentale, e magari aver solo una certa jdea intuitiva della
possibilita di estensione?
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11 guaio & che si spinge D'astrattismo fino a pensare che
anche i matematici e in particolare gli stndenti siano enti astrat-
ti dotati di un eervello astratto funzionante da recipiente astrat-
to per ogni astrazione astrattamente logica; al contrario, anche
se di per s@ la matematica & semplicemente logica, essa nom
esiste per noi e per gli studenti se non in funzione dei pro-
cessi in minima parte logici e ben pil psicologici in cui ne
consiste l'apprendimento, l'apprezzamento, Vinteresse, 'assimi-
lazione, od invece la repulsione o lindifferenza. Chi insegna
matematica si chieda gempre che opinione si farebbe di un me-
dico che, trovandolo bisognoso di ferro, gli somministrasse lima-
tura di ferro anzich® qualehe composto che lo contenga in forma
assimilabile, in base all’assioma che, dal punto di vista logico,
si pud affermare che il ferro & sempre ferro.

Delllaritmetizzazione vanno esaminati due aspetti, critican-
dola dapprima dal punio di vista che si potrebbe dire gnoseo-
logico ¢ quindi da quello pratico e didattico. Avverto subito
che ¢id che dico dal prime punto di vista (e che dissi a Frascafi
come idea improvvisata) non va preso troppo sul serio se non
come argomento per dimosfrarve che neppure la tesi opposta e
abitnale deve necessariamente prendersi del tutto sul serio.

Le due tesi confrapposte consistono nel dare la preferenza,
nella costrnzione dei numeri reali, al procedimento aritmetico
(partendo dagli interi e atiraverso i razionali, tipo Dedekind)
o a quello geometrico o fisico (partendo da Iunghezze, p. es.
ascisse su nna retta, o altre grandezze qualunque:; tipo Burali-
Forti, postulati delle «Grand, + »). La prima & generalmente
preferita, perché parte dagli interi che costituiscono una sotto-
classe pin «semplice » di nvmeri ed evita il ricorse all’intui-
zione geometrica. Come ¢ avvocato del diavolo» ritenge doveroso
notare che neppure lintnizione e la derivazione aritmetica sono
al di sopra di ogni discussione (sugli assiomi di Peano, le eri-
tiche intuiziouiste, ecc.), e che tanto vale basarsi sull’intuizione
geometrica (che appare forse pil evidente e rende certamente
il eammino pit facile). La diseriminazione (a mio avviso {roppo
radicale) tra «diretta accettabilitd » di numeri interi e altri
rigente probabilmente dell’affermazione quasi «teologica » fatta
(se non erro) da Kronecker, secondo la quale < soltanto gli interi
sono creati da Dio, il resto & invenzione nostra»: per conto
mio, ammesso che la questione avesse un genso, mon vedrei mo-
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tivo per non dare la stessa risposta, poco importa quale, in
entrambi 1 casi

Senza hisogno di contrastare le vedute correnti sul piano
della preferibilitd logica {o addirittura «teologicas»!) si po-
trebbe ugualmente ginngere, in modo che dovrebbe soddisfare
tutti, ad accettare con minor riluttanza la costruzione di fipo
geometrico (secondo Papy, ma anche con approvazione di Morin
ed altri; non ricordo con sicurezza chi). Nell'immaginare di
pervenire a misurare le lunghezze, aftraverso suceessive divi-
gioni a metd o in decimi delle suddivisioni via via ottenute,
mediante numeri reali seritti in forma binaria o decimale, non
occorre alenna ipotesi geometrico-figsicometafigica (e direi sen-
zaltro metafisica ovverossia fittizia) sull’esistenza e unicitd dei
punti corrispondenti ad ogni numero reale; si tratta comunque
di una convenzioune che precisa per comoditd matematica le cose
ben oltre i limiti aventi sengo nelle misurazioni pratiche e nella
stessa concepihilitd in semso figico, e cid tanto ze si trasportano
sulla retta I numeri reali creati dal nulla al modo di Dedekind
quanto se i numeri le si creano sopra col pensare concettual-
mente lecito I'immaginare di poter ripetere le suddivisioni in-
definitamente (o, pil concretamente, misnrare una lunghezza
in em, poi il residuo in mm, e i residui suvccessivi in decimi,
centesimi, millesimi, eee. di mm).

Resta sempre la possibilitd di rilevare poi, se si vunole, e
in modo molto rapido e chiaro, che & possibile anche la via
di Dedekind: infatti dividendo due interi si ottengonoe numeri
decimali (o binari} periodici (razionali) e gli altri (irraziomali:
la loro esistenza si comstafa cosi in modo ovvio) me sono visi-
bilmente elementi di separazione.

A me & sempre parso che il campo reale sia il pin intuitiva-
mente noto (e penso — chissd se nessuno psicologo ha fatto
indagini al rignardo? — che la cosa sia abbastanza comune,
pur sapendo solo per caso di qualche altra persona); mon riu-
scivo a capire, a 4 o 5 anni, perch¢ mai uno zio, per spiegarmi
qualeosa di aritmetiea, insistesse che non si pud fore 2—5
(come se non esistessero, anche sul termometro, i numeri nega-
tivi), e poi non ho mai capito percheé, analogamente, prima di con-

2 _
siderare 2/5 e poi Vb, si fingesse di credere che tali numeri
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non esistessero; né quando poi ho appreso il motive di questo
modo di procedere son mai riuscite a considerare ragionmevole
il ricorso a definizioni tanto difformi per numeri reali a seconda
di circostanze accessorie come lessere interi o razionali o irra-
zionali (accessorie specie pensando alle grandezze, ove laver
migsura intera o razionale o irrazionale dipende (') dall’arbitra-
ria scelta dell’unitdi di misura). E in certo senso mi sembra
proprio meno inquictante pensare a tuiti i pumeri reali di un
intervallo (come punti di un segmento finito, sia pure essendo
essi stessi in numero infinito) piuttosto che a tutti gli interi.
Cid richiama infatti I'immagine di collezioni spropositatamente
numerose di oggetti pil o meno uguali come 109 cani o viaggi
o anche solp granelli di sabbia come nell’Aremwrio di Archimede,
oppure grandezze spropositatamente enormi come 10" metri
o secondi o grammi; ed & spiegabile un certo senso di sgomento,
che dal piano psicologico pud penetrare come dubbio nel campo
logico, cosl come appare da vari atteggiamenti riguardo ai
« paradossi dell’infinito » (3).

Passando ora dall’aritmetizzazione del campo reale a quella
della geometria e dell’algebra lineare, non solo si possono ri-
petere aggravate le critiche precedenti, ma se ne aggiungono
altre nuove di portata ancora maggiore e non pin limitate alla
sfera concettunale. Per aritmetizzazione della geometria e del-
Palgebra lineare intendo il procedimento consistente, nel caso

(1) E solo con sforzo di fantasia, perche non ba certo senso chiedersi
effettivamente se una data sharra ha lunghezza razionale o irrazionale
rispetto al metro-camplone di Stvres.

(2) Curicse conclusioni a fale proposito si trovano ad es. in E. Borel,
Lea paradowxes de Uinfini (ed. Gallimard, Paris, 1046), Beninteso, le conside-
razioni precedenti cercano solamente di esprimere vaghi stati d’animo che
won pretendono (anzi, secondo me, #on posgono) aver valore aleuno come
« argomentazioni ». In particolare, si fratta di mera illusione ottica se, per
il fatto di poter abbracciare con lo sguarde o con I'immaginazione un
segmento, 1o sgomento per Vinfinitamente piceolo 1 dentro pud esser minore
che per Vinfinitamente grande al @i juori, di cul & immagine per inversione.
Anche dal punto di vista fisico, se dal lato del molto grande possiamo incon-
trare barriere che rendono inavvicinabile Pinfinitamente grande (eventuale
limitatezza dell'universo, velocith della luce), lo stesso avviene dal lato
opposto (struttura corpuscolare, feoria del quanti); conelusioni ipotetiche
anche pi radieali sono guelle prospettate da St. Ulam (nella sua « yvon
Neumann Lecture s, Princenton, 1983, forse tuttora inedita, dal titolo: « Oom-
binatorial analysis in infinite sets and some physical theories »).
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pint estremo, nel definire i1 piano (o I'S,) come linsieme delle
coppie (o m-uple) di numeri reali (punti e vetiori non sarebbero
che queste m-uple, magari distinguendo se scriffe in riga o in
colonna), le applicazioni lineari di S, in S, non serebbero che
le matrici (n X m), e via di questo passo. La variante meno
estrema — che rimmove i motivi di critica concettuale ma non
gli inconvenienti pratici nei cui riguardi ¢ irrilevante — con-
siste nell’ammettere, si, che i puuti possano essere realmente
punti geometrici o punti maferiali o canestri di merei ed i
vettori possano essere realmente forze o velocitd o gradienti di
temperatura o d’altro, ma che per rappresentarli e per operare
su di essi & debba sistemaficamente ricorrere alle loro com-
ponenti secondo un certo sistema di riferimento.

Fortunatamente diversi relatori (oltre a Papy, ricordo in
particolare Pickert che ha validamente ingistito su tale punto)
hanno preso netta posizione contro tale indirizzo: che i vettori
di un gqualunque §, possano esprimersi sempre come combina-
zioni lineari di # tra essi scelti ad arbitrio purche linearmente
indipendenti ¢ vero per definizione; che si possa quindi vappre-
sentarceli sempre con le componenti rispetto a un sistema di
riferimento, scelto opportunamente di velta in volta o tenuto
fisso, & pacifico; che cid possa costituire spesso uno strumento
comodo e prezioso di calcolo & bene saperlo. Fin qui tutti d'ae-
cordo, Il fatto che spesso convenga usare Pantomobile non &i-
gnifica perd che si debba vivere sempre nell'amtomobile e ancor
meno farsi saldare rigidamenie al telaio. Il fatto che, al mo-
menfo del calcolo numerico, convenga indicare un uumero in
cifre decimali, non significa che convenga, operando su numeri
generici @ e b, indicarli anzich® con tale singola lettera con
Bl )t a)et + -« « a0y essendo le oy le cifre di =3, ¢10', e cosi
per b, e in tal modo complicare tntti i ecaleoli; lo stesso &
Pappesantimento che con altrettanto inesistente costrutto si
consegue scrivendo i vettori (e quindi il prodotto scalare e vet-
toriale ecc.) mediante componenti e mediante mostruosi svi-
luppi confezionati mediante componenti e via via di peggio in
peggio; lo stessp & Pappesantimento che si ha congiderando la
geometria analitice come un dominio a sé dove si deve riferire
tntto a coordinate anche se non ce n'é bisogno anziché inse-
gnare che, ogni gnal volta nella trattazione di un problema si
ginnga a un punto ove compaiono in evidenza grandezze su cnui
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appaia promettente operare per consegnire i risultati deside-
rati, conviene provare ad assumerle come «coordinate » (specie
quelle ehe gia si conoscono: soprattntto cartesiane, ma, se pre-
sentano vantaggi non compensati dalla miner familiaritd, qua-
lunque altro sistema: tutto & relativo, come dev’essere, alle
conoscenze e gusti dell’interessato).

Ma, oltre e sopra tutti i singoli motivi addotti, c¢'¢ una
ragione pin profonda e generale che mi fa giudicare negativa-
mente tutto cid che (di proposito, in base a preconcetti cultu-
rali, oppure involontariamente, come effetto di consuetudini in-
valse) crea un distacco, una distinzione, fra i problemi effet-
tivi, pratici, concreti, che richiedono Vapplicazione della ma-
tematica, e ¢id di cni il maiematico si ocenpa, D’accordo (perd
— vedremo — solo in un certo senso e fino a in certo punio)
che in un problema di fisica, o d’ingegmeria, o d’ecomomia, un
matematico potra limitarsi a considerare i1 dati come vettori
(senza curarsi che si tratti di forze o di spostamenti o di prezzi
ecc,) e le leggi come equazioni (senza curarsi di come e perché
debbano valere); ma se egli ritiene di doversi estraniare dal si-
gunificato e ignorarlo si rende assai pid simile a una fattuc
chiera che vuol guarire un malato guardandone la fotografia
che a un medico che lo vuol curare visitandolo. E parimenti
vero che un logico aristotelico potrebbe concludere, nel classico
esempio di sillogismo, che « Socrate ¢ mortale » senza sapere
cosa significhine le parole Socrate, nomo, morfale ed anzi anche
senza sapere se sono o non sono parole, ma tale ignoranza non
€ ud necessaria né raccomandabile né ntile per meritarsi o con-
servarsi la reputazione di logico valente rispefiabile e imma-
colato.

(id porta direttamente all'ultimo tra gli argomenti indicati
per questa digressione quasi metafisica: P’atteggiamento verso
le applicazioni. Pur evitando di ripetere cose gia dette (spe-
cialmeute nella «parte prima» della conferenza su «L’apporto
della matematica nello sviluppo del pensiero economico» al
Congr. Un. Mat. It., Genova, 1963: cfr. Atti, pp. 238277) resta
molto da dire e oceorre dire qualeosa, specie in velazione a
concetti emersi nei dibattiti a Fraseati.

Sull'atteggiamento verso le applicazioni pesa tuttora il vie-
to pregindizio aristocratico che contrappone come inconciliabili
la sublime dignitd anche culturale di tufto c¢id che & fine a sé
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stesso e la volgare spregevole strumentalita di totto cid che
partecipa dell’onta di essere utile per qualcuno o qualcosa. Poco
importa ch’io dica o non dica quanto tale mentalitd mi ripugni,
dato che importa soltanto 'aspetto riguardante la matematica;
come vorrei, perd, che il matematico — cosi come il poeta per
hocea del Carducei — tenesse a non esser considerato ¢un per-
digiorno che va iotorno con il naso sempre in aria» bensi «un
grande artiere che al mestiere fatto ha i muscoli d’acciaio!»

Della necessitd e utilitd reciproca dell’apertura di ogni
seienza e ramo della enltura verso tutti gli altri, della colla-
borazione, della comprensione, dell’interdipendenza, si & avuto
occasione di far cemno pin volte. Agli effetti dei pregiudizi, se-
condo cui pensare a cid che é wutile & cosa meschina e digsono-
revole, servire signifiea abbassarsi a posizione subordinata e
umiliante, applicare la matematica significa contaminaria e tar-
parle le ali destinate ai voli eccelsi, occorre distinguere e pre-
cisare. Per whilita pud intendersi a volte l'interesse egoistico
(¢ meppur ¢id ¢ male enfro un certo limite), ma in genere si
tratta, specie nel nosiro discorso, di utilitd nell’interesse gene-
rale, per lo pili neppure o secondariamente interesge diretta-
mente materiale ma interesse per il progresso delle alire scienze,
della scienza nel suo complesso, ed anche della matematica stessa
purché non la si voglia a torto considerarne avulsa, E Dutilita
@ reciproca: sono i problemi effetiivi che generano la vera ma-
tematica, non le culture in serra od in vitro; e non & disdicevole
servizio ma sommo vanto per la matematica D'esseve a sua volta
strumento essenziale di progresso in alfri campi. EE quand’anche
tale reciprocitd non sussiste, la soddisfazione del rendersi
utile conta ben pid del narcigismo di chi & compiacesse di una
fatna bellezza davanti allo specchio. Perché non ripetere «To
ho quel che ho donato »?

Il termine servire mon va certo inteso nel senso di hassa
prestazione mercenaria o coatta, e se forse qualcuno (come @
stato detto, parlando di professoroni d’ingegnerin) ha cosi scarso
concefto della matematica e dei matematici cid pnd salo esser
giustificato, in parte, proprio dalla tendenza all'isolamento che
riduce a pochi formalismi ed esclnde dallesame di merito le
capacitd di collaborazione del matematico. Per correggere 1'in-
ferprefazione di «servire» come «servilismo» o ¢ schiaviti »,
si pensi alla ben piu vicina interpretazione contennta mnel pin
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alto e onorifico di tutti 1 titoli di tutti i tempi « Servus servo-
rum Dei»; quanto sarebbe deludente veder preferire, per la
matematica, a quello di «servitrice di quanii servono la scien-
za », qualche pomposo titolo come « Calcolo sublime », pin vicino
a quello, aceattato dai pagani, di Pontifex Maximus.

L’opplicazione & poi necessaria pin ancora alla matematica
che a chi se ne avvantaggia, perché solo mettendola alla prova
si pud vagliare efficienza, la funzionalitd, la fecondita di una
teoria; e sono queste qualitd essenziali che ne costituisecono il
pregio anche dal punto di wvista esfetico, eome occorre spesso
ricordare perche il gusto mon degeneri unel decadentismo di ste-
rili raffinatezze, di pretensiosi e goffi ormamenti, di macchi-
noge e fumose invenzioni (da scacciare attraverso il eamino di
Revuz).

Credo di aver vuotaio il saceo, e vorrei augurarmi di non
dover piu parlare di faccende quasi metafisiche; purtroppo perod
molte cose sono come le ciliegie ...

SPUNTI DIVEREI.

In un incontro interessante e vivace come ¢ gtato quello
di Frascati innumerevoli sono gli spunti che andrebbero ripresi
per completare sia pure il quadro delle questioni il cui chiari-
mento avrebbe interesse ai fini del tema del presente arficolo
e delle relazioni cui si riferisce. Limitiamoci ad alcuni, breve-
mente, un po’ alla rinfusa.

Una domanda fattami da Viola: se intendo e credo possi-
bile (lui ne dubita) che la matemalica vada appresa come la
lingna materna; in tal caso, studiarne dopo la grammatica &
noioso. L’espressione mi & piaciuta; la risposta & che ritengo
si dovrebbero apprendere «come la lingua materna » quelle no-
zioni preliminari che servono a destare interesse per mn proble-
ma e favorire Ja comprensione delle spiegazioni da far seguire
quando sono atfese, appropriate e non tardive. Cid non solo
come espediente per rendere pin piacevole 'argomento, ma come
necessitad per far capire il perché delle cose ¢ non solo il verba-
lismo degli enunciati e il formalismo degli algoritmi.

Campedelli, Manara, Pescarini, forse altri, si preoccupavano
di non abbandonare la geometria di Euclide come argomento
tradizionale e percid stesso culturalmente importanie. Ritengo
sarebbe molto opportuno (ma specialisti come loro dovrebbero
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studiare i1 modo di farlo bene!) inserire un non troppo esteso
ma succoso saggio di tale mefodo appena completata (coi primi
necessari sviluppi) introduzione delle nozioni metriche (intorno
ai 14 anni del programma Papy); il saggio potrebbe — come
programma massimo — dare un quadro comparvativo degli as-
siomi, dell’ordine di concatenazione dei diversi conecetti, dei modi
di ragionare, dei vantaggi e degli svantaggi, dello sviluppo sto-
rico, ecc., dei dune diversi sistemi: gquello di Euelide ¢ quello
preconizzato. Come programma minimo, far almeno intravvedere
gualeosa sn ciascuno degli aspetti menzionati, ¢ sviluppare este-
samente parecchi esempi signifieativi,

Spunti interessanti (in Revuz e altri) in favore del caleolo
unmerico e questioni connesse, inginstamente softoyalutate da
chi ama limitarsi alla matematica del perfetfo, Importante in-
vece e istruttivo tener sempre presente che bisogna fare i confi
con l'approssimazione e l'errore: ignorare ecio non gignifica in-
nalzarsi ma impoverivsi. (Ho gid citato troppe volte una con-
forme osservazione di Castelnnovo, del 1912). Interessante: in
una classe (non ricordo chi 1'ha detto) i giovani hanno respinto
la conclugione che dall’ngnaglianza di un 1° e 2¢ segmento, e
poi 20 e 3% .., 900 ¢ 100° si potesse concludere I'uguaglianza del
1° ¢ Pultimo (giustamente, pensavano allaccumularsi degli ef-
fetti dell’inesatiezza: necessitd di nom presentare come ovvie
delle convenzioni in certo senso pin progredite, ma in aliro senso
pin sempliciste, di quelle spontanee per i giovani). Qui anche
si possono inserire consideraziomi statistico-probabilistiche (fatti
cenni, non discusse).

E fermiamoci qui. Come si vede, 'avvio sembra sempre pil
promettente, ¢ confortante la convergenza d'intendimenti che col
procedere degli scambi d’idee potra sempre meglio perfezionarsi
e definire le residune questioni dubbie. Non hisogna perd sottova-
Intare le difficoltd ; e basti qui menzionarne una per tutte, espressa
spiritosamente da Mme. Lelong come «une loi naturelle »: non é
permesso insegnare ai giovani cio che i loro padri e Ie loro maodri
non hanno a swo tempo imperato,

Questa frase paradossale illumina bene quali e quante dif-
ficolta sia fatale debbano incontrarsi dall’esterno, per l'incom-
presione e il misoneismo inevitabile nei profani e aggravato dai
tristi ricordi che i profani di oggi conservano dell’ingegnamento
di ieri. Ma, tottavia, i pericoli maggiori dobbiamo sempré temere
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di rivederli riaffiorare tra noi stessi per la possibilita sempre
latente e incombente che i veechi difetti permangano o risorgano
nonostante ogni rinnovamento di contenuti e perfino favoriti da
€880,

Vi sono tre terribili forze che concorrono a sostanziare tale
minacecia, (¢ la tendenza naturale di ogni cosa a perdere 1'ini-
ziale slancio intelligente e degradarsi a vieta routine, e purtroppo
tale tendenza & particolarmente eonnaturata al fradizionale spi-
rito scolastico. Vi sono poi due motivi specifiei delln matema-
tica, opposti come punto di partenza ma spesso indiscernibili
come esfrinsecazione finale: cioé la mortifera aridita e mecca-
nicita del formalismo. Vi pud essere il motive elevato ¢ prege-
vole che si ispira alla critica dei principi e dei fondamenti, del
quale perd, c¢hi non sia tanto colto e specializzato ed acuto ed
appassionato da sapprezzarlo, rimane solo un‘impressione di
pedantesco formalismo. E vi pud essere il motivo aberranie di
aiutare i pigri e i deficienti ed obbligare di riflesso anche gli
intelligenti a risolvere problemi e superare esami senza capirne
il senso, riducendo la matematica alla mnemoniea ripetizione di
enuneciafi applicazione di regolefte e ricorsgo a schemini standar-
dizzati. Nei due casi, che ci & proponga turpemente di insegnare a
imparare senza capire, oppure, troppo ambiziogamente, ad impa-
rare a capire cio che & dato premafuramente e superflnamente,
il risnltato & sempre di imparare senza cepire.

Ed & questo il fatto mostrunoso che caratierizza la mentalita
scolastica in quell’aspetto deteriore che occorre combattere: il
proporsi (eonsapevolmenfe o mo) di condurre all’annullamento
e abbrutimento delle intelligenze finemente ma terribilmente
sintetizzato dalla frase segnenfe (é mma citazione inglese) che
potrebbe distinguere chi & stato sufficientemente istupidito da
meritare la maturitd: <Jo posso imparare ¢ credere una cosa
senze capirle; ¢ tutto questione di allenamento! s

B. o Fingrri



