Sui prismi e le piramidi regolari razionali

Definizione di poliedro razionale,

1. Un poliedro si dice ragionale quando le misure dei suoi
gpigoli e del sno volome si esprimono con numeri razionali.

Sono stati oggetto di studio finora i tetraedri razionali,
ma i resultati noti non esauriscono il problema, le rvicerche
portano soltanto a determinare particolari classi di tefraedrvi
razionali ().

Anche il easo pitt semplice di tetraedri trivettangoli che
8i riconduce ad un noto problema dell’analisi indeterminata
di HuLero (*) non & interamente rizolto, per tale questione
I’ A. eomunicherd tra breve nuovi notevoli resultati.

Qui ¢i proponiamo di trattare I’argomento dei prismi e
delle piramidi regolari razionali, arrivando alle conclusioni per
via del tutto elementare.

L’uanico prisma retto regolare razionale
e quello a base quadrata.

2, Bia P nn prisma retto regolare razionale la cni base
abbia 2 lati, e ne sia 2z il lato della base ed y I’altezza,
con x e y razionali. Il prisma & razionale se ’area della sua

w . .
base na*etg L esprime con un numero razionale e per questo

(t) Cfr, Bneyklopiidie der mathematischen Wissenschafton. B, III, 1;
H. 6, pag. 1085,

(*) Cfr, LeoNEARD Euner: Opsra Omnia. Series Prima, Vollstindige
Anleitong zur Algebra, Zweiter Theil, pag. 475. (Leipzig, Teubner 1911).
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. n . -
é necessario e basta che Gtg,] 81 esprima con un Numero ra-
zionale, si abbia ciod

L
(1) o8 =y
con p e ¢ interi.
Dalla (1) quadrando si ha:
2 T __ &
(2) sen* = g

€ posto
T T
{==co8- 4-¢s8en-,
n €

(¢4 unitd immaginaria) abbiamo seng-_-(tz— 1)/2it e la (2)

diventa :
(p* - @*)(1* — 1)* 4+ 4¢°* =0,

ed infine posto

o . 2%
(2) © = 1® = c0§ o Hisen=

si ha per v Pequagione di secondo grado « ocoefficienti interd
assoluti ;

(3) (' + ¢*)(w — 1) 4 4¢°w = 0.

Ma il numero o & radice primitiva a7* dell’unita, .esso
soddista quindi Pequaszione irriducibile nel campo assoluto di
ragionalitd :

(4) X, (w)=1({e" — 1) /T —1) =0

P [ha
@i grado ¢(n) [¢(n) indicatore di Gauvss del numero #), ove p,
percorre tutti i divisori di » [n compreso] della forma

n n

9’(, = ‘ e — , e
Pelr 2iDaPiPm

che si ottengono dividendo m per un numero pari dei snoi
divisori primi diversi, e similmente p, percorre tutti i divisori
della forma

N n

i’: ’ PiPrP: "
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che si ottengono dividendo n per un numero dispari di tali
fattori (*); e poiché ® & radice dell’equazione di secondo
grado (3) deve aversi (%) :

{B) p(n) =<2,
¢iod posto
N =Py PI* 0. P&,

CON Py, Pyyemy Py fattori primi diversi, deve aversi:
&) PP b R — DR — 1) (2 — 1) =2

Si ha da qui che n ha soltanto i fattori primi 2 e 3, esso
ha percid la forma:
n=2%><3"%

Per § =0, si ha ¢(n)=2""" percid o=2, n=4 e i prismi
rétti a base quadrata reitangolari con spigoli razionali hanno
anche il volume razionale.

Per =0 si ha n=23% ¢n)=23"*><2<2 percid f=1
e n=3, per x>0 e >0 si ha p(n) =2%X 3F—* < 2, pereid

=1, f=1 ¢ n=6, ma nei dne casi si ha cl;ggzv'?»,

T g S :
¢tg 5=z e i.corrispondenti prismi non sono razionali.

1
V3

Limitazione del numero dei lati della base
di una piramide regolare razionale.

3. Ui proponiamo di determinare tutte le piramidi rego-
lari P che hanno il lato della base 22, lo spigolo laterale
e il volume v misurati da numeri razionali,

Scegliendo un conveniente rapporto di similitudine F, pos-
siamo sostituire alla piramide P un’altra simile di lato 2k,
di spigoli k2 e di volume k*» con ke, ks, kv interi; possiamo

(*) Cfr. L. Braxcur: Lesioni sulla teoria dei gruppi di sostilusioni o
delle equasioni algebriche secondo Galois (Pisa, 1899), pagz. 208-209,
(?) Cfr. L. Brawcar: loe. cit., pag. 187,
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supporre quindi i tre numeri z, z, v interl, & cosl pure intero
numero y = 3»/ng’, indicando in questa formula n il numero
dei Jati della base della piramide P,

La superficie della base di P & espressa da n2® clg -E, 8k

avrd quindi per la sua altezza

3vt ‘J'c_? ¢ T
,ms 'g;"——J ‘g"‘_!

e siccome :r./sen;—: ¢ il raggio della base della piramide e ¢z il

suo spigolo, ayremo:
T 1:
2 ¢ 2 2
" [sen” — g-=
/ ATy R
ciod

(6) (y*~-~ 2°) sen* ;5: — (%* 4~ 2*) sen® ;7; ~+2*=0

la quale tenuto conto delle (2) e (2) diventa:
(6) @+ 2%)(w—1)* 4 4(2* 4+ 2%) (0 — 1)%0 4+ 162°0* =0

che & un’equazione di quarto grado in @ a coefficienti interé
assoluti.
Ragionando come prima avremo ora per a

p(n) <4,

ed n avra quindi la forma
n = 2%3°p",

Se & y > 0 deve essere per la (5') n =25, supposto invece
y=0, si ha n=2"><3" e percid per la (5') f=1. Per f=1
8i ha n =278, p(n)=2" quindi 2" <4 ossia 2=0, 1, 2 e
pereid n=3, 6, 12. Infine per =0, '8=0, si ha n=2%
Pn) =2""" <4, e percid M<=3) a =2, 3 ed n =4, 8.

Concludendo il numere dei lati della base di wna piramide
regolare razionale pud essere espresso con wuno dei seguenti nu-
meri n=3, 4, b, 6, 8, 12.
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Non esistono piramidi regolari razionall
con le basi di 3, 5, 8, 12 lati.

£. a) Sia n=3 {SGD%:%EJ , la (6) diventa:

428 - 9yt = 32%

Segne che « e pereid 2z sono divisibili per 3, e posto ¥ =3z,

£=3%, avremo:
4z, + y* =3z,

Sia 3%d con 2 =0 il massimo comune divisore di 2z, e y,
dove supponiamo 4 primo con 3; posto 2z, =37dX, y=3"dY,
si ha

3!adﬂ(x3 + YS) - 3#f

con X ¢ Y primi tra lovo. Si ha da qui z, = 3°dZ, percid
Xt Yt=382"

e questa & assurda, perché 8 non pud dividere la somma di
due quadrati primi tra loro (%),

b) Sia n=2>5 [aen —E: YEE—I] , la (6) diventa:
0+ TP @) BV,

ovvero
(202° + Ty* — b2*) + Vb(42® — 3y* + 2% =0.

Si ha da qui (per 1'irrazionalitd di V5)
205® 4+ Ty* =bs*, — 42° 4 3y* =¢?,

(e 1 [y B . .
e percid| )= i \3) =17 manifestamente assurde con 2, ¥, ¢
interi.

(*) Cfr. ad es. G. Gazzaniaa: Gl elementi delle Teorvia dei Numeri.
(Padova 1903), png, 111,
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¢) Sia n==8 [sen g:-... \/2—_;\'3 , la (6) diventa:
—2V2 —2V2
(y* -+ 2*%) 3—-—82 va_ (2* + 2%) 4———-——82 L. + 2t =0,
ovvero:

(42° 4+ 3y* — 2°) +~2V2(a* — y*) =0,
ed ancors
2 —y'=0, 4a*+ 3y —2*=0,

percio x =1y e Ty*=2* che & impossibile con y e 2 interi.

d) Sian=12 |[sen i% = —VZ—EYE , la (6) diventa:
- p
(y* + 5% 7__1—3\5’“ (=® -I—s’)s_l——%s-l—m’ =0
ovvero
(82* 4~ Ty* —2°) +4 V3 (a* —y*) =0,
ed ancora

82° +Ty* —2*=0, a*—y*=0,

da cui 2=y e 2* = 15y°, che & assurdo con y e 2 interi

Espressione delle misure degli spigoli
delle piramidi regolari razionali quadrangolari.

b. a) Per n=4 [sengzl’/ig], la (6) diventa

.'33 T y2 == 2:32.

Si ha da qui che i numeri #+y e z—y sono pari, e posto

g4 y=1a, ﬁ;‘”:hﬁ’

con I, e I, privi di divisori quadrati, si ha

1 1y(af) =27,
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quindi 1, =1, =1 & pereid:
s+y=la’, z—y=2I8, 2x=Iaf.

Hssendo 2+ y pari, uno almeno dei numeri I, « & pari. Sup-
posto dapprima I pari, I =2k, abbiamo

g+ y=2%a*, 2z—y—=4kF® 2=2kap
percid

s=T(a*+28"), y=Fk(=® —28Y), 2= dkap

ossia il lato della base 2x e lo spigolo laterale 7 della piramide
hanno per misura rispettivamente

4haB, kia® 4 2§%)

con Kk, o, § interi qualungue.
Supposto invece z pari, & = 2z,, abbiamo:

sy =4el, s—y=218 =2

da cui 2 =1(8*+ 22]), 22 =4Iz B, ritroviamo quindi la solu-
zione precedente.

Abbiamo quindi: il lato di base, lo spigolo laterale e P al-
tezza di una piramide regolare razionale a base quadrata, con
lato della base intera pari, spigolo laterale e altezza interi,
hanno rispettivamente per misura:

(M dhof,  To(a® +28%, k|at—28°],

eon K, o, B interi positivi qualungue.

b) Se nelle (7) k indica nu numero rasionale arbitrario,
esse c¢i forniscono tutte le piramidi razionali regolari a base
quadrata. In queste formule possiamo ancora snpporre z e
primi tra loro, perché nn eventuale loro divisore comnne @
ci da il divisore comune d® per i due numeri «f, o* 4 282,
| &* — 28 | e il fattore 4* possiamo ineluderlo nel fattore di
proporzionalita k.

Osserviamo infine quando aceade che a due coppie distinte
di numeri primi tra loro («, ), (z,, B,) corrisponde una me-
desima famiglia di piramidi razionali.

Deve essere

(@* -+ 2B%) [ af = (o] -+ 287}/ 2., B, ,
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da cui ae,(af, —a,B)=2,(«p, —e,B), e poiché si ha af, —a«,f==0
[da «f, —«,8=0 segue z/B== /B, e percid, essendo z e B, «,
e B, primi tra loro, a=w,, f=f, contro I’ipotesi] deve
essere ax, = 28B,, «/f =28, /2, ciod a, =2AB, 28, =i« con A
intero.

L’ipotesi =, e §, primi tra loro porta A=1 oppure A=2;
per A =1 abbiamo z, = f, 28, = «, quindi se o & pari e percid
@ dispari, le piramidi razionali corrispondenti alla coppia [, fi]

si ottengono auche dalla coppia [ﬁ, gl con § dispari.

Per A=2 si ha «, =28, B, =« e poiché «, & parj, §, =«
é dispari, e ancora le piramidi ottenute con le coppie (28, ],
[, f], « dispari, coineidono.

Councludendo, per una piramide regolare rasionale a base
quadrata, il lato della base ¢ lo spigolo laterale sono dati ri-
spettivamenie dalle formule

dhaB, k{e* 4 28%

ove o e B sono primi tra love, & dispari, e k un numero razionale
univocamente determinato.
¢) Vogliamo infine osservare che non esistono piramidi
quadrangolari regolari ragionali, le cui faoce laterali abbiano
per miswra un numero ragionale,
Indicando infatti con %a I’apotema della faccia, ¢ deve
essere razionale e per le (7) dowd aversi:

(“2 e gﬁa)i - 4@131 — “2’
ossia

ai + ﬁi—:,: nﬂ.

Il numero razionale a deve essere intero, ma & impossibile
soddisfare guesta equazione con «, f§, @ iuteri (*).

() Cfr. ad es. H. Wrper und 1, WerrereiN: Fncyklopddie des Fle-
mentar-Mathomatik, Bd 1; Algebra und Analysis, pag. 284,

Periodiveo di Matemntizha
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Espressione delle misnre degli spigoll
delle piramidi regolari razionali esagonali.

b. @) Sia n==6 [aen%:%, la (6) diventa:

y* = 120° = 32°.

Si ha da qui che y & divisibile per 3, e posto y =3y,
otteniamo 3y} - 42® = 2*, od anche

(2 — 2m)(z + 20) = 3y;.

Dei numeri # — 2%, 2z -~ 22 uno almeno & divigibile per 3
avremo allora

(8,) g+ 2 =3ke* 2 —20="If
oppure -
(8,) 2 + 22 = kp* 7 — 22 = 3ku’

con k, «, B interi.
Dai sistemi (8,), (8,) si ha rispettivamente:

] I
s=3 (8 +B), w=7@a—p)

s=F@ar ), a=" (@ — 3w

Si ha allora: l¢ piramidi regolari esagonali, ragionali,
aventt il lato della base e lo spigolo laterale intero, ¢ Valtezza

misurata da {y hgg:] yV3 con y intere, hamno il lato della

base, lo spigolo laterale e Paltezza misarati rispottivamente da :
k 2 2 k $ 2 ja
(9) i[ p — da | y é (3-56_ = ﬁ 13 7('-06{3\ oj,

ove o, By, k sono dnteri, con la condizione k pari se = -f &
dispari.

by Se nelle (9) & indiea nn numero ragionale¢ arbitrario,
esse ¢i forniscono tutte le piramidi regolari razionali a base
esagonale,
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Possiamo supporre come prima « e § primi tra loro; osser-
viamo poi che a due coppie distinte |2, ], [«,, B,] corrisponde
nua medesima famiglia di piramidi razionali se si ha:

(32* - B*) Jaf = (3"“? - ﬁf) @8,
eiod 3an (2f, — o ) == BB, (=B, — «,f), ovvero essendo
“[3: —a,f==0, due, = ﬁ?’i e “I’B = 51/3“1

ed infine B, = A&, 8%, =25 con A=1 oppure A =23.

Per A =1 abbiamo 3z, =8, §, =a, ciod se § & divisibile
per 3, e percid o primo con 3, le piramidi corrispondenti
alle eoppie [z, B, [;%' xl coincidono.

Per A—23 si ha §, =32, 2, =f e § primo con 3 e le pira-
midi corrispondenti alle coppie [B, 3], [, f] coincidono.

Coneludendo abbiamo: In ogni piramide regolare razionale
a base esagonale, il lato della hase e lo spigolo sono dati rispet-
tivamente dalle formule :

|8 —3e*|, k(34 4P

ove o € B sono interi primi tra toro, § primo con 3, ¢ k un
numere racionale univocamente determinato (*).

Riassunto del resultati.

6. a) I prismi retli regolari razionali sono soltanto quelli
« hase gquadrata.

b) Le piramidi regolari ragionali sono soltanto quadran-
golari ed esagonali; nel primo caso le misure del lato della
base, dello spigolo laterale e dell’ altezza sono date rispettiva-
meute dalle formule;

4o, k(e* 4+ 28%), k|o?—28°],

(") & facile provare che non egistono piramidi regolari razionali a

base esagonale le eni facee Iaterali abbinno per misura un numero ra-
zionale.
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con & § interi primi ira loro, « dispari, k rasionale qua-
tungue ; nel secondo caso, le misure del lato della base, dello

spigolo laterale e dell’ aliesza 8i esprimono rispeitivaments con
le formule:

k|t —8at|, kBa~-P), 2AkafV3,

con o e B inters primi tra loro, § primo con 3, ¢ k rasionale
qualungue.

Firense, Universita.
(GIOVANNI SANBONB

—————




