Sul concetto di media

1. Il concetto di media non sembra abbia attirato 1’atten-
zione dei matematici e degli statistici come forse avrebbe
meritato. Definire, come molti fanno (*) seguendo Oavomy,
«media fra pit quantitd date nna nuova quantitd compresa
fra la pit piccola e la pid grande delle quantitd considerate »
non significa press’ a poco nulla; e definire le singole specie
di medie che si incontrano abitualmente (aritmetica, geome-
trica, armonica, ecc,) & opera bensi esatta, ma puramente
formale ed anfifilosofica, che pud servire, e male, solo per
un uso empirico. Bppure il eoncetto di media & cos) semplice
€ 008l perspicuo che basta fissarvi un poco Vattenzione per
ritrovarne la vera natura e la conseguente definizione mate-
matica, come il lettore vedra snbito dalle brevi considerazioni
che seguono. Le qunali considerazioni ho avuto oceasione di
svolgere incidentalmente, in una conferenza (*) alla Sezione
Milanese di « Mathesis »; e non le avrei qui pubblicate, tanto
85880 80N0 OVvie, se a cid non mi avesse indotto la strana
circostanza che le molte persone interpellate (fra le quali
docenti valorosi e scienziati illustri) hanno tutte mostrato di
considerare queste osservazioni come effettivamente inte-
ressanti.

2. Cominciamo da un esempio caratteristico e di natura
pratica. Un’ automobile noleggiata, fornita di contachilometri,
percorre 225 Km.: i primi 120 alla velocitd di 60 Km. per
ora, e gli altri 105 alla velocitd di 105 Km. per ora. Qnal’s

(*) Cfr. questo Periodice, Vol, IV, (1924), pag. 438.
(*) « Quello che vorremmo insegnare: la veduta matematica dells
questioni »,
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la sua velocitd media? Qui ciascun lettore penserd che, avendo
I’ automobile impiegate tre ore a percorrere 225 Km., la sua
velocith media & data da

225:3 =175 Km. per ora.

Qioé cigseuno considera come dimostrato che la media di
due velocitd v, e v,, esplicantisi per gli spazi s, e s,,__é data,
in generale, da .

I Oy = ——

cioé della cosidetta media armonica pouderata (eoi pesi s, e 8,),
Supponiamo ora che il noleggiatore dell’automobile si
interessi del consnmo della benzina, Hgli troverd che il con-
sumo fatto per i 226 Km. non & quello che &i sarebbe avato
se I’automobile avesse marciato a 76 Km. per ora, ma quello
corrispondente alla velocitd di 80 Km. per ora.

Appare da quanto abbhiamo detto che la formula (1) & vera
quando si voglia la veloeitd media con rignardo al eonsumo
del tempo, mentre, quando si abhia riguardo al consumo della
benzina, la velocitd media risulterebbe (%)

(2) v, — 604 V%fl’l — 60)* +3,(v, — 60)°
m=— s

venendo data da una specie di media quadratica ponderata.
B se al viaggiatore interessa il consumo di tempo, al proprie-
tario interessa il copsumo della benzina, e ciascuno quindi
ha ragione di tenere alla propria media.

" " 3. Ora & pacifico che la ricerca di una media ha lo scopo
di semplificare una qualche nostra questione sostituendo, in

(*) Ammettiamo, che il consumo ¢, a paritA di percorso, sia eSPreRso
dalla formula ¢=a+b(v—60)° dove @ e b indicano eoefficienti co-
stanti, avendo l'antomobile consziderata un minime di consnmo per la
velocitd di 60 chilometri per ora; e qui non ei interessa affatto sapere’
fino a,] qual punto tale formula empirien corrisponda alla realth speri-
mentale, .
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essa, a due, o pity, gnantitd date upn. quantith sola che valga
a sintetizzarle, senza alterarve la visione d’insieme del feno-
meno considerato. Pertanto dall’ esempio precedente o da altri
analoghi che & inutile presentare, risulta questo: che non ha
senso parlare di media di due (0 pilt) quantité, ma ha senso
parlare di media di esse all’effetto della valutazione sintetica
di un’ altra grandessa che ne dipende. Precisando cid secondo
la abitnale metodologia matematica siamo indofti alla seguente

Definizione. - Data nna funzione
¥ =1 (%%, ... ©,)

di un certo numero, n, di variabili indipendenti, », z, ... #,,
rappresentanti grandezze omogenee, dicesi media delle oo,
By .o Ty, rispetio alla funsione f, quel numero M che, sosti-
toito alle z, @, ... z,, da il medesimo valore per la f che le
T, Ty .. %, Stesse, ciod quel numero M tale che

@) F(MM ... M)= f@,8, ... T,).

i) faeile trasformaxe questa definizione in modo da dare
la espressione analitica esplicita della media. A tale scopo
si osservi che se, nella f, al posto delle 2, 2, ...z, mettiamo
un unico valore =z, la f stessa diviene una funzione di una
sola variabile; chiamiamo f, questa funzione,

B dongue

(4) Jilz) = flae . z).
Insieme alla funzione
Y =J (@)

consideriamo. la funzione inversa che, usando il simbolismo
generale delle operazioni, indichiamo con

(5) z=f"{yl.
Oid posto la media M risulta espressa da
6) M = f,~* {2, e &)y

che, evidentemente, soddisfa alla deﬂnirione implicita della M
data dalla (3).
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4, B interessante illustrare il conecetto esposto di media
con i procedimenti della Nomografia (*), facendo vedere come
si ottenga la media relativa a una qualungue funzione che
sia rappresentata grafieamente.

Per semplicita, dato anche che le nozioni di Nomografia
sono poco diffuse, ci limiteremo al caso di una funzione di
due sole variabili, per la comprensione del guale bastano gli
elementi della Geomefria analitica.

QOonsideriamo dunque una funzione di due variabili

(7) Y = f(z,2,).

Assunti nel piano dne assi coordinati cartesiani, relafivi
alle variabili », e z,, la (7) per ciageun valore y =k, definisce
una curvg di livello per la funzione y, nei puntidella quale
la g ha il valore k. La fuvzione f(wxx,) verrd rappresentata
grafieamente mediante 1’insieme delle sne linee di livello,
relative a valori di % abbastanza prossimi fra di loro (usunal-
mente i valori interi 1, 2, 3 ..).

Ora, data una eoppia di valori z, e »,, questi definiscono
un punto P che ha tali valori come coordinate: per il punto P
passa una curva di livello (tracciata effettivamente o traccia-
bile per interpolazione).

Seguiamo questa linea di livello fino a incontrare in un
punto @ la relta

T, =&

bisettrice del primo gquadrante. La prima coordinata (o la
seconda che & ugnale alla prima) di questo punto @ da il
valore M della media richiesta.

Infatti, in quantfo P e @ appartengono alla stessa linea
di livello, risnlta

FOMM) = (z2,).
La seguente figura 1 rappresenta la funzione

y =2z, 4 3=,

(*) Volendo un’iden della Nomografia si veda I'articolo di G. Surino
« 1 fondamenti della Nomografla » in questo Periodico (lnglio 1926),
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mediante le linee di livello

Il punto P rappresenta la coppia di valori

@, = 1, fﬂa=—s
e il punto @ da la media
M=12
Il grafico precedente & relativo alla media aritmetica
ponderata,
B istruttivo anche il grafico seguente relativo alla funzione

y =2+

Ai

Pig. 2.
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Il punto P corvisponde a o, =05, z,=1,6, e il punto ¢
da M= 1,2.

Qui si noti che percorrendo la linea di livello passante
per P, si incontra la bisettrice x, =, non solo nel punto Q,
ma anche nel punto §': eid signifiea che la media richiesta
pon & una funzione monodroma, come del resto appare dalla
espressione analitica della media di eni qui si tratta (la media
quadratica). Infatti in questo caso la (6) da

M=o

2

8. Alla illustrazione geometrica del paragrafo precedente
conviene aggiungere, a fitolo di esempio, l'indicazione del
come si presentino le medie piti comuni.

Relativamente alla funzione

Y=J(2.2, . By) = D%, ~+ PyTe oo = Pup

si ha
(7 J(@) =(p, 4+, + .. +p,)2
—) o y
fit iyl R T
e quindi
; 2, + ... i
) M =Bt P ot Pulu

Pt P+ P

la M cosi risulta la media aritmetica ponderata.
Relativamente alla funzione

(8) Y = (&2, . 2,) = TP 25 .. @2
si ha
f‘l‘\w) = P +Ps+..+p,)
L
Syl =gy tetEp,
e quindi

|
(8") M= (g;{h z2h ... gg,,} (p. +p.+...4:p”);

I8 M cosi risulta la media geometrica ponderata,
Per p, =p,=...=p, =1, si ha la media geometrica abituale

.
M= vxlxe o Ty o
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Relativamente alla fomzione

y= T Pn
9) Y ""'f(xxmz o By) = 2, -+ 2, e T z,
si ba
+ Pyt i+ P
flm=bta TP
f—-lly"—P’ +P!+'"+Pn
o 8 —
Y
e quindi
(¥) M=ttt et

By By g Bn
®z o, T

la M cosl risulta la media armonica ponderata
Relativamente alla funzione

(10) Y=F(@Z; o Bp) = 2,° +0,° + oo 2,

8i ha
Ji(z) = n2®
=
ri=Y2
e quindi
(101) M= 5‘2 —+- a',” + e 4+ :'B,f

n

la M cosi risulta la media quadratica,

Del tutto simile & la media quadratica ponderata relativa

alla funzione
Y=p2° 4+ P2° == oo 4 Py

6. Oapita molto spesso di dover considerare la media non
di un numero finito di quantitd, ma di un numere infinito ;
ad esempio quando si parla di temperatura media di un dato
clima. Supponiamo qui, per semplicitd (pur restando in una
generalitd molto ampia) che le quantitd « di cui cerchiamo
la media dipendano da un parametro ¢ variabile con eonti-

nuitd fra due valori estremi @ e b

x == a(t)
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La fuonzioue y rvispetto alla quale vogliamo calecolare la
media appare ora come una funzione di infinite variabili.
B notevole il fatto che questa funzione y possa sempre espri-
mersi sotto la forma di un integrale definito. Infatti indi-

chiamo con
x| dt

Pineremento che alla funziome y portano le 2 relative a ¢
compreso fra £ e ¢ dt: con cid la y risnlta data da

b
(11) y=(¢i=w)}ar.

In questo caso la funzione f, a cui si riduee la y quando si
dia a tutte le x un medesimo valore (ciod, qui, si consideri
la « costante) diviene

il
Ji@) =j¢ {z]dt econ z costante
ciod *

b
Fio)=v@fat=5@0—a;

e quindi la funzione inversa f,—' &

a

Sy =" (5 3 )

Cid posto la media delle nostre z, variabili con ¢, &

b
(12) vy § IEOIT }

b—a

Oonviene illustrare le cose ora indicate mediante un facile
esempio.

Si abbia una piramide regolare, a base qnadrata di lato 1,
di altezza 2. Consideriamo i lati degli infiniti quadrati sezioni
della piramide con plani paralleli alla base. Si cerea fra qnesti
il lato medio rispetto al eomputo del volume della piramide

Peyiodico di Matomatiche g
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(ciod il lato di base di un prisma goadreato di altezza 2 ed
aquivalente alla piramide).

Indichiamo con i la distanza della sezione dal vertice:
il lato della sezione & dato da

L
2

=
e I"area della sezione stessa & dafa da

2
w(zr) = z’=%.

Qui & _
ple)=2" e quindi ¢\ (y)= V.

Inoltre il volume y, rispetto al quale cerchiamo la media,

& espresso da
2 2

Ora, in guesto nostro esempio &

Ji(@) =22, f~'(y)= ]ﬁé

w5}

ciod il lato medio, ha la lunghezza V —1-.

e quindi

3
B poi ovvio come i presenti la generalizzazione al caso
in cui le z, di cui si ceroa la media, dipendano da due para-

mefbri # e v
o= 2(uv)

o anche da pilt. B su ¢id quindi non & il easo di insistere.

7. Vogliamo invece vedere, da questo punto di visia, il
concefito del cosi detto valer medio di una funzione

® = (1)

data in un intervallo (a, b).
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Questo valor medio viene definito dalla formula

[}
M= fatyit.

h—a

@

Esso dungue si oftiene prendendo nella (12)
p(m) =2

e quindi la funzione y rispetio a eui si caleola la media &,

b

i :jn:ru

o

ciod I'area definifa dalla funzione x ==(t). La M & I’altezza
del rettangolo di base b —a eqguivalente all’area suddetta
(Ggura 3).

COome il concetto di funzione, cosi quello di valor medio
della funzione stessa, ha solo significato rispetfo ad una data
variabile indipendente : cambiando
questa cambia naturalmente anche
il valor medio. La cosa si verifiea
immediatamente su di un qualsiasi
esempio (cfr. U. Cisorrr, Legioni di
Analisi matematicn, terza edizione,
pag. 322); ma & istrmttivo vederne i
la ragione @ priori. i

11 valor medio o e
= L Fig. 8.

M= Jla:(t)flt

(3

&

o P 1

h—a

appare come una media aritmetica ponderata. Diviso infatti
Pintervallo (a, b) in parti infinitesime 3, e indicato eon z; il
valore della » relative a un punto (ad esempio il punto di
mezzo) dell’ intervallo 8, il valove A/ risulta (a meno di uu
infinitesimo traseurabile)

28,

M =5

I
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Una trasformazione di variabile equivale a nna dilatazione,
in generale non uniforme, degli intervalli &;, che rappresen-
tano i pesi relativi alle varie z;

=T k; variabile con i;
gnindi la nuova media
Ml —_ b zia'i
¥,

risnlta una nnova media aritmetica ponderata, delle stesse z,,
ma con pesi affatto diversi dai precedenti, e gnindi essa
stessa diversa dalla precedente.

Milano, E. Universita,
Oscar CHisiNg



