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Le Indicazioni Nazionali

Le sezioni coniche saranno studiate sia da un punto di 
vista geometrico sintetico che analitico. Inoltre, lo 
studente approfondirà la comprensione della 
specificità dei due approcci (sintetico e analitico) allo 
studio della geometria. 

Studierà le proprietà della circonferenza e del cerchio e 
il problema della determinazione dell'area del 
cerchio, nonché la nozione di luogo geometrico, con 
alcuni esempi significativi.
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Che cos’è un luogo geometrico?

• Già in Euclide la retta come luogo dei punti 
che “giacciono ugualmente su stessi”. La 
definizione IV: 

• Linea retta è quella che giace ugualmente 
rispetto ai punti su essa (cioè, ai suoi punti)

• Negli Elementi dell’edizione UTET di Lamberto 
Maccioni e Attilio Frajese
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Nell’insegnamento
• Punti notevoli di un triangolo
• Asse di un segmento
• Bisettrice di un angolo (luogo dei centri delle 

circonferenze inscritte, luogo dei punti equidistanti 
dai lati)

• Luogo dei punti che vedono sotto angolo assegnato 
gli estremi di un segmento...
Tanti i temi assegnati alla maturità e ai concorsi a 
cattedre come punto di arrivo della comprensione 
della geometria analitica.
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Esami di Stato del 2007

Si considerino i triangoli la cui base è AB=1  e il cui vertice C 
varia in modo che  l’angolo                    si          mantenga 
doppio dell’angolo ABC.                  

1. Riferito il piano ad un conveniente sistema di coordinate, si 
determini l’equazione del luogo geometrico γ descritto da C.

2. Si rappresenti γ, tenendo conto, ovviamente, delle prescritte 
condizioni geometriche. 

3. Si determini l’ampiezza dell’angolo ABC che rende massima 
la somma dei quadrati delle altezze  relative ai lati AC e BC e, 
con l’aiuto di una calcolatrice, se ne dia un valore 
approssimato in gradi e primi (sessagesimali).

4. Si provi che se 
2

15 è allora  36ˆ −
=°= ACCBA

BAC ˆ
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Le reazioni al problema 

• Problema fu giudicato difficile
• Proteste ( la fronda veneta) e riprese vigore la 

proposta di un Syllabus per la prova scritta.
• Un ordinario di geometria: lasciate che i luoghi 

geometrici si trattino all’Università
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1748
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LA VERSIERA 
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Una delle formulazioni proposte (2013)
Sia  f la funzione definita, per tutti gli x  reali, da  f(x)= 8/(4+x^2)
1. Si studi f e se ne disegni il grafico Φ in un sistema di 

coordinate cartesiane Oxy . Si scrivano le equazioni delle 
tangenti a Φ nei punti  P(-2;1) e Q(2;1)  e si consideri il 
quadrilatero convesso che esse individuano con le rette  OP e 
OQ.  Si provi che tale quadrilatero è un rombo e si determinino 
le misure, in gradi e primi sessagesimali, dei suoi angoli.

2. Sia Γ la circonferenza di raggio  1 e centro (0;1) . Una retta t, 
per l’origine degli assi, taglia  Γ oltre che in O in un punto A e 
taglia la retta d’equazione y=2 in un punto  B. Si provi che, 
qualunque sia t, l’ascissa x di B e l’ordinata  y di A sono le 
coordinate  (x; y) di un punto di Φ.
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Concorso a cattedre del 2000
• Nel piano, sono dati: il cerchio γ di diametro AB, la retta t 

tangente ad esso in B, una retta r passante per A, i punti C, D 
intersezione di r rispettivamente con γ e t. Al variare di r, i 
punti P di essa per i quali è AP=CD ( in valore e segno ) 
descrivono la notissima cissoide di Diocle. Il candidato dopo 
averne esplicitato le equazioni – parametriche, cartesiana e 
polare – e calcolato le aree che essa delimita sia con il cerchio 
γ sia con l’asintoto si soffermi sull’utilizzo fattone da Diocle 
per duplicare il cubo. In ordine a tale ultima questione 
chiarisca il significato di problema classico dell’antichità e la 
visione più attuale di risolubilità di un problema.
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Concorso a cattedre del 2000

• Una delle curve più famose è certamente la 
cicloide definita altresì l’«Hélène de la 
géométrie».  Il candidato spieghi in che cosa 
essa consista; ne derivi (per la cicloide 
ordinaria) le equazioni e le misure delle 
grandezze più significative. Ne chiarisca infine 
le proprietà di tautocrona e di brachistocrona.

• George B. Thomas, JR. Ross L. Finney, Analisi 
Matematica, Zanichelli
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Il luogo per eccellenza
la Sfera /Circonferenza

• Deus est sphaera cuius centrum ubique, 
circumferentia nusquam

• Appare per la prima volta in un manoscritto del XII secolo. 
• San Bonaventura (1221- 1274) in Itinerarium mentis ad Deum:

“Poichè Dio è eterno e assolutamente attuale, abbraccia e compenetra 
tutte le porzioni di tempo, quasi esistendo simultaneamente in tutti i loro 
momenti come loro centro e circonferenza. Poichè è infinitamente semplice 
e infinitamente grande, si trova, in tutta la sua completezza, all’interno ed 
all’esterno di tutto; ed è per questo che è una sfera intelligibile che ha il 
centro dovunque e la circonferenza in nessun luogo”.
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Archetipo geometrico
• Invariante per omotetie, mantiene la sua struttura globale 

simile al suo germe, un’altra solidarietà tra locale/globale.
• ha influenzato tutto: teoria e pratica,  dottrine teologiche, 

cosmologiche, psicologiche, utopistiche, sociologiche, 
letterarie, urbanistiche....

• G.Poulet, Metamorfosi del cerchio, Rizzoli 1971
• Umanesimo e Rinascimento: Passando attraverso le età il 

grande emblema del centro e della sfera ha cambiato senso in 
maniera singolare. Ormai non si applica più esclusivamente a 
Dio, ma anche all’uomo. E’ l’uomo che, pari a Dio, scopre di 
essere centro e sfera infinita
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LE CONICHE
• La teoria delle coniche è sviluppata da Apollonio (262-190 

a.C.) – ultimo degli alessandrini - nell’opera “sezioni 
coniche”: 8 libri per 487 proposizioni.

• Abbiamo: i primi 4 conservati in manoscritti greci del XII e 
XIII sec. e il V-VI-VII in traduzioni arabe del 1300; l’ottavo è
perduto. 

• Perchè un’opera così importante è andata perduta?
• fu decisamente una delle più profonde conquiste della 

geometria classica greca ma è il ‘600, il secolo matematico per 
eccellenza – secondo M. Kline - a conferire loro l’importanza 
che hanno. 
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Il canone della purezza
• “....per la geometria classica la retta e il cerchio occupano un 

posto privilegiato; l’uso delle coniche o di altre curve nelle 
costruzioni grafiche è considerato illegittimo, e alcuni 
strumenti poco più complicati del compasso ordinario vengono 
riguardati come strumenti imperfetti, da usarsi, occorrendo per 
la pratica, ma indegni di penetrare nel tempio della geometria 
pura.” (E. Artom in Enciclopedia Hoepli, delle Matematiche 
Elementari e Complementi)

• “Nella sua interezza il cerchio è centralmente presente nel 
centro; poichè il centro è la causa, e il cerchio è ciò che viene 
causato da esso” (Proclo) 

• Apollonio non ha avuto al pari di Euclide un 
commentatore come Proclo
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L’arte dei numeri di J. Dieudonnè
-tra i dieci libri da leggere-
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Quali i fatti fondamentali
• Galilei scoprì che un proiettile gettato orizzontalmente dalla cima di una 

torre, cade a terra descrivendo un arco di parabola ( se si trascurano la 
resistenza dell’aria e se il movimento avviene sopra una parte della terra 
che possa essere considerata come un piano).

• Cartesio dà il metodo che consente di vederle come equazioni e come 
luoghi geometrici.  Non è necessaria la costruibilità per sancire l’esistenza 
di una curva,  è sufficiente che essa abbia un’equazione. E viceversa si 
allarga il concetto di curve ammissibili: ad una data equazione in x e y 
corrisponde una curva: “Ma i moderni, procedendo molto più innanzi dei 
luoghi piani, solidi e lineari dei Greci, hanno accolto nella Geometria tutte 
le linee che possono essere espresse da equazioni” (Newton, 
1707)[Arithmetica universalis] .
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L’Armonia del Mondo e il successo 
dell’ellisse

• Keplero (1571- 1630) : i pianeti percorrono orbite ellittiche. Le 
coniche sono anch’esse nella mente di Dio; il Mysterium 
Cosmographicum (1596) è svelato!

• Un’ottantina d’anni più tardi, Newton riuscì a dimostrare che 
l’orbita ellittica dei pianeti implica una legge di attrazione 
gravitazionale con forze inversamente proporzionali al 
quadrato della distanza. Nel seguito si scoprì ancora che le 
coniche compaiono non solo come orbite dei pianeti e dei 
satelliti ma anche come traiettorie di particelle atomiche 
elementari. Anche nella pratica il ‘600 affina il ricorso alle 
coniche per disegnare lenti o specchi e dilaga il loro uso 
nell’architettura e nell’arte in generale.
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Religione e Matematica
La cappella degli italiani a Praga
forse la prima a pianta ellittica
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Il Barocco
S. Carlo alle 4 fontane il capolavoro 
di  Francesco Borromini(1599‐1667)
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Divinatio Apollonii
Vincenzo Viviani (1622‐1703)
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Il punto da cui si vedono i lati di un 
triangolo sotto un angolo di 120°

• Il  problema  risolto  da  Viviani  non  pare  abbia  suscitato  altri 
interessi anche successivi e rimase nell’ombra fino a quando J. 
Steiner  (1796‐1863)  non  lo  riscoprì per  suo  conto  nel  1837 
dandone  anche  una  generalizzazione  ritenuta  però,  in 
seguito,  di  scarso  interesse  e  “una  delle  generalizzazioni 
superficiali  che  si  incontrano  spesso  nella  letteratura 
matematica”.

• Il  giudizio  sulla  generalizzazione  operata  da  Steiner  è di  R. 
Courant e H. Robbins che hanno avuto il merito di riformulare 
il problema, che impropriamente attribuiscono a Steiner, e di 
portarlo all’attenzione della comunità matematica  in ragione 
del  largo  e  meritato  successo  del  loro  “Che  cos’è la 
matematica?
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La generalizzazione del problema

• Per  trovare  ‐ scrivono  Courant  e  Robbins  ‐ la 
generalizzazione  del  problema  di  Steiner  che  abbia 
un vero  interesse, si deve abbandonare  la ricerca di 
un solo punto P e proporsi invece la determinazione 
del  reticolato di  lunghezza  totale.  In  termini 
matematici  diremo:  “Dati  n  punti  A1,  A2,  ....  ,  An, 
trovare un sistema connesso di segmenti, di minima 
lunghezza totale, tale che ogni coppia di punti possa 
essere  collegata  con  un  poligono  formato  da 
segmenti del sistema”.

Ambrisi 27



Un’idea delle difficoltà può formarsi dall’esame della situazione, 
particolarissima, di 4 punti disposti ai vertici di un rettangolo, dove occorrono 

due punti aggiuntivi, detti anche punti di Steiner

A B

QP

CD

La somma 
AP+DP+PQ+QB+QC

è la lunghezza minima                   
per congiungere i 4 punti  

A, B, C, D.
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La rete minima
• Il fatto è che al crescere del numero n di punti 

(n si può assumere come la misura della 
dimensione del problema) il problema diventa 
intrattabile. I tempi di risoluzione crescono 
esponenzialmente con n: è cioè un problema 
NP (non deterministico in un tempo 
polinomiale).
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o anche dall’esame del grafico seguente, rappresentativo del collegamento 
minimo tra 29 città degli Stati Uniti [i]

Il problema con 29 punti qualche decennio fa era già al limite delle 
possibilità di elaborazioni di potenti computer.

___________________________________________________________ 

[i]il grafico è tratto da : “Il problema della rete di lunghezza minima” di M.W. 
Bern-R.Graham in LE SCIENZE n.247, marzo 1989.
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Le possibilità grafiche
La dimostrazione del teor. di Torricelli-Viviani
è immediata. Con il ricorso ad una rotazione di 
60° di centro A, P va in P’ e B in B’. ABB’ è
equilatero e i triangoli AP’B’ e APB sono 
congruenti.  La spezzata B’P’PC ha lunghezza pari a
PB+PA+PC.  Essa è minima quando i punti della 
spezzata sono allineati, cioè quando P appartiene a B’C.
P dunque è l’intersezione di B’C con BF e con DA 
(rifacendo il ragionamento con altro centro di rotazione). Ma 
anche i tre cerchi circoscritti ai tre triangoli esterni si 
incontrano in P.
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P è il punto cercato. 
Conseguenza immediata 
è il teorema di 
Napoleone. I centri G,H,I 
dei triangoli equilateri 
costruiti esternamente ad 
ABC sono vertici di un 
triangolo equilatero.
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I Frattali

• luogo geometrico è tutto ciò che sostanzia la nostra 
percezione dello spazio vitale e che si associa alla 
forma di ogni oggetto ideale o concreto che lo 
riempie o può descriverlo. 

• Gli oggetti ai quali ci si riferisce sono gli artefatti ( 
letteralmente: prodotti di un’arte – più in particolare 
dell’uomo) i cui elementi caratteristici sono gli 
elementi della geometria euclidea ( angoli, spigoli, 
angoli diedri, superfici piane.....)
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La geometria della natura
• Nuvole, catene montuose, coste frastagliate,.... si 

presentano diverse e tali apparirebbero – secondo l’
E.T. del film di Spielberg ed il biologo J. Monod -
lontani dai canoni euclidei. Sono gli oggetti della 
natura, i frattali, figure molto complesse immerse in 
spazi molto semplici. 

• Luoghi geometrci di estrema bellezza, mostri 
matematici dotati di continuità ma non di derivabilità
eppure ottenibili da semplici procedure iterative, anzi 
dal trattamento ricorsivo di semplici equazioni. Il 
successo della formula di Newton!
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Conclusione
• Il discorso è appena abbozzato.....l’intera matematica 

è suscettibile di un’immagine, un luogo geometrico 
che essa permea e domina allo stesso tempo. 

• E’ solo abbozzato il racconto che possiamo fare dei 
luoghi, artefatti e naturali che siano. E c’è ancora 
un’altra geometria che si sostanzia di altri caratteri, 
altre simmetrie, altre curvature, a metà strada tra 
oggetti fatti dall’uomo e oggetti naturali, modelli di 
forme che Dio realizzò a sua immagine e 
somiglianza!
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